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Gegeben sei eine glatte projektive Kurve C iiber einem Zahlkorper k. Da diese
durch endlich viele Gleichungen gegeben ist, kann man sie zu einem glatten, pro-
jektiven Schema der relativen Dimension 1 iiber einem offenen Unterschema von
S = Spec(Oy) fortsetzen. Es stellt sich nun die Frage, ob man eine regulire Fortset-
zung C iiber ganz S finden kann, und ob und in welchem Sinne diese eindeutig ist.
Eine solche Fortsetzung ist dann ein ganzes, eigentliches und flaches S-Schema der
Dimension 2. Man spricht auch von einer arithmetischen Flédche. Die arithmetische
Fliche C wird dann regulidres Modell von C' genannt. Es stellt sich heraus, dass
man stets regulére Modelle finden kann. Unter den reguléren eigentlichen Modellen
gibt es stets ein kleinstes, das sogenannte minimale reguldre Modell. Alle anderen
regulidren Modelle entstehen aus diesem durch Aufblasung (in Geschlecht > 1). Die
reguldren Modelle sind jedoch im allgemeinen nicht glatt, sondern es gibt schlechte
Fasern. Fiir manche Punkte s von S wird man gar kein Modell C finden, so dass C
in s glatt ist. Dies sind die Punkte schlechter Reduktion von C.

Ziel des Seminares ist es, die Theorie von arithmetischen Flachen und der mini-
malen Modelle zu entwickeln. Diese Theorie hat viele Anwendungen in der Arith-
metik. Insbesondere ist sie essentiell fiir das Studium k-rationaler Punkte auf der
Kurve C.

Wir gehen nach

Liu, Q. Algebraic geometry and arithmetic curves. Oxford Graduate Texts in Mathe-
matics, 6. Oxford Science Publications. Oxford University Press, Oxford, Paperback,
2006.

vor. Alle Zitate unten beziehen sich auf dieses Buch.

Teilnehmerkreis und Vorkenntnisse

Das Seminar richtet sich vornehmlich an Studenten im Studiengang Master Mathe-
matik. Gute Grundkenntnisse der algebraischen Geometrie werden vorausgesetzt.
Zeit und Ort

Dienstag, 14 — 16, Ort wird noch bekanntgegeben.
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Vortrige

Vortrag 1: Gefaserte Flichen und Desingularisierung

Abschnitt 8.3.1 (Theorem 3.16 ohne Beweis). Dazu (auch ohne Beweis) Thm. 3.42
und 3.44 vorstellen. Dann Example 3.53 und 3.54. Sei S = Spec Oy das Spektrum
eines Zahlrings oder allgemeiner ein beliebiges Dedekindschema. Unter einer gefa-
serten Fldche verstehen wir ein ganzes, projektives und flaches S-Schema X der
Dimension 2. Ist X auflerdem regulir (und die Basis S eindimensional), so sprechen
wir von einer arithmetischen Fliche. Jede gefaserte Fliche iiber S = Spec Oy, (oder
S exzellent und eindimensional) kann durch eine endliche Folge von Aufblasungen
und Normalisierungen in eine arithmetische Flédche transformiert werden.

Vortrag 2: Bewertungen und Modelle

Punkte der Kodimension 1 auf einer gefaserten Fliche X entsprechen Bewertun-
gen des Funktionenkorpers von X. Bewertungen spielen eine wichtige Rolle in der
algebraischen Geometrie der Zariski-Schule und sind auch heute noch niitzlich. In
diesem Vortrag soll die Verbindung zwischen der modernen Schema-Sprache nach
Grothendieck mit der bewertungstheoretischen nach Zariski in Verbindung gebracht
werden. Abgedeckt werden soll Abschnitt 8.3.2 und Ex. 3.14.

Vortrag 3: Kontraktion

Es soll Abschnitt 8.3.3 {iber Kontraktion (,, Herunterblasen®) behandelt werden. Ziel
ist es, zu zeigen, dass man vertikale Divisoren auf einer normalen gefaserten Fliche
zu Punkten kontrahieren kann, falls S das Spektrum eines henselschen DBR ist.
Alles bringen und Ex. 3.5, 3.8 und 3.20 vorrechnen.

Vortrag 4: Schnitttheorie auf reguliren Flichen

Wir studieren das Schnittprodukt auf reguléren Flasichen auf elementare Weise, oh-
ne auf die allgemeine Theorie von Fulton zuriickzugreifen. Abschnitt 9.1.1, Beweise
von 1.9 und 1.11 kénnen weggelassen werden. Dann Abschnitt 9.1.2 bis einschlie3-
lich Example 1.22. Abschnitt 9.1.2 Theorem 1.23, dann Corollary 1.24 aber den
Begriff der kohomologischen Flachheit vermeiden sondern das Ergebnis in der Form

H°(X,0x) ®os, k(s) = H°(X,,Ox,)
formulieren. Dann alles bis 1.27 und 1.29 bis 1.32 aus Abschnitt 9.1.3.

Vortrag 5: Der kanonische Divisor

Fiihre die Eigenschaft ,lokal vollstdndiger Durchschnitt“ fiir Morphismen nach Ab-
schnitt 6.3.2 ein. Dann definiere die kanonische Garbe nach Abschnitt 6.4.2. Formu-
liere unter Verwendung der kanonischen Garbe das Riemann-Roch Theorem 7.3.26
(ohne Beweis) fiir Kurven, die lokal vollstindige Durchschnitte sind. Dann zeige
man Cor. 3.31. SchlieBlich gehe man zu Abschnitt 9.1.3 und mache 1.34 bis 1.37.



Vortrag 6: Faktorisierungssatz und Projektionsformel

Nach dem Faktorisierungssatz lisst sich jeder Morphismus f: Y — X regulérer
gefaserter Fliachen in eine endliche Folge von Aufblasungen von Punkten faktori-
sieren. Das Schnittprodukt auf X und Y hat die vom Fall S = Speck bekannten
Transformationseigenschaften beziiglich f, wenn man sich auf vertikale Divisoren
beschriankt. Abschnitt 9.2.1, insbesondere Theoreme 2.2 und 2.7. Dann Theorem
2.12 und alles aus Abschnitt 9.2.2 was man dazu braucht.

Vortrag 7: Castelnuovos Kriterium

Falls S nicht das Spektrum eines henselschen DBR ist, ist es nicht immer méglich,
vertikale Divisoren zu kontrahieren. Das Kriterium von Castelnuovo beschreibt,
wann genau wir einen Divisor auf einer reguléren gefaserten Fliche so kontrahieren
konnen, dass der Kontraktionspunkt sogar wieder regulér ist. Hier soll Castelnuovos
Kriterium bewiesen werden (der ganze Abschnitt 9.3.1).

Vortrag 8: Minimalflichen

Jede regulédre arithmetische Flidche kann nur endlich oft heruntergeblasen werden
(ohne die Regularitét zu verlieren), dann landet man bei einer relativen Minimal-
fliiche, die keine Kontraktionen mehr zuléft. Ist die generische Faser vom Geschlecht
> 1, so gibt es ein eindeutiges minimales Modell. Abschnitt 9.3.2 und 9.3.3 bis ein-
schliefllich Theorem 3.21

Vortrag 9: Regulire Modelle und Reduktion glatter Kurven

Hier soll der Inhalt von Abschnitt 10.1 dargestellt werden. Insbesondere soll erkléart
werden, was (potentiell) gute Reduktion ist, und Kriterien (1.24, 1.29) gegeben
werden. Sei S ein Dedekindschema der Dimension 1 mit Funktionenkorper k. Ein
reguléres Modell einer k-Kurve C' ist eine arithmetische Fléche C iiber S mit gene-
rischer Faser C'. Die spezielle Faser von C in einem abgeschlossenen Punkt s von S
heifit eine Reduktion von C' in s. Die Reduktionen enthalten viel Information iiber
die Arithmetik der Kurve C'. Eine Kurve C hat gute Reduktion in s, wenn C' in der
Umgebung von s ein glattes Modell besitzt. Nicht jedes s ist von guter Redukti-
on, aber es gibt Kriterien (1.24, 1.29), in welchen s die Kurve C gute Reduktion hat.



