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Die Theorie der Modulformen spielt heute in vielen mathematischen Teilgebieten,
wie etwa in der unendlichen Darstellungstheorie von Lie-Gruppen oder in der Theo-
rie der endlichen Gruppen, eine wichtige Rolle. Ganz besonders bedeutend ist aber
ihr Beitrag zu Fragestellungen aus dem Bereich der Zahlentheorie. So 148t sich et-
wa die Fermat-Vermutung auf eine tiefliegende Verbindung zwischen Modulformen
und elliptischen Kurven iiber QQ zuriickfithren, die von Taniyama, Shimura und Weil
vorhergesagt und von Taylor und Wiles bewiesen wurde.

Dieses Seminar dient als eine Einfiithrung in die Theorie der Modulformen. Der
Schwerpunkt liegt dabei auf der Entwicklung einer algebraisch-geometrischen Sicht-
weise auf Modulformen als globale Schnitte von Geradenbiindeln auf Modulkurven.
Diese werden wir zunéchst als riemannsche Flachen, dann als algebraische Kurven
und als Modulrdume kennenlernen. Im spéteren Verlauf werden wir uns mit der
Theorie der Hecke-Operatoren und L-Funktionen zu Spitzenformen beschiftigen.
Insbesondere zeigen wir, dass die L-Funktion einer Spitzenform einer Funktional-
gleichung geniigt und somit auf ganz C definiert ist. Mit dem Modulariétstheorem
von Taylor und Wiles kénnen wir jeder elliptischen Kurve iiber Q eine Spitzen-
form zuordnen, so dass die L-Funktion der Spitzenform mit der L-Funktion der
elliptischen Kurve iibereinstimmt. Insbesondere sind auch die L-Funktion dieser
elliptischen Kurven auf ganz C definiert. Das Modularitéitstheorem soll in einem
Uberblicksvortrag kurz behandelt werden.

Teilnehmerkreis und Vorkenntnisse

Das Seminar richtet sich vornehmlich an Studenten im Studiengang Bachelor Ma-
thematik und Master Mathematik. Grundkenntnisse der Funktionentheorie und der
Begriff der riemannsche Fliche werden vorausgesetzt.

Zeit und Ort

Ein einfithrender Vortrag findet am Donnerstag, den 09.10.2014, 18:00 - 20:00 im
Raum J2 226 statt. Im Anschluff daran werden die iibrigen Vortrige verteilt und
die weiteren Termine mit den Seminarteilnehmern abgestimmt.

Kontakt

Dr. Malte Witte

Universitdt Heidelberg, INF 288, Raum 109
witte@mathi.uni-heidelberg.de,

Tel. +49-6221-54-5642


http://www.mathi.uni-heidelberg.de/~witte/
mailto:witte@mathi.uni-heidelberg.de

Zum Ablauf

Zu den unten aufgefithrten Terminen halten die Studenten Vortrdge zu den von
ihnen gew&hlten Themen. Ziel des jeweiligen Vortragenden sollte es sein, den von
ihm zu behandelnden Stoff selbst zu verstehen und ihn auch versténdlich an die
iibrigen Seminarteilnehmer vermitteln zu kénnen.

Die Vortrége sollen an der Tafel gehalten werden. Ausnahmen davon sind nach
Riicksprache mit mir moglich. Eine schriftliche Ausarbeitung wird nicht verlangt;
jedoch kann durch sie ein mangelhafter Vortrag ausgegelichen werden. Eine aktive
und konstruktive Seminarteilnahme kann in der Vortragsnote positiv beriicksichtigt
werden.

Die Dauer der Vortrage soll 90 Minuten nicht tiberschreiten. Wenn die Vortrags-
zeit nicht auszureichen scheint, muss eine sinnvolle Auswahl des Stoffes getroffen
werden.

Die Vortragenden sollten sich spéatestens eine Woche vor ihrem Vortrag mit mir
in Verbindung setzen, um ihr Vortragskonzept mit mir durchzusprechen. Ich stehe
dariiber hinaus auch jederzeit fiir Riickfragen und zur Klirung von Verstédndnis-
schwierigkeiten bei der Vortragsausarbeitung zur Verfiigung.

Eine ausfiihrliche Anleitung, wie man einen guten Seminarvortrag hélt, findet
man hier:

http://www.mathematik.uni-mainz.de/Members/lehn/le/seminarvortrag


http://www.mathematik.uni-mainz.de/Members/lehn/le/seminarvortrag

Vortrige

Vortrag 1: Einfithrung
Witte 09.10.2014

Wir beginnen mit der klassischen Definition von Modulformen und Modulfunktio-
nen fiir SLy(Z) und lernen als Beispiele Eisenstein-Reihen, die A-Funktion und die
j-Invariante kennen [Se70), Ch. VII].

Vortrag 2: Gruppenoperationen auf der oberen Halbebene

Fiir den néchsten Vortrag brauchen wir einige allgemeine Vorbereitungen iiber
Gruppenoperationen auf topologischen Rdumen sowie ein Klassifikationsresultat fiir
Mobiustransformationen. Das nétige Material findet man in [Sh71, §1.1-1.2]. Eine
andere gute Quelle ist [Kaldl §4.1].

Vortrag 3: Modulkurven als riemannsche Flichen

In diesem Vortrag betrachten wir den Faktorraum X (I') = I' \ H* der erweiterten
oberen Halbebene H* beziiglich einer fuchsschen Gruppe I'. Es soll gezeigt werden,
dass X (I") die Struktur einer riemannschen Fliche trigt. Sie ist kompakt, falls T’
von erster Art ist. Falls IV C T eine Untergruppe vom endlichen Index ist, so kann
man die Verzweigungsindizes der Uberlagerung X (I") — X(T') bestimmen [Sh71}
§1.3, 1.5], siehe auch [Kaldl §4.4].

Vortrag 4: Kongruenzgruppen

Wir betrachten zuniichst den Fall ' = SLo(Z) und bestimmen einen Fundamen-
talbereich zu dieser Gruppe. Danach untersuchen wir das Geschlecht von X (T") fiir
Kongruenzgruppen, insbesondere fiir I'(N) und T'o(N) [Sh71l §1.4, 1.6]. In [DS05]
§3.9] findet man auch eine Berechnung der Geschlechter fiir T'; (V).

Vortrag 5: Modulfunktionen und Modulformen

Wir lernen nun die allgemeine Definition von Modulfunktionen und Modulformen
kennen und zeigen, dass sich meromorphe Modulformen vom Gewicht 2k mit k-
fachen meromorphen Differentialformen identifizieren lassen. Dann bestimmen wir
die Dimension des Raums der Modulformen vom Gewicht 2k. Als Beispiel betrach-
ten wir dann den Fall I' = SLy(Z) [Mil12] p. 48-55]. Ergéinzend soll gezeigt werden,
dass sich die Spitzenformen vom Gewicht 2 mit den holomorphen Differentialfor-
men identifizieren [Sh71, Cor. 2.17]. Wenn geniigend Zeit bleibt, kann man auch
Spitzenformen und ungerade Gewichte diskutieren [Sh71l §2.6].

Vortrag 6: Elliptische Kurven

Dies ist ein Uberblicksvortrag iiber komplexe elliptische Kurven und doppelt-pe-
riodische Funktionen. Die Zeit wird nicht ausreichen, alle Details zu beweisen. Ist
A C C ein vollstéindiges Gitter, so ist C/A eine riemannsche Fliche vom Geschlecht
1 und tréigt eine Gruppenstruktur. Isogenien C/A — C/A’ entsprechen Streckungen
al C A’. Die beziiglich A doppelt-periodischen Funktionen auf C entsprechen ge-
nau den meromorphen Funktionen auf C/A. Der Kérper der doppelt-periodischen
Funktionen wird als C-Algebra von der Weierstrafl-Funktion p und ihrer Ableitung
©' erzeugt. Die Punkte (p(z), p'(z)) parametrisieren eine komplexe elliptische Kur-
ve [Mil12] §3].



Vortrag 7: Modulkurven als Modulrdume

Die Punkte der Modulkurven Y/(I') = T\ H fiir T' = T'(V), Ty (), I'1 (IV) parametri-
sieren Isomorphieklassen von komplexen elliptischen Kurven mit Zusatzstrukturen.
Dieser Standpunkt gibt Anlass zu neuen Beispielen von Modulfunktionen, mit de-
nen sich die Kérper der Modulfunktionen beschreiben lassen [DS05, §1.5, 7.5].

Vortrag 8: Modulkurven als algebraische Kurven

Dieser Vortrag setzt etwas algebraische Geometrie voraus. Zunéchst soll an die Kor-
respondenz zwischen glatten algebraischen Kurven und Funktionenkérpern erinnert
werden. Dann soll gezeigt werden, dass X (I') fiwx I' = T'g(N),I'1 (V) zu iiber Q de-
finierten algebraischen Kurven korrespondiert. Fiir I'(N) ist die Kurve iiber Q(un)
definiert [DS05, §7.2, 7.6, Anfang von 7.7].

Vortrag 9: Die L-Funktion einer Spitzenform

Wir beschrinken uns im Weiteren auf die Betrachtung der Hecke-Untergruppen
To(N). Jeder Spitzenform zur Stufe N kann man eine L-Funktion zuordnen. Der
Raum der Spitzenformen zerlegt sich beziiglich einer Involution wy in zwei Ei-
genrdume. Die L-Funktionen zu den Elementen dieser Eigenrdume geniigen einer
Funktionalgleichung und lassen sich so zu auf ganz C holomorphen Funktionen aus-
dehnen [Kn98|, §9.4].

Vortrag 10: Hecke-Operatoren

Wir fithren Hecke-Operatoren fiir (V) ein und zeigen, dass die ordindren Hecke-
Operatoren selbstadjungiert beziiglich des Petersson-Skalarproduktes sind. Die L-
Funktion einer simultanen Eigenform hat eine Euler-Produkt-Darstellung [Kn98|
§9.5].

Vortrag 11: Neuformen

Wir fithren den Begriff der Neuform ein. Unter der Annahme des Multiplizitat-1-
Theorems kénnen wir zeigen, dass die L-Funktion einer Neuform sowohl eine Euler-
Produkt-Darstellung besitzt als auch einer Funktionalgleichung geniigt [Kn98}, §9.6].

Vortrag 12: Modularitit

Zum Abschluf des Seminars skizzieren wir in einem Uberblicksvortrag kurz die
Definition der L-Funktion einer elliptischen Kurve iiber Q und formulieren das Mo-
dularitéts-Theorem von Taylor und Wiles [DS05, §8], [Kn98, Ch. XT].
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