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0 Einfiihrung

0.1 Organisatorisches
e Vorlesung: Di 09:00-11:00, D1, Do 14:00-16:00 D1

Zentralibung: Fr: 09:00-11:00 D1 bei Jakob Schiitt (findet diese Woche
statt).

Ubungsgruppen: Mo, Di: Einschreiben iiber PAUL. Die Ubungen diese Wo-
che finden nicht statt.

Studienbegleitseiten: Unbedingt Anmelden bei moodle
https://moodle.math.uni-paderborn.de.

Kurspasswort GAUSS. Dort stehen die Ubungsaufgaben, wichtige Infos,
Diskussionsforen.

Sprechstunde: Di 13:00-14:00 D3 221

Ubungsblatter: erscheinen wochentlich am Dienstag, 4 Aufgaben a 6P + 1
Zusatzaufgabe (6 Bonuspunkte). Abgabe am darauffolgenden Dienstag bis
9:00 Uhr in den vorgesehenen Zettelkdasten. Abgabe mit Partner aus der sel-
ben Ubungsgruppe, handschriftlich. NICHT ABSCHREIBEN! Besprechung

der Losung in der Zentraliibung.

Prasenziibungen: erscheinen wochentlich am Donnerstag; fiir die Kleingrup-
pen.

Klausur: (2 Stunden) am Anfang der Semesterferien, Genaueres wird noch
bekanntgegeben.
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e Qualifizierende Klausurteilleistung: 50 Prozent der reguléren Punkte in den
Hausaufgaben.

Literatur:

M. Artin, Algebra

S. Bosch, Lineare Algebra

G. Fischer, Lineare Algebra

F. Lorenz, Lineare Algebra I

0.2 TUberblick

1. Ringe und Moduln: Wiederholung und Verallgemeinerung einiger Grund-
begriffe.

2. Elementarteilertheorie: Klassifikation von endlich erzeugten Moduln tiber
7, K|t], allgemeiner tiiber euklidischen Ringen und Hauptidealringen.

3. Normalformen von Endomorphismen: Abschluss der Klassifikation
von Endomorphismen auf Vektorraumen mithilfe der Elementarteilertheo-
rie.

4. Bilinearformen: Definition und Klassifikation von Bilinearformen, eukli-
dische und unitire Vektorraume, Spektraltheorie.

5. Multilineare Algebra: Multilineare Abbildungen und Tensorprodukte,
symmetrische und aussere Potenzen.
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1 Ringe und Moduln

1.1 Definitionen

Alle betrachteten Ringe seien unitirer Ringe, d. h.
Definition 1.1.

e Ein Ring R ist eine Menge mit zwei bindren Operatoren +, - und zwei
ausgezeichneten Elementen 0,1 € R, so dass

(R1) (R,+,0) ist kommutative Gruppe,

(R2) z(yz) = (xy)z fur alle x,y, z € R,

(R3) z(y+2) =2y + a2z, (x+y)z =xz+ yz fir alle z,y, 2z € R,
(R4) 1z = z1 =z fir alle z € R.

Der Ring R heifit kommutativ, falls
(R5) zy = yx fur alle x,y € R.

e Ein Ringhomomorphismus f: R — S ist eine Abbildung mit f(x + y) =
f(@)+ f(y), fzy) = f(2)f(y) und f(1) = 1.

e Eine Untegruppe R’ C R heifit Teilring, wenn R’abgeschlossen unter Mul-
tiplikation ist, und 1 € R’ gilt.

Beispiele.
e R = K ein Korper,
e R=7Z

e R = S[t], der Polynomring iiber dem Ring S (wobei die Unbestimmte ¢ mit
jedem Element aus S kommutiert).

o R=M,,(S), der Ring der n x n-Matrizen iiber dem Ring S.
Ein weiteres Beispiel fiir einen nicht notwendig kommutativen Ring:

Definition 1.2. Sei A ein kommutativer Ring und G eine Gruppe. Der Grup-
penring A[G] von G mit Koeffizienten in A ist die abelsche Gruppe

{Z agq| ag € A, a, = 0 fir fast alle g € G} — A

geG

mit der Multiplikation

(Z agg) (Z bgg) =D D ag-1bag

geG geG g€G heG

und 1A[G] = 1Alg.



1.1 Definitionen 5

Ist G kommutativ, so auch A[G].

Definition 1.3. Ist R ein Ring, so ist der zu R opposite Ring R° der Ring mit
derselben unterliegenden abelschen Gruppe und der neuen Multiplikation

“:Rx R— R, (x,y) —y-x.
Bemerkung. Die Transponierung

Myn(R°) = Myn(R)°, X — X!

~

ist ein Ringisomorphismus. Ist R kommutativ, so gilt R = R° und somit M,, ,(R)
M, .(R)°.

Seien R, S Ringe.

Definition 1.4. Ein (unitdrer) R-Linksmodul M ist eine abelsche Gruppe mit
einer Operation
Rx M — M, (r,m)w— rm,

so dass fiir alle a,b € R, xz,y € M gilt

(M1) a(zx +y) = ax + ay,

(M2) (a+b)x = ax + bz,

(M3) (ab)r = a(b),

(M4) 1z = z.

Ein R-Rechtmodul M ist eine abelsche Gruppe mit einer Operation
MxR— M, (m,r)— mr

mit den analogen Axiomen, bzw.: ein R-Rechtsmodul ist ein R°-Linksmodul.
Ein R-S-Bimodul M ist eine abelsche Gruppe mit zwei Operationen

Rx M — M, (r,m)— rm, MxS— M, (m,s)— ms
so dass M sowohl ein R-Linksmodul als auch ein R-Rechtsmodul ist und
(rm)s = r(ms)
fir aller € R, s € S, m € M gilt.
Bemerkung. Mit Modul ist im folgenden immer Linksmodul gemeint.
Beispiele.

e Ist K ein Korper, so ist ein K-Vektorraum nichts anderes als ein K-Modul.
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e Jede abelsche Gruppe A ist ein Z-Modul.

o [st V ein K-Vektorraum und ¢ ein K-linearer Endomorphismus von V.
Dann ist V' mit der Operation

K[ xV =V, (f({t),v) = f($)(v)
ein K[t|-Modul.
e [st R kommutativ, so ist jeder R-Linksmodul ein R-R-Bimodul.

e R"ist mit der Matrixmultiplikation von links (rechts) ein M,, ,,(R)- R-Bimodul
(R-M,, »(R)-Bimodul).

e Ist ¢: R — S ein Ringhomomorphismus, so ist S mit Sx R — S, (s,r) —
s¢(r) ein S-R-Bimodul.

e Jeder R-Linksmodul ist ein R-Z-Bimodul.

Definition 1.5. Sei K ein Korper, GG eine Gruppe und V' ein K-Vektorraum. Eine
lineare Darstellung von G auf V ist ein Gruppenhomomorphismus p: G — GI(V).

Bemerkung. Ist p eine lineare Darstellung von G auf V, so wird V mit der
Operation

K[GlxV =V, (Z agg,v) — Zagp(g)v

zu einem K[G]-Modul. Umgekehrt ist jeder K[G]-Modul V' auch ein K-Vektorraum
und die Zuordnung

G — GL(V), g— VLV

definiert eine lineare Darstellung von G auf V. Beide Konstruktionen sind zu-
einander invers, d.h. eine lineare Darstellung von G ist nichts weiter als ein

K[G]-Modul.
Beispiele.

(i) Jeder K-Vektorraum V ist auf nattirliche Weise eine lineare Gl(V')-Dar-
stellung.

(ii) Fir o € S, und v = (xy,...,2,) € K" sei

p(O’)(U) = (ma_l(l), e ,.’Kg—l(n))

, d.h. p(o) hat beziiglich der Standardbasis die Darstellungsmatrix (d;5(;))-
Dann ist p: S,, — GI(K™) eine Darstellung der S,, auf K.
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Definition 1.6. Ein Homomorphismus von R-Linksmoduln (R-lineare Abbil-
dung) f: M — N ist ein Gruppenhomomorphismus mit f(rm) = rf(m) fur
alle r € R, m € M. Ein Homomorphismus von R-Rechtsmoduln ist ein Homo-
morphismus von R°-Linksmoduln. Ein Homomorphismus von R-S-Bimoduln ist
gleichzeitig ein Homomorphismus von R-Linksmoduln und von S-Rechtsmoduln.

Bemerkung. Ist R nicht kommutativ und M, N zwei R-Linksmoduln, so ist die
Menge Hompg (M, N) der R-linearen Abbildung zwar eine abelsche Gruppe, tragt
aber keine natiirliche R-Modulstruktur. Ist jedoch M ein R-S-Bimodul, so wird
Hompg(M, N) durch

(s¢)(m) = ¢p(ms) fir s € S, ¢ € Homp(M,N), m € M
zu einem S-Linksmodul: Sei s,t € S.

(s(t0))(m) = (tp)(ms) = p(mst) = ((st)p)(m).

Insbesondere gilt dies, wenn R kommutativ ist und wir M als R-R-Bimodul
betrachten. Ist N ein R-S-Bimodul, so wird Hompg(M, N) durch

(ps)(m) = ¢p(m)s fir s € S, ¢ € Homp(M,N), m € M
zu einem S-Rechtsmodul.

Lemma 1.7. Die natiirliche Abbildung Hompg(R, M) — M, ¢ +— ¢(1), ist ein
Isomorphismus von R-Linksmoduln.

Beweis. Linearitat: Standard.

Injektivitat: (1) =0 = p(r) = re(l) =0 fir alle r € R.

Surjektivitit: Sei m € M beliebig. Definiere ¢: R — M durch ¢(r) = rm. Dann
bildet sich ¢ auf m ab. m

Definition 1.8. Ein Untermodul M’ eines R-Linksmoduls M ist eine Unter-
gruppe, die abgeschlossen unter der Multiplikation mit Elementen aus R ist. Die
abelsche Gruppe M /M’ wird durch r(m + M') = rm + M’ zum R-Linksmodul.
( Faktormodul). Analog fiir Rechts-, Bimoduln.

Es gibt eine inklusionserhaltende Bijektion:

{Untermoduln von M/M'} = {Untermoduln von M, die M’ enthalten}
M/M'>Uw~ |Ju

uelU

VIM —~M CVCM

Beweis: siehe 1.16.
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Ist f: M — N ein R-Modulhomomorphismus, so sind

ker(f), im(f) und coker(f) := N/im(f)

wieder R-Moduln. Der Homomorphiesatz (LA I, Satz 3.11) gilt auch hier:

M/ ker(f) = im(f).

Operationen auf Untermoduln.

Sei M ein R-Linksmodul und (M;);c; eine Familie von Untermoduln. Dann ist

N M; ein Untermodul, sowie
iel

ZMZ- = {Z m; | m; € M;, m; =0 fir fast alle i}.
i€l ;

Dies ist der kleinste Untermodul in M, der alle M; enthélt.
Ist v € M, so ist Rz := {rz | r € R} ein Untermodul von M.

Satz 1.9.
(i) Sind L > M > N R-Moduln, so gilt

(L/N)/(M/N) = L/M

(11) Sind Ml,MQ CcM UHtGITHOdlIZH, SO gl]t My + MQ/Ml = MQ/Ml N Ms.

Beweis.

(i) Definiere 6: L/N — L/M durch 6(z 4+ N) = & + M. 0 ist ein wohldefinierter
surjektiver R-Modulhomomorphismus und ker(f) = {x + N |z € M} = M/N.
Die Aussage folgt daher aus dem Homomorphiesatz.

(ii) Wir betrachten die zusammengesetzte Abbildung

Mz — M1 —|—MQ — M1 +M2/M1.

Dieser R-Modulhomomorphismus ist surjektiv und hat den Kern M; N Ms. Die
Aussage folgt daher aus dem Homomorphiesatz. O

Definition 1.10. Sei (x;);c; eine Familie von Elementen von M. Der Untermo-
dul > ;e Rx; heifit der von der Familie erzeugte Untermodul. Es ist der kleinste
Untermodul von M der alle z; enthélt. Das System (x;);c; heit FErzeugenden-
system, wenn y_;cr Rr; = M gilt. M heifit endlich erzeugt, wenn es ein endliches
Erzeugendensystem gibt.

Beispiele.

e Fiir jeden Modul M ist (m),,en ein EZS.
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e R ist endlich erzeugt: (1) ist ein EZS.

e Ist M — N ein surjektiver Homomorphismus von R-Moduln und M endlich
erzeugt, so ist N endlich erzeugt.

e Untermoduln von endlich erzeugten Moduln sind nicht notwendige endlich
erzeugt: Sei R = Qlt,;n € N| der Polynomring in abzdhlbar vielen Un-
bestimmten. Dann ist der R-Modul R endlich erzeugt, der R-Untermodul
erzeugt von (t,)nen ist es nicht.

Definition 1.11. Ein R-Linksmodul M heift noethersch, wenn jede aufsteigende
Kette
UycU,C...

von Untermoduln stationédr wird, d. h. es gibt ein 7 € N, so dass U; = U; fiir alle
J =i
Der Ring R heifit (links-)noethersch, wenn R als R-Linksmodul noethersch ist.

Satz 1.12. Sei M ein R-Modul und N C M ein Untermodul. Dann ist M genau
dann noethersch, wenn N und M /N noethersch sind.

Beweis.

(=): Jede aufsteigende Kette von Untermoduln in N ist auch eine in M. Die
Urbilder einer aufsteigenden Kette von Untermoduln in M /N unter der kanoni-
schen Projektion M — M /N bilden eine aufsteigende Kette in M, die stationér
wird. Damit wird auch die Kette in M /N stationir.

(«<): Sei (Up)nen eine aufsteigende Kette in M. Dann gibt es ein ¢ mit U; N N =
U;NAN und U;+ N/N = U;+ N/N fiir alle j > i. Sei x € U;. Dann gibt es y € U;
mit v —y € U;NN =U; NN, also x € U; und U; = Uj. O

Korollar 1.13. Ein R-Modul ist noethersch genau dann, wenn jeder Untermodul
endlich erzeugt ist.

Beweis.

Jeder noethersche R-Modul M ist endlich erzeugt: Ansonsten gibt es zu jedem
endlich erzeugten Untermodul U, C M einm € M—U,,d. h.U,.1 = U,+Rm ist
endlich erzeugt und U,, # U, 1. Auf diese Weise erhalt man eine nicht stationér
werdende aufsteigende Kette. Da jeder Untermodul von M noethersch ist, ist
auch jeder Untermodul endlich erzeugt.

Sei jeder Untermodul von M endlich erzeugt und (U;);en eine aufsteigende Ket-

te. Dann ist V = U;enyU; ein Untermodul von M, also endlich erzeugt von
Z1,...,2, € V. Dann gibt es ein iy € N, so dass z1,...,2, € U,;,. Damit gilt
aber V = U;, und somit U; = U;, fir j > i, d. h. M ist noethersch. O

Korollar 1.14. Sei R ein noetherscher Ring. Dann ist jeder endlich erzeugte
R-Modul M noethersch. Insbesondere ist dann jeder Untermodul von M endlich
erzeugt.
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Beweis. Mit R ist auch R™ ein noetherscher Modul (induktiv aus 1.12). Sei
(x1,...,2,) ein endliches Erzeugendensystem von M. Dann ist

R"— M, (ri,...,mp)—=mz1+...+7TT,
surjektiv. Also ist M noethersch und auch jeder Untermodul von M. O]
Beispiele.

e Ein Vektorraum V tiber einem Korper K ist genau dann noethersch, wenn
er endlichdimensional ist. Insbesondere ist K ein noetherscher Ring.

e 7 ist noethersch: Die Untermoduln von Z sind von der Form nZ mit n € Ny
und mZ C nZ genau dann, wenn n | m. Ebenso ist K [t] noethersch.

o M, (K) ist (links- und rechts-)noethersch: Jeder Untermodul ist gleich-
zeitig ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und die Dimension ist be-
schréankt durch n?. Ebenso ist K[G] (links- und rechts-)noethersch, falls G
eine endliche Gruppe ist.

e Q[t,;n € N] ist nicht noethersch. Der Ring R = QN (abzihlbares Pro-
dukt von Kopien von Q mit komponentenweiser Multiplikation) ist nicht
noethersch, QM ist ein Ideal in R, das nicht endlich erzeugt ist.

1.2 Ideale

Definition 1.15.

Ein Linksideal a in R ist ein Untermodul des R-Linksmoduls R.

Ein Rechtsideal in R ist ein Untermodul des R-Rechtsmoduls R.

Ein zweiseitiges Ideal in R ist ein Unter-Bimodul des R-Bimoduls R.

Beispiele.
e a =R, a={0} sind immer zweiseitige Ideale.

e Ist f: R — S ein Ringhomomorphismus, so ist ker(f) C R ein zweiseitiges
Ideal.

e Ist a C R ein zweiseitiges Ideal, so ist die Faktorgruppe R/a mit repra-
sentantenweise definierter Multiplikation ein Ring, der Faktorring (auch
Restklassenring)

e die Restklassenabbildung ¢: R — R/a, r — r + a, ist ein surjektiver Ring-
homomorphismus mit ker(¢) = a.
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e Ist K ein Korper, soist fir 1 <k <n
{(aij) € an(K)‘ Q5 = 0 fir j 7£ k}
ein Linksideal in M, ,(K), aber kein zweiseitiges Ideal.

e Die einzigen zweiseitigen Ideale von R = M,, ,,(K) sind {0} und R (Ubungs-
aufgabe).

e Ist a C R ein Linksideal und M ein R-Linksmodul, so ist
aM = {Zaimi\ai €a,m; € M,n e N}
i=1

ein Untermodul von M. Insbesondere sind a? = aa, a®, etc. wieder Links-
ideale.

Notation:

Sei a C R ein zweiseitiges Ideal. Wir schreiben x = y mod a (z ist kongruent y
modulo a), wenn x —y € a, d.h. wenn x und y die gleiche Restklasse in R/a
haben.

Wir schreiben a = (rq,...,r,) fir das von r1,...,r, € R erzeugte Linksideal.

Satz 1.16. Sei a C R ein zweiseitiges Ideal. Die Zuordnung

b— o (b)) =|Jb

beb

definiert inklusionserhaltende Bijektionen

Links-/Rechts-/zweiseitige Ideale = Links-/Rechts-/zweiseitige Ideale
in R/a in R, die a enthalten

Beweis. fiir Linksideale; Rechts- und zweiseitige Ideale geht analog.
e Wohldefiniertheit: a = ker(¢) = ¢~1(0) und 0 € b, also ¢~*(b) D a.
e Inklusionen werden erhalten: by O by = ¢~ 1(by) D ¢ 1(by).

e Surjektivitat: Zu gegebenem Ideal ¢ C R mit a C ¢ setze b = ¢(c¢).
b ist Linksideal, weil ¢ surjektiv ist. Genauer:

— bl,bz €Eb = 361,62 € ¢ mit QZS(CZ) = bi> 1 = 1,2, also by + by =
¢(C1+Cg)€ b.

—r€R/a,beb=3se€ R cecmit ¢(s) =71, ¢(c) =b=r1b=
o(sc) € b.
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Es gilt ¢ = ¢'(b): Die Inklusion ¢ C ¢'(b) = ¢ '(¢(c)) ist trivial. Sei nun
¢(r) = y € b. Nach Definition existiert zq € ¢ mit ¢(zg) = y. Daher gilt
o(r —x9) =y —y=0,also z — g € ker(¢) = a C ¢ und damit x € c.

o Injektivitat: Gilt ¢~1(by) = ¢~ 1(by), so gilt wegen der Surjektivitit von ¢:

by = ¢(¢~"(b1)) = ¢(¢~ ' (b2)) = ba.

Satz 1.17. Sei A ein kommutativer Ring # {0}. Dann sind dquivalent

(i) A ist ein Korper.

(ii) (0) und (1) sind die einzigen Ideale in A.

(iii) jeder Homomorphismus f: A — S in einem Ring S # {0} ist injektiv.

Beweis. (i) = (ii). Sei a C A ein Ideal # {0}. Dann existiert ein 0 # = € a.
Daher gilt 1 = 7'z € a, folglich A= (1) Ca C A.

(ii) = (iii). Sei f: A — S ein Ringhomomorphismus mit S # {0}. Wegen 0 # 1
in S ist ker(f) C A ein Ideal # A = ker(f) = 0.

(iii) = (i). Sei = € A keine Einheit. Dann ist (x) # A, also S = A/(z) nicht der
Nullring. Es gilt « € ker(¢: A — A/(z)), also x = 0. Daher ist A Korper. O

Definition 1.18. Ein Linksideal m C R heifit maximal, wenn m # R und es kein
Linksideal a mit m G a & R gibt.

Beispiele.
e Die maximalen Ideale von Z sind von der Form (p) mit p Primzahl.
e (0) ist das einzige maximale Ideal eines Korpers K.

e Die maximalen Ideale von K[t| sind von der Form (f) mit 0 # f € K]Jt|
normiert und irreduzibel.

e Sei 0 # v € K". Betrachte K™ als M, (K )-Linksmodul. Dann ist der Kern
der M, ,(K)-linearen Abbildung

Myn(K) = K™, Avs Av

ein maximales Ideal. Auf diese Art erhalt man alle maximalen Ideale von
M, »(K). (Ubungsaufgabe)

Satz 1.19. Sei A ein kommutativer Ring und m C A ein maximales Ideal. Dann
ist A/m ein Korper.

Beweis. Nach 1.16 entsprechen die Ideale a mit m & a & A den Idealen # (0), (1)
in A/m. Nach 1.17 ist A/m genau dann ein Korper, wenn es solche Ideale nicht
gibt. O]
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Beispiele.
o C=R[t]/(t?+1).

e Sei K ein Kérper, f = 3 apt* € K[t] irreduzibel und o = t+(f) € K[t]/(f).
Dann ist Kla] := K[t]/(f) ein Korper, der K als Teilkorper enthélt und

fla) =3 aa® = f+(f) =0
d. h. Klo] ist eine Erweiterung von K, in der f eine Nullstelle besitzt.
o Qli) = QU/(# +1), Q2] = QIf]/(t2 - 2), ete.
o Sei F3 = 7Z/3Z der Korper mit 3 Elementen. Dann ist
Fo = Z/3Z[t]/(t* + 1)

ein Korper mit 9 Elementen.

Hat jeder Ring maximale Linksideale?

Zwischenbemerkung aus der Mengentheorie

Definition 1.20. Eine Halbordnung auf einer Menge M ist eine (binére) Relation
<, so dass

Transitivitat: Ve,y,ze Mz <yAy<z=1x< 2z,

Reflexivitit: Ve € M: z < x,

Antisymmetrie: Ve, y e M: x <yAy<zx =z =1.

Eine vollstindige Ordnung (Totalordnung) ist eine Halbordnung, so dass
Totalitat: Ve,y e M: x <yVy <z

Eine halbgeordnete Menge M = (M, <) ist eine Menge M zusammen mit einer
Halbordnung <.

Eine Teilmenge T einer halbgeordneten Menge (M, <) heifit Kette, wenn (T, <)
vollstandig geordnet ist.

Ein m € M heifit obere Schranke fiir eine Teilmenge T" C M wenn t < m fir alle
teT gilt.

Ein Element m € M heifit mazimal, wenn aus m < x folgt, dass m = z.
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Zorn’sches Lemma: Sei (M, <) eine halbgeordnete nichtleere Menge. Besitzt
jede Kette in M eine obere Schranke, so enthéalt M mindestens ein maximales
Element.

Aquivalent dazu (siehe z.B. S. Lang: Algebra):

Auswahlaxiom: Sei (M;);c; eine Familie von nichtleeren Mengen. Dann gilt

1M #0

icl
d. h. fiir jedes i € I kann man ein Element m; € M; auswéahlen.

Bemerkung. Fiir endliche Indexmengen I kann man eine eine solche Auswahl-
funktion direkt angeben. Das Auswahlaxiom ist daher nur fiir nicht endliche In-
dexmengen interessant. In diesem Fall haben wir in der Regel aber auch keine
Moéglichkeit mehr, eine konkrete Auswahlfunktion anzugeben. Das Auswahlaxiom
kann nicht aus den grundlegenden Axiomen der Mengentheorie (ZF-Axiomen-
system) hergeleitet werden.

Satz 1.21. Sei R # {0} ein Ring und a C R ein Linksideal. Dann existiert
ein maximales Linksideal m von R mit a C m. Insbesondere besitzt jeder Ring
R # {0} ein maximales Linksideal.

Beweis. Sei ¥ die Menge der Linksideale # (1) in R, die a enthalten. Wegen
a € Y ist ¥ # @. Wir ordnen ¥ durch Inklusion, d.h. b <c¢< b Cec.

Sei nun (b,) eine Kette in X. Fiir «, § haben wir b, C bg oder bs C b,. Setze
b = U, b,. Dann ist b ein Linksideal: r € R, a € b = ra € b weil a € b, fir
ein o und deshalb ra € b, a € b,, b € bg. Gilt b, C bg so folgt a +b € bg C b,
ansonsten gilt by C b, und a +b € b, C b.

Nun ist b € ¥ wegen 1 € b = Jb, und a C b. Ferner ist a obere Schranke fiir die
Kette (a,).

Zorn’sches Lemma = Y besitzt mindestens ein maximales Element. O

Bemerkung. Weitere Anwendung des Zorn’schen Lemmas: Jeder Vektorraum
besitzt eine Basis.

1.3 Freie Moduln

Definition 1.22. Ein System (z;);c; von Elementen eines R-Linksmoduls M
heifit linear unabhdngig, wenn fiir jedes endliche System von Elementen (7;);cs
(d.h. r; =0 ffa. i € I) die Implikation > r;z; = 0 = r; = 0 fiir alle 4 gilt. Ein
linear unabhéngiges Erzeugendensystem heif3t Basis des R-Moduls M. M heift
freier R-Modul, wenn eine Basis von M existiert.

Beispiele.
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e [st R = K ein Korper, so ist jeder R-Modul frei.
e {0} ist ein freier R-Modul mit dem leeren System als Basis.

e R selbst ist ein freier R-Modul mit Basis 1 € R. (r=7r-1undausr-1=0
folgt r = 0).

e Sind M und N freie Moduln mit Basen (z;);er und (y;);es, so ist M & N
ein freier R-Modul mit Basis ((z;,0), (0, y;))ier,jes
(Indexmenge I JJ). Insbesondere ist R" = R & --- & R frei mit der kano-

n-mal
nischen Basis (eq,...,e,) wobei ¢; = (0,...,0,1,0...0) (die 1 an der i-ten

Stelle).

e Ist M ein freier R-Modul mit Basis (x;);es, so ist die Abbildung

¢: RY — M, (ri)ier — Zﬁwi,
iel
ein R-Modulisomorphismus. D.h.: Ein Modul ist genau dann frei, wenn er
isomorph zu einem Modul der Form R ist.

e Ein Modul der Form R! ist im allgemeinen nicht frei.
Ausnahmen: [ endlich, oder R Korper.

e Ist a & R ein von (0) verschiedenes Ideal, so ist R/a kein freier R-Modul.

Grund: Ist a € a, a # 0, so gilt fir jedes z € R/a: ax = 0. Daher gibt es
kein nichtleeres l.u. System von Elementen in R/a. Wegen R/a # 0 kann

es keine Basis geben.
(Andererseits ist R/a frei als R/a-Modul.)

e Sei V' # {0} ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € Endg (V).
Das Paar (V, ¢) als K[t]-Modul ist nicht frei.
Grund: es gilt x,(t) - v = 0 fiir alle v € V' (Cayley-Hamilton). Alternati-
ves Argument: Ein freier K [t]-Modul # 0 ist als K-Vektorraum unendlich-
dimensional.

Satz 1.23 (Universaleigenschaft freier Moduln). Sei M ein freier R-Modul mit
Basis (x;);e; und N ein weiterer R-Modul. Dann ist

Homp (M, N) = N' = Abb(I,N), ¢+ (é(2;))ier

ein Isomorphismus abelscher Gruppen. Mit anderen Worten:
Zu jeder Vorgabe (y;)ic; von Elementen in N gibt es genau einen R-Modulhomo-
morphismus ¢: M — N mit ¢(z;) =y; Vi€l
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Beweis. Fiir (y;)ier € NT setze

¢(Z i) = Zﬂ‘yi (r; =01 f a. 1)

Hat jede Basis eines freien R-Moduls die gleiche Kardinalitat?
Beispiel. Sei R = Endc(C[t]). Fiir f = 3 axtk setze

p(f) = Za%tk, i(f) = f(t?)
pa(f) = Z agpi1t", io(f) = tf(t?

Dann ist (py, p2) eine Basis von R: Wegen id = i1p; +igps ist es EZS. Sei o, 5 € R
und ap; + Bps = 0. Dann gilt

0= (ap1 + Bp2)is = .

Analog: 8 = 0. (id) ist aber ebenfalls eine Basis, d. h. es gibt Basen unterschied-
licher Kardinalitat.

Definition 1.24. Der Ring R hat invariante Basiszahl, wenn fir alle n,m € N
gilt: R" = R"=n=m
Satz 1.25. Jeder kommutative Ring R # {0} hat invariante Basiszahl.

Beweis. Sei m C R ein maximales Ideal und k = R/m. Angenommen, ¢: R™ —
R™ ist ein Isomorphismus. Fiir z € R® sei x das Bild von z in k°. Dann ist

b k™ =k, T o(x)

ein wohldefinierter k-linearer Isomorphismus (die Inverse ist ¢—1). Fiir Vektorréiu-
me wissen wir bereits, dass dann m = n gelten muss (LA I, Korollar 3.27). O

Satz 1.26. Jeder noethersche Ring R # {0} hat invariante Basiszahl.

Beweis. Sei ¢: R™ — R™ ein Isomorphismus mit n < m. Setze

i: R"— R™, (ri,...,mn) = (r1,...,m,0,...,0)

——

Rm_ngMg:{(O,...,O,Tn+1,...,Tm)|’l“i S R} CRm,
—_——

so dass R™ = i(R") + My. Setze induktiv My = My + (i¢)(My—_1) Dann ist
My C My C ... eine aufsteigende Kette, die nicht stationér wird. O]
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Korollar 1.27. Der Ring R habe invariante Basizahl. Zwei beliebige Basen eines
endlich erzeugten freien R-Moduls M haben die gleiche Kardinalitét.

Beweis. Sind (x1,...,2,) und (y1,...,yn,) Basen von M, so gilt R" = M = R™
und also m = n nach 1.25. O]

Definition 1.28. Der Ring R habe invariante Basiszahl. Die Kardinalitat ei-
ner (jeder) Basis eines endlich erzeugten freien R-Moduls M heifit sein Rang.
Notation: r(M).

Bemerkung. Ist R = K ein Korper, so ist Rang = Dimension.

Seien M und N endlich erzeugte, freie R-Moduln mit Basen = = (z1,...,z,,)
und ¥y = (y1,...,Yn). Zu f € Hompg(M, N) bilden wir die Darstellungsmatriz

) =D aigys.
i=1
Die Matrix My (f) fassen wir als ein Element von M,, ,,(R?) auf (!). Es gilt dann
MZ(go f) = M¥(g)My(f) (Multiplikation von Matrizen mit Eintrigen in R°),

falls z eine Basis des freien Moduls P mit Basis z ist und ¢ € Homg(N, P).
Fiir eine feste Matrix A = (a;;) € M, (R°) setzen wir

F;(A)M—)N, erxjHZeraijyi:Zsiyi
j=1 j=1i=1 i=1
(Multiplikation in R), wobei
Si = eraij = Zaij - Ty
j=1 j=1
d.h. s = Ar (Multiplikation von Matrizen mit Eintragen in R°). Die Zuordnung
A F7(A) liefert eine Abbildung Fyy: M,, (1) — Homp(M, N).

Satz 1.29. Die so definierte Abbildung F: M, m(R°) — Hompg(N, M) ist ein
Isomorphismus von abelschen Gruppen.

Beweis. Wortlich der gleiche wie im Vektorraum-Fall. O

Definition 1.30. Sind z = (z1,...,2,) und 2’ = (24,...,2},) zwei Basen des-

rYm

selben endlich erzeugten freien R-Moduls M, so heifit die Matrix 7' = MZ (id;)
die Transformationsmatriz von x nach x’.

Bemerkung. Es gilt M2 (idy )M (idy) = E,,, MZ (idp) M2 (idy) = E,. Ins-
besondere ist T im Fall n = m invertierbar mit inverser Matrix 7~ = M (idy;).
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Satz 1.31. (Basiswechsel). Seien M, N endlich erzeugte freie R-Moduln und

/

f: M — N eine R-lineare Abbildung. Seien x = (z1,...,x,) undz' = (2}, ..., 2}))

zwei Basen von M und y = (y1,...,yx) und y' = (yi,...,y,) zwei Basen von N.
Dann gilt

My, (f) = M/ (idw) - My (f) - M7 (idy)
Beweis. Wie bei Vektorraumen. Siehe LA I, Satz 4.15. O]

Definition 1.32. Ein R-Modul M heifit endlich prisentierbar, wenn es eine li-
neare Abbildung f: Fy — Fy zwischen endlich erzeugten, freien R-Moduln F;
gibt, so dass M = cokerf.

Bemerkung. Endlich prasentierbare Moduln lassen sich also im Wesentlichen
(nicht eindeutig) durch die Matrix von f beschreiben.

Satz 1.33. Sei R ein noetherscher Ring. Dann ist jeder endlich erzeugte R-Modul
M auch endlich prasentierbar.

Beweis. Sei (x1,...,x,) ein Erzeugendensystem von M und Fy = R". Dann ist
g: R" — M, (rl,...,rn)HZri:pi
i=1

eine surjektive lineare Abbildung festgelegt. Der Untermodul ker g von Fj ist
wieder endlich erzeugt, da R noethersch ist. Durch Wiederholung der Konstruk-
tion erhalten wir einen endlich erzeugten, freien R-Modul F; und eine linea-
re Abbildung f: Fy — Fy mit imf = kerg. Nach dem Homomorphiesatz gilt
cokerf = Fy/kerg = M. O

2 Elementarteilertheorie

2.1 Integritatsringe

Sei R ein kommutativer Ring.

Definition 2.1. z € R heifit Nullteiler, wenn es ein y € R, y # 0, gibt mit
xy = 0. R heifit nullteilerfrei (oder Integritatsring) wenn R # {0} und 0 € R
der einzige Nullteiler ist.

Beispiele.
e 2 € 7/6Z ist Nullteiler wegen 2 -3 = 0 in Z/6Z, aber beide # 0.
e Korper sind nullteilerfrei.

o 7 ist nullteilerfrei, allgemeiner: jeder Teilring eines Korpers ist nullteilerfrei.
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o R nullteilerfrei = R[t] ist nullteilerfrei (LA I, Kor. 6.34).

Wir betrachten (wie fir R = Z in der Schule und fir R = K]Jt] in LA I
gemacht) die folgende Relation auf der Menge R x (R~ {0})

(@1, 1) ~ (22,42) = T1y2 = T2y1.
Lemma 2.2. Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf R x (R~ {0}).

Beweis. Symmetrie und Reflexivitdt sind klar. Es verbleibt, die Transitivitit zu
zeigen. Es gelte (z1,y1) ~ (z2,y2) und (z2,y2) ~ (x3,y3). Dann gilt nach Defini-
tion x1ys = xoyy und xoy3 = x3ys. Dies impliziert

y2($1y3 - $3y1) = X1Y2Y3 — Y1Y2T3 = T2Y1Y3 — Y1T3Y2

= Z/l(xzy:a - 1’23/3) =0.

Wegen y, # 0 und der Nullteilerfreiheit von R folgt z1y3—x3y1 = 0, also (z1,y1) ~
(3, Y3)- [

Wir bezeichnen die Aquivalenzklasse von (z,y) mit

Y

und die Menge aller Aquivalenzklassen mit Q(R). Wir fithren auf Q(R) die fol-
genden Operationen ein

T T myptaay @ o

U1 Y2 Y1Y2 Yy Y2 Y1Y2 ‘

Lemma 2.3. Diese Operationen auf Q(R) sind wohldefiniert und machen Q(R)
zu einem Koérper mit % als Null- und % als Einselement.

Beweis. Die Wohldefiniertheit lassen wir als Ubungsaufgabe. Dass % und % das

Null- bzw. Einselement sind, sieht man direkt an der Definition der Operationen.
Nach Definition von ~ gilt

xr 0
—=—- <—z=0.
y 1

Gilt also 7 # 0 in Q(R), so ist  # 0 und ¥ das inverse Element zu 7. O
Definition 2.4. Q(R) heifit der Quotientenkdrper von R.
Beispiel.

e Q(Z) =Q (Korper der rationalen Zahlen),
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e Q(K[t]) = K(t) (Korper der rationalen Funktionen iiber dem Koérper K).

o Q(Z[t]) = Q).
Wir betrachten die natiirliche Abbildung

R — Q(R), r»—>%

Diese ist ein injektiver Ringhomomorphismus, so dass wir R als Teilring von Q(R)
und Q(R) als R-Modul auffassen konnen.

Definition 2.5. Fir x € R heifit das Ideal (z) :== Rz = {ax | a € A} das von
x erzeugte Hauptideal. Ein Ideal a C R heifit Hauptideal, wenn a = (z) fir ein
r € R.

Bemerkung. x € R ist Einheit <= () = R = (1).
Sei jetzt R kommutativ und nullteilerfrei.

Definition 2.6. Man sagt a|b wenn ein ¢ € R mit b = ac existiert. Zwei Elemente
a,b € R heiflen assoziiert, wenn a|b und bla gilt. Notation a = b.

Lemma 2.7. (R nullteilerfrei) Fiir Elemente a,b € R sind dquivalent:
() a=b
(ii) (a) = (b),

(iii) es existiert eine Einheit e € R* mit b = ea.

Beweis. Ist a oder b gleich Null, so sagen (i), (ii) und (iii), dass das jeweils andere
Element auch gleich 0 ist. Seien im Folgenden a und b von 0 verschieden.
(i)<(ii) alb ist aquivalent zu (b) C (a), also a = b zu (a) = (b).

(i)=-(iii) Sei b = ac und a = bd. Dann folgt b = bed, also b(1 — ed) = 0. Wegen
b # 0 und der Nullteilerfreiheit von R folgt cd = 1, also ist ¢ eine Einheit.
(iii)=>(i). Aus b = ae folgt a = be™?, also alb und b|a. O

Definition 2.8. Ein Element 7 € R~ (R* U {0}) (R nullteilerfrei wie immer)
heifit Primelement, falls gilt w|ab = 7|a oder 7|b.

Ein Element 7 € R~ (R* U {0}) heifit drreduzibel, falls gilt: aus ab = 7 folgt
a € R* oder b € R*.

Lemma 2.9. Primelemente sind irreduzibel.
Beweis. Sei m prim und und 7 = ab. Dann gilt 7 | a oder 7 | b. Sei OE a = da',
a’ € R. Dann gilt 7 = ab=ma'b = w(a’'b—1) =0 ab=1=beR*. O

Definition/Lemma 2.10. Sei M ein R-Modul. Ein Element x € M heifit Tor-
sionselement, wenn es ein 0 # s € R gibt mit sz = 0. Die Menge der Torsionsele-
mente in M bildet einen Untermodul. Dieser heifit der Torsionsuntermodul und
wird mit T'(M) bezeichnet.
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Beweis. Klar gilt 0 € T(M), d. h. T(M) # (). Seien z,y € T(M), r € R. Dann
existieren s,t € R—\{0} mit sx = ty = 0. Da R nullteilerfrei ist gilt st # 0. Nun
gilt

st(x +ry) = t(sz) + rs(ty) =0,
also « +ry € T'(M). Damit ist T'(M) ein Untermodul. O

Definition 2.11. M heifit Torsionsmodul <= M =T (M).
M heiit torsionsfrei <= T(M) =0

Beispiele.

(i) Jeder Untermodul N eines freien R-Moduls M ist torsionsfrei: Sei (m;);er
ein Erzeugendensystem von M und n = >, r;m; € N, r € R. Dann gilt

(T(Z rim;) = 0) = Z(W’i)mi =0=rr;=0 Vi=nr;,=0 V.

(ii) Ist R = K ein Korper, so ist jeder Modul torsionsfrei (weil frei).
(iii) Z/nZ ist ein Z-Torsionsmodul, wegen n - x = 0 fiir alle x € Z/nZ.

(v) Der Modul (0) ist der einzige Modul, der sowohl Torsionsmodul als auch
frei ist.

(iv) Sei S ein kommutativer Ring mit nichtrivialen Nullteilern, M ein S-Modul.
Dann besitzt jeder freie Modul auch Torsionselemente und die Menge T'(M)
ist in der Regel kein Untermodul.

Lemma 2.12. Der Faktormodul M /T (M) ist torsionsfrei.

Beweis. Seim~+T(M) € M/T(M) ein Torsionselement. Dann existiert 0 # r € R
mit r(m + T(M)) =0, also rm € T'(M). Daher existiert ein s € R mit srm = 0.
Wegen sr # 0 folgt m € T(M), alsom+T(M)=0+T(M) e M/T(M). O

Lemma 2.13. Sei f: M — N ein R-Homomorphismus. Dann bildet f T (M)
auf T(N) ab. Insbesondere gilt T(M) = T(N), falls M = N.

Beweis. Sei x € T(M). Dann gibt es ein r € R mit ra = 0. Also rf(x) = f(rx) =
0 und f(z) € T(N). O

2.2 Hauptidealringe

Definition 2.14. Ein Hauptidealring ist ein nullteilerfreier kommutativer Ring,
in dem jedes Ideal Hauptideal ist.

Beispiel. Z und K|[t] (K Korper) sind Hauptidealringe.

Lemma 2.15. Jeder Hauptidealring ist noethersch.
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Beweis. Jedes Ideal ist endlich erzeugt (von einem Element). O
Satz 2.16. In einem Hauptidealring ist jedes irreduzible Element prim.

Beweis. Sei 7 irreduzibel und es gelte mw|ab. Z.z.: w|a oder mw|b. Wir betrachten
das Ideal (a) + () """ =" (¢). Es gilt 7 € (¢) = 7 = ce firein e € R. Da 7
irreduzibel ist, muss einer der beiden folgenden Félle auftreten:
1. Fall: e Einheit = (¢) = (), also a € (¢) = (7) = 7la.
2. Fall: ¢ Einheit = 1 € (c¢), also existieren z,y € R mit axz + 1y = 1. Daraus
folgt

b=">b-1=abx+ bry € (7)

also 7|b. O
Lemma 2.17. Sei R ein Hauptidealring und a € R~ (R* U {0}). Gilt

a:pl-..pn:ql...qm

mit irreduziblen Elementen p;,q;, so gilt n = m und, nach Umnummerierung,
pZ£Q’L72:17an

Beweis. Ohne Einschrankung gelte n < m. Es ist p, irreduzibel, daher prim
= pulq1 -+ g = (nach Umnummerierung) p,|¢m = ¢m = pn - €, fir ein e € R.
Da q,, irreduzibel und p,, keine Einheit ist, folgt e € R*. Wir erhalten

pla..pn:qlnnaqm_l.pn.e

und somit p1 - Pp_1 = q1 -+ * Gm-1 - €. Wir fithren diesen Prozef3 weiter und kom-
men schliefflich zu
1=q1- " @¢n_n - Einheit.

Hieraus folgt m — n = 0, weil die ¢; keine Einheiten sind. n

Satz 2.18. Sei R ein Hauptidealring. Dann hat jedes a € R ~ (R* U {0}) eine
bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit eindeutige Zerlegung

@ =p1-pn
in irreduzible Elemente p;.

Bemerkung. Ein Ring mit dieser Eigenschaft heift faktoriell. Der Polynomring
Z|x] ist faktoriell, aber kein Hauptidealring.

Beweis. Es geniigt nach 2.17 die Existenz einer Zerlegung in Irreduzible zu zeigen.
Angenommen a € R~ (R* U {0}) hat keine Zerlegung in Irreduzible. Dann ist
insbesondere a selbst nicht irreduzibel und es existieren daher as,a, € R~ (R* U
{0}) mit a = ay - a}. Haben ay und a), beide eine Zerlegung in Irreduzible, so auch
a, also habe ohne Enschrankung a, keine Zerlegung in Irreduzible. Setze a; = a.
Wegen al, ¢ R* gilt (a;) S (az). Sukzessive erhalten wir eine Folge von Idealen

Z

(a1) G (a2) G (as) . ... Dies steht im Widerspruch zu Lemma 2.15. O
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Definition 2.19. Sei R ein faktorieller Ring, P ein Repréasentantensystem der
irreduziblen Elemente von R modulo Assoziiertheit, a,b € R mit Zerlegungen

a:qu”P, b:vamP

peP peEP

(u,v € R*) Dann heifit

geT(a,b) = ] pmintreme)

peP
grosster gemeinsamer Teiler von a und b.

Bemerkung. Das Hauptideal (ggT(a,b)) ist von der Wahl des Reprasentanten-
systems P unabhéangig, d. h. ggT(a, b) ist bis auf Assoziiertheit wohlbestimmt.

Lemma 2.20 (Lemma von Bezout). Sei R ein Hauptidealring, a,b € R. Dann
gilt
(ggT(a,b)) = (a,b) = Ra+ Rb
Insbesondere gibt es x,y € R mit
ggT(a,b) = za + yb
Beweis. Sei d ein Erzeuger des Hauptideals (a,b). Dann gilt d | a und d | b, also

d:prkP

peEP

mit w € R*, k, < min(n,, m,) und somit d | ggT(a,b). Andererseits gibt es
x,y € R mit d = za + yb und somit ggT(a,b) | d. Also

(a,b) = (d) = (ggT(a,b)).
[l

Korollar 2.21 (Chinesischer Restsatz). Sei R ein Hauptidealring, a,b € R mit
ggT(a,b) = 1. Die R-lineare Abbildung

¢: R— R/(a)® R/(b), 7+ (r+(a),r+ (b))
induziert einen Isomorphismus R/(ab) = R/(a) & R/(b).

Beweis. Es gilt

gT(a,b)=

kero={reR|a|nrb|r}= Y™ {r e R|ab|r} = (ab)

Seien x,y € R, so dass 1 = ggT(a,b) = za+ybund r; + (a) € R/(a), o+ (b) €
R/(b). Setze r = r1yb + rexa. Dann gilt

r+ (a) =ryb+ (a) = riyb+ riza + (a) = r1 + (a).
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Analog gilt 7 + (b) = o + (b). Also ist ¢ surjektiv. Nach dem Homomorphiesatz
erhalten wir einenR-linearen Isomorphismus

b R/(ab) — R/(a) ® R/(D), r+ (ab) — (r + (a),r + (b)).
O

Korollar 2.22. Sei R ein Hauptidealring. Das Ideal (m) ist maximal in R genau
dann, wenn m ein Primelement ist.

Beweis.

(=): Zu zeigen: R/(m) ist Korper. Sei 0 # @ € R/(w) und a € R ein Vertreter.
Dann gilt 7 1 a, also ggT(a,7) = 1. Wahle z,y € R mit za + yr = 1. Dann gilt
T-a=11in R/(m), also @ hat ein multiplikatives Inverses. Daher ist R/(7) ein
Koérper und nach 1.19 folgt die Maximalitat von (7).

(«<): Sei (7) maximal und a,b € R mit 7 | ab, 7 { a. Dann gilt ab = 0 im Kérper
R/(m), aber @ # 0, also 7 | b. Daher ist m Primelement. O

2.3 Euklidische Ringe
Problem:
Sei R ein Hauptidealring, a,b € R. Wie konnen wir x,y € R mit
ggT(a,b) = za + yb
bestimmen? In Z und Kt] geht das, weil wir Division mit Rest ausfiihren kénnen.

Definition 2.23. Ein Ring R heifit euklidisch, wenn er nullteilerfrei ist und es
eine Abbildung N: R~ {0} — Ny gibt mit

Zua,b € R, b#0gibtesq,r € Rmita = bg+r und r =0 oder N(r) < N(b).

Man nennt dann N eine euklidische Normfunktion von R.

Bemerkung. Ein euklidischer Ring kann verschiedene euklidische Normfunktio-
nen besitzen.

Der erweiterte euklidische Algorithmus

Gegeben: ag # 0,a; # 0 in R euklidisch mit Normfunktion N, N(ag) > N(ay).
Gesucht: ggT(ag, a1), z,y € R mit ggT(ag,a1) = zag + ya;.

Setze k :=0, xg:=1, 21 :=0
Wiederhole:
Erhohe k um 1
Bestimme ag; und qx mit a1 = arqr + a1
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und agy1 = 0 oder N(ags1) < N(ag)
(i. A. nicht effektiv)
Setze Tpy1 1= Tp_1 — QrpTk
bis a1 = 0.
Riickgabe ggT(ag, a1) := ag, © 1=z, y :=

A —Tkao
ai

Beispiele.

e R =7 und N(a) = |a| (alternativ: N(a) = a?)
e R = K]Jt], K Korper und N(f) = deg(f)

B B Potenzreihen Y22 a;t' mit a; € C,
o R =C{t} = die in einer offenen Umgebung von 0 konvergieren. } und
N(f) = min{i|a; # 0}. Es gilt a = t" @y, b = t"®y mit u,v € R* und
somit b | a fir N(a) > N(b) und a =0-b+ a fir N(a) < N(b).

e Analog: R = R{t},
R = K[[t] = {formale Potenzreihen » _ a;t’ mit a; € K},
i=0
K Korper und N(f) = min{i|a; # 0}.
Satz 2.24. Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring.

Beweis. Sei R euklidisch, insbesondere nullteilerfrei, und a C R ein Ideal. (0) ist
Hauptideal, also sei ohne Einschrinkung a # (0). Dann gibt es in a ein Element
ag # 0 mit N(ag) = min N(a).

Behauptung: a = (ag).

Grund: Die Inklusion (ag) C a ist klar. Sei a € a beliebig. Dann gibt es ¢, € R
mit a = qag + r, insbesondere r € a. Da N(r) < N(ap) nicht moglich ist, gilt
r =0, also a € (ap). O

Korollar 2.25. Z und K|[t] sind Hauptidealringe, ebenso C{t}, R{t}, K|[[t]].

Weitere Beispiele:
Sei d € Z quadratfrei, d. h. durch keine Quadratzahl aufler 1 teilbar. Setze

o |Z+2zvd fallsd=2,3 mod 4
VD T2 425 fallsd=1 mod 4

(Ogvay C Q(vd) = Q[z]/(2* — d) ist der Ganzheitsring des Korpers Q(v/d).)

N:Q(Wd) = Q,  a+bVdr |a® — db?|
Dann gilt N(Og/z) C N.
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Theorem 2.26.
® Oy(ya ist euklidisch mit der Normfunktion N genau dann, wenn
de{-11,-7,-3,-2,—-1,2,3,5,6,7,11,13,17,19,21, 29, 33,37,41,57, 73}
(Chatland & Davenport, Inkeri, 1950)

e Flir
d e {-19,-43,—67,—163}

ist OQ( Va) Hauptidealring, aber nicht euklidisch. Fiir alle tibrigen d < 0 ist
Oq(va kein Hauptidealring.

® Oq g9 ist euklidisch, aber mit einer anderen Normfunktion (Clark, 1994).

e Offene Vermutung (GauB): Og s ist fiir unendlich viele d > 0 ein Haupt-
idealring.

e Von diesen sind alle bis auf hichstens 2 euklidisch (Narkiewicz, 2007) (alle,
wenn die verallgemeinerte riemannsche Vermutung gilt).

Beispiele.

d = —1: Ogg) = Z[i] = Z[z]/(2* — 1) ist normeuklidisch (Ring der Gauf-Zahlen)

d==3: Ogy=s = 2G|, G = =5 =3, 2~ 1= (1= 1)z~ G)(z — &),
ist normeuklidisch (Eisenstein-Zahlen).

d = =5 Og(/=5 = Z[v/—5] ist kein Hauptidealring und auch nicht faktoriell.

2.4 Aquivalente Matrizen und Determinantenideale

Sei R ein kommutativer Ring.

Definition 2.27. Matrizen M, N € M,,,(R) heiflen dquivalent (M ~ N) wenn
invertierbare Matrizen C' € M, ,,(R), D € M,, ,,,(R) mit

D-M=N-C

existieren.
Im Fall n = m heilen M und N dhnlich, wenn C' = D gewéhlt werden kann
(M =~ N).

Satz 2.28. Sei K ein Kérper, M, N € M,, ,(K). Dann gilt M ~ N genau dann,
wenn Rg(M) = Rg(N).
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Beweis.
LA I, Kor. 4.23: M ~ N = Rg(M) = Rg(N).
LA I, Kor. 4.25: Fur jede Matrix M € M, ,,(K) gilt

Ergm 0
= ()

(E, € M,,(K) Einheitsmatrix). O

Bemerkung. Die entsprechende Frage fiir ~ konnte in der LA T noch nicht
beantwortet werden.

Wie kann man allgemein feststellen, ob zwei Matrizen dquivalent sind?

Definition 2.29. Sei A = (a;;) € Myn(R), I C {1,....m}, J C {l,...,n} r-
elementige Teilmengen mit der natiirlichen Ordnung. Dann sei det; ;(A) € R die
Determinante der Matrix (a;;)icr jes € M, ,(R). Die det; ;(A) heiflen die Minoren
der Ordnung r von A.

Theorem 2.30 (Cauchy-Binet-Formel). Sei A € M,, ,(R), B € M,(R), I C
{1,...,m}, J C{1,...,k} r-elementige Teilmengen. Dann gilt

det[,J(AB> = Z det[’K<A) detKJ(B).

Beweis. Ist deutlich einfacher mit etwas multilinearer Algebra, siehe spater. [

Definition 2.31. Sei A € M,,,(R). Fiir r € Ny heifit das von den Minoren der
Ordnung r erzeugte Ideal I,(A) das r-te Determinantenideal von A.

4= (5 5 8) et

Beispiel. Sei

4 5 6
Dann gilt
Iy(A) = (1) (Die Determinante der leeren Matrix ist 1.)
Il A) = ]-7 73747576> (]‘)

Lemma 2.32. Sei A € M, ,(R).Dann gilt
(i) I(A) = I,(A").
(ii) I,41(A) C I.(A)
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(iii) I,(AB) C I,(A)I.(B) fiir B € M, .(R).
(iv) T(A) = L (3 £,))-
(iv) Sei ¢: R — S ein Homomorphismus kommutativer Ringe. Dann gilt
I(¢(A)) = I,(A)S.
Dabei wird fiir ein Ideal a C R das von a in S erzeugte Ideal mit

asS = {Z ¢(ai)3i|ai eca,s; € S}

bezeichnet.

Beweis.

(i) C ist genau dann r x r-Untermatrix von A, wenn C* r x r-Untermatrix von
At ist und es gilt detp C* = detg C. Also gilt I,(A) = I,.(AY).

(71) Sei C' = (c¢;5) eine (r+1) X (r+1)-Untermatrix von A und C;; die Untermatrix
von C, die aus C' durch Streichen von i-ter Zeile und j-ter Spalte entsteht. Nach
dem Entwicklungssatz von Laplace (LA I, Kor 6.18) gilt:

detC' = Z(—]_)i—"_jCij det(C’”)
=1

Insbesondere ist det(C') eine R-Linearkombination von Minoren der Ordnung r
von A.

(iii) folgt aus der Cauchy-Binet-Formel.

(iv) Es reicht, k = 1 zu betrachten. Ist C eine r xr-Untermatrix von A, soist (§ ¢)
eine (r 4+ 1) x (r + 1)-Untermatrix von B = (4 9) mit derselben Determinante.
Also gilt I,(A) C I,41(B). Ist C” eine Untermatrix von B, die die letze Spalte,
aber nicht die letze Zeile enthalt oder umgekehrt, so gilt det ¢ = 0. Enthélt C’
weder die letzte Spalte noch die letzte Zeile, ist C” eine Untermatrix von A und
det C" € I,,1(A) C I,(A). Damit gilt I,,1(B) C I.(A).

(v) folgt aus detg ¢p(C) = ¢(detr C) (LA I, Bemerkung nach 6.8). O

Satz 2.33. Sei A~ B € M,,,(R). Dann gilt I.(A) = I,(B).
Beweis. Wegen I,.(A) = I.(A") reicht es, I.(CA) = I.(A) fur C' € Gl,,(R) zu

zeigen. Nach dem Lemma gilt
I,(CA) C I.(C)I.(A) C I.(A).
Andererseits gilt A = C~'CA, also auch

I(A) € I(CA).
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Beispiel. Sei
B = (i ; é) € My 3(Z).
Dann gilt Io(B) = Iy(A), [1(B) = I;(A), aber
L(B) = (7,14,7) = (7) # I2(A),
Also A A B.
Andersherum gilt das i. A. nicht:

Beispiel. Sei R = Q[z,y, 2],

a= (o) m= (0 )=

Dann gilt I,(A) = I,(B) fiir alle r, aber A % B. (Ubungsaufgabe)

2.5 Smith-Normalform

Definition 2.34. Sei r = min(m,n). Wir nennen eine nicht notwendig quadra-
tische Matrix der Form diag(ay, ..., a,) = (a;j) € My, ,(R) mit

a; fallsi=7
Aij = .
! 0 fallsi#j

Diagonalmatrix.

Theorem 2.35 (Elementarteilersatz fiir Matrizen). Jede m x n-Matrix A tiber
einem Hauptidealring ist aquivalent zu einer Diagonalmatrix der Form

diag(ay,...,a,)

mit v = min(m,n), a; | as | --+ | a.. Die Folge der Ideale (a),..., (a,) ist
eindeutig bestimmt.

Definition 2.36. ay,...,a, heiflen die FElementarteiler (auch invariante Fak-
toren) der Matrix A. Die Matrix diag(ai,...,a,) heiBt Smith-Normalform von
A.

Beispiele. Sei R ein Hauptidealring.
(i) Sei
a b
A= (C d) € MZQ(R)
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mit a # 0. Dann existieren z,y € R mit e = ggT(a,c) = za + ye. Die
Matrix
C= <_xc

hat Determinante MTJ”’I’ = 1, ist also invertierbar (LA I, Kor. 6.22) und es
gilt

ola
~_

e xb+yd
CA:<0 detz‘,il/>

e

Falls a = e wéhlen wir z = 1, y = 0. Falls b = 0 ist dann C'A eine
Diagonalmatrix.

(ii) Analog existieren w, z € R mit f = ggT(a,b) = wa + zb und
w —2 f 0
fl =
A(z $ ) N (cw—i—dz de}‘“)'

(ili) Ist A = diag(a,d) € M32(R) und e = ggT(a,d) = za + yd, so gilt

o0 3) G
G0 )-8

Il
-~
o Q
Q Q.
.

und e | %,
€

(iv) Sei

A

8§ 12 0
9 15 0] € M373(Z).
12 24 20
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Dann gilt
-1 -3 0 4 0 O
A~Al1 2 0]=]|6 3 0]|=4
0 0 1 12 12 20
-1 10 2 3 0
~1-3 2 0|lA=]|0 6 0]=A;
0 01 12 12 20

-1 -3 0 1 0 0
~A |1 2 0]=[6 12 0]|=A4;
0 0 1 0 —12 20

1 00 1 0 0
0 01 0 —12 20
100 1 0 O
~ [0 1 0]J]A4=10 12 0 | = A5
011 0 0 20
1 00 1 0 0
~10 1 1]A5=10 12 20| = Ag
0 01 0 0 20
1 0 0 1
~As [0 2 —5]=10 = A;
0 -1 3 0 —20 60
1 00 1 0 0
~10 1 0|JA, =10 4 0
05 1 0 0 60

Sei R ein Hauptidealring.
Definition 2.37. Sei a € R. Die Zahl

00 falls a = 0.
l(a) =<0 falls a € R*

Anzahl der Primfaktoren von a sonst.

heifit Ldinge von a.

Existenz der Smith-Normalform:

Algorithmus SNF

Gegeben: A = (a;;)
Gesucht: Smith-Normalform D = SNF(A) (und invertierbare Matrizen X, Y mit
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D = XAY).

Falls A die Nullmatrix: fertig.
Sonst tausche Zeilen und Spalten in A bis a; # 0.
Solange es in der ersten Zeile oder Spalte Eintrage b gibt,
die nicht durch a;; teilbar sind:
Multipliziere A mit einer invertierbaren Matrix,
so dass ay; durch ggT(aq1,b) ersetzt wird.
(Die Schleife bricht ab, weil ¢(ggT(a11,b)) < £(a11) < oo,
d. h. in jedem Durchgang wird ¢(a;;) kleiner.)
Réaume die erste Zeile und Spalte von A aus.
Sei A’ die Matrix, die aus A durch Streichen
der ersten Zeile und Spalte entsteht.
Wende Algorithmus SNF auf A" an mit Ergebnis
diag(a2>--'aa7‘)7 ag ’ as ’ | Qy
Setze ay := a1, D := diag(ay, as, ..., a,)
Von i :=1hisr — 1:
Setze e := ggT(a;, ajt1).
Durch Rechts- und Linksmultiplikation mit geeigneten Matrizen:
Ersetze a;,, durch “ac%“ und a; durch e.
(Danach gilt ay | -+- | a; | a;41 und a; | a2 | -+ | ar)
(Insbesondere gilt a; | ggT (@11, ait2))
Riickgabe von D.

Eindeutigkeit der Smith-Normalform:

Satz 2.38. Sei A € M,,,(R) und D = diag(ay,...,a,), r = min(m,n), eine
Smith-Normalform von A und by ein Erzeuger des Hauptideals I.(A). Dann gilt

k
bk = H a;.
i=1

Insbesondere gilt fiir k > 0
. by

ap = ——
br—1

Beweis. Nach Satz 2.33 gilt
Ii(A) =1(D) = (det; ; D: I C{1,....m},J C{L,...,n}, 4l =8J = k)

Falls I oder J nicht in {1,...,r} enthalten sind, ist det; ; D die Determinante
einer Matrix mit einer Nullzeile oder -spalte, also gleich 0, ebenso, falls I # J.
Also gilt

]k(D) = (det[’]D = Hai: IC {1, R ,T},]j] = ]{7)

i€l
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Sei I = {iy < iy <--- < ir}. Dann gilt a; | a;; und somit

iel

k
H CLj | H ;.
j=1

Damit gilt
k
(bx) = Ie(A) = (I] a5),
j=1
also auch
k
bk = H Qj.
j=1
O]

Da die b, bis auf Assoziiertheit eindeutig bestimmt sind, gilt dies nun auch fir
die aj. Damit ist der Beweis von Theorem 2.35 vollstandig.

Korollar 2.39. Sei A € M, ,(R). Dann gilt:
det(A) = ay - - ay,
wobei aq, . .., a, die Elementarteiler von A sind.

Beweis.

]

Korollar 2.40. Sei S ein weiterer Hauptidealring und ¢: R — S ein Ringho-
momorphismus. Sind ay,...,a, die Elementarteiler von A € M, ,(R), so sind
o(ar), ..., ¢(a,) die Elementarteiler von ¢(A) € My, »(S).

Beweis. Klar, weil I(A)S = I (¢(A)). O
Korollar 2.41. Sei A € M,,,,(R) mit Elementarteilern ay,...,a, € R. Be-

trachte A mittels der kanonischen Einbettung R C Q(R) als ein Element von
M, n(Q(R)). Dann gilt

Rgg(r) (A) = max{i: a; # 0}

Beweis. Die Aussage folgt mit 2.40 und 2.28. Beachte: In Q(R) ist jedes Element
a # 0 assoziiert zu 1. m
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2.6 Endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen

Sei R ein kommutativer Ring. Fir A € M,,,(R) sei coker(A) der R-Modul
coker(R" Ay R™) = R™/im(A).
Erinnerung: Jeder endlich prasentierbare R-Modul ist von dieser Gestalt.

Definition 2.42. Sei M = coker(A) endlich prasentierbar.

(1) falls r > m
I+ (A) sonst

Fitt, (M) = {

heifit das r-te Fitting-Ideal von M.

Bis auf die Verschiebung um m und die umgekehrte Nummerierung unterscheiden
sich Fitting-Ideale und Determinantenideale nicht. Durch die Verschiebung um
m erreichen wir, dass die Fitting-Ideale nur von M und nicht von der Wahl der
Prasentation abhéngen. Die umgekehrte Nummerierung ist reine Konventionsfra-

ge.
Satz 2.43. Fitt, (M) ist von der Wahl der Présentation unabhédngig: Gilt

coker(A) = M = coker(B)
fir A € M,,,(R), B € M,,(R), so gilt
Fitt, (coker(A)) = Fitt, (coker(B)).

Beweis. Sei ¢p4: R™ — coker(A) — M die Zusammensetzung des Isomorphismus
mit der nattirlichen Projektion und x4, ..., x,, € M die Bilder der Standardbasis
von R™. Analog konstruieren wir ¢5: R? — coker(B) — M und yi,...,y, € M.
Da (z1,..., %) ein Erzeugendensystem von M ist, finden wir ¢;; € R so dass

m
Yji = Z CijTi,
=1

d. h. C = (ci;) € My, ist so gewdhlt, dass das Diagramm

kommutiert.
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Setze

¢: R"P=R"O R — M, () da(z) + d5(y).

, (A =C\ _(E, —-C\[A 0
A‘(o Ep>_<0 Ep><o Ep>€Mm+p’"+P<R)'

Dann gilt im(A’) = ker(¢) und somit M = coker(A’):
Sei (y) € ker(¢). Dann gilt

0= da(z)+ ¢5(y) = palz + Cy),

also gibt es ein z € R"” mit Az = 2 4+ Cy und es gilt
A(y)=(y)-

und somit () € im(A’).
Andersherum gilt

P(A' (7)) = da(Az = Cy) + ¢B(y) = da(Az) = 0.

Nun gilt
Fitt, (coker(A)) = I +(A) = Inspr ((8 £, )) = Imipr(A') = Fitt, (coker(4")).

Dieselbe Konstruktion mit A und B vertauscht liefert B" € M, 1pm+q(R) mit
Fitt, (coker(B)) = Fitt, (coker(B’)) und im(B’) = ker(¢) = im(A’).

Wir driicken jetzt wieder die Bilder der Standardbasis unter der Abbildung
R"™7P — ker(¢), x + B’z durch die Bilder der Standardbasis unter R™*? —
ker(¢), x — A’z aus und erhalten eine Matrix X € M, m+q(R) mit A’X = B’
Analog erhalten wir eine Matrix Y € M, 1 n4p(R) mit B'Y = A’. Nun gilt

Loy o(B) € Ly o (A iy (X) € Ly ()
und analog 1,4, (B") C Ipyp—r(A'), also
Fitt,(coker(A)) = Fitt,.(coker(B)).
O

Bemerkung. Ist ¢: M — N ein Isomorphismus, so ist jede endliche Prasen-
tation von M auch eine von N und umgekehrt. Insbesondere gilt Fitt,.(M) =
Fitt,.(N). Die Fitting-Ideale hangen also nur von der Isomorphieklasse von M
ab.

Korollar 2.44. Sei R ein Hauptidealring. Fiir Matrizen A, B € M,, ,(R) sind
aquivalent:
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() A~ B,
(ii)) A und B haben dieselben Elementarteiler,
(iii) I.(A) = I.(B) fiir alle r.

(iv) coker(A) = coker(B)

(v) Fitt,(coker(A)) = Fitt,(coker(B)) fiir alle r.

(i) < (ii): A und B sind beide dquivalent zu ihrer Smith-Normalform.
(i) = (iii): Satz 2.33.

(iii) = (ii): Satz 2.38
(iii) < (v): klar wegen Fitt, = I,,,_,.
(iv) = (v): Satz 2.43.

(i) = (iv): Ist A ~ B, so existieren invertierbare C, D mit DA = BC. Das
bedeutet, dass das Diagramm von R-Moduln

o, ]

kommutativ ist. Da die Linksmultiplikationen mit C' und D Isomorphismen sind,
ist auch der auf den Kokernen induzierte Homomorphismus

coker(A) — coker(B), x +im(A) — Dz + im(B)
ein Isomorphismus. O

Theorem 2.45 (Struktursatz fiir endlich erzeugte Moduln iiber einem Haupt-
idealring). Sei M ein endlich erzeugter Modul iiber einem Hauptidealring R.
Dann existieren von Null verschiedene Ideale (ay) 2 (az) -+ 2 (a,) und einr >0
so dass

M=R ®&R/(a)) ®---®R/(ay).

Die Zahlen r und n, und die Ideale (ay),...,(a,) sind eindeutig bestimmt. Die
Zahl r ist die kleinste Zahl, so dass

Fitt,.(M) # (0).
Die Zahl n ist die kleinste Zahl, so dass
Fitt,,(M) = (1).

Definition 2.46. Die Elemente ay,--- ,a, heiflen die FElementarteiler von M
und sind bis auf Assoziiertheit wohlbestimmt. Die Zahl r = r(M) wird als Rang
des Moduls M bezeichnet.
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Beweis. Da R noethersch ist, finden wir eine endliche Prasentation M = coker(A)
mit A € M,,(R). Wir diwrfen annehmen, dass A = diag(zy,...,z5) , s =
min(p, ¢), in Smith-Normalform ist. Dann gilt

M = coker(A) = éR/(mZ) ¢ R

i=1

mit s+t = p. Einige dieser Faktoren konnen allerdings trivial oder gleich R sein:
Seien x4, ...,x, Einheiten und x,1 .1 = -+ = x5 = 0. Setze r = p — v — n und

a; = T;y,. Dann gilt
n

M = @R/(ai) e R".
i=1
Es gilt

p—i (1) fallsi>p—v=r+n
Fitt; (M) = I,_(A) = ([] z;) = { (0) falls i <p—v-n—1=r—1
j=1

(IT;A7 " a;)  sonst.

Insbesondere sind die a; durch die Fitting-Ideale bis auf Assoziiertheit eindeutig
bestimmt. O

Korollar 2.47. Sei A € M, ,(R). Dann gilt r(cokerA) = p — Rggp) A.

Beweis. Sei wie eben A = diag(zy,...,zs) in Smith-Normalform. Dann gilt
Rggr) A = v+ n und somit 7(cokerA) = p — Rggp) A O

Korollar 2.48. Seien M und N endlich erzeugte Moduln iiber einem Haupt-
idealring. Dann gilt M = N genau dann, wenn r(M) = r(N) und M und N
dieselben Elementarteiler haben.

Beweis. Klar haben isomorphe Moduln denselben Rang und dieselben Elementar-
teiler. Umgekehrt gilt

M2RMgR/(a)® - @ R/(an) = N.
O

Korollar 2.49. Sei M ein endlich erzeugter Modul iiber einem Hauptidealring
mit Elementarteilern ay, . ..,a,. Dann gilt

T(M) = R/(a;) @& R/(ay).
Beweis. Seir =r(M),

T = (y17"'7y7“71:1+(a1>7"'>xn+(an>> GRT@R/(CU)EB@R/(CL”> = X=M.



38 Dr. Malte Witte: Lineare Algebra II, SoSe 2015

und r € R. Dann gilt
re =0y ==y, =0und ra; € (¢;) firi = 1,...,n.
Also

2.1

R/(a)®...R/(ay) 2 T(X) & T(M).

w

[]

Korollar 2.50. Sei M endlich erzeugter Modul iiber einem Hauptidealring. Dann
ist M genau dann frei, wenn er torsionfrei ist. Insbesondere ist jeder endlich
erzeugte Untermodul eines freien Moduls frei.

Beweis. Da der Hauptidealring R nullteilerfrei ist, wissen wir bereits, dass freie
Moduln und ihre Untermoduln torsionsfrei sind. Sei M torsionsfrei und endlich
erzeugt. Da T'(M) = 0 folgt, dass die Folge der Elementarteiler leer ist und dass
M = RrM), O

Bemerkung. R =7, M = Q ist torsionsfrei aber nicht frei (keine zwei Elemente
sind linear unabhangig). Daher ist der erste Teil von 2.50 falsch fir nicht endlich
erzeugte Moduln. Man kann jedoch (mit dem Zorn’schen Lemma) zeigen, dass
jeder Untermodul (endlich erzeugt oder nicht) eines freien Moduls iiber einem
Hauptidealring wieder frei ist.

Korollar 2.51. Sei M ein endlich erzeugter Torsionsmodul tiber einem Haupt-
idealring R und a,, der gréfte Elementarteiler. Dann gilt

(an) = {x € Rlxm =0 fiir alle m € M} =: Anng(M)
(Annullator von M)

Beweis. Ohne Einschrénkung
M =P R/(a;)
i=1

mit ay | -+ | a,. Klar gilt a,m = 0 fiir alle m € M und somit (a,) C Anng(M).
Sei umgekehrt x € R und

n—1
Dann gilt xe, = 0 genau dann, wenn z € (a,). Also Anng(M) C (a,). O
Korollar 2.52. Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-Tor-
sionsmodul. Dann existieren eindeutig bestimmte maximale Ideale (p1),. .., (py),
fiir jedes i = 1,...,n eindeutig bestimmte Zahlen v;, < v;, < -+ < v;,,, und ein

Isomorphismus von R-Moduln

n m;

M =D R/

i=1 j=1
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Beweis. Fir a = pi* - --pS" mit p; prim und paarweise verschieden gilt nach dem
chinesischen Restsatz:

R/(a) = R/(p{") ® - ® R/(py).

Daher kann man die Existenz der Zerlegung aus dem Hauptsatz iiber endlich
erzeugte Moduln ableiten. Sei nun eine Zerlegung

n m;

M=@DD R/

i=1 j=1

gegeben. Setze m = max{my,...,m,} und fir j=1,...,m

n

_ 'U'L',j+mi7'm
a; =] p;

=1

(mit v, = 0 fiir £ < 1). Dann gilt a; | ;41 und

wieder nach dem chinesischen Restsatz. Also sind die a; die Elementarteiler von
M. Ist

eine weitere Zerlegung, so folgt aus der Eindeutigkeit der Elementarteiler m =
max{m/,...,m!,} und

!

TI,/ v ’
~ ij+ml—m
a; = [ :
i=1

Aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung folgt nach Umnummerierung der
qi, dass m; = m;, n’ = n, vy; = vj; und (p;) = (¢)- O

Bemerkung. Die Ideale (p;”) werden invariante Faktoren (manchmal auch Ele-
mentarteiler) genannt.

Korollar 2.53 (Elementarteilersatz). Sei R ein Hauptidealring, F' ein freier R-
Modul vom Rang n und M C F ein Untermodul. Dann existiert eine Basis

(e1,...,€e,) von F, eine Zahl m, 0 < m < n und von 0 verschiedene Elemente
ai,...,a,, € R so dass
(i) (aié1,...,amen) ist eine Basis von M.

(i) a; | @iy fiiri=1,...,m—1.
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Die Zahl m und die Folge von Idealen (a;) 2 (a3) 2 -+ 2 (ay,) sind eindeutig
bestimmt.

Beweis. M ist als Untermodul des endlich erzeugten, freien Moduls F' frei und
endlich erzeugt. Wéhle nun eine Basis (fi, ..., fi,) von M und eine Basis (eq, .. ., €,)
von F’ so, dass die Darstellungsmatrix der Inklusion M C F in Smith-Normalform
diag(ay,...,a,) ist. Es gilt dann a;e; = f;. Da die Inklusionsabbildung injektiv
ist, ist a@; = 0 nicht moglich und m = r = min(m, n). O

Anwendung;:

Korollar 2.54 (Klassifikation endlicher abelscher Gruppen). Jede endliche abel-
sche Gruppe ist bis auf Isomorphie von der Form

Z/(a1) @ --- DL/ (an)
mit a; € Z\ {0}, a1 | -+ | ay.

Beweis. Fasse die Gruppe als Z-Modul auf und wende 2.45 an. Beachte, dass der
Rang 0 sein muss, ansonsten giabe es unendlich viele Elemente. O

Beispiel. Wieviele abelsche Gruppenstrukturen bis auf Isomorphie gibt es auf
einer Menge mit 36 Elementen? Das Produkt der invarianten Faktoren einer
solchen Gruppe muss 36 = 2 -2 -3 -3 ergeben. Ausprobieren aller moglichen
invarianten Faktoren liefert folgende vollstandige Liste:

invariante Faktoren Elementarteiler

Z/(4) ® Z/(9) = Z/(36),

Z/(2) ®2/(2) ® 2/(9) = Z/(2) © Z/(18),
Z/(4) ®Z/(3) ® Z(3) = Z/(3) @ Z(12),
Z/(2) @ Z/(2) ©Z/(3) ® Z/(3) = Z/(6) & Z/(6).

3 Normalformen von Endomorphismen

3.1 k-Endomorphismen und k[t]-Torsionsmoduln

Sei k ein Korper. Wir betrachten als Objekte Paare (V,«) mit V' ein endlich-
dimensionaler k-Vektorraum und o € Endy (V). Fir zwei solche Paare (V) «),
(W, B) definieren wir die Menge der Morphismen

Hom((V, @), (W, §)) = {f € Hom(V,W)[Bo f = foa}.

Die Objekte und Morphismen bilden eine Kategorie (sieche LA I, Seite 28), die
Kategorie der Endomorphismen endlichdimensionaler k- Vektorraume. Ziel ist es,
die Objekte dieser Kategorie bis auf [somorphie zu klassifizieren.
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(Ein Isomorphismus ist ein Morphismus f € Hom((V, «), (W, 8)) mit einem In-
versen g € Hom((W, §), (V,«)), so dass

fog=idw,go f=idy.
Hier reicht es, dass f bijektiv ist; dann gilt fiir ¢ = f~! automatisch
aog=gofoaog=gofiofog=gof.

)

Indem wir eine Basis v = (v1,...,v,) von V wéhlen, erhalten wir einen Iso-
morphismus (£, MY (a)) = (V, a) Andererseits sind (k", A) und (k™, B) mit
A€ M,,(k), B € Mym(k) genau dann isomorph, wenn n = m und es ein
C € Gl,(k) gibt, so dass CA = BC gilt. Letzteres bedeutet, dass A und B zu-
einander ahnlich sind. Damit ist unser Problem dquivalent dazu, n x n-Matrizen
bis auf Ahnlichkeit zu klassifizieren.

Wir fithren unser Problem noch auf eine weitere dquivalente Formulierung zuritick.

Definition 3.1. Sei V' ein n-dimensionaler k-Vektorraum und o € Endg (V). Wir
definieren wie folgt einen k[t]-Modul V:

Als k-Vektorraum ist V,, mit V identisch.

Fir f € k[t] , v € V setzen wir

frv=fla)(v).
Folgendes Lemma ist aus der 1. Klausur LA I bekannt:

Lemma 3.2. Sei a € k[t] mit a # 0. Dann ist k[t]/(a) ein k-Vektorraum der
Dimension d = dimy k[t]/(a) = deg( ) < o0. Gilt d > 0, so ist das System der
Restklassen (1 + (a),t + (a),...,t% 1 + (a)) eine k-Vektorraum-Basis.

Beweis. Falls d = deg(a) = 0, so gilt a € k* = k[t]*, k[t]/(a) = 0 mit der
Dimension dimy, k[t]/(a) = 0 = d. Ansonsten setze z; = t' + (a) € k[t]/(a).
k-lineare Unabhangigkeit: Seien «; € k mit

d—1
Z o;r; = 0.
i=0
Dann gilt
-1
b=> at' € (a)
=0

und somit a | b. Wegen deg(b) < deg(a) geht das nur, wenn b = 0, also a; = 0
fir alle 1.
Erzeugendensystem iiber k: Sei f + (a) € k[t]/(a) mit f =3, a;t* € k[t]. Da kt]
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euklidisch mit Normfunktion deg ist, gibt es u,r = Y%} Bit* € k[t] mit f = ua+r
und es gilt

fH@=r+@ =3 p

Satz 3.3.

(i) Fir jedes Paar (V,«a) mit V endlichdimensionaler k-Vektorraum und o €
Endy (V) ist V,, ein endlich erzeugter k[t]-Torsionsmodul.

(ii) Sind (V,«) und (W, ) zwei Paare wie in (i) so gilt
Homygyy (Va, Ws) = {¢ € Homp(V, W)[p 0 a = o ¢} = Hom((V, ), (W, 3))
als k-Unterraume von Homy (V, W).

(iii) Ist M ein endlich erzeugter k[t]-Torsionsmodul so ist M ein endlichdimen-
sionaler k-Vektorraum und Multiplikation mit t definiert einen Endomor-
phismus p, € Endy (M), sodass M, = M.

Bemerkung. Man sagt: Die Kategorie der Endomorphismen von endlichdimen-
sionalen k-Vektorraumen ist dquivalent zu der Kategorie der endlich erzeugten
k[t]-Torsionsmoduln. Insbesondere gilt: Die Paare (V,a) und (W, ) sind genau
dann isomorph, wenn die k[t]-Torsionsmoduln V,, und Wy isomorph sind.

Beweis.

Zu (i): Fur V = 0 ist die Aussage offensichtlich richtig. Sei also V' # 0. Dann ist
V,, schon als k-Vektorraum endlich erzeugt. Nach Definition wirkt f € k[t] auf
Vo wie f(a). Nach dem Satz von Cayley-Hamilton (LA I, 6.45) gilt

Xa(a) =0

fiir das charakteristische Polynom y, von «. Der Grad von Yy, ist dim, V', insbe-
sondere Y, 7# 0 und somit ist jedes Element von V,, ein Torsionselement.
Zu (ii): Jedes ¢ € Homypy(Va, Vi) ist auch A-linear. Ferner gilt fir v € V:

P(a(v)) = o(t -v) =t - o(v) = B(e(v)).
Andersrum folgt fir ¢ € Homy(V, W) mit poa = o ¢, f =, at" € k[t] und
veV:
O(f -v) =D and(a(v) = D an"((v)) = [ - d(v).

Zu (iii): Als k[t]-Modul und damit auch als k-Vektorraum ist M isomorph zu einer
endlichen direkten Summe von k[t]-Moduln der Form k[t]/(a) (Korollar 2.52). Da
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k[t]/(a) als k-Vektorraum endlichdimensional ist (Lemma 3.2), gilt dies auch fir
M. Klar ist
we: M — M, m — tm.

ein k-linearer Endomorphismus und fur f € k[t], m € M gilt f(u)(m) = f(t)m,
also stimmt M mit M, iiberein. O

Definition 3.4. Sei V ein k-Vektorraum der Dimension d und « € Endg (V).

(i) Ein Untervektorraum W C V heifit a-invariant, falls a(w) € W fir alle
we W.

(ii) V heiBt a-zyklisch, falls es ein v € V' gibt, so dass

(v,a(v),...,a" (v))
eine Basis von V ist.
Korollar 3.5. Sei V' ein k-Vektorraum der Dimension d und o € Endg (V).

(i) Die a-invarianten Unterrdume von V entsprechen gerade den k[t]-Untermo-
duln von V.

(ii) V ist genau dann a-zyklisch, wenn V,, = k[t]/(g) mit 0 # g € k[t] (vom
Grad d).

(iii) V' zerfillt in eine direkte Summe V = W; & --- & Wy, von a-zyklischen,
a-invarianten Unterrdumen W; C V.

Beweis.
(i): klar.
(ii): Sei V a-zyklisch mit Basis (v, a(v),...,a? 1(v)). Dann gilt

d-1
al(v) = cal(v)
i=0
fiir eindeutig bestimmte ¢; € k. Setze g = 3" ¢;t* € k[t]. Dann liegt (g) im Kern
der surjektiven (!) k-linearen Abbildung
K] =V, [ fla)(v)

Wegen d = dimy k[t]/(g) = dimg V und dem Homomorphiesatz folgt k[t]/(g) =
V. Andersrum zeigt Lemma 3.2, dass V' = k[t]/(g) fir g # 0 a-zyklisch ist.
(i) Folgt sofort aus dem Struktursatz 2.45. O

Definition 3.6. Die Elementarteiler des k[t]-Moduls V,, nennen wir kurz die
(charakteristischen) Elementarteiler von a.
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Bemerkungen.

(i) In der Literatur gibt es keinen feststehenden Begriff fiir die charakteristi-
schen Elementarteiler.

(ii) Die charakteristischen Elementarteiler von k" A4 k™ sollten nicht mit den
Elementarteilern der Matrix A iiber dem Korper (und damit Hauptideal-
ring) k verwechselt werden. Diese sind (nach Normierung) entweder 0 oder
1 (vgl. Satz 2.28) und deshalb nicht so interessant.

(iii) In k[t] ist jedes Hauptideal # (0) von der Form (f) mit f normiert. Wir
wahlen die charakteristischen Elementarteiler immer als normierte Polyno-
me.

3.2 Die charakteristische Matrix

Sei ab jetzt V ein k-Vektorraum der Dimension n und o € Endg (V). Nach Wahl
einer Basis © = (z1,...,2,) von V koénnen wir a durch eine Matrix A = M7 (a) €
M, (k) darstellen.

Definition 3.7. tE, — A € M, ,(k[t]) heiBt die charakteristische Matriz von A.
Bemerkung. Insbesondere gilt
Xo(t) = det(tE, — A) € kl[t].
Wir betrachten nun die Abbildung
e k[t — Vi, m(€e;) = x;
Satz 3.8. Die Folge
0 — K[t]" "5 k] TV, — 0
ist exakt, d. h. Linksmultiplikation mit tFE, — A ist injektiv, m, ist surjektiv und
im(tE, — A) = ker(m,)

Inshesondere gilt coker(tE, — A) = Vo, d. h. k[t]* 222 k[t]" ist eine endliche
Préasentation von V.

Beweis. Da x eine Basis des k-Vektorraums V' ist, ist « auch ein Erzeugendensy-
stem des k[t]-Moduls V,, und 7, ist surjektiv.
Es gilt 7, o (tE, — A) = 0 weil

T ((tE, — A)e;) = aom(e;) — Zajm(ej) = a(z;) — ax;) = 0.

J
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Also gilt im(tE,, — A) C ker(m,). Um Gleichheit zu zeigen, miissen wir zeigen,
dass die induzierte Abbildung

7w k[t]" /im(tE, — A) — V,

ein Isomorphismus ist. 7 ist surjektiv und dim V, = n. Damit geniigt es zu
zeigen: k[t]"/im(tE, — A) ist als k-Vektorraum von dem System (e; + im(tE, —
A),... e, +im(tE, — A)) erzeugt.

Fir f € k[t]™ gilt te; = Ae; — (tE, — A)e;, also

te; + im(tE, — A) = Ae; +im(tE, — A).

Induktiv folgt te; + im(tE, — A) = Ale; + im(tE, — A). Da das System

eine k-Vektorraum-Basis von k[t]" ist und A’e; als k-Linearkombination von
e1,...,e, darstellbar ist, folgt, dass jedes Element von k[t]/im(tE, — A) als k-
Linearkombination der e; + im(tE, — A),...,e, +im(tE, — A) darstellbar ist,
was zZU zeigen war.

Es bleibt zu zeigen, dass k[t]" LA, E[t]™ injektiv ist. Das kommutative

Diagramm

o tE,—A

Kt k[t)"

n tEn—A

k(t) k(1)

wobei die nach unten zeigenden Pfeile die kanonischen Inklusionen sind, zeigt,
dass es reicht, die Injektivitat der unteren Abbildung zu zeigen. Nun gilt

Rgy i (tE, — A) =n — r(coker(tE, — A))

nach 2.47. Da coker(tE,, — A) = V,, ein k[t]-Torsionsmodul ist, folgt r(tE, — A) =
0. Die Matrix tE, — A hat also vollen Rang und ist somit sogar invertierbar in
M, n(k(t)). O

Korollar 3.9. Die charakteristischen Elementarteiler von « sind gleich den Ele-
mentarteilern von tFE, — A von positiven Grad.

Beweis. Die Elementarteiler von coker(tE,, — A) = V, sind gerade die Elementar-
teiler von tE, — A, die weder Einheiten in k[¢] noch gleich 0 sind (siche Beweis des
Struktursatzes). Letzteres kommt gar nicht vor, weil Multiplikation mit ¢E, — A
injektiv ist. Die Einheiten in k[t] haben alle Grad 0. O

Korollar 3.10 (Charakterisierung dhnlicher Matrizen). Sei k ein Kérper, A, B €
M, (k). Dann sind dquivalent:
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(i) A= B
(ii) Die k[t]-Torsionsmoduln (k™) 4 und (k™)p sind isomorph
(iii) (tE, — A) ~ (tE, — B)
(iv) A und B haben die gleichen charakteristischen Elementarteiler.

Beweis.

(1) & (di) : Nach Satz 3.3 sind die k[t]-Isomorphismen (k") — (k,)p gerade die
k-Automorphismen « von k™ mit o(Av) = Ba(v) fir alle v € k™. Die Darstel-
lungsmatrix C' von « beziiglich der Standardbasis erfiillt dann CA = BC und
C € Gl,, (k). Andersrum beschreibt jede solche Matrix einen k[t]-Isomorphismus

(kn)A — (kn)B

(17) < (ii) < (iv): 2.44 O
Lemma 3.11. x,(¢) ist das Produkt der charakteristischen Elementarteiler von
.

Beweis.

Xa(t) = det(tE, — A)
239 produkt der Elementarteiler von tk, — A

= Produkt der charakteristischen Elementarteiler von «.

Beachte, dass wir die Elementarteiler als normierte Polynome wéhlen, d. h. Ein-
heiten als Elementarteiler spielen in dem Produkt keine Rolle. O

Korollar 3.12. Das Minimalpolynom von « ist gleich dem grofiten charakteri-
stischen Elementarteiler von c.

Beweis. Sei a,, der grofite charakteristische Elementarteiler. Nach Definition des
Minimalpolynoms und 2.51 gilt

(xa™) = {f € k[t]|f(e) = 0}
={f € k[t]|fv =0 fur alle v € V,,}
= Annyy Vo = (an).

Da wir die Polynome ™" und a,, als normiert annehmen, folgt a, = ™. O

Beispiele. Wir betrachten die Matrizen

101 101 I 10
Alz 11 0 7142: 1 11 ,A3: 0 1 0
001 001 001
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t—1 0 -1
tE— Ay = -1 t—1 0
0 0 t—1
Zyklische Vertauschung der Spalten.

-1 t-1 0
s 0 -1 t—-1
t—1 0 0
-1 0 0
rechts ausrdumen 0 -1 t—1
t—1 (t—1)* 0
-1 0 0
unten ausraumen 0 -1 t—1
0 (t—12 0
—1 0 0 -1 0 0
rechts ausrdumen 0 -1 0 nmtelgne 0 -1 0
0 (t—12 (t—1)3 0 0 (t—1)p3

min

Also charakteristische Elementarteiler von Az x4, = x4" = (¢t — 1)°.

Ebenso: Charakteristische Elementarteiler von As: x4, = X3" = (t — 1)?
A~ As.

Charakteristische Elementarteiler von Ag: (t — 1), xii* = (t — 1)
Charakteristisches Polynom: y4, = (t — 1)3

Ay i Ay

Sei nun K ein Korper, der k umfafit, k C K (z.B. k=R, K =C).

Korollar 3.13. Sei A € M, (k). Die charakteristischen Elementarteiler von A
aufgefasst als Element von M, ,,(K) liegen schon in k[t] C K[t] und sind genau
die charakteristischen Elementarteiler von A € M, (k).

Beweis. Wende 2.40 auf die Inklusion von Hauptidealringen k[t] C K[t] an. O

Korollar 3.14. Das Minimalpolynom einer Matrix A iiber k bleibt dasselbe,
wenn man A als Matrix tiber K auffasst.

Beweis. x™"(A) ist der letzte charakteristische Elementarteiler. O
Korollar 3.15. Seien A, B € M, ,,(k). Dann sind dquivalent:

(i) A~ B in M, ,(k).

(ii) A~ B in M, ,(K).

Beweis. Klar nach 3.10 und 3.13. O



48 Dr. Malte Witte: Lineare Algebra II, SoSe 2015

3.3 Frobenius- und Weierstraf3-Normalformen

Sei k ein Korper, V' ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum und a € Endg (V).
Unser Ziel ist es, eine Basis von V' zu finden, beziiglich derer o eine méoglichst
einfache Darstellungsmatrix hat.

Ist V=V, & --- &V, eine Zerlegung in a-invariante Unterrdume, und wah-
len wir fiir jedes V; eine Basis (v;1,...,v;,,), 1 = dimy V;, so wird a beztiglich
(Vins ..., Vip,) durch die Matrix A; € M, ,.(k) dargestellt und « beziiglich der
Basis (V11,- .-, Ulrys---sUsty---,Usy,) durch die Matrix

Ay

Ay

dargestellt. Wir nennen die A; Bldcke.

Definition 3.16. Sei g(¢) = t"+a,_1t" "'+ - -+ ag ein normiertes Polynom vom
Grad n > 1. Die Matrix

0 —Aag
1 - —Q
B, =
0 —Qp—2
1 —Qp—1

heifit die Begleitmatriz von g. (Far n =1 ist By die 1 x 1-Matrix (—ao).)

Bemerkung. Die Begleitmatrix B, ist die Darstellungsmatrix des k-linearen
Endomorphismus

K[t/ (9) = k[t]/(9)
beziiglich der Basis (1+ (g),¢+ (g),....t" " + (g)).

Satz 3.17. Sei A € M, (k) eine beliebige Matrix. Dann existieren normierte
Polynome g, | --- | g» € k[t] vom Grad > 1, so dass

g1

B
A~ By,

B

gr

Diese Darstellung ist eindeutig und hei3t Frobenius-Normalform von A. Die
q1,- -, 9, sind die charakteristischen Elementarteiler von A.
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Bewets.

FExistenz: Seien gy, ..., g, die charakteristischen Elementarteiler der Matrix A.
Bezeichne (k™) 4 den Vektorraum k™ mit k[t]-Modulstruktur durch f-x = f(A)-x.
Nach dem Struktursatz gilt

(K")a = E[t]/(g1) & - - D K[t]/(9r).

Beziiglich der wie oben gewdhlten Basen von k[t]/(g;), i = 1,...,r, hat A daher
die gewiinschte Form.
Findeutigkeit: Sei

B

g1

A~

B
mit Begleitmatrizen By,, ¢1|g2| . . . |g,. Der k[t]-Modul (k™) 4 ist dann isomorph zu

klt]/(g1) © - © k[t]/(g,)-

Wegen der Eindeutigkeit im Struktursatz sind gy, ..., g, die charakteristischen
Elementarteiler von A. O

ar

Bemerkung. Da sich die Elementarteiler beim Ubergang zu einem gréfieren
Korper nicht dndern, gilt das gleiche auch fiir die Frobenius-Normalform.

Beispiel. Wir erinnern uns an

1 01 1 01 1 10
A=l 110|A4=[111]4=]l010
001 0 01 001
00 1
A, ~ A, haben die Frobenius-Normalform | 1 0 —3
01 3

(die charakteristischen Elementarteiler sind (t — 1) = ¢3 — 3t 4+ 3t — 1).
Aj hat die charakteristischen Elementarteiler (¢t — 1), (t — 1)*> = ¢* — 2t + 1 und
die Normalform

110 0
0(0 -1
01 2

Satz 3.18. Sei A € M, , (k). Dann existieren normierte Polynome hy, ..., h,,
alle Potenzen von Primpolynomen, so dass

By,

A=

By,

r

ist. Die Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der h; eindeutig und heifit Wei-
erstrafl-Normalform von A.
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Beweis. Nach Folgerung 2.52 gilt

s my

(k)4 = DD/ "),

i=1 j=1

Sind nun hq, ..., h, die in der obigen Zerlegung auftauchenden Primpolynompo-
tenzen so erhdlt man die Basis beziiglich derer A die gewiinschte Form hat wie
Bhl
im letzten Beweis. Ist nun A ~ , so gilt
By,

(K")a = k[t]/ () ® - - - @ K[t]/ (),

und die Eindeutigkeitsaussage in 2.52 sagt uns, dass die einzige Freiheit in der
Wahl der Reihenfolge der h; liegt. O

Bemerkung. Ein Primpolynom p € k[t] braucht in K[t] (K D k ein Oberkor-
per) nicht prim zu bleiben (Bsp.: k = R, K = C, p = z* + 1). Daher bleibt die
Weierstra-Normalform beim Ubergang zu einem gréBeren Kérper nicht notwen-
dig erhalten. Die Blocke sind aber im Vergleich zur Frobenius-Normalform in der
Regel kleiner.

Beispiel. Wir betrachten die reelle Matrix A = ( [1) _01 )

Charakteristische Elementarteiler: 2 + 1

t 1 1t 1 t 1 0
oad od od
(—1 t) (t—l) (0—1—t2> <0 —1—t2>
Also ist A schon in Frobenius-Normalform und weil ¢ + 1 iiber R irreduzibel ist,
ist dies auch die reelle Weierstra-Normalform. Uber C zerfillt t24-1 = (t+4)(t—1)
und die Weierstraf-Normalform von A iiber C ist ( (Z) —Oz

3.4 Die Jordan-Normalform

Voraussetzung in diesem Abschnitt: A € M, (k) und x4 zerfillt in lineare
Polynome (z.B. immer, wenn k& = C). In dieser Situation kann man jede Matrix
in eine besonders einfache Form bringen.

Definition 3.19. Sei A € k. Ein Jordan-Kdstchen zu A der Breite n ist eine
untere n X n-Dreieckmatrix mit

(i) Auf der Diagonale steht iiberall A.
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(ii) auf der ersten unteren Nebendiagonale stehen Einsen.

(iii) auf den anderen unteren Nebendiagonalen stehen Nullen.

A0 00
. 1 X0 0 . " .
Beispiel. (\), 01 X\ 0 sind Jordankéastchen (der Breiten 1 bzw. 4).
00 1 A

Bemerkung. Bei manchen Autoren ist ein Jordankéstchen eine obere Dreiecks-
matrix, wobei die Einsen nicht auf der ersten unteren, sondern auf der ersten
oberen Nebendiagonale stehen. Das macht fiir die Theorie keinen Unterschied.

Satz 3.20 (Jordan-Normalform). Unter den Voraussetzungen dieses Abschnitts
ist A @hnlich zu einer Matrix der Form

1

Jo

Jy

wobei die J;’s Jordan-Kéastchen sind. Die Darstellung ist bis auf die Reihenfolge
der Jordan-Késtchen eindeutig.

Beweis. Wir betrachten den k[t]-Modul (k™) 4. Dieser zerféllt in die direkte Sum-
me von Moduln der Form k[t]/(p'), wobei p € k[t] prim und normiert ist. Da
in das Produkt von linearen Polynomen zerféllt gilt p(t) = ¢ — X fiir ein A € k,
A Eigenwert von A. Nun betrachten wir als k-Vektorraum-Basis die Bilder von
Lt—=X ..., (=N ink[t]/(t =N Esgilt t - (t = N7 = (£t = NI+ At — \)
fir j=0,...,2—2und

t

t-(t—=N" == N A=)
— A(t—

AL

Also hat A auf diesem direkten Summanden und beziiglich dieser Basis die ge-
wiinschte Matrixdarstellung. Die direkte Summe gibt Blockform fir A. [

Beispiel. Wir betrachten die Matrix

-1
A:

S =N
S NN O

mit dem einzigen Elementarteiler

xat) = X3(t) = (t —2)*(t —3) = (t* — 4t +4)(t — 3) = > — Tt* + 16t — 12
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Also
0 0 12
Frobenius-Normalform: 1 0 —16
o1 7

0 0
Weierstraf-Normalform: 1 4 10
0 013

2 00
Jordan-Normalform: | 1 2 0
0 0 3

3.5 Verallgemeinerte Eigenraume

Voraussetzung in diesem Abschnitt: V' ein endlichdimensionaler k-Vektor-
raum, a € End;V ein Endomorphismus, so dass x, in lineare Polynome zerfallt
(z.B. immer, wenn k = C).

Ziel: Algorithmus zur effizienten Berechnung der Jordan-Normalform von o und
einer Basis von V', beziiglich der o Jordan-Normalform annimmt.

Erinnerung: Ist A\ Eigenwert von «, so ist der Eigenraum zu A definiert als
V() = ker(Aidy — a) #0

Definition 3.21. Der Raum V) ()\) = ker((\id —)?) heiBt der i-te verallgemei-
nerte Eigenraum zu .

Bemerkungen.
(i) V1()) ist der gewohnliche Eigenraum. Wir setzen VO(\) = 0.

(i) Ist VI(X) = 0, also A kein Eigenwert, so ist Aidy — a invertierbar. Somit ist
fiir jedes i auch (Aidy — «) invertierbar, d.h. V*(\) = 0 fiir alle 7 € N.

(iii) Da V endlich-dimensional ist, wird die Kette von Unterrdumen VM ()\) C
V@(X) C ... stationdr.

(iv) V@()) ist ein a-invarianter Unterraum von V: Gilt (Aidy — a)’(z) = 0, so
auch . A
(Aidy — a)*(a(x)) = a((Midy — a)")(x) = 0.

Lemma 3.22.
(i) Gilt Vi(\) = V*TY(X) fiir ein i € N, so folgt

Vi()\) _ Vi+1()\) — VHQ()\) — ...
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(ii) Sei i € N. Das Urbild von Vi=Y()\) unter Aidy — a ist V¥(\). Insbesondere
gilt . .
(Aidy — a)(VE(N) = VN,
(iii) Ist W C V ein Unterraum mit W N V*(\) = 0 fiir ein i € N, so ist
()\ldv — O./)|WZ W=V
injektiv.
Beweis. Setze f = (a — Aidy).
Zu (i): Nach Voraussetzung gilt ker(3?) = ker(3). Fiir v € V2 ()) = ker(51+?)
folgt BTH(B(v)) = 0, also B(v) € ker(B™!) = ker(f"). Es folgt g (v) =

BH(B(v)) =0, also v € VE+D(X). Nun schliet man per Induktion iiber .
Zu (ii): Sei B(v) € V*71(\) = ker(8~1). Dann gilt 8%(v) = 0, also v € ker(5") =

ViN).
Zu (iii): Fiir 0 # w € W gilt B%(w) # 0, also auch B(w) # 0. O
Definition 3.23.
Ve (N) = J VO (N) = {v e V|Fi: (Aidy — a)'(v) = 0}
i=1

heifit der verallgemeinerte Figenraum zu .

Waihle nun einen k[t]-Isomorphismus

¢: Vo = @Kt/ (t - X)" = X
i=1 j=1
mit v;; < vy < -+ < vy, und paarweise verschiedenen \; € k (Zerlegung in

invariante Faktoren, siehe 2.52). Es gilt

n m;

Xa(t) = H H(t — )"

i=1j=1

(siche 3.11). Insbesondere sind die \; gerade die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms und somit die Eigenwerte von o (LA I, Satz 6.44).

Lemma 3.24. Unter dem Isomorphismus ¢ identifiziert sich Ve (A¢) mit dem

Summanden
my

D KA/ (£ — M) € X

j=1
und V) ()\,) mit dessen Untermodul

my

Dt — Ao OK[1) /(1 — Ae)'.

Jj=1
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Beweis. Fir v eV gilt

O((Addy — a)(v)) = ¢((Ae = t)v) = (Ae — ) o(v).

Also identifiziert sich V(*)()\,) mit X®)()\,) = ker(X Qe X). Sei nun

2= (2 + (L= A)™)) € X

Dann gilt z € X®)(\;) genau dann, wenn (t— ;)" |(t—\,)*x;; fiir alle 4 und j. Fiir
i # ( bedeutet dies, dass z;; € ((t — \;)"), fiir i = ¢, dass (t — \p)™2*Ci =30z,
Damit gilt

my
X () = @t = A)™=0Ok{t) /(= 2™

J=1

Wiéhle nun s > vy,,,,. Dann gilt

mg

D El]/(t = X0)* = VE(N) = Vang.(Ae).-

j=1

m
Korollar 3.25.
V=D Va(V)
AEW

Beweis. Folgt sofort aus dem Lemma und der Struktur von X. O

Korollar 3.26. Seien Ji,...,J, die Jordan-Kastchen zum FEigenwert A in der
Jordan-Normalform von « und n; die Breite von J;. Dann gilt

dim V() = 3" min(i, ny).
=1

Insbesondere gilt

dim vallg()\) = Z n;.
j=1

Beweis. Jedes der Jordankéstchen J; entspricht einem Summanden k[t]/(t — )™
von X mit den Bildern von 1, (t—\), ..., (t—\)" ! als K-Basis. Der Untermodul
(t — \)max(m=i0) k(4] /(+ — A\)™ hat dann die Bilder von (t — \)™ax(n=10) " (¢ —
A)"~! als K-Basis und damit die Dimension

n; —max(n; —¢,0) = min(é, n;).

uber K. O
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Gegeben: V = k™ und ein Endomorphismus o € Endy(V'), der beziiglich der
Standardbasis die Darstellungsmatrix A hat.

Gesucht: Eine Jordan-Normalform J von « und eine Basis von V, so dass J die
Darstellungsmatrix von « beztiglich dieser Basis hat, d. h. eine Matrix C' € Gl,,(k)
mit C~'AC = J. (Die gesuchte Basis ist dann durch die Spalten von C' gegeben.)

Algorithmus:

1. Berechne die Eigenwerte von A, d.h. die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms

Xalt) = (t = X) - (t = \)

mit \; paarweise verschieden.

2. Wegen der Zerlegung V' = @ Vo (\;) in a-invariante Unterrdume reicht es,
fiir jeden Eigenwert A von « eine geeignete Basis von Ve (A) zu bestimmen.
Wir bestimmen dazu zunéchst beliebige Basen vV) = (vy ), o ,Ufli)) der
V; = VU(N), dj = dim,, Vj fiir j = 1,2, ..., bis wir die kleinste Zahl k mit
dr = dy41 erreichen. (k ist auf jeden Fall kleiner gleich der Ordnung von
A als Nullstelle von x4(t)). Es gilt dann Vyue (A) = Vi nach 3.22. Konkret
kénnen wir mittels GauB-Elimination die strengen Zeilenstufenformen D;
von (AE,, — A)? bestimmen. Aus diesen kann man Basen v; direkt ablesen
(siehe LA I, §5.3). Etwas schneller geht es, wenn man ausnutzt, dass D,
gleich der strengen Zeilenstufenform von D;(AE,, — A) ist (siche LA I, Satz
5.4).

3. Setze f = a —idy A, Vo = V_; = 0. Wir konstruieren nun fiir
i=kk—1,....1
Unterraume W; C V; und Systeme (w](i))je s, von Vektoren in V; so dass
(i) B(W:) C Vi,
(ii) B(W;) NVia =0,

(iii) (ﬁt_i(wj(-t)))t:i ,,,,, k:jeJ, ist eine Basis von W;.

(Schritt 1) Wéhle eine Basis (w(k) > _ eines zu Vj_; komplementaren Un-
J eJy

terraums Wy in Vi, z. B. durch Anwenden des Basisergdnzungsverfah-
rens aus (LA I, 5.1) auf die Basen v*~1 von V*=Y und v*) von V4.
Dann ist S(Wy) C B(Vi) = Vi_1 nach 3.22.(ii). Sei v € Wy, Dann gilt

B(v) € Vi_o B2 € Vi1 <= v =0,

also B(Wy) N Vi_g = 0. Also sind (i),(ii),(iii) erfullt.
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Schritt k — i) Seien jetzt W, und w'"Y g fur i +1 < r < k bereits
.] 7 JEJIr

konstruiert. Wéhle eine Basis (w](-i)) jeJ; eines zu S(W;11) @ V;_1 kom-

plementéren Unterraums in V; und setze
Wi = B(Wip1) + Lin((w!”) e ..
Nach (ii) und 3.22.(iii) ist : W;4; — V; injektiv, also ist nach (iii)

t—i(, ()
(5 (wj ))t:i—i-l ..... kjed;
(Bt_i(wj(-t)) eine Basis von W;.

t=i,....k,jEJ;

eine Basis von 8(W;11)

Also gilt (iii) fiir W;. Wie oben zeigt man, dass auch (i) und (ii) gilt.
4. Nach Konstruktion gilt
Vk:kal@Wk:Vk72@kal®Wk::Wl@@Wk

und wy, = (ﬂs(wj(-t)))
Vk. Es gllt

(mit s =t — 1) ist eine Basis von
s=0,....,k—1;t=s+1,....,k;j€J¢

s B (W) + A3 (W) falls s <t — 1,
By ) =\ g1 (® falls s = £ — 1
B (w;”) alls s =t —
(beachte, dass w](-t) € V; = ker #). Damit ist die Darstellungsmatrix von
aly, beziiglich w) in Jordan-Normalform.

5. Fiige alle Basen wy der Rdume Vi, (A) zu einer Basis w von V' zusammen
und bilde die Matrix C' = M¥(id), in deren Spalten die Basisvektoren aus
w stehen. Dann ist C~'AC die Jordan-Normalform von A.

Beispiel. Sei
-1
A—

S = W

1
1 1
0 2
1. Charakteristisches Polynom

xa(t) = det(tE—A) = ((t=3)(t—1)+1)(t—2) = (£*—4t+4)(t—2) = (t—2)>.

Eigenwert 2.

2. Setze
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Strikte obere Zeilenstufenform:

1 -1 1 1 -1
D,=(0 0 0], = Vi=ker(B)=Lin||1],] 0
b (2

Es gilt D1 B = 0, was schon in strikter oberer Zeilenstufenform ist.

1\ /-1\ /1
Vo =ker(B?) =ker(D;B) =Lin | [1],] 0 |,]0
0 1 0

3. Setze
1 1
v =(0], We=Ru® = WVi=VieW, Buw?®=|1].
0 0
Setze

~1
wl) = ( 0 ) . Wi =RBw® + RulY =V, = W,.
1

4. Bilde die Matrix mit den Spalten w%l), wf), Bw§2):

-1 11
C=10 01
1 00

5. Entféllt, weil 2 der einzige Eigenwert ist.

Probe:
0 0 1
clt=11 -1 1 (mittels Gauss-Algorithmus)
0 1 0
0 0 2 2 00
C'AC=|2 -2 2|C=[0 20
1 1 1 01 2

3.6 Die Jordan-Chevalley-Zerlegung

Sei V' ein n-dimensionaler k-Vektorraum und o € End,V.

Definition 3.27. Der Endomorphismus « heifit
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(i) nilpotent, wenn o = 0 fir ein r > 1 gilt,

)
(ii) wnipotent, wenn a — idy nilpotent ist,
(iii) potentiell unipotent, wenn " fiir ein r > 1 unipotent ist,
)

(iv) halbeinfach, wenn
Vo = DK/ (p)
i=1

mit irreduziblen Polynomen p; (d.h. V, ist endliche direkte Summe einfa-
cher k[t]-Moduln).

Entsprechend fiir Matrizen.
Beispiele. Eine obere Dreieckmatrix-Matrix
A *
0 | An
ist nilpotent, wenn \; = 0, unipotent, wenn \; = 1, potentiell unipotent, wenn \;
Einheitswurzeln sind und halbeinfach, wenn sie eine Diagonalmatrix ist.
Lemma 3.28. Seien «, f € Endi (V) mit a5 = fa.
(i) Sind «, 8 nilpotent so auch a + 8 und ap.
(ii) Sind «, 5 (potentiell) unipotent, so auch af3.

Beweis.

(i): Sei of = 0, 8 = 0. Weil a und 8 kommutieren, gilt nach der binomischen
Formel

k+¢
(OZ + ﬁ)k-‘rf — Z (k:€>arﬁk+f—r -0
r=0

dar >k oder k+ (¢ —r > (. Ferner gilt (aB)** = o+ gk+t = (.
(ii): Seien «, # unipotent. Dann ist

(af —id) = (e —id)(B8 — id) + ( — id) + (B — id)

als Summe kommutierender nilpotenter Endomorphismen wieder nilpotent, also
aff unipotent.

Seien nun erst o und 3* unipotent. Dann ist auch o** = (a*)* unipotent, ebenso
A und (af)*, also aff potentiell unipotent. O

k)é

Lemma 3.29. « ist nilpotent <= Y, = t" <= ™" =" fiir ein r > 0.
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Beweis. X, und x™" haben dieselben Primteiler. Ist x, = ", so folgt nach
Cayley-Hamilton a” = 0. Ist andersrum o = 0 fiir ein s > 0, so folgt x™* | t*. O

Satz 3.30. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent.
(i) « ist halbeinfach.
(i) x™n hat keine doppelten Primfaktoren.
Ist k algebraisch abgeschlossen, so ist (i) zusétzlich dquivalent zu
(ili) « ist diagonalisierbar.
Beweis.
(1) < (id): Sei

n m;

Vo =2 EPEP K[t/ (p;7), p; prim und paarweise verschieden

(]
i=1 j=1

die Zerlegung in invariante Faktoren, siehe 2.52. Dann gilt

min s max(vit ..., Vim,;
Xa (t) = Hp@' ' ).
i=1

Es gilt
o halbeinfach & Vi,j:iv;=1 < x2=]]p.
i=1
(i1) < (it7): Ist k algebraisch abgeschlossen, so sind alle irreduziblen Polynome
linear und die Aquivalenz folgt aus LA 1, 6.72. O

Korollar 3.31. Sei a € Endg(V) halbeinfach und W C V ein a-invarianter
Untermodul. Dann ist auch a|y halbeinfach.

Beweis. Bs gilt xi™(alw)(w) = x3™(a)(w) = 0 fir alle w € W. Also gilt x|

« w
jeder Primfaktor nur einfach vor. O]

min

X2 Somit kommt auch in Xal|w

Lemma 3.32. Ist o sowohl halbeinfach, als auch nilpotent, so gilt a = 0.

Beweis. Da « nilpotent, gilt y™"(¢) = ¢", da « halbeinfach, gilt » = 1, also

[0}

a=0. O

Von jetzt an sei der Einfachheit halber k algebraisch abgeschlossen, z.B. k = C.

Satz 3.33 (Simultane Diagonalisierbarkeit). Sind « und / halbeinfach und gilt
af = Pa, so existiert eine Basis beztiglich derer o und 3 Diagonalgestalt haben.
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Beweis. Es gilt V.= @V (A, a), wobei A die Eigenwerte von « durchlauft und
Y
V(A, ) der Eigenraum beziiglich « zu A ist. Nun gilt fiir v € V(\, )

AB(v) = B(Mv) = fa(v) = a(B(v)),

also gilt f(v) € V(A ), d.h. V(A ) ist f-invariant. Wegen 3.31 ist 5|y (x.qa)
halbeinfach.

Nun wéhlen wir fiir jedes V' (\, «) eine Basis aus Eigenvektoren zu  und fligen
die Basen zu einer Basis von V zusammen. Bzgl. dieser Basis haben a und (8
Diagonalform. O

Korollar 3.34. Sind «, 8 halbeinfach und gilt a8 = Pa, so sind auch o+ 3 und
a8 halbeinfach.

Theorem 3.35 (additive Jordan-Chevalley-Zerlegung). Sei k algebraisch abge-
schlossen. Zu jedem o € EndiV gibt es as, a,, € Endy (V') mit o halbeinfach und
a., nilpotent so dass

a=qa,+a, und ago, = a,os.

Diese Zerlegung ist eindeutig. Ferner gibt es Polynome ps,p, € k[t] ohne kon-
stanten Term mit

a5 = ps(Oé), Qp = pn(a)'

Kommutiert € Endy(V) mit «, so auch mit oy und .

Beweis.
FExistenz: Sel

Xgiin(t) — H(t — )™, A\; paarweise verschieden
i=1

das Minimalpolynom von « und

0 falls A\; = 0 fiir ein i,
E pr—
1 sonst.
Nach dem chinesischen Restsatz 2.21 ist
k[E]/(txa™ () — K[t]/(t) @ k[t]/(t — X)™ @ ... @ k[t]/(t — X)™

ein Isomorphismus. Es gibt also ein p, € k[t] mit

ps =0 mod t°, ps = A mod (t — \)™.
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Setze pn(t) = t — ps(t). Nach Konstruktion gilt ps(0) = p,(0) = 0 und ay =
ps(@), a, = pp(a) kommutieren mit « und allen 3, die mit o kommutieren. Ins-
besondere oo, = o, ;. Setze

f:(t_/\l)"'(t_Ar)a g:f<ps(t))

Dann gilt

g=f(A) =0 mod (t—\)™,
nach dem chinesischen Restsatz angewandt auf k[t]/(x™") also g = ax™™ fiir ein
a € k[t]. Insbesondere gilt

flas) = gla) = a(a)xy™ (@) = 0

und somit x5 | f. Da in f jeder Primfaktor nur einfach vorkommt, gilt dies
auch fir ™" d.h. «; ist halbeinfach. Sei m = max(my,...,m,). Dann gilt

()" = —XN)" =0 mod (t—\)™.

Also p,(6)™ € (x™") und o/ = p,(a)™ = 0, d.h. «,, ist nilpotent.
Findeutigkeit: Sei o« = 3+ eine andere Zerlegung mit S halbeinfach, v nilpotent
und [v = /. Dann gilt

af = (B+7)p=p5(B+7) = Ba,

also auch a8 = fa,. Damit ist oy — 3 wieder halbeinfach. Analog gilt o,y = ya,,
d.h. ay — 8 = v — a, ist halbeinfach und nilpotent, also gleich 0. O]

Korollar 3.36. Sei die Darstellungsmatrix J von « beziiglich der Basis v von V'
in Jordan-Normalform,

)\1Ej1 + le 0
J= Aok, + N, ,
0 ME;, + N,
0 0
1
N; = € M;;(k)
0 1 0

mit \; nicht notwendig paarweise verschiedene Eigenwerte von «. Dann haben o
und «,, die Darstellungsmatrizen

ME;, 0 N;, 0
JS ey ‘. . , ‘]TL ey c . 3
0 \Ej, 0 N,

Insbesondere hat o dieselben Eigenwerte wie c.
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Beweis. J, ist diagonal, J,, ist nilpotent und JsJ, = J,Js. Aus der Eindeutigkeit
der Jordan-Chevalley-Zerlegung folgt die Behauptung. O]

Korollar 3.37 (multiplikative Jordan-Chevalley-Zerlegung). Sei k algebraisch
abgeschlossen und o € Autg (V). Dann gibt es eine eindeutige Zerlegung ov = cvsv,
mit oy € Auty (V') halbeinfach, o, € Auty (V') unipotent und aga, = v, a.

Beweis. Schreibe o« = a4 + a,,. Da a; dieselben Eigenwerte wie a hat und die
Determinante das Produkt der Eigenwerte ist, folgt deta, = deta # 0, d.h.
a, € Auty(V). Setze a, = id+a; ta,. Da a, und a,, kommutieren, gilt (a; o, )* =

a;*ak = 0 fiir geniigend grofies k. Also ist a, unipotent und somit invertierbar:

Ferner gilt ayo, = aua, = a. Ist a = (48, eine zweite Zerlegung mit den
obigen Eigenschaften, so ist 3, = fs(5, — id) nilpotent und o = S5 + 5,. Wegen
der Eindeutigkeit der additiven Jordan-Chevalley-Zerlegung folgt o, = S und
y = By- m

Bemerkungen.

1. Die Jordan-Chevalley-Zerlegung spielt eine wichtige Rolle in der Theorie
der Lie-Gruppen und Lie-Algebren.

2. Allgemeiner existiert eine Jordan-Chevalley-Zerlegung falls k& perfekt ist,
d.h. wenn irreduzible Polynome in k[t] keine mehrfachen Nullstellen im
algebraischen Abschluss von k haben. Insbesondere gilt dies fiir alle Kérper
der Charakteristik 0 und alle endlichen Kérper. Zum Beweis braucht man
Galois-Theorie.

3. Sei k = Z/pZ(x) der Korper der rationalen Funktionen tber Z/pZ mit p
prim und x,(t) = x™"(t) = (t* — z)?. Dann hat « keine Jordan-Chevalley-
Zerlegung.

3.7 Computeralgebra-Systeme

Explizite Rechnungen mit Matrizen muss heute kein Mathematiker mehr mit der
Hand ausfiithren. Einfache Matrizenrechnung beherrscht heute schon jeder halb-
wegs fortschrittliche Taschenrechner. Fiir den Computer gibt es aber noch po-
tentere Werkzeuge, sogenannte Computeralgebrasysteme. Diese beherrschen auch
das symbolische Rechnen.

Wichtige Computeralgebrasysteme:

General-Purpose-Systeme:
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e Mathematica (kommerziell)

e Maple (kommerziell)

e Magma (lizenzpflichtig)

e Mathcad (kommerziell, eher fiir den ingenieurtechnischen Bereich)

e MuPAD (an der Uni Paderborn entwickelt, heute Teil von MATLAB, kom-
merziell)

e Axiom (open source)
e Sage (open source, Integration mehrerer spezialisierter Systeme)

e Maxima (open source)

Spezialisierte Systeme:

e kommutative Algebra: CoCoA-5, Macauley2, SINGULAR
e Zahlentheorie: PARI/GP, KANT/KASH

e Gruppentheorie, Kombinatorik: GAP
Beispiel. Matrizenrechnung mit Maple:

with(LinearAlgebra) — Laden des Lineare-Algebra-Pakets
A:=Matrix([[x,0],[0,-x]]) — Ausgabe der Matrix, interpretiert als Element
von Ms»(C(x))

Determinant (A) — Ausgabe 23

Minimalpolynomial (A,t) — Ausgabe —z?% + 2

x:=0 — Spezialisiere z zu 0

Minimalpolynomial(A,t) — Ausgabe ¢

A — Ausgabe (J9)

7?Eigenvalues — Aufruf der Hilfeseiten zu dem Befehl.
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4 Bilinearformen und Skalarprodukte

4.1 Bilinearformen
Sei K ein Korper.

Definition 4.1. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Bilinearform auf V' ist eine Ab-
bildung
v: VXV =K,

so dass 7 in jedem Argument linear ist, d. h. fir o, § € K, u,v,w € V gilt

y(aw+ fo,w) = ay(u,w) + By(v, w),
V(u, av + fw) = ay(u,v) + (v, w).

Beispiele.
(i) Sei ¢: V' — V* eine lineare Abbildung. Dann ist
W VXV S K, (0,0) o (6(w))(0)
eine Bilinearform.
(ii) Ist v: V x V — K eine Bilinearform, so ist auch
YV XV 5K, (v,w)— vy(w,v)
eine Bilinearform.
(iii) Sei V = K™ und A € M,,,,(K). Dann ist
ya: K" x K" = K, (v,w) — v"Aw
eine Bilinearform.

(iv) Speziell fir K = R, A = E,, erhélt man so das Standardskalarprodukt

al b1
<<>7<>>R":albl++anbn
an bn

Definition 4.2. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Basis (vy, . . ., v,)

und
v: VXV —K

eine Bilinearform. Die Matrix

G = (gi5) = (v(vi, v5))

heifit die Fundamentalmatriz von v bzgl. dieser Basis.
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Die Menge aller Bilinearformen auf V' wird zum Vektorraum Bil(V') durch

(a71 + 572)(1]711]) = Of’h(U,@U) + 6’}/2(’0,10), Oé,ﬂ € K.

Lemma 4.3. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und sei (vq,...,v,) eine
Basis von V. Dann gibt es einen Isomorphismus von Vektorrdumen

Ooyown: BI(V) — M, . (K)

vy — G
Beweis. Da « bilinear ist, gilt fiir Vektoren v = 3 a;v; und w = Y byv;
(*) /7(1}7 w) - Z CLZ")/(’Ui, Uj)bj = (a’lv s 7an)G - CLth € K7
i=1j=1 b,

weshalb die Bilinearform ~ durch ihre Fundamentalmatrix GG schon eindeutig be-
stimmt ist. Umgekehrt definiert jede Matrix G € M,, ,,(K) mit Hilfe der Gleichung
(%) eine Bilinearform v : V' x V — K mit Fundamentalmatrix G.

Linearitét von ¢,,  ,,: Sind G; und G die Fundamentalmatrizen zu v, und 7,
so ist aGy + G5 die Fundamentalmatrix zu ay, + £s. O

Wie andert sich die Fundamentalmatrix G bei Basiswechsel?

Satz 4.4 (Transformationssatz fiir Bilinearformen). Sei V' ein n-dimensionaler
K-Vektorraum und seien (vy,...,v,) und (wi,...,w,) Basen von V. Ist S =
My (idy ), so gilt

M, n(K)
Poy,..., vn
Bil(V) AStAS
Pwq,..., wn,
M, n(K)
Beweis. Die Fundamentalmatrix von v bzgl. (wy,...,w,) gegeben durch G’ =

(gffj) mit
i = (v(wi, w;))

n n
Y Z SkiVk, Z Seﬂ)z>

k=1 (=1
n n
= Z SkiJkeSes
k=1/¢=1
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Also G’ = S'GS. O

Bemerkung. Bei Basiswechsel G — S'GS gilt det(S'GS) = det(S5)? - det(Q).
Die Determinante der Fundamentalmatrix ist also nicht basisunabhangig. Es gilt

jedoch r(G) = r(S*GS) und det(G) = 0 < det(S*GS) = 0.

Definition 4.5. Sei dimg V' = n und v: V x V — K eine Bilinearform. Der
Rang r(y) von 7 ist der Rang der Fundamentalmatrix G von v beziiglich einer
beliebigen Basis von V.

Satz 4.6. Sei v: V x V — K eine Bilinearform. Dann ist

0V =V, we V200

eine lineare Abbildung. Die Zuordnung
Bil(V) — Homg (V, V"), ~— I,

ist ein linearer Isomorphismus. Ist V' endlichdimensional mit Basis (v1,...,v,)
und ist G die Fundamentalmatrix von ~y beziiglich dieser Basis, so gilt

M’Uf ..... UZ(F,Y> — G

Beweis.

Linearitat von I',: Standard.

Linearitét von v ~— I7,: Auch Standard: Seien o € K, 71,72 € Bil(V), v,w € V.
Dann gilt

(Lam4v2) (W) (0) = am (v, w) +72(v, w) = ((al},)(w)) (V) + (I, (w))(v).
Da dies fiir alle v,w € V gilt, folgt
Hom4ye) = aly + I,
Dies ist ein Isomorphismus, denn durch
Homg (V,V*) = Bil(V), ¢ — 7,

ist eine Inverse gegeben.
Schliefflich gilt

und damit M0 (1) = G. O
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Lemma 4.7. Sei v: V x V — K eine Bilinearform auf einem endlichdimensio-
nalen Vektorraum V' mit Basis (vq,...,v,). Sei G = @, ., (7) die Fundamen-
talmatrix von - beztiglich dieser Basis. Dann gilt

Le=T5V=V*5V

Beweis. Es gilt fir w € V
IH(w): Vs K, v (I(0)(w) = y(w,v)
Lo(w): Vs K, vy (v,w) =v(w,v).
und
G' = (Y(vj,v) = (v (v3,15)) = Por,n (V)
]

Definition 4.8. FEine Bilinearform v : V x V' — K heif$t nicht ausgeartet, wenn
die zugehorige Abbildung I7,: V' — V* ein Isomorphismus ist (und anderenfalls
ausgeartet).

Satz 4.9 (Charakterisierung nicht ausgearteter Bilinearformen). Seiy: V xV —

K eine Bilinearform auf dem n-dimensionalen K -Vektorraum V. Es sei (v, . . ., vy,)
eine Basis von V und G = ¢, ., () € M, ,(K) die Fundamentalmatrix von ~y
beziiglich (v1, . ..,v,). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) ~ ist nicht ausgeartet.
(ii) G ist invertierbar.
(i) r(7) =
(iv) ~* ist nicht ausgeartet.
(v) Gilt y(v,w) =0 fiir alle v € V, so gilt w = 0.
(vi) Gilt y(v,w) =0 fiir alle w € V, so gilt v = 0.

Beweis.
i) < (i1): folgt sofort aus 4.6.
i1) < (11i): Es gilt r(v) = r(G) und G ist invertierbar genau dann, wenn r(G) =

o~~~

S

i) < (w): Mit G ist auch G* invertierbar. Dies ist die Fundamentalmatrix von

*

2

i) & (v): Wegen dim V* = dim V' (LA I, 3.42) ist der Homomorphismus I7,: V' —

genau dann ein Isomorphismus, wenn er injektiv ist (LA I, 3.30), d.h. aus

S
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I'(w) = 0 folgt w = 0. Nun gilt I,(w) = 0 € V* genau dann, wenn fir alle
veV gilt
(I (w))(v) = y(v,w) = 0.
(1v) < (vi): Wie (i) < (v). O
Definition 4.10. Eine Bilinearform v: V x V' — K heifit
(i) symmetrisch, wenn y = v*.
(ii) antisymmetrisch, wenn v = —~*.

(iii) alternierend, wenn ~y(v,v) = 0 fir alle v € V.

Lemma 4.11. Ist «y alternierend, so ist v auch antisymmetrisch. Ist char K # 2,
so sind die beiden Begriffe dquivalent.

Beweis. Sei v alternierend und v, w € V. Dann gilt
V(v w) +7(w, v) =7(v,v) + (v, w) + y(w, v) + 7y (w, w)
— (0,0 + W) + 3w, v+ w) = (v + w, v+ w) =0,

Ist v antisymmetrisch und char K # 2, so folgt aus 0 = 2y(v,v), dass v(v,v) =
0. ]

Bemerkung. Im Fall char(K) = 2 gilt —1x = 1k, also gilt in diesem Fall
‘symmetrisch’= ‘antisymmetrisch’. Die Bilinearform

v KP X KP — K, (2,y) = 2’y = 2191 + 2292 + 2393
ist im Fall char(K) = 2 antisymmetrisch, aber nicht alternierend.

Lemma 4.12. Seiv: V x V — K eine Bilinearform und (vy, ..., v,) eine Basis
von V. Sei G = (gij) = Qur,..0n(7) die Fundamentalmatrix. Dann gilt

.....

(i) v symmetrisch <= G ist symmetrische Matrix (d.h. G* = G).
(ii) ~ antisymmetrisch <= G ist antisymmetrische Matrix (d.h. G* = —G).

Beweis. Zu (i):

(=) : g5 = v(vi,v;) = 7(vj, vi) = gji-

(<) :Sei v =MNvy+ -+ AUy, W= vy + -+ + v, und sei G symmetrisch.
Dann gilt

Yow) = gy A)G |1 | = ()@ |5 | = Aw,)
Hn An

(ii) geht analog. O
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4.2 Quadratische Raume

Sei K ein Korper.

Definition 4.13. Sei V ein K-Vektorraum. Eine quadratische Form ist eine Ab-
bildung ¢: V — K, so dass

(i) q(av) = a?q(v) fiir alle v € V, a € K (d.h. ¢ ist homogen vom Grad 2).

(ii) Die Abbildung V x V — K, (v,w) — q(v + w) — q(v) — q(w) ist eine
(automatisch symmetrische) Bilinearform.

Zwei quadratische Formen ¢: V — K, ¢: W — K heilen dquivalent, wenn es
einen K-linearen Isomorphismus f: V — W mit ¢ = qo f gibt.

Beispiele.
(i) Sei
q(l’l, e ,l’n) = ZZaijxixj € K[Il, R ,.Cl}n].

i=1 j=i

Dann ist ¢: K™ — K eine quadratische Form.

(ii) Ist v: V x V — K eine symmetrische Bilinearform, so ist
¢ V=K, v~ y(v,0)
eine quadratische Form.

(iii) Sei jetzt char K # 2. Ist ¢: V — K eine quadratische Form, so ist
1
Yo VXV = K, (v,w) = S(g(v+w) —g(v) = g(w))

eine symmetrische Bilinearform und es gilt ¢,, = ¢, 7, = 7. Fiir char K # 2
sind quadratische Formen und symmetrische Bilinearformen also im We-
sentlichen dasselbe.

(iv) Fir char K # 2 sei v: K™ x K" beztiglich der Standardbasis durch die
symmetrische Fundamentalmatrix A = (a;;) gegeben. Setze

n n
q(w1,...,2) = Z ;i + 2 Z i T T
i=1 j=i+1

Dann gilt ¢, = ¢: K™ — K. Die quadratischen Formen wie in () sind also
bereits alle quadratische Formen des K™ (das gilt auch fir char K = 2).

Sei char K # 2.
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Definition 4.14. Ein n-dimensionaler K-Vektorraum V zusammen mit einer
symmetrischen Bilinearform v: V x V' — K heifit quadratischer Raum der Di-
mension n iiber K. Zwei Elemente v, w € V heiflen orthogonal, wenn (v, w) = 0.
Eine Basis (vy,...,v,) von V heifit Orthogonalbasis, wenn y(v;,v;) = 0 fiir ¢ # j
gilt.

Bemerkungen.

(i) (v1,...,v,) ist genau dann eine Orthogonalbasis, wenn die Fundamental-
matrix G = (y(v;,v;)) eine Diagonalmatrix ist.

(ii) Der Kiirze halber schreiben wir von jetzt an auch (v, w) = (v, w).

(iii) Ist char K = 2, so ist ein quadratischer Raum ein Vektorraum mit einer
quadratischen Form.

Definition 4.15. Es seien (Hi,71) und (Hs,72) zwei quadratische Raume. Ein
Homomorphismus quadratischer Rdume

[ (Hi,m) — (Hz,72)

ist ein Vektorraumhomomorphismus f: H; — H,, so dass gilt:

Y2(f(v), f(w)) = n(v,w)
fir alle v,w € H;. Ist f zusatzlich bijektiv, so wird f lineare Isometrie genannt.
Bemerkungen.

(i) Ist f: (Hy,71) — (Ho,72) eine Isometrie, so ist auch die Inverse f~! eine
lineare Isometrie.

(ii) Zwei quadratische Formen ¢;: H; — K, ¢o: Hy — K sind genau dann aqui-
valent, wenn die quadratischen Réume (Hi,7,,) und (Hs,",,) isometrisch
sind.

Aufgabe: Klassifikation der quadratischen Raume bis auf lineare Isometrie bzw.
der quadratischen Formen bis auf Aquivalenz.

Definition 4.16. Sind (V3,71) und (V3,72) zwei quadratische Rédume, so heifit
(V, ) mit

V=V &, 7((%”2), (w1,w2)) = (v, wr) + y2(v2, wo)

die orthogonale direkte Summe von (Vi,v) und (Va,y2).
Bezeichnung: (V,v) = (Vi,71) & (V2,72), oder einfach V = V; & Va.
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Definition/Lemma 4.17. Seien Uy, Uy zwei Untervektorraume eines quadrati-
schen Raumes (V7). Dann ist der induzierte Homomorphismus

f : (U1?7’U1> EAB (U277’U2> — (V77)7 f<u17u2> = U1 + U

genau dann ein Homomorphismus quadratischer Raume, wenn ~(uy,uy) = 0 fiir
alle u; € Uy, us € Uy gilt. Ist dies der Fall und ist tiberdies f ein Isomorphismus
(dies ist aquivalent zu Uy N Uy = {0} und Uy + Uy =V, vgl. LA I, 3.7), so sagt
man, dass V die orthogonale direkte Summe seiner Unterrdume U; und U, ist,
und schreibt V- = U, & Us.

Beweis. Sei h die Bilinearform auf (Uy,v|r,) @& (Us,¥|v,), siehe Definition 4.16.
Fir uy, v} € Uy, ug, uby, € Us gilt

h((ulv UJ?)’ (U/DU,Z)) = 7(u1v ull) + 7(“27u,2)'

Esist f genau dann ein Homomorphismus, wenn fiir beliebige uy, v} € Uy, ug, ub €
U. 2 gllt

h((ulv u2)7 (UIDU,Q)) = 7(f<u1’ U2)> f(ulla U/Q)) = 7(“1 + ug, ull + u,2)7

also
’Y(ulv ull) + 7(”27 UIZ) - ’Y(Ul, ull) + ’Y(ulv u/2> + 7(”27 ull) + 7(“27 U/Q)a
d.h.
0= y(u1,uy) +y(uy, ug).
Dies ist dquivalent dazu, dass v(uy, us) = 0 fir alle u; € Uy, uy € Uy gilt. O

Theorem 4.18. Sei (V, ) ein quadratischer Raum. Dann gibt es eine Orthogo-
nalbasis (vy,...,v,).

Beweis. Induktion tiber die Dimension. Der Fall n = 1 ist trivial.

Sein > 2. Gilt (v,v) =0 fiir alle v € V, so gilt auch (v+w,v+w) = 2{(v,w) =0
fiir alle v,w € V und wegen char K # 2 ist v identisch 0. In diesem Fall ist jede
Basis orthogonal. Ansonsten existiert ein v; € V' mit (vy,v1) =: a3 # 0. Sei

H = {v e V|{v,v) =0}.

Dann gilt H = ker(I,(v1): V — K), also dim H € {n,n — 1} nach der Dimensi-
onsformel. Wegen v; € H gilt dimH =n—1und V = Kv, & H.

Nun ist (H,7v|mxg) ein quadratischer Raum der Dimension n — 1. Nach In-
duktionsvoraussetzung existiert eine Orthogonalbasis vs,...,v, von H. Dann
ist vy,...,v, eine Basis von V| und die Fundamentalmatrix ist diagonal wegen

(vi,v;) =0 filr 7 # j. O
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Korollar 4.19. Sei A € M, ,(K) eine symmetrische Matrix. Dann gibt es eine
Matrix S € Gl,,(K), so dass S*AS Diagonalform hat.

Beweis. Beziiglich der Standardbasis definiert die Matrix A eine symmetrische
Bilinearform auf dem K™. Bzgl. einer Orthogonalbasis des K™ hat diese Dia-
gonalform. Der Basiswechsel von der Standardbasis zu dieses Orthogonalbasis
tiberfithrt A in S*AS fiir ein S € Gl,(K) und S*AS hat Diagonalgestalt. O

Korollar 4.20. Sei dimg V' = n und q: V — K eine quadratische Form mit
r(v,) = 7. Dann gibt es \y,..., A\, € K*, so dass q dquivalent ist zu der quadra-
tischen Form

Q: K" — K, (xl)HZAzxf
i—1

Theorem 4.21 (Klassifikation quadratischer Rdume tiber C). Sei (V,~) ein qua-
dratischer Raum iiber C der Dimension n. Dann existiert eine Orthogonalbasis
(U1, oy Vpy W1, .oy Wy—y) von V', s0 dass (v, v;) = 1, y(w;, w;) = 0. Insbesondere
ist (V,~y) isometrisch zu (C", V(B 8>). Die Isometrieklasse von (V, ) ist durch die

Zahlen n = dimg V und r = r(vy) eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei (01, ...,7,) eine Orthogonalbasis. Setze

Vi = L 5. N = (D, D
\/5\—2% falls A\, = v(0;,0;) # 0
Hier ist \/5: cine beliebig gewihlte komplexe Zahl o mit a2 = \;.

Dann ist (vy,...,v,) eine OB mit \; = (v;,v;) € {0,1}. Die gesuchte OB erhalten
wir durch Umsortierung. Fur die Fundamentalmatrix G = diag()\;) gilt dann
r = r(G). Beziiglich einer anderen OB hat « die Darstellungsmatrix T*GT fur
ein T' € Gl1,,(C), und es gilt r(T*GT) = r(G). Daher ist r und n unabhéngig von
der Auswahl der OB. O

Korollar 4.22. Sei G eine symmetrische komplexe n x n-Matrix. Dann existiert
ein T € Gl,(C), so dass
E. 0
t _ r
var- (5 ).
Die Zahl r = r(G) ist unabhédngig von der Wahl von T.

Korollar 4.23. Sei q: V — C eine quadratische Form mit dim¢ V' = n. Dann
gibt es einen linearen Isomorphismus f: C* — V so dass

(qo f)(ar,... ) =22+ + 22

Die Zahl r = r(v,) ist durch q eindeutig bestimmt.
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Theorem 4.24 (Klassifikation quadratischer Rdume tiber R). Sei (V,~) ein qua-
dratischer Raum tiber R. Dann existiert eine OB

(Ut ooy Upy V1o U Wy Wiy )
von V', so dass
(usug) =1, (v, v;) = =1, (w;, wy) = 0.

Die Isometrieklasse von (V,~) ist durch die Dimension n = dimg V' und durch
das Paar (ry,r_) (Signatur von ) eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei (01, ...,7,) eine OB. Setze

Vi = %'UZ' falls 5\1 = ?N]i, 171 0.
o (i, U;) #
Nach Umsortieren erhalten wir die gewiinschte OB, beziiglich der v die Funda-
mentalmatrix
G = diag(1,...,1,—1,...,—-1,0,...,0)
—_——— — —

T4+ r—

hat. Wie im Komplexen erhalten wir, dass r +r_ = r(G) von der Wahl der OB
unabhéangig ist. Daher geniigt es zu zeigen, dass r, auch unabhéngig davon ist.
Setze

Vi=<wuy,...,u >
Vo=<w,...,0._ >
‘/0 =<<Wi,...,Wp—p,—p_ >

Dann gilt V =V, & V_ @ V. Setze
a = max{dim(W) | W C V mit y(w,w) > 0 fir alle 0 # w € W}.

Zunéchst hat V, diese Eigenschaft, also a > r.. Ware a > r,, so existiert ein
UVR W C V mit der obigen Eigenschaft und dim W > r, . Hieraus folgt dim W +
dim V_ +dim V > n. Die Dimensionsformel liefert W N (V_&Vg) > 0, es gibt also
ein w € W mit y(w,w) > 0 und y(w,w) < 0. Dieser Widerspruch zeigt r, = a
und a ist unabhéngig von der Auswahl der OB, also auch r,. O

Korollar 4.25 (Sylvesterscher Tragheitssatz). Sei G € M, ,(R) eine symmetri-
sche reelle n x n Matrix. Dann existiert ein T' € Gl,,(R), so dass

E., 0 0
T'"GT=| 0 —E, 0
0 0 0

Die Zahlen r, und r_ sind unabhéngig von der Auswahl von T.
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Korollar 4.26. Sei q: V — R eine quadratische Form mit dimg V' = n. Dann
gibt es einen linearen Isomorphismus f: R" — V so dass

(go f(xr,...,an) =23+ .22, —al  — - — b,

[\

Die Zahlen r, und r sind durch q eindeutig bestimmt.

Bemerkung. Die vollstindige Klassifikation der quadratischen Raume tiber Q
ist um einiges schwieriger, sieche z. B. Serre: A course in arithmetic.

4.3 FEuklidische Raume

Definition 4.27. Eine symmetrische Bilinearform v: V' x V' — R auf einem
endlich-dimensionalen R-Vektorraum V' heifit positiv definit (bzw. positiv semi-
definit), wenn ~y(v,v) > 0 (bzw. y(v,v) > 0) fir alle v € V' \ {0} gilt. Analog
definiert sich negativ (semi-)definit.

Beispiel. R™ mit dem Standardskalarprodukt
(w,y) =2’y =Dz

ist positiv definit, wegen
(x,7) =22+ + 22

Definition 4.28. Ein euklidischer Raum ist reeller quadratischer Raum (V,~)
mit einer positiv definiten symmetrischen Bilinearform ~. Fiir ein v € V nennt

man ||v|| = 4/(v,v) die Norm von v. Eine Basis ej,..., e, eines euklidischen
Vektorraums heifit Orthonormalbasis, wenn (e;, e;) = d;; gilt.

Satz 4.29. Sei (V,7) ein euklidischer Raum. Dann gelten fiir x,y € V:
(i) Schwarz’sche Ungleichung: |(x,y)| < ||z|| - [|yl-
(ii) Dreiecksungleichung: ||z + y|| < ||z|| + lly]|-
(iii) Polarisierungs-Identitét: (z,y) = 5 (||z + y[|* — ||z — y[|*).
(iv) Satz des Pythagoras: Sind x und y orthogonal, so gilt ||z+y||* = ||lz||*+|y||*.

Beweis.
(i): Ohne Einschrankung x # 0,y # 0. Dann gilt fir A € R

0< [lz = Myll* = [l=]|* = 2X(z, y) + N*[lyl>

Speziell fur \ = T‘Z ﬁ"g erhilt man

0 < flzl* = (=, 9)* Iyl —2.
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Also
(z,y)? < [lz]*[ly]1>.

Die Schwarz’sche Ungleichung folgt nach Wurzelziehen.
(i1): Es gilt

(i
Iz + 511 = ll2l* + 2z, y) + [yll* < =1 + 2ll= [yl + v 1* = (=]l + lyl)*.

Die Dreiecksungleichung folgt nach Wurzelziehen.
(iii): Es gilt

lz + yll* = ll=]l* + 2(z, ) + [ly*

lz = ylI* = ll=ll* — 2(z, ) + [ly])*

lz +yl* = llz = ylI* = 4(z. y).
(iv):
0=2(z,y) = llz +ylI* = =l = lyl*
O

Definition 4.30. Sei (V,7) ein euklidischer Vektorraum. Der Winkel zwischen

x,y € V ist definiert durch <(z,y) = cos™! ((M) € [0, 7). Der Abstand
Myl

zwischen z und y ist d(x,y) = ||z — y||.

Bemerkungen.

(i) Mit d: V x V. — R wird der euklidische Raum V' zu einem metrischen
Raum.

(ii) Jeder Homomorphismus f: (V,v) — (W,~') euklidischer Raume ist injek-
tiv, abstandstreu und winkeltreu: Es gilt fir z,y € V
f@) =0 [lf(2)| =0e [z =0z =0
d(f(x), f(y)) =d(z,y),  <(f(2), f(y)) = <(z,y)

weil beides mittels des Skalarproduktes definiert ist.

(iii) Umgekehrt gilt: Ist f: V — V abstandstreu, so ist f schon eine affine
Isometrie, d. h.: Es gibt eine lineare Isometrie p: V' — V und ein b € V| so
dass

flx)=p(z)+b Yz eV
(Ubungsaufgabe).

Theorem 4.31. Jeder euklidische Vektorraum (V,~) besitzt eine Orthonormal-
basis.
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Beweis. Sei (vy,...,v,) eine Orthogonalbasis von V und G die Fundamentalma-
trix von v bzgl. (vy,...,v,). Auf der Diagonale stehen die Werte (v;,v;) > 0.

Setze nun e; = <1v ~ Vi Dann gilt {e;, €;) = di;. =

Korollar 4.32. FEine positiv definite symmetrische Bilinearform ist nicht ausge-
artet. Es gibt eine Basis, beziiglich derer sie durch die Einheitsmatrix dargestellt
wird.

Korollar 4.33. Ein euklidischer Raum (V,~) mit dimg V' = n ist isometrisch
zum R™ mit dem Standardskalarprodukt.

Beweis. Sei (v, ...,v,) eine ONB von V. Dann ist ¢: (R™, (, )standara) — (V;7),
e; — v;, eine Isometrie. O

Umgekehrt gilt:

Lemma 4.34. Sei (V,~) ein euklidischer Raum und vy, . .., v, paarweise ortho-
gonal (d.h. y(v;,v;) = 0 fiiri # j) und alle von 0 verschieden. Dann ist (vq, ..., vy)
linear unabhéangig.

Beweis. Ist Moy + -+ \vp, =0, so folgt fir i =1,...,k
0= y(Mwvr + -+ Xk, vi) = Ay (vs, v;)
also \;, =0firi=1,... k. O]

Definition 4.35. Sei (V) ein euklidischer Raum und U C V' ein Untervektor-
raum. Der Untervektorraum

Ut ={veV|(uv) =0 firalleu e U}
heifit das orthogonale Komplement zu U.

Satz 4.36. Sei V = (V,~) ein euklidischer Raum, U C V ein Untervektorraum.
Dann ist U = (U, v|yxv) ein euklidischer Raum und es gilt V =U & U+,

Beweis. Klsr gilt (u,u) > 0 fiir 0 # u € U, also ist U euklidisch.
Ist u € UNU* so gilt (u,u) =0, alsou =0= UNU* = 0. Es bleibt zu zeigen:
U+Ut=V.Sei(u,...,u,) eine ONB von U. Fiir v € V sei

m

V=0 = (v, Uy

i=1
Dann gilt (v/,u;) = (v,u;) — (v,u;) = 0 fiir i = 1,...,m, also v € UL und

m

natiirlich " (v,u;)u; € U. Daher gilt V = U @ U*. SchlieBlich gilt (u,v) =
i=1

(v,u)y = 0 fir alle u € U,v € U+, weshalb die Summe orthogonal ist, siche
4.17. O
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4.4 Gram-Schmidt-Orthonormalisierung

Explizites Verfahren zur Bestimmung einer ONB (Gram-Schmidt-Verfahren).

Sei (V,v) ein euklidischer Raum und (vy,...,v,) eine Basis. Wir konstruieren
daraus induktiv eine ONB (wy, ..., w,).
Schritt N; (Normalisieren): w;: = ||U11|| -y
Sei k > 2 und sei eine ONB wy, ..., wy_1 von Lin(vy, ..., v;_1) bereits konstruiert.
Schritt Oy (Orthogonalisieren): Setze

k—1

wy, = v — Yy (g, w)w;

i=1
Dann gilt firi=1,... k-1

k-1

y(wh,wi) = vk = 3 (g, wy)wj, w;)
=1
= y(vg, wi) — Y (Vk, w;) - y(wi, w;)
=0.
Auflerdem gilt
v & Lin(vy, ..., vp—1) = Lin(wy, ..., wg_1),
also folgt auch
wy, & Lin(wy, ..., we_1).
Hieraus folgt, dass (ws, ..., w,_1,w},) eine OB von Lin(vy, ..., vy) ist.
Schritt N, (Normalisieren): Setze wy = ”z—%” Dann ist (wy, ..., w) eine ONB
k

von Lin(vy, ..., vg).
Im Schritt NV, erhalten wir so eine ONB (wq,...,w,) von (V,v) .

Beispiel. Im R? mit dem Standardskalarprodukt sei die folgende Basis gegeben:

v = (1), v2 = (3)-

3
Schritt Ni: |v1| = V32 + 12 = V10. Also w; = (‘/P)

V10
Schritt Oy:
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Schritt Na: [wh| = /32 = 2V10 ynd somit

5

3 =1
Daher ist (( @) , < V1o >) eine ONB. Die Standardbasis ist natiirlich auch eine

V1o v
ONB, aber wir erhalten sie hier nicht aus dem Gram-Schmidt-Verfahren.

Definition 4.37. Eine symmetrische reelle Matrix G heifit positiv definit (Be-
zeichnung: G > 0), wenn die zugehorige Bilinearform

(z,y) — 2'Gy
positiv definit ist.

Satz 4.38 (Cholesky-Zerlegung). Sei G positiv definit. Dann existiert eine obere
Dreiecksmatrix T' mit positiven Diagonaleintrigen, so dass G = T'T. Die Matrix
T ist eindeutig bestimmt.

Beweis. Wende das GS-Verfahren auf (R",v5) und die Standardbasis v = e an.
Setze w| = vy und

Ty, = M;“;’_‘_'_j,ju“;jj:jj;_'_;fj(id) = diag(1,...,[|w,],...,1).
k
, B4 <'7G(Uk7 wz)) e 0
W1 ,..e Wy, U yeeesUny /s =1,....k—
TOk = wa,-.-,vklkai{---,vnn (1d) = 0 1 T 0
0 Enfkfl
T = M111}111:7,q1)11nn (ld) = TNnTOn cee jﬁ]\[1 .

Dann ist T" als Produkt oberer Dreiecksmatrizen mit positiven Diagonaleintra-
gen eine obere Dreiecksmatrix mit positiven Diagonaleintragen und es gilt £ =
(T™H!G(T™') und somit G = T'T. Beachte dabei, dass det T gerade das Pro-
dukt der Diagonaleintrige ist, also ist T" invertierbar. Ist S eine weitere obere
Dreiecksmatrix mit positiven Diagonaleintrigen mit S'S = T'T = G, so ist

D=TS" = ()78 = (ST) = (D™")'

sowohl eine untere als auch obere Dreiecksmatrix, also eine Diagonalmatrix. We-
gen D = D~! sind die Quadrate der Diagonaleintriage gleich 1. Da die Diagonal-
eintrige positiv sind, sind sie selbst schon gleich 1, also D = Fund T'= 5. 0O

Satz 4.39. Fiir eine reelle symmetrische Matrix G sind die folgenden Aussagen
aquivalent:
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(i) G ist positiv definit.

(ii) es existiert eine obere Dreiecksmatrix mit positiven Diagonaleintragen T
mit G =T'T.

(iii) es existiert eine invertierbare Matrix A mit G = A'A.

Beweis.

(1) = (di): vorheriger Satz.

(1) = (u4i): trivial

(i13) = (4): Sei G = T*T. Dann gilt fir z € R™ \ {0}:

Y(z,z) = 2'Gr = 2'T'Tx = (Tz, T1) sanqara > 0.
Daher ist G positiv definit. n

Definition 4.40. Es sei A = (ajj)i=1,..n eine n x n-Matrix, K = {1,...,k}. Der

,,,,,

Jj=1,..,n

Minor %elg (A) heifit der k-te Hauptminor von A.

Satz 4.41 (Hauptminorenkriterium). Eine symmetrische reelle n x n-Matrix G
ist genau dann positiv definit, wenn die k-ten Hauptminoren k = 1, ... n samtlich
grofer als Null sind.

Beweis. Sei G positiv definit, dann gilt G = T'T fiir eine invertierbare Matrix
T und also det(G) = det(T?) det(T) = det(T)* > 0. Schrankt man die positiv
definite Bilinearform ~(z,y) = 2'Gy auf dem R™ auf den von eq,..., e, aufge-
spannten Unterraum ein, erhilt man die Bilinearform auf dem R*, die durch die
Matrix

Gr = (v(eis €5))ij=1..k

gegeben ist. Daher ist G}, positiv definit und es gilt daher auch det(Gy) > 0 fiir
jedes k=1,...,n.

Sei umgekehrt det G, > 0 fur k£ =1, ..., n. Wir schauen uns das Gram-Schmidt-
Verfahren an, ohne zu wissen, dass die Form v(x,y) = 2'Gy positiv definit ist.
Wenn das Verfahren durchlauft, erhalten wir eine Orthonormalbasis, und G ist
positiv definit. Wir starten mit der kanonischen Basis (ey, ..., e,).

Hinreichend fiir das Durchlaufen des Algorithmus: Fiir jedes & gilt fiir den Vektor

k—1
wy, = ep — Z v(ex, wi)w;
i=1

dass v(wy, wy,) > 0.
Die Form 7y|gs auf dem R* wird bzgl. der kanonischen Basis durch die Matrix
G dargestellt. Es ist (w1, ..., wy_1,w)},) eine Orthogonalbasis von (R¥, v|gx). Die
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darstellende k x k Matrix A hat die Form diag(1,...,1,y(w),w},)), hat also ins-
besondere die Determinante y(wj,w},). Andererseits gilt A = T'G,T fir eine
invertierbare Matrix T, also gilt

Y(wh, wy,) = det(T'GLT) = det(T)? det(Gy) > 0.

Daher lauft der Algorithmus durch und wir erhalten eine ONB. Also ist G positiv
definit. O

4.5 Orthogonale Matrizen

Wie sehen Koordinatenwechselmatrizen von einer ONB zur anderen aus?

Definition 4.42. Eine Matrix A € M, ,(R) heifit orthogonal, wenn A'A = E
gilt.

Lemma 4.43.
(i) Eine orthogonale Matrix A ist invertierbar und A~' = A’
(ii) Ist A orthogonal, so gilt det A = £1.
(iii) Ist A orthogonal, so gilt A- A' = E.

Beweis.

(i) folgt aus A'A = F.

(i) aus det(A)? = det(A?) det(A) = det(F) =1

(iii) folgt aus A* = A~L. O

Definition/Lemma 4.44. Die Menge O(n) der orthogonalen n x n-Matrizen
ist eine Untergruppe der Gl,,(R). Sie heifit die Orthogonale Gruppe vom Rang n.
Die Untergruppe

SO(n) = ker(det: O(n) — R*)

heifit die Spezielle Orthogonale Gruppe vom Rang n.

Beweis. Untergruppenkriterium: £ € O(n) o.k.
A/ BeO(n)= (A-B)'-(A-B)=B'A'AB=B'B=F,also A- B € O(n).
AcOm) = AIA=E = AA' = E = A = A' € O(n). O

Theorem 4.45 (QR-Zerlegung). Sei A € Gl,(R). Dann gibt es eindeutig be-
stimmte Matrizen (Q und R mit Q € O(n), R eine obere Dreiecksmatrix mit
positiven Diagonaleintrigen und A = QR.
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Beweis. Sei v = (vq,...,v,) das System der Spalten von A. Da A € Gl,(R) ist
v eine Basis von R” und A = M?(id). Wende das Gram-Schmidt-Verfahren auf
v und das Standardskalarprodukt an. Das liefert eine ONB w = (wy, ..., w,) so
dass R = M (id) eine obere Dreieckmatrix mit strikt postiven Diagonaleintrigen
ist. Sei @@ = M (id) die Matrix mit den Basisvektoren aus w als Spalten. Dann
gilt

QR=M!(id) =4, Q'Q= (wlw;)=E, also@ € O(n).

Nach 4.39 ist A'A positiv definit. Ist A = PS eine weitere Zerlegung mit den
obigen Eigenschaften, so gilt

R'R = R'Q'QR = A'A = S'P'PS = S'S.

Wegen der Eindeutigkeit der Cholesky-Zerlegung folgt S = T und damit P =
Q. O

Bemerkung. Insbesondere gilt B = Q'A = Q'A = (wlv;) mit wiv; = 0 fir
i > j und wiv; > 0.

Satz 4.46. Sei A € M, ,(R). Dann sind dquivalent:
(i) AeO(n),
(i) A: (R™, (,)) — (R™,(, )) ist eine lineare Isometrie.
(iii) Die Spalten von A sind eine ONB von (R", (, )).

Beweis. Fir x,y € R™ gilt (Az, Ay) = 2'A'Ay. Daher ist A genau dann eine
Isometrie, wenn die durch A*A gegebene Bilinearform das Standardskalarprodukt
ist, d.h. wenn A'A = E gilt. Ist v; die i-te Spalte von A, so gilt A’A = E genau
dann, wenn viv; = (v;,v;) = d;;, d.h. wenn (vq,...,v,) ONB ist. O

4.6 Der Spektralsatz

Sei (V, ) ein euklidischer Raum und f € Endg(V') (nicht notwendig eine Isome-
trie).

Definition 4.47. Die Adjungierte zu f ist die Komposition

r * r;t
vove Dy Sy

und wird ebenfalls mit f*: V' — V bezeichnet. Der Endomorphismus f heif3t
selbstadjungiert (s.a.), wenn f = f* gilt.

Lemma 4.48.
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(i) Die Adjungierte f* € End(V') ist durch die Eigenschaft
Ao, £ () = 3(F@),w) fiir alle v,w € V
eindeutig bestimmt.

(ii) Wird f bzgl. einer ONB (vy, . .., v,) durch die Matrix G dargestellt, so wird
f* bzgl. dieser Basis durch G* dargestellt. Es ist f genau dann selbstadjun-
giert, wenn G symmetrisch ist.

Beweis.
(i): Sei g: V* = V* ¢+ Lo f die duale Abbildung. Dann gilt fiir w € V

L(f(w)) = g(I(w)) = Iy (w) o f.
Also gilt firv e V
Y, [1(w)) = I (f*(w))(v) = (I5(w))(f(v)) = 7 (f(v), w).

Ist h € Endg (V) eine weitere Abbildung mit dieser Eigenschaft so gilt fir alle
veV

7(hv) = £7(v), h(v) = £7(v)) =
v (h(v) = *(v),h(©)) =7 (h(v) = *(v), f*(v))
= y(F(h() = £ @), v) = ¥(F(h(v) = F*(v)),v) =0,
also h(v) — f*(v) = 0. Dies zeigt die Eindeutigkeit.
(ii): Sei (vy,...,v,) eine ONB, G die Darstellungsmatrix von f. Dann gilt
MU(T) = B,

M:})ll ..... ’U:(f*) — E;thEn — Gt.

Ist f = f*, so folgt G = G' und umgekehrt.
]

Lemma 4.49. Sei (V,~) ein euklidischer Raum mit Orthonormalbasis (vq, . .., vy).
Ist f € Endg(V) selbstadjungiert, so ist

YV XV =R, (v,w) = (v, fw))

eine symmetrische Bilinearform und es gilt

.....

Die Abbildung
a: {f €Ende(V)|f = f} = {7 €BUV)[Y = ()} f=a(, /()

ist ein linearer Isomorphismus.
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Beweis.
~" ist symmetrisch: Sei x,y € V. Dann gilt

V() =2, f) TE (@), ) 2 Ay, () = (2,y).

Sei A = (a;;) die Darstellungsmatrix von f beziiglich (vy,...,v,). Dann gilt
Vl(vi’ Uj) = ’7(”% Z akjvk) = Z akj’Y(Ui? Uk) = Qg
= k=1

Also gilt ¢y, ., (7)) = A.
Sei umgekehrt vV x V — R eine symmetrische Bilinearform. Setze

fviave oy

Dann gilt fur y € V

und somit fir z € V

v(w, f(y) = T (f(w)(x) = Iy (y)(x) =+ (2, ).

Damit folgt auch

Y@, f(y) = (2,y) =7y, 2) =1y, f(x)) = v(f(2),y).
Also ist f = f* und a(f) = +/. Die Linearitit von « ist klar. O

Lemma 4.50. Sei [ selbstadjungiert. Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigen-
werten von f sind orthogonal.

Beweis. Seien v,w € V Eigenvektoren zu den Eigenwerten \ # p. Dann gilt

Mo, w) = {f(v),w) = (v, f(w)) = p(v, w),
Also (v, w) = 0. O

Theorem 4.51 (Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren). Sei (V) ein
euklidischer Raum und f € End(V) ein selbstadjungierter Endomorphismus.
Dann gibt es eine ONB von V' aus Eigenvektoren von f.

Algorithmus:

1. Bestimme zu jedem Eigenwert A eine Basis des Eigenraums V), = ker(\id —

f)-

2. Wende Gram-Schmidt an, um daraus eine ONB zu machen.
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3. Weil f nach 4.51 diagonalisierbar ist und nach 4.50 gilt V' = @V,. Die ONB
der Eigenrdume bilden zusammen also eine ONB von V.

Fiir den Beweis des Spektralsatzes starten wir mit zwei Lemmata:

Erinnerung: Fir z = x + iy € C ist Z = x — iy die konjugiert komplexe Zahl zu
z.

Notation: Fiir A = (a;;) € M, ,,(C) schreiben wir A = (a5;), A* = A'.
Lemma 4.52. Sei A = (a;;) € M,,,(C). Gilt A= A*, so gilt

Xa(t) = (=) (t—An)
mit \; € R.
Beweis. Uber C zerfillt x4 in Linearfaktoren, d.h.
xa(t)=(x—=X)...(x = A\y), \s € C.

Fir v = (v;) € C*\ {0} ist

reell und grofer 0.

Ist nun v € C™ \ {0} ein Eigenvektor zu A so gilt

A0 = (W) = (Av)'o = v' A = 0" Av

=v'Av =2t - Az = v' v = 'L
Wegen v'T > 0 folgt A = ), also A € R. O

Lemma 4.53. Sei f s.a. Ist U ein Untervektorraum mit f(U) C U, so gilt
fUH) c U+,

Beweis. Sei v € Ut. Dann gilt fiir alle u € U: (u, f(v)) = (f(u),v) = 0. Also
flv) e U O

Beweis von Theorem 4.51. Da die Darstellungsmatrix A € M, ,(R) C M, ,(C)
von f beziiglich einer Orthonormalbasis von (V,7) symmetrisch ist, folgt aus 4.52,
dass xy iiber R in Linearfaktoren zerfallt.

Induktion tiber dim V:

Anfang: dimV =1 trivial.

Schritt: Sei n = dimV > 2. Sei A € R ein EW von f und v; # 0 ein Eigenvektor,

d.h. f(v1) = Av;. Ersetzt man v; durc for» SO hat man ||lvi|| = 1. Sei U = Ruy.

Dann gilt f(U) C U und f(U+) C Ut (4.53). Nun gilt V = U @ Ut (4.36) und
dim U+ =n—1. Ist (vy,...,v,) eine ONB von U+ aus Eigenvektoren zu f, so ist
(vi,...,v,) die gesuchte ONB. O




4.6 Der Spektralsatz 85

Korollar 4.54. Sei (V,~) ein euklidischer Raum und ': V x V' — R eine sym-
metrische Bilinearform. Dann gibt es eine ONB von (V,~) die OB fiir (V,~') ist,
d.h. beziiglich derer die Fundamentalmatrix von ' Diagonalgestalt hat.

Beweis. Sei f: V' — V der nach 4.49 eindeutig bestimmte s.a. Endomorphismus
mit 7' (z,y) = v(f(x),y). Und sei (vq,...,v,) eine ONB von V aus Eigenwerten
von f Gllt f(UZ) = )\Z'Ui, SO gllt ’7/(7)1', Uj) = 'y()\,-vi,vj) = )\i'}/(’l)i, Uj) = )\2574 D

Korollar 4.55. Sei

f:R" = R, T Z(auxf + 2 Z Qi T;x;)

i=1 j=it+1

eine quadratische Form. Dann gibt es eine Isometrie o des euklidischen Raums

R™ so dass .

foalz)=> Nzi.

i=1
Beweis. Wende 4.54 auf v(z,y) = 5(f(z +y) — f(z) — f(y)) an. O
In Matrizen lesen sich diese Ergebnisse so

Satz 4.56 (Hauptachsentransformation). Ist G eine symmetrische reelle nxn-
Matrix mit Eigenwerten \i,...,\, € R, so existiert ein T € SO(n), so dass

TGT™' = diag(A1, ..., \n).

Beweis. Wir betrachten den R™ mit dem Standardskalarprodukt. Die symmetri-
sche Matrix G definiert einen s.a. Endomorphismus f: R™ — R™. Ist (vy,...,v,)
eine ONB des R" aus Eigenvektoren von f wie in 4.51 und 7" die Transformati-
onsmatrix von (eq,...,e,) nach (vi,...,v,), so gilt T' € O(n). Ersetzt man, falls
notig, v durch —uvy, gilt sogar T € SO(n). Bzgl. (vq,...,v,) hat f die Darstel-
lungsmatrix

TGT™ ! =diag(\1, ..., \n).
O

Korollar 4.57. FEine symmetrische Matrix P ist genau dann positiv definit, wenn
alle FEigenwerte von P positiv sind.

Beweis. Sei T € SO(n) mit TGT' = TGT' = diag(\y,...,\,). Dann ist T
positiv definit genau dann, wenn T'GT" positiv definit ist. Die Hauptminoren von
TGT! sind

AL, AL A, A Ay

Diese sind genau dann alle positiv, wenn alle \; positiv sind. Genau dann ist nach
dem Hauptminorenkriterium auch 7" positiv definit. O
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4.7 Unitare Raume

Definition 4.58. Eine Abbildung f: V' — W von C-Vektorraumen heifit semi-
linear (beziiglich der komplexen Konjugation), wenn fir u,v € V, o, 5 € C

flau+pv) =af(u) + Bf(v).
Bemerkungen.

(i) Seien (vy,...,v,), (w1,...,w,) Basen von V und W und f: V — W semi-
linear mit f(v;) = >; a;;w;. Dann heifit A = (a;;) die Darstellungsmatrix
von f und das Diagramm

(CTLZ)_}Z ZiU4 v
z»—)Azi lf
kommutiert. Durch A ist f eindeutig festgelegt.

(ii) Die Komposition von zwei semilinearen Abbildungen ist linear. Die Kom-
position von einer linearen und einer semilinearen Abbildung ist semilinear.

Definition 4.59. Eine Abbildung v: V' x V' — C heifit Sesquilinearform (,,ses-
qui”’=,eineinhalb”), wenn sie linear im ersten Argument und semilinear im zwei-
ten Argument ist, d. h. es gilt fiir u,v,w € V, A\, u € C:

YA+ v, w) = My (u, w) + pry (v, w)
Y(u, W+ pw) = My(u, v) + 7y (u, w).
Ist (vy,...,v,) eine Basis von V| so heifit
Poteewn (1) = (V03 05))

die Fundamentalmatriz von v beziiglich dieser Basis.
Eine Sequilinearform v heifit hermitesch bzw. antihermitesch, wenn

7(”7 UJ) - ’Y(wa U)a bzw — ’Y(lU, U)
fir alle v,w € V gilt.

Definition 4.60. Fir A = (a;;) € M,,,(C) setzen wir A* = A = (a;;) €
M, »(C). Eine Matrix A € M, ,,(C) heifit hermitesch, wenn A = A*, antihermi-
tesch, wenn A = —A*, normal, wenn A*A = AA* und unitir, wenn A* = AL,
Die Menge der unitdren n x n-Matrizen bilden eine Untergruppe U(n) C Gl,(C),
die unitire Gruppe vom Rang n. Die Untergruppe

SU(n) ={Ae€U(n)|det(A) =1}

heiflt spezielle unitire Gruppe vom Rang n.
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Bemerkungen. Seiy: V xV — C eine Sesquilinearform.

v—y(v,w)

(i) Die Abbildung I'y: V. — V*, w — V C ist semilinear. Um-
gekehrt ist fiir jede semilineare Abbildung f: V — V* die Abbildung
vV xV =C, (v,w)— (f(w))(v) eine Sesquilinearform.

(ii) Ist v hermitesch, so gilt v(v,v) = vy(v,v), also y(v,v) € R fiir alle v € V.

(iii) Sei (vy,...,v,) eine Basis von V und A = ¢y, 4, (7). Dann ist A auch
die Darstellungsmatrix von I',: V' — V™. Es ist 7 genau dann hermitesch,
wenn A hermitesch ist. Ist B € M, ,(C), so ist

YV XV —=Co O v, Y pivy) = N B

i=1 =1
eine Sesquilinearform auf V mit B = ¢, .. (7).

(iv) Sowohl hermitesche, antihermitesche als auch unitdare Matrizen A sind nor-
mal, reelle (anti-)symmetrische Matrizen sind (anti-)hermitesch, reelle or-
thogonale Matrizen sind unitar. Ist A hermitesch, so ist iA antihermitesch
und umgekehrt.

(v) Die Eigenwerte von (anti-)hermiteschen Matrizen sind nach 4.52 reell (rein
imaginér).

Satz 4.61 (Transformationssatz fiir Sequilinearformen). Sei V' ein n-dimensionaler
C-Vektorraum und seien (vy,...,v,) und (ws,...,w,) Basen von V. Ist S =
M-on (idy ), so gilt

Beweis. Wie 4.4. ]

Definition 4.62. Eine hermitesche Form ~v: V x V' — C heifit positiv definit
oder hermitisches Skalarprodukt, wenn gilt:

v(v,v) >0 firallev eV, v#0.

Ein wunitdrer Raum (V, ) ist ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum V' mit ei-
nem hermiteschen Skalarprodukt v: V x V — C.
Ein Homomorphismus f: (V,v) — (W,~’) unitdrer Rdume ist eine lineare Abbil-

dung f: V. — W mit 7/(f(v), f(w)) = v(v, w).
Ist f bijektiv, so heilt f lineare Isometrie.

Beispiel. Der Vektorraum C" mit dem Standard-Skalarprodukt

<ZL', y>(C" - xt?

ist ein unitarer Raum.
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Definition 4.63. Sei (V) ein unitédrer Raum. Die Begriffe Norm ||v|| = y/v(v,v),
Orthogonalitdt, Orthogonalbasis, Orthonormalbasis, orthogonale direkte Summe,
orthogonales Komplement werden analog zu euklidischen Rdumen definiert.

Die Beweise aller folgenden Sétze sind im Wesentlichen die gleichen wie bei eu-
klidischen Vektorraumen.

Satz 4.64. Ist (V,v) unitdar und U C V ein Untervektorraum, so gilt V =
UdU.

Beweis. Wie 4.36. [
Satz 4.65. Sei (V,~) ein unitdrer Raum. Dann gelten fiir x,y € V:

(i) Schwarz’sche Ungleichung: |(x,y)| < ||z|| - [|yl-

(ii) Dreiecksungleichung: ||z + y| < ||z|| + ||y||-

(iii) Polarisierungs-Identitét: (z,y) = 1(Xp_y ||z + i*y||?).

(iv) Satz des Pythagoras: Gilt Re((x,y)) = 0, so gilt ||z + y||*> = ||z|* + ||y|*.
Beweis. (i): Ohne Einschrankung x # 0,y # 0. Dann gilt fir A € C

0 < flo = Myll* = ll=ll* = Mz, y) = Az, ) +AP [yl

2Re(N(z,y))

Speziell fiur \ = Tﬁ/ﬁ’g erhilt man

0 < [lo? — 2Re( 2Ty | [ DI

lyll? lyll?
||y||2
Also
[z, ) * < [l2|*llylI*.
Die Schwarz’sche Ungleichung folgt nach Wurzelziehen.
(7i): Folgt wie im Reellen aus (i).
(7ii): Es gilt
lz+yl* = llzl* + 2Re({z, ) + [ly[I*
lz = yl* = ll2]* = 2Re((z, ) + |yl
lz + iyl|* = |l=[* + 2Im((z, y)) — lyl*
lz — iyll* = [|l=[* — 2Im({z, y)) — [ly]|*

4

]; i*lla + itylI* = 4(Re((z,y)) + i Im((z, y))) = 4, y).
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(iv):

0 =2Re((z,9)) = |z +y||* — ||z — ||y|I*
]

Satz 4.66. Jeder unitire Raum (V,~) hat eine ONB, d.h. er ist isometrisch zum
C"™ mit dem Standard-Skalarprodukt.

Beweis. Mit dem Gram-Schmidt-Verfahren kénnen wir jede Basis (vy, ..., v,) zu
einer ONB umformen. O

Lemma 4.67. Sei G € M, ,(C). Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) G € U(n),
(ii)) (C™,(, )cn) Gy, )cn ) Ist eine Isometrie,
(iii) Die Spalten von G sind eine Orthonormalbasis von (C",(, )cn).
Alle Eigenwerte von unitaren Matrizen haben Betrag 1.
Beweis. Seien vy, ...,v, die Spalten von G. Dann gilt
GeU(n) & G'G=E, < Vij: (v,v) =00, =0; < (v1,...,v,) ONB
& Vz,y € C": (Gz,Gy) = 2'G'Gy = 2'y = (x,y).
Sei nun G unitar und 0 # z € C" ein Eigenvektor zum Eigenwert A. Dann gilt
AP lzll* = [IAel® = [|Gzl* = [l
Wegen ||z||? # 0 folgt [\ = 1. O

Satz 4.68 (komplexe Cholesky-Zerlegung). Ist G € M, ,(C) hermitesch und
positiv definit (d. h. (x, Gx)ce > 0 fiir 0 # x), so gibt es eine eindeutig bestimmte
obere Dreieckmatrix T" mit positiv reellen Diagonaleintragen so dass G = T*T.

Beweis. Wie 4.38. O
Analog: komplexe QR-Zerlegung A = QR mit @ € U(n).

Definition 4.69. Sei (V,7) ein unitdarer Raum und f € End(V'). Dann heifit die
lineare Abbildung

v iy Loy Dy
die Adjungierte zu f. Sie wird ebenfalls mit f* bezeichnet. Wenn f = f*, so heif3t
f selbstadjungiert. Wenn f* o f = f o f*, so heifit f normal.

Lemma 4.70.
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i) Die Adjungierte f* € End(V') ist durch die Eigenschaft
(i) jung g
Ao, (@) = 3 (), w) fiir alle v,w € V
eindeutig bestimmt.

(ii) Wird f bzgl. einer ONB (vy, ... ,v,) durch die Matrix G dargestellt, so wird
f* bzgl. dieser Basis durch G* dargestellt. Es ist f genau dann selbstadjun-
giert (normal), wenn G hermitesch (normal) ist.

Beweis. Wie in 4.48. Hier ein alternativer Beweis fir (ii): Sei (vi,...,v,) eine
ONB. Wir berechnen die Darstellungsmatrix von f*: Sei G die Darstellungsmatrix
von f und g € End(V) der durch G* dargestellte Endomorphismus. Dann gilt fiir

v=Y v, w=yyv eV, r=(1),y=(y;) € C™
Y, £ (w)) = 7(f(v),w) = (Gz)'7 = 2'G'y = 2'G*y = (v, g(w))
Wegen der Eindeutigkeit von f* aus (i) folgt f* = g. O
Lemma 4.71. Sei (V,~) ein unitirer Raum und f € End(V).
(i) Ist U C V ein Untervektorraum mit f(U) C U, so gilt f*(U+) c U+.

(ii) Ist f normal und v € V ein Eigenvektor von f zum Eigenwert A, so ist v
ein Figenvektor zu f* zum Eigenwert \. Eigenvektoren zu unterschiedlichen
FEigenwerten sind orthogonal.

Beweis.
(i): Sei v € Ut. Dann gilt v(f*(v),u) = (v, f(u)) = 0 fiir alle u € U, also
f*(v) e UL

(ii): Sei f normal. Dann gilt fir alle u € V, p € C
LF P =~ (u, £*(f (@) = 7(u, f(F* () = [LF* ()],
V(f (), pu) = iy (u, f*(w) = y(fw, f*(u)) = 7(f*(u), fiw)
Sei jetzt V' € V ein Eigenvektor von f zum Eigenwert A. Dann gilt
0= |lf(v) = Mol = [[f()[* = 2Re((f(v), Av)) + [A]*Jv]|?
= 177 ()[I* = 2Re({f(v), o)) + [AP[|v]|?
—_—
B =7(f*(v),2v)
— £ () = X
Also f*(v) = Av. Ist w ein Eigenvektor von f zum Eigenwert p # ), so gilt

Mo, w) = {f(v),w) = (v, f*(w)) = (v, w) = pfv, w),

also v L w. O
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Satz 4.72 (Spektralsatz fiir normale Operatoren). Sei (V,~) ein unitdrer Raum
und f € End(V) normal. Dann existiert eine ONB von (V,~) aus Eigenvektoren

zu f.

Beweis. Per Induktion tiber die Dimension. Der Fall n = 1 ist trivial. Sei n > 1.
Das charakteristische Polynom x¢(t) zerféllt iber C in Linearfaktoren, also hat f
mindestens einen Eigenwert. Sei A ein Eigenwert und v ein Eigenvektor zu A mit
|v|| = 1. Sei L = C - v. Dann gilt f(L) C L und wegen 4.71.(ii) auch f*(L) C L.
Wegen 4.71.(i) erhalten wir

f(LYy c Lt (L) c L+

Daher induziert f einen normalen Endomorphismus des unitiren Raums (L, v|,1),

sowie von (L,7|r). Ist nun vy, ..., v, eine ONB von L+ aus Eigenvektoren zu
f (existiert nach Induktionsvoraussetzung), so ist (v,vs,...,v,) eine ONB von
V = L& L+ aus Eigenvektoren zu f. O

In Matrizen formuliert sich der Spektralsatz folgendermafien:

Korollar 4.73. Ist A € M, ,(C) normal mit Eigenwerten Ay, ..., \,, so existiert
eine unitiare Matrix U € SU(n) so dass

U*AU = diag(Mi, ..., A\n)
Diagonalgestalt hat.

Beweis. Ist (v, ..., v,) eine ONB des C™ aus Eigenvektoren von A wie in 4.72 und
U die Transformationsmatrix von (vy,...,v,) nach (e, ..., e,), so gilt U € U(n).

Ersetzt man U durch U’ = Udiag(det(U), 1,...,1) so gilt U’ € SU(n) und

(U AU' = U*AU = diag(A1, ..., \n).
[l

Korollar 4.74 (Normalform reeller normaler Matrizen). Sei A € M, ,(R) eine
reelle normale Matrix (d.h. A'A = AA") mit reellen Eigenwerten py, ..., p, und
Paaren von komplexen Eigenwerten A\, M1, ..., Ay, Ay, P+ 2q = n als Matrix tiber
C. Dann existiert T' € SO(n) so dass

1

S — o :<Re<As> —Imus))_
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Beweis. Sei

V,, = ker(R" Apel, R™) (reeller Eigenraum)
Ve p, = ker(C" Al C") (komplexer Eigenraum)
Ve Vexs ebenso

A2-2 Re()\)A—H)\SPE\

V.5, = ker(R" JR™  (gemeinsamer reeller Eigenraum)

Dann gilt
Vo, = Ve, p, NR™

2_2Re(\)A+|\s|2E cn (A=XsE)(A=XsE)

Ver, +Vex, = ker(C" A
iz = (Vea, +Vex) NR”

7 Cn) - kel“(

»)C"

Ferner ist
Ver, = Vex,, v
ein semilinearer Isomorphismus: Ist v € V¢ »,, so gilt
AT = M0 = AT = AT
also v € V5 . Umgekehrt gilt das genauso. Auflerdem gilt

dimg V), = (A — p,£) = dimc V¢,
diHlR VAs,Xs = T(A2 — QRG()\)A -+ |)\|2E) = dim(c V(C,)\s -+ dim(c V(C,Xs = 2d1m@ VQ,\S,

denn der Rang einer Matrix andert sich nicht, wenn man den Korper vergrossert
(siehe z. B. 2.40 und 2.41). Also ist jede Basis des R-Vektorraums V, auch
eine Basis des C-Vektorraums V¢ ,,. Dasselbe gilt auch fir ONB und mit Gram-
Schmidt konnen wir uns eine solche konstruieren.

Sei nun (vy,...,v;) eine C-ONB von V¢ ,,. Dann ist (77,...,7;) eine ONB von
Ve, und (vg, Tg) = 0 fur alle k, ¢, weil es sich um Eigenvektoren zu verschiedenen
Eigenwerten handelt. Setze

Wy = 4(vk +7Tx) = Re(vy) # 0, } (wegen Ve, N Ve, =0)
2 S y/\S

Wy, = (U —vp) =Im(vg) #0,
W, / 71);4
Wy = ——, W, = — —.

faell” % Yl

Dann gilt wy, wy, € V) 5 und fir k # £:
(wg, wy) = (Skalar)(vg + T, ve + ) = 0,
{(wg,wy) =0 ebenso,
{(wy,, w),) = (Skalar){vy, + Ty, i(Tr — vy)) = (Skalar)(—i ||vg||* +i |[|[7x||*) = 0.
—— ——

=1 =1
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Nach Lemma 4.34 ist damit (wy,w}, ..., w, w;) eine ONB von V 5 und es gilt
Awy, = s (Avg, + AT) = 57— (Asvr + Asvr)
2|l 2]l
1
= 2] (Re(As) Re(vg) — Im(Ay) Im(vy)) = Re(As)wi — Im(A)wy.
Wk,

Analog:
Aw;, = Im(Ag)wy + Re(As)wy.

Da die Raume Ve, Ve, Ve, + Ve, Ve, + Ve, fir pi # pj und A, #
Ao, A\ # A\¢ paarweise orthogonal sind, gilt dies auch fiir ihre Durchschnitte
mit R". Alle ONB zusammen ergeben deshalb eine ONB w von R"™. Sei T" die
Transformationsmatrix von w nach e. Dann gilt T € O(n) und T*AT hat die
gewiinschte Gestalt.

Falls T ¢ SO(n) und p > 0 ersetze einen Vektor der ONB von V,, durch sein
Negatives. Falls p = 0 vertausche w; und w) in der ONB von V) 5 . Danach gilt
T € SO(n). O

Beispiele.

. feos(e) —sin())
A€ O(n) = Pk = +1, E)\k = (Slﬂ((ﬁ) COS(QO) ) , A = .

0 — .
A= _At = Pk = 07 E)\k = <y Oy> ) /\k =, Yy % 0
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5 Multilineare Algebra

5.1 Multilineare Abbildungen und Tensorprodukte

Sei R ein kommutativer Ring.

Definition 5.1. Seien M, N, P R-Moduln. Eine Abbildung f: M x N — P heif}t
(R-) bilinear, wenn

(i) fur jedes m € M ist die Abbildung N — P, n — f(m,n) R-linear.
(ii) fiir jedes n € N ist die Abbildung M — P, m + f(m,n) R-linear.

Wir schreiben Bilg(M, N; P) fiir die Menge der bilinearen Abbildungen von M x
N nach P.

Bemerkungen.
(i) Bilg(M, M; R) ist die Menge der Bilinearformen auf M.

(ii) Bilg(M, N; P) wird zu einem R-Modul durch (rf)(m,n) =
g)(m,n) = f(m,n) + g(m,n) fiir f,g € Biln(M, N; P),
ne N.

(iii) Sind a: M — M, : N' — N, ~v: P — P’ R-linear, so ist
Bilg(M, N; P) — Bilg(M',N"; P"), f+>~vyo fo(axp)
mit yo fo(ax B): M'x N — P, (m',n) = y(f(a(m), B(n)))
ebenfalls R-linear.

Allgemeiner:

Definition 5.2. Sei (M;);c; eine Familie von R-Moduln, P ein R-Modul. Eine
Abbildung

f: H — P
i€l
heifit R-multilinear, wenn sie in jedem Argument R-linear ist.

Ziel: Beschreibung multilinearer Abbildungen mittels linearer Abbildungen.

Satz 5.3. Seien M, N, P R-Moduln. Die natiirliche Abbildung

U: Homp(N,Homg(M, P)) — Bilg(M,N; P) ¢ — fy
mit fo: M x N = P, (m,n) — (¢(n))(m))

ist ein R-linearer Isomorphismus.



5.1 Multilineare Abbildungen und Tensorprodukte 95

Beweis. Bilinearitat von fs: ¢(n) ist fiir jedes n linear und fir m € M, n,n’ € N,
r € R gilt:
fo(m,n +rn') = ¢(n+rn')(m) = (¢(n) + ré(n))(m)
= (¢(n))(m) + r(¢(n'))(m) = fo(m,n) + rfs(m,n’).

R-Linearitdt vom WV: Standard.
Bijektivitat: Sei f: M x N — P bilinear, n € N. Setze

L¢(n): M - P, mw— f(m,n).

Dann gilt I'f(n) € Hompg(M, P) wegen der Linearitat von f im 2. Argument. Die
Zuordnung I'y: N — Hompg(M, P), n +— ['y(n) ist linear, denn fiir m € M,
n,n € N, r € R gilt

(Cy(n+rn))(m) = f(m,n+rn') = f(m,n)+rf(m,n') = (L(n) +rT¢(n')(m).

und I': Bilg(M, N; P) — Hompg(N,Hompg(M, P)), f +— L'y ist die Inverse zu
. [l

Satz 5.4. Seien R-Moduln M, N gegeben. Es gibt ein Paar (T, g) bestehend aus
einem R-Modul T und einer bilinearen Abbildung g: M x N — T mit folgender
Universaleigenschaft:

,Zu jedem R-Modul P und jeder bilinearen Abbildung f: M x N — P exi-
stiert ein eindeutig bestimmter R-Modulhomomorphismus A : T" — P, so dass
f=hoggilt"

Beweis. Sei

C={ Y ann(m,n)|amn, € R, fast alle gleich 0} = R**N)
(m,n)eMxN

d. h. Elemente von C sind formale endliche R-Linearkombinationen von Elemen-
ten aus M x N. Wir betrachten den Untermodul D von C', der durch alle Elemente
der Form

(rm+m',sn+n') —rs(m,n) —r(m,n’) — s(m',n) — (m',n’)

fir m,m’ € M,n,n’ € N,r,s € R erzeugt wird und setzen T' = C/D. Wir
bezeichnen das Bild von 1-(m,n) € C'in T mit m®n. Dann ist 7" durch Elemente
der Form m ® n erzeugt, und diese erfiillen:

(rm+4+m')@ (sn+n') =rs(m@n)+r(men’)+s(men)+ (m @n')
Insbesondere ist die Abbildung

g: M xN—T, (m,n) —»maen



96 Dr. Malte Witte: Lineare Algebra II, SoSe 2015

bilinear.
Ist nun f: M x N — P eine bilineare Abbildung, so erhalten wir eine natiirliche
R-lineare Abbildung

f:C— P, Z A (M, M) Z A f (M, n)

(m,n)eMxN (mn)eMxN

Es gilt
f((rm+m', sn+n') —rs(m,n) —r(m,n’) — s(m’,n) — (m/,n')) =
firm+m/ sn+n") —rsf(m,n) —rf(m,n’) —sf(m',n) — f(m',n') = 0.

Also verschwindet f auf den Erzeugern von D und daher auf ganz D. Nach dem
Homomorphiesatz induziert f einen wohldefinierte Homomorphismus h : C/D =
T — P mit

h(g(m,n)) = h(m ®@n) = f((m,n)) = f(m,n).

Da die Elemente m ® n den R-Modul T erzeugen, ist der Homomorphismus 5
durch diese Eigenschaft eindeutig bestimmt. O]

Definition 5.5. Der R-Modul T'= M ®g N heifit Tensorprodukt von M und N.
Die Elemente in 7" der Form g(m,n) = m ® n heien Elementartensoren.

Bemerkungen.

(i) Die Universaleigenschaft ist aquivalent zu:
Hompg(T, P) — Bilg(M, N; P), h+ hog
ist ein R-linearer Isomorphismus.

(ii) (7,g) ist eindeutig bis auf kanonische Isomorphie: Ist (77, ¢’) ein weite-
res Paar mit obiger Universaleigenschaft, so gibt es nach der Universalei-
genschaft fir (7, g) eine eindeutige R-lineare Abbildung h: T" — T’ mit
g = hog. Andersrum gibt es auch eine eindeutige R-lineare Abbildung
B:T — T mit g="h og. Nun gilt hoh' o g = ¢'. Wegen der Eindeutig-
keitsbedingung in der Universaleigenschaft folgt h o A’ = idy. Analog folgt
hoh= ldT

(iii) Nicht jedes Element von M ® N ist ein Elementartensor. Die Elemente
von M ® N sind endliche Summen 2. m; @ ny, die man nicht immer weiter

=1
vereinfachen kann.

(iv) Firm € M gilt m®0 = 0in M N wegen m®0 = m®(0+0) = m®0+m®0.
Analog 0®@n =0 fir n € N.
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(v) Ist (m;)ier ein Erzeugendensystem von M und (n;);es ein Erzeugendensy-
stem von IV, so ist

(mi @ ny)ierjes

ein Erzeugendensystem von M ® N: Da die Elementartensoren m ® n ein
Erzeugendensystem bilden, reicht es, jeden Elementartensor als Linearkom-
bination der m; ® n; darzustellen. Sei m = 3=, rym;, n = 3, s;n;. Dann gilt

m®n:ZZrisjmi®nj.
(2

Insbesondere ist das Tensorprodukt endlich erzeugter R-Moduln wieder
endlich erzeugt.

(vi) Die konkrete Konstruktion des Tensorprodukts braucht man nur, um die
Existenz nachzuweisen. Alle wichtigen Eigenschaften des Tensorprodukts
lassen sich aus der Universaleigenschaft ableiten.

(vii) Ganz analog: Ist (M;);c; eine Familie von R-Moduln, so existiert ein bis
auf kanonische Isomorphie eindeutiges Tensorprodukt @;c; M; zusammen
mit einer multilinearen Abbildung ¢: [[;c; M; = Qicr M;, so dass fir jeden
R-Modul P die Abbildung

Homp(Q) M;, P) — {f: [[ M; — P|f multilinear}

el i€l

ein R-linearer Isomorphismus ist. Als R-Modul wird ®;c; M; durch die
Elemente g((m;)¢ € I)) = ®;erm; erzeugt.

Korollar 5.6 (Adjunktionseigenschaft des Tensorprodukts).

Homg(M ® N, P) — Homg(N, Homg(M, P)), h = ¢y
mit ¢,: N — Hompg(M, P), n — ¢p(n)
mit ¢p(n): M — P, m +— h(m ®n)

ist ein R-linearer Isomorphismus. (Man sagt, das Tensorprodukt - @ g N ist links-
adjungiert zu Hompg(N, -).)

Beweis. Dies ist gerade die Zusammensetzung des Isomorphismus
Homg(M ® N, P) — Bilg(M, N; P)
mit dem Isomorphismus
Bilg(M, N; P) — Homg (N, Homg(M, P))

aus Satz 5.3. O]
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Lemma 5.7. Seien M, N, P R-Moduln. Dann gibt es eindeutig bestimmte R-
Modulisomorphismen

(i) ¢e: M@N — N @ M mit ¢p.(m®@n) =nxm,

(i) ¢po: (MR N)®@ P — M ® (N ® P) mit ¢p,(m®@n)@p) =m®e (n® p).
(iii) ¢g: MO®N)® P — M@ P ®N ® P mit ¢g((m,n) @p) = (mRp,nQp)
(iv) ¢n: RQ@ M — M mit ¢,(r @ m) =rm
firmeM,ne N,pe P,r € R.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt dadurch, dass die Abbildungen auf den Element-
artensoren vorgegeben sind, und diese das Tensorprodukt erzeugen. Zum Beweis
der Existenz miissen wir jeweils eine geeignete bilineare Abbildung konstruieren.
(i) Betrachte ®.: M x N - N® M, (m,n) — n®m. ®. ist offensichtlich bilinear
und induziert deshalb nach der universellen Eigenschaft eine R-lineare Abbildung
¢e: MON — N@M mit ¢.(m®n) = &.(m,n) = n®m. Die Inverse von ¢, ist die
analog konstruierte Abbildung ¢.: NQ M — M ®&N. Denn ¢ op.(m®n) = memn,
d. h. auf den durch die Elementartensoren gegebenen Erzeugendensystem stimmt
¢.. o ¢. mit der Identitét tberein, also auch auf ganz M ® N. Analog fiir ¢. o ¢..
(i) Fir jedes p € Pist F,: M x N - M ® (N ® P),(m,n) = m ® (n ® p)
bilinear: Es gilt fir n,n’ € N, r € R:

men+rm)@p)=menhep+rn' @p)=me (nep)+rime (n p)).

Analog: Linearitdt im 1. Argument. Damit gibt es eine eindeutige R-lineare Ab-
bildung f,: M @ N — (M ®@ N)® P mit f,(m®n) =m® (n®p). Fir p,p’ € P
und r € R gilt dabei

form(m@n)=me (n& (p+ rp)) = fo(m®@n) +rfy(men)

also auch f,y,y = fp+7rfy. Betrachte nun ®,: MQN xP = MQ(N®P)(z,p) —
fp(x). Dann ist ®, nach eben linear in p und auch linear in z, weil f, linear ist.
Also existiert ¢, mit

Pa((m @n) @ p) = Bo(m@mn,p) = fr(m@n) =me (n&p).

Die Inverse 148t sich entsprechend konstruieren.
(iii) Betrachte die bilineare Abbildung

O;: (M N)xP— (M®P)® (N®P), ((m,n),p) » (M Rp,np).

Diese induziert ¢y4. Zur Konstruktion der Inversen betrachten wir die bilinearen
Abbildungen

U: MxP—(M®&N)® P, (m,p) — ((m,0) @ p)
Up: NxP—(MeN)®@P,  (n,p)— ((0,n) @p)



5.1 Multilineare Abbildungen und Tensorprodukte 99

und die induzierten linearen Abbildungen ¢1: M ® P — (M & N) ® P und
hy: N P — (M & N)® P. Setze

p:(M@P)&(N®P)=(MaN)®@P,  (z,y) = ¥1(z) + a2(y).
Dann gilt

pa(b(m@p,n@p)) = ¢a((m,0) @ p+ (0,n) @)
=(mep,0@p) +0@p ,n@p)=mepneyp),

also ¢4 01 = id. Andersherum gilt
(@a((m,n) @ p)) = Y(m@p,n&@p) = (m,0) @p+(0,n) @p = (m,n) @p,
also auch 1 o ¢4 = id.

(iv) ¢p wird induziert von

®,: Rx M — M, (r,m) — rm.
Die Inverse ist die R-lineare Abbildung

v: M — R® M, m—1&®m,
denn

Y(pr@om))=1@rm=r(1®@m)=r@m,¢(t(m)) = ¢(1®@m) =m.

Korollar 5.8. Es gilt

Insbesondere ist das Tensorprodukt von zwei endlich erzeugten freien Moduln
wieder endlich erzeugt und frei.

Beweis.
R"®R" = (R®- - OR)®(R®---OR)

m-mal n-mal

= (R®R)®---® (RO R)

mn-mal

= R™.
O

Bemerkung. Sind M und N freie R-Moduln mit (zy,...,2,,) und (yi,...,ys)
als Basen, so folgt, dass

(-731®y1,371®y2>---aﬂ71®yn>---,i€m®yn)

eine Basis von M ®g N ist.



100 Dr. Malte Witte: Lineare Algebra II, SoSe 2015

Das Tensorprodukt vertauscht nicht nur mit endlichen, sondern auch mit be-
liebigen direkten Summen

Lemma 5.9. Sei (M;);c; eine Familie von R-Moduln und N ein weiterer R-
Modul. Dann gibt es einen natiirlichen Isomorphismus

(pM)eoN=PMeN.

iel iel
Beweis. Den Beweis lassen wir als Ubungsaufgabe. O]
Korollar 5.10. Ist M ein R-Modul und I eine Indexmenge, so gilt

(R(I)) QM=MD,
Beweis. Nach 5.7(iv) gilt R ® M = M. Nach 5.9 folgt

(R o M=(@PRloM=PRoM=PM=M".

icl el el

]

Sei nun S ein weiterer kommutativer Ring, f: R — S ein Ringhomomor-

phismus und N ein S-Modul. Vermoge r - y g f(r) -y wird N zum R-Modul.
Umgekehrt:

Definition 5.11. Sei M ein R-Modul. Dann heif3t der S-Modul
Mg=S5S®r M

mit Multiplikation (3 s; @ x;) = 3 ss; ® a; die  Skalar- Erweiterung von M nach
S.

Lemma 5.12. Ist M ein endlich erzeugter freier R-Modul vom Rang n, so ist
Mg ein endlich erzeugter freier S-Modul vom Rang n.

Beweis.M%Rn:>MS:S®RM2S®RR”:(S®RR)”:S”. ]

Beispiel. Sei f: R — C die natiirliche Inklusion. Wir kénnen jeden n-dimen-
sionalen C-Vektorraum als 2n-dimensionalen R-Vektorraum auffassen. Ist V' ein
R-Vektorraum der Dimension n mit Basis (vy, ..., v,), so ist V¢ ein C-Vektorraum
der Dimension n mit Basis (1 ® vq,...,1 ® v,).
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5.2 Funktorialitat des Tensorprodukts

Definition/Lemma 5.13. Seien f: My — Ms, g: Ny — Ny R-lineare Abbil-
dungen. Dann gibt es eine wohldefinierte R-lineare Abbildung

f®g: My @ Ny — My ® Ny

mit f ® g(lm ®n) = f(m) ® g(n). Die Abbildung f ® g heifit das Tensorprodukt
von f und g.

Beweis. Die Abbildung
My x Ny = My @ N (m,n) = f(m)® g(n)

ist bilinear. Nach Universaleigenschaft existiert daher die Abbildung M; ® N; —
My ® Ny wie beschrieben. ]

Lemma 5.14. Seien R-lineare Abbildungen f: My — M,, f': My — M;s und
g: N1 = Ny, ¢ Ny — N3 gegeben. Dann gilt

(ffof)@(gog)=(f®gd)o(f®@g)
Insbesondere gilt
f ®g= (f ®idN2) © (ldMl ®g> = (ldMQ ®g) © (f ® idN1'

Beweis. Es gilt fiir m € My, n € N

(ffof)® (g og)im@n) = fof(m)®g ogn)
= (f"®@4)(f(m) ® g(n))
=(f'®@g¢)o(f®@g)(man).

Da die Elementartensoren M; ® N als R-Modul erzeugen, folgt die Aussage. [

Lemma 5.15. Ist f: M; — Ny surjektiv so auch f ® idy: M1 @ N — My ® N
fiir jeden R-Modul N.

Beweis. Es reicht, Urbilder der Elementartensoren m®n mit m € My undn € N

zu finden, da diese My ® N erzeugen. Da f surjektiv ist, gibt es ein m’ € M; mit
f(m’) =m. Somit gilt f ® idy(m' @ n) =m Qn. 0

Warnung: Ist f injektiv, so braucht das f ® idy nicht zu sein.
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Beispiel. Betrachte die injektiven Homomorphismen von Z-Moduln:
f:Z—7Z, x— 2z
Dann ist
f ®idz/(2) Y/ ®Z/(2) — Z ®Z/(2)
die Nullabbildung wegen

(foid)(tRy) =200y=102y=200=0
fir beliebige z € Z, y € Z /2.
Lemma 5.16. Ist f: My — M, injektiv. Ist N frei, so ist f ® idy injektiv.
Beweis. Sei N = RU) ein freier R-Modul. Dann ist das Diagramm

M; ® RY Jed M, ® RW
m®(7"i)iel'—>(7“im)iellw Nlm‘g(”)iel’_)(rim)iel
Dier—>(f(mq))s
ppmer )iy

kommutativ. Die untere Abbildung ist injektiv, also auch die obere. O

Sei f: M — N eine lineare Abbildung zwischen freien endlich erzeugten R-
Moduln und f werde beztiglich Basen (x1,...,z,), (y1,...,Ymn) durch die m x n-
Matrix A dargestellt. Mit analogen Bezeichnungen sei f': M’ — N’ eine weitere
solche Abbildung die beziiglich Basen (2!, ...,z.,), (y1,- .., Ym ) durch die m’ xn’-
Matrix A" dargestellt wird.

Definition 5.17. Die, den Homomorphismus f® f': M ®@ M’ — N ® N’ beziig-
lich der Basen: (1 ®x, ..., 212, 2o @z}, xo @ ... ) und (11 @Yy, - - ., Y1 QYL./,
Y2 ® Yy, ...) darstellende, mm’ x nn’ Matrix heifit das Tensorprodukt oder
Kroneckerprodukt von A und A'.

Bildungsvorschrift: A = (a;;), A" = (a},)

J

CLHA/ CL12A,

A®A,: . . .
ami A" o apn A
Beispiel.
1 2 3|12 46
1 2 @ 123\ |021/042
3 0 021) [369]000
06 3{0 00
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5.3 AuBere Potenzen

Definition 5.18. Sei M ein R-Modul und n € N. Eine n-fach alternierende
Abbildung
g: M x---xM—N
[ —

n-mal

in einen R-Modul N ist eine n-lineare Abbildung mit der Eigenschaft, dass
g(xq,...,z,) =0 falls z; = z; fiir irgendwelche Indizes i # j gilt.

Beispiel. Die Abbildung

R

ist bis auf Multiplikation mit einem Skalar aus R die einzige n-fach alternierende
Abbildung auf R" in R (LA I, Satz 6.17)

Lemma 5.19. Eine n-fach alternierende Abbildung ist stets antisymmetrisch,
d.h. beim Vertauschen zweier Eintrage dndert sich das Vorzeichen.

Beweis. Sei (x1,...,2,) € M™und 1 <i < j < n. Es gilt
0=g(zy,..., 2 +xj,..., 2 +Tj,...,0),

wobei z; +x; an der ¢-ten und j-ten Stelle steht. Lost man dies linear auf, erhalt
man

0=g(x1, ..., % ..., Tj...,n) +g(X1, ..., Zj, ..., Ts...,N)
+g(z1, . Ty Ty ) Fg(T, g, T, ).
Die letzten beiden Summanden sind 0, was die Behauptung zeigt. [

Satz 5.20. Es gibt ein Paar (A, f) bestehend aus einem R-Modul A und einer
n-fach alternierenden Abbildung f: M x --- x M — A mit folgender Universal-
eigenschaft:

»Zu jeder n-fach alternierenden Abbildung g: M X --- x M — N in einen R-
Modul N gibt es einen eindeutig bestimmten R-Modulhomomorphismus ¢: A —
N mit g =¢o f

Beweis. Sei B = M ® ---® M und H C B der Untermodul erzeugt von allen
Tensoren 1 ® - - - ® x, mit x; = x; fir ein ¢ # j. Setze A = B/H, bezeichne das
Bild von 1 ®- - -®x,, in B/H mit x; A---Ax, und definiere f: M x---xM — A
durch

flxr,.. o xn) =21 Ao s Ay,

Dann ist f eine n-fach alternierende Abbildung.
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Ist nun g: M x --- x M — N eine n-fach alternierende Abbildung, so gibt es
nach Universaleigenschaft des Tensorprodukts eine eindeutig bestimmte Abbil-
dung : M ®---®@ M — N mit ¥(xy---2x,) = g(z1,...,2,) und ¥ verschwindet
auf H. Dies induziert

¢p: A— N mit ¢z A Axyp) =g(x1,...,2,)
in eindeutiger Weise. [

Definition 5.21. A aus 5.20 heifit die n-te duffere Potenz von M.
Bezeichnung: A" M. Man setzt A° M = R.

Bemerkungen.

(i) Bezeichnen wir den Modul der n-fach alternierenden Abbildungen auf M
mit Werten in P mit Alt" (M, P), so bedeutet die Universaleigenschaft, dass
es einen natiirlichen Isomorphismus

Alt"(M, P) = Homg(\" M, P)
gibt.

(ii) Das Paar (A, f) ist eindeutig bis auf kanonische Isomorphie: Ist (B, g) ein
anderes Paar mit der Universaleigenschaft, so folgt aus der Universaleigen-
schaft die Existenz eines eindeutigen R-linearen Isomorphismus a: A — B
mit g = a o f.

(iii) A™(M) wird als R-Modul von den Elementen x1 A---Ax,, z; € M, erzeugt.
Es gelten die folgenden Rechenregeln:

Ty AT N ATy + ) AT Ao Axy) = (o1 + 7)) Ao A xy,
(und an jeder anderen Stelle auch),
r(xy Ao ANay) = (reg)) Ao Axy ==z Axg Axz A=+ A (rzy,),
sowie 1 A -+ - Az, = 0 falls x; = x; fiir irgendwelche Indizes 7 # j.

Beispiele. (i) R=7Z, M =Z,n=2. Es gilt: ZANZ = 0.

Grund: Ist N eine abelsche Gruppe und f: Z x Z — N eine alternierende
Bilinearform, so gilt:

fla,b) =af(1,b) = abf(1,1) = 0.

Daher ist jede 2-fach alternierende Abbildung auf Z identisch 0, weshalb
der Nullmodul die universelle Eigenschaft des d&ufleren Produkts erfiillt.
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(ii) Sei R = K Korper und M = K". Fiir den Dualraum von A" K™ gilt
(A" K™)* = Hom(\" K", K) = Alt"(K"™, K).

Nun gilt Alt"(K™, K) = K det. Daher ist A" K™ ein K-Vektorraum, dessen
Dualraum die Dimension 1 hat. Hieraus folgt dim A" K™ = 1.

Lemma 5.22. Ist o: {1,...,n} — {1,...,n} eine Permutation, so gilt
To) A+ A To(n) = SEN(0T)T1 A -+ A T,

Beweis. Da jede Permutation als Produkt von Transpositionen geschrieben wer-
den kann (LA I, Lemma 6.2) und sgn ein Homomorphismus ist, konnen wir ohne
Einschrankung annehmen, dass ¢ = (i j), ¢ < j, eine Transposition ist. Die
Abbildung

g:M"—>/\n(M), (T1, ..y Tp) > T Ao Ay,

ist n-fach alternierend und das Signum einer Transposition ist —1. Nach 5.19,
angewandt auf g, folgt die Behauptung. m

Notation:

Wir schreiben n = {1,...,n} fur die Menge der nattrlichen Zahlen kleiner gleich
n.

Fiir eine r-elementige Teilmenge I = {i; < is < -+ < i,} C n und ein System
x = (2;)ien, von Elementen in M setzen wir

.T[:xil/\“'/\xiTE/\rM.

Korollar 5.23. Ist x = (z;);en ein Erzeugendensystem von M, 50 ist (1) rcn pr=r
ein Erzeugendensystem von A" M. Insbesondere gilt \" M = 0, falls M ein Er-
zeugendensystem mit weniger als r Elementen besitzt.

Beweis. Das System (x;, ® - -+ ® @) (sy,...i)e(m)r ist ein Erzeugendensystem von

Mg---®@M,
[ ——

r

also ist das System der Bilder (x;, A+ A%;) 3, inemr ein Erzeugendensystem
von A" M. Nun gilt

falls 8{i1,..., 1.} <,

€Ts /\ e /\ €T, =
" v {sgn(a)x{ih,,_,ir} sonst.

Dabei bezeichnet o € S, die eindeutige Permutation mit i,(1) < ig2) < -+ <'ig(y).
Also wird A" M bereits von dem System der z fir r-elementige Teilmengen I C n
erzeugt. Ist » > n, so gibt es keine r-elementigen Teilmengen und damit gilt
AN M = 0. O
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Lemma 5.24. Sei M ein endlich erzeugter freier R-Modul mit Basis © = (;)iep-
Sei r eine natiirliche Zahl, 1 < r < n. Dann gibt es zu jeder r-elementigen
Teilmenge I C n genau eine R-lineare Abbildung

xy: /\TM%R

so dass fiir alle r-elementigen Teilmengen J C n gilt

“(2) 1 fallsI=J,
s =
BET700 0 falls T4 .

Beweis. Die Eindeutigkeit von z7 ist klar, weil die Werte von z7 auf dem Er-
zeugendensystem (z;)jcpgs=r von A" M festgelegt ist. Wir zeigen die Existenz.
Sei (3, ...,x}) die duale Basis von M* = Hompg(M, R) die durch z}(x;) = d;;
gegeben ist.
Setze
¢r: M" — R, (ma,...m,) — det(z] (m;))icr jer-

Dann ist ¢; alternierend und r-linear, induziert also eine R-lineare Abbildung
xy: /\TM —+ R
mit
vy(xy) = det(@;(z)))ierjes
fir jede r-elementige Teilmenge J C n. Ist I = J, so ist (2] (x;))icrjes = E;
und det B, = 1. Ist I # J, so gibt es wegen §I = #J ein jo € J mit jo ¢ I,

d.h. z}(zj,) = 0 fur alle ¢ € I. Damit enthalt die Matrix (z}(x;))icr jes eine
Nullspalte, hat also Determinante 0. O]

Satz 5.25. Sei M ein endlich erzeugter freier R-Modul vom Rang n und sei
r € N. Dann gilt \"M = 0 fiir r > n und fir 1 < r < n ist \" M ein freier
R-Modul vom Rang (Z) Ist x = (), eine Basis von M, so ist (z1)1cp = €ine
Basis von \" M.

Beweis. Nach 5.23 ist (z7)rcngr=r €in Erzeugendensystem. Es bleibt zu zeigen,
dass dieses System linear unabhéngig ist. Angenommen, es gilt

0= Z ajxrj

JCn,gJ=r

fiir Skalare a; € R. Dann folgt fiir I C n, #I = r:

0=z;( > ayzy)=>Y axj(zs) =ar.

JCn,fJ=r

Damit ist da System linear unabhéngig.
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Die Abbildung
{Teilmengen von n} — {Worter der Lange n iiber dem Alphabet {z,y}}

I — aay...a,, a; =uzfallsi€el, a; =y sonst

ist bijektiv. Die r-elementigen Teilmengen entsprechen dabei gerade den Wortern,
in denen r-mal der Buchstaben x und n —r-mal der Buchstabe y vorkommt. Ihre
Anzahl ist damit gleich dem Koeffizienten von z"y"~" in dem Polynom (x + y)".

Das ist aber gerade (:f) Dies ist damit auch die Anzahl der Basiselemente z;. [

Korollar 5.26. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber dem Korper K
und vy, . ..,v, Vektoren in V. Dann sind vy, . .. ,v, genau dann linear unabhangig
wenn v1 A -+ Av, 20 in \" V.

Beweis. Sind vy, ..., v, linear unabhéangig, so konnen wir v,,11,...,v4, d =dimV
so wahlen dass (vy,...,v4) eine Basis ist. Nach 5.25 ist dann vy A -+ A v, ein
Basisvektor in A" V' und insbesondere # 0.
Sind vy, . .., v, linear abhéngig, so konnen wir nach Umnummerierung annehmen,
dass
V1 =QoUg + -+ U, , Qa,...,0, € K.
Dann gilt
mN---Nv, = (OéQU2+"'+OénUn>/\UQ/\"'/\Un
= 0
]

Lemma 5.27. Sei n eine natiirliche Zahl und a: M — N eine R-lineare Ab-
bildung. Dann existiert genau eine R-lineare Abbildung \"a: N"M — A" N
mit

(/\n a)(mi A Amy) =a(my) A Aa(my)

fir alle (mq,...,m,) € M".
Beweis. Die Abbildung
&:M”—)/\nN, (my,...,my) = a(m) A Aa(my,)
ist n-fach linear und alternierend. Also existiert genau ein
A" a € Homp(\" M, \" N)

mit

o(my A - Amy) =a(my,...,my,)

=a(my) A Aa(my,).



108 Dr. Malte Witte: Lineare Algebra II, SoSe 2015

Definition 5.28. A" « heifit die n-te duflere Potenz von a.

Satz 5.29. Sei r eine natiirliche Zahl, M und N freie R-Moduln mit Basen x =
(2)jens ¥ = (Yi)iem und a: M — N eine R-lineare Abbildung. Ist A = M () die
Darstellungsmatrix von c, so ist (dets j A)rcm scnpi—tj—r die Darstellungsmatrix
von \" a beziiglich der Basen (2 7) jcn gj=r und (Yr)icmgr=r von A" M und \" N.

Beweis. Fur z € A" N gilt

2= > yi(2ur

IcmfI=r

mit den Abbildungen y; aus 5.24. Wahlt man z = A" a(z;) so erhélt man

yf(/\r a(zy)) = det(y; (a(z))))ier jes-

nach der Konstruktion der y; im Beweis von 5.24. Nun gilt mit A = (a;;)
alry) = yilal;)y = Y aiys,
i=1 i=1

also yf(a(z;)) = a;; und

v\ a(zy)) = dety 5 (A).

Es folgt
N alz)=z= > detr;(Ayr,

ICmI=r

d.h. det; j(A) ist der Eintrag zur Position (I,J) der Darstellungsmatrix von
N . O

Korollar 5.30 (Cauchy-Binet-Formel). Sei A € M,, ,(R), B € M, x(R), I C m,
J C k r-elementige Teilmengen. Dann gilt

detLJ(AB) = Z detLK(A) detK,J(B).
KCn
tK=r
Beweis. Sei M = R*, N = R", P = R™,
6: M — N, x+— Bux, a: N — P, =z~ Bx

Die Darstellungsmatrix von A" (a o §) = A"(a) o A"(53) beziiglich der Standard-
basen ist dann

(detr,;(AB))rcm,Jchpi=ti=r =
(detr k (A)) rcm kenpi=tr=r(deti 7 (B)) kcn,Jck ik =t =r-

]
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Korollar 5.31. Sei M ein freier R-Modul vom Rang n und o« € Endg(M). Dann
ist A" M ein freier R-Modul vom Rang (Z) = 1. Insbesondere ist die natiirliche
Abbildung

¢ R—>EndR(/\nM), r— rid

ein R-linearer Isomorphismus.

Es gilt ¢(detg(a)) = A" a.

Beweis. Wahle eine beliebige Basis = (;);e, von M. Dann ist x,, = x4 A--- Az,
eine Basis von A" M. Die R-lineare Abbildung

EndR(/\n M) — R, fr=b  mit f(x,) = bz,

ist die Inverse zu ¢. Sei A die Darstellungsmatrix von « beziiglich z. Dann gilt
det a = det(A) und
/\n a(x,) = det(A)z,.
O

Bemerkung. Aufiere Potenzen bilden die Grundlage fiir den Kalkiil der Diffe-
rentialformen.

Bemerkung. Analog zu d&ufleren Potenz kann man die k-te symmetrische Potenz
SE(M) eines R-Moduls definieren: Setze

Untermodul erzeugt von
SEM)=M@--- @M/ | mi® - @mg — M) @ @ My
[ ——
k fir m; € M, o € S},

und schreibe my . .. my, fiir das Bild von m; ® - -+ ® my, in SE(M). Dann ist
¢: M* — SE(M), (ma,...,mg) — my...my

eine symmetrische k-lineare Abbildung und fiir jede symmetrische k-lineare Ab-
bildung f: M ¥ — P gibt es genau eine lineare Abbildung f: S&(M) — P mit
f=fo¢.Ist M frei und (xy,...,z,) eine Basis von M, so ist z1'z5? ... xl" mit

ri+...4+7r, =k, r; € Ny, eine Basis von Sz(M). Insbesondere ist dann S%(M) ein

freier R-Modul vom Rang (HZ_l) (Anzahl der Partitionen von k in n disjunkte

(moglicherweise leere) Teilmengen).

5.4 Tensorprodukte fiir beliebige Ringe (*)

Sei R ein beliebiger Ring (mit 1).
Problem:
Eine R-Bilinearform ¢: R x R — R erfillt

rso(l,1) = ¢(r,s) = sre(1,1), also (rs —sr)p(1,1) =0

Ist R nicht kommutativ, so gibt es rg,s9 € R mit rosg # sorg. Damit folgt
¢(1,1) = 0 und somit ¢(r,s) = 0 fiir alle r, s € R.
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Definition 5.32. Sei M ein R-Rechtsmodul und N ein R-Linksmodul, A eine
abelsche Gruppe. Eine Abbildung

o: M xN—A

heifit R-ausgewogen (R-balanced), wenn sie Z-bilinear ist und

o(mr,n) = ¢(m,rn)

fir alle m € M, n € N und r € R gilt. Wir schreiben Balg(M, N; A) fir die
abelsche Gruppe der R-ausgewogenen Abbildungen.

Satz 5.33. Seien M, N, A wie oben. Die natiirliche Abbildung

U: Hompg(N,Homy (M, A)) — Balg(M,N; A) ¢ — f,
mit fg: M x N —= A, (m,n)— (¢(n)(m))

ist ein Z-linearer Isomorphismus.

Beweis. Wie 5.3. OJ

Satz 5.34. Seien M, N wie oben. Es gibt ein Paar (T, g) bestehend aus einer
abelschen Gruppe T und einer R-ausgewogenen Abbildung g: M x N — T mit
folgender Universaleigenschaft:

»Zu jeder abelschen Gruppe A und jeder R-ausgewogenen Abbildung f: M x
N — A existiert ein eindeutig bestimmter Gruppenhomomorphismus h: T — A,
so dass f = ho g gilt

Beweis. Sei

C=H{ Z A (M, 1) | € Z, fast alle gleich 0} = Z(M*N)

(m,n)eMxN
Wir betrachten die Untergruppe D von C', der durch alle Elemente der Form
(m,rn) — (mr,n), (m+m',n)—(m,n)—(m',n), (mn+n)—(mn)—(m,n’)

fir m,m’ € M,n,n" € N,r,s € R erzeugt wird und setzen T = C/D. Dann
weiter wie in 5.4. O

Satz 5.35. Ist R kommutativ, so gilt T = M @g N (wobei wir den Rechtsmodul
M durch r - m = mr als Linksmodul betrachten).

Beweis. Die Abbildung M x N — M ®r N, (m,n) — m ® n ist R-bilinear und
damit auch R-ausgewogen, also existiert eine eindeutige Abbildung T — M ®r N
nach der Universaleigenschaft von 7. Da R kommutativ ist, ist mit g auch die
Abbildung

gs: M X N —T, (m,n) — g(m,sn)
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fiir alle s € R ausgewogen: Es gilt fiir r € R
gs(mr,n) = g(mr,sn) = g(m,rsn) = g(m, srn) = gs(m,rn).

Aus der universellen Eigenschaft folgt die Existenz eines eindeutigen Gruppenho-
momorphismus gs: M x N — M x N mit gs(g(m,n)) = g(m,sn). Sei s,s" € R.
Aus der Eindeutigkeit folgt, dass gs1s = gs + gy gilt. Ferner gilt

9s(gs (9(m, n))) = gs(g(m, s'n)) = g(m, ss'm) = Gssr(9(m, n)),
also auch g, o gy = gss; auerdem gilt §; = id. Somit ist
R — Endyz(T), S+ Js
ein Ringhomomorphismus und 7" wird durch
RxT —T, (s,t) — gs(t)
zu einem R-Modul. Wegen

g(ms,n) = g(m, sn) = gs(g(m,n))

ist g beztglich dieser R-Modulstruktur R-bilinear. Also existiert eine eindeutige
Abbildung M ®r N — T nach der Universaleigenschaft von M ®zN. Man rechnet
nun nach, dass die beiden konstruierten Abbildungen invers zueinander sind. [J

Definition 5.36. Wie im kommutativen Fall nennen wir die abelsche Gruppe
T = M®&gN Tensorprodukt von M und N. Die Elemente in 7" der Form g(m,n) =
m ® n heilen Elementartensoren.

Korollar 5.37 (Adjungiertheit von ® und Hom). Sei R ein Ring, M ein R-
Rechtsmodul, N ein R-Linksmodul und P eine abelsche Gruppe. Dann ist

Hompg(N, Homy (M, P)) — Homy(M ®g N, P), o= (n@m— (p(n))(m))
ein Isomorphismus abelscher Gruppen.

Bemerkung. Anders als im kommutativen Fall gibt es fiir Ringe R, die nicht
kommutativ sind, keine sinnvolle Definition fiir &uflere und symmetrische Poten-
zen.

5.5 Verallgemeinerte Skalarerweiterungen (*)
Ziel:

Verallgemeinerung der Skalarerweiterung aus Definition 5.11.

Seien R und S Ringe (mit 1) und M ein S-R-Bimodul.
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Lemma 5.38. Ist N ein R-Linksmodul, so wird M @ g N zu einem S-Linksmodul
durch
s(m®n)=(sm)®n

firse S, me M undn € N.
Beweis. Die Abbildungen
gs: M x N— M ®pg N, (m,n) — (sm) ®@n

sind R-ausgewogen und induzieren deshalb Abbildungen g; € Endz(M ®@g N).
Es gilt fir s,t € S

Gsrt(m@n) = (s+t)m@n=sm@n+tmen = (g + §:)(m @ n)
gst(im®@n) = stm@n = gs(tm ®@n) = (gs 0 §;)(m @ n)
giim®@n) =m®n =idygy(m @ n)

Also ist M ®r N mit der S-Operation
S X M®gN, (s,z) — gs(z)
ein S-Linksmodul. m

Satz 5.39 (Adjunktionseigenschaft). Fiir alle R-Linksmoduln N und S-Links-
moduln P ist

v: Homg(M ®r N, P) — Homg(N, Homg(M, P)), O (n— o(-®@n))
ein Isomorphismus abelscher Gruppen.

Beweis. Wohldefiniertheit: Sei ¢ € Homg(M ®g N, P). Man rechnet leicht nach,
dass fiir jedes n € N die Abbildung

¢Gn: M — P, mi— ¢(m@n)
S-linear ist. Homg (M, P) wird durch
R x Homg(M, P) — Homg(M, P), (r,a) = (m — a(mr))

zu einem R-Linksmodul (siche die Bemerkung vor Lemma 1.7). Nun rechnet man
nach, dass
N — Homg(M, P), n— ép

R-linear ist.
Konstruktion der Inversen: Sei ¢» € Hompg(N, Homg(M, P)). Dann ist

O: M x N — P, (m,n) — 1(n)(m)
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R-ausgewogen: Sei r € R, m € M, n € N. Dann gilt
(¢ (n))(mr) = (r¢(n))(m) = (d(rn))(m).
Also induziert ® eine Z-lineare Abbildung ¢: M @z N — P. Wegen
¢(sm @n) = &(sm,n) = ((n))(sm) = s(¥(n)(m)) = sp(n @ m)

ist ¢ auch S-linear. Die so konstruierte Zuordnung definiert eine Z-lineare Abbil-
dung

§: Homp(N, Homg(M, N)) — Homg(M @5 N, P), 1 — ¢.

Es gilt
(v(#)(n))(m) = ¢(n ®@m) = ¢(n)(m),
also y(¢) = ¢ und damit v o § = id. Andersherum gilt
(0 07)(9)(n ®m) = ¢(n @ m),
also auch ¢ oy =id. [
Beispiele.

1. Ist R kommutativ, so ist jeder R-Linksmodul M auf natiirliche Weise ein
R-R-Bimodul und wir erhalten 5.6 als Spezialfall von 5.39.

2. Ist ¢: R — S ein Ringhomomorphismus, so ist S mit Sx R — S,  (s,r) —
s¢(r) ein S-R-Bimodul. Fir jeden R-Linksmodul N ist Ng = S @ N die
Skalarerweiterung und jeder S-Linksmodul P ist auch ein R-Linksmodul
durch r - p = ¢(r)p fir r € R, p €. Die Abbildung

Homg(S, P) — P, a— al)
ist ein Isomorphismus von R-Linksmoduln (vgl. 1.7). Nach 5.39 gilt
Homg(Ns, P) = Hompg(N, P)
(Adjunktionseigenschaft der Skalarerweiterung).

3. Jeder R-Rechtsmodul M ist ein Z- R-Bimodul. Ist N ein R-Linksmodul und
P eine abelsche Gruppe, so erhalten wir

Homgz (M ®g N, P) = Hompg(N, Homgz(M, P)),

also 5.6.
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Lemma 5.40 (Funktorialitit). Zu jedem Homomorphismus von S-R-Bimoduln
f: M — M’ und jedem Homomorphismus g: N — N’ von R-Linksmoduln gibt
es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus

g f: M®@pr N - M @z N
von S-Linksmoduln mit
9® f(m@n)=g(m)® f(n)
fiir allem € M, n € N.
Beweis. Wie 5.13. O
Bemerkung. Insbesondere erhalten wir einen Gruppenhomomorphismus
Hompg(N, N') — Homg(M ®@r N, M @r N'), g idy ®g.

Lemma 5.41. Sei f: N — N’ eine injektive R-lineare Abbildung. Ist M frei als
R-Rechtsmodul, so ist idy; ® f injektiv.

Beweis. Wie 5.16. OJ

5.6 Morita-Aquivalenz fiir Matrixringe (*)

Sei R ein Ring (mit 1), S = M, ,(R) der Ring der n xn-Matrizen mit Eintrdgen in
R,V der S-R-Bimodul M,, ;1 (R) (Spaltenvektoren), mit der R-Rechtsmultiplikation
(v;))r = (vir), W der R-S-Bimodul M, ;(R) (Zeilenvektoren), mit der R-Links-
multiplikation 7(v;) = (rv;). Wir schreiben e; € V fir den Spaltenvektor

0
e; = | 1| 1-te Zeile
0
und el € W fir den entsprechenden Zeilenvektor.

Satz 5.42. Sei X ein R-Linksmodul und Y ein S-Linkssmodul. Dann gilt

psy: VOrW ®sY S, vR@w®y— (vw)y  (als S-Linksmoduln)
frx: WesVeorX S X, wRvr— (wv)r (als R-Linksmoduln)

Ferner gilt

idy @ prx = iswepx: VOrRW sV @ X —V ®g X,
idw @ sy = prvesy: WQRsV@rW ®sY = W ®gY.
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Beweis. FirveV,weW,ae R, Ae S, xe€ X, yeY gilt

(va)w)y = (v(aw))y, (wA)v)z = (w(Av))z,
(Av)w)y = (A(vw))y, ((aw)v)z) = (a(wv)),
(vw)(Ay) = ((vw) Ay, (wo)(ax) = ((wv)a)z

nach der Assoziativitdt der Matrixmultiplikation. Nach der Universaleigenschaft
des Tensorprodukts sind die angegebenen Abbildungen also wohldefiniert und
linear.
Setze .
Sly) =D ei®e;®y.
i=1
Dann ist ¢: Y =V @r W ®gY die Inverse von pgy:

Usy © P(y) = Z(eieﬁ)y =Ly =y.
i=1

3

popusy(vRwRY) =3 € ®e;® (vw)y

@
Il
—

e; @ elvw ® y

I
N

@
Il
—

I
NE

eie§v®w®y
i=1

-
Il

= (Env) @uwey
=U1QuW®UyY.
Setze
P(z) = (el @ ey @ ).
Dann gilt

prxoY(z) =elerr =x
Youpx(w@v®z)=¢ ®e @ (wv)z
:e§®elwv®x
zetlelw®v®ac
—wWRUVRKT

Also ist v die Inverse von pupg.
Nun gilt fir v,v' e V,w e W, z € X:

dy @ urx(v@uw v @2) =@ (w')z = (vw)v' @z
= psverx (V@ w @V ® x)m

also idy ® pr x = pswe,x. Die andere Gleichung beweist man analog. O]
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Satz 5.43.
(i) Fiir alle R-Linksmoduln X, X' ist
Hompz (X, X') = Homg(V @ X,V ®r X'), fr=idy @ f
ein Isomorphismus mit Inverser g — i x» © idy ® g o Nz_:z,lx
(ii) Fir alle S-Linksmoduln Y, Y ist
Homg(Y,Y") = Homg(W ®¢ Y, W ®sY), g— idy ®g
ein Isomorphismus mit Inverser f +— pgy oidy ® go ME,IY

Beweis.
Zu (i): Es gilt fir f € Homg(X, X'), 2 € X

(MR,X’ o) 1dW & ldV & f o /J“}_%,IX)(I) = UR X’ © ldW & ldV & f(61 ® 63 ® ZL’)
= prx(e1® €} @ f(2)) = erel f(z) = f(2).
Fir g € Homg(V ®@r X,V ®@r X') gilt

idv & (/J/R,X’ o ldW X go :ul_%,lX) = ldV & MR,X’ o ldV X ldW X go ldV X :u]_{,lX

= Usveyx oldy @idy ® go NE}/@RX

Nun gilt firv eV, z € X:
(Usvepx oidy @idw ® g o HE,%/@)RX)(U ® x)

= (usyepx oidw @ g)(D_ei @ e; @ v @ x)
=1

= (MS,V®RX’)(Z e ®e®gver))
i1

—Y ey @) = glv @)

i=1
Zu (ii): Ahnlich. O
Zusammengefassend kann man 5.42 und 5.43 wie folgt ausdriicken:

Theorem 5.44 (Morita-Aquivalenz). Durch X — V ®g X und Y — W ®g
Y sind zueinander quasi-inverse Aquivalenzen zwischen der Kategorie der R-
Linksmoduln und der Kategorie der S-Linksmoduln gegeben.

Insbesondere lassen sich alle Klassifikationresultate fiir R-Linksmoduln auf S-
Linksmoduln tibertragen.
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Korollar 5.45. Sei X ein R-Linksmodul. Die Abbildung

{R-Untermoduln X' C X} — {S-Untermoduln Y C V ®r X}
X' — V ®r X’

ist eine inklusionserhaltende Bijektion.

Beweis. Sei X” ¢ X' € X und ¢: X’ — X die Inklusionsabbildung. Da V als
R-Rechtsmodul frei ist, ist nach 5.41 idy ® ¢ injektiv. Wir konnen also V @z X"
als Untermodul von V' ® X’ ansehen. Wahlen wir X’ = X, so folgt, dass V @z X"
ein Untermodul von V ®g X ist. Die angegebene Abbildung ist also wohldefiniert
und inklusionserhaltend fiir alle R-Linksmoduln X.

SeinmmY CVepX, 7Y > VRgXund z € WR®g Y mit idy @ 7(z) = 0.
Wegen 7 = g ve,x oidy ®idy ®Tou§’§/ ist idy ® idy ® 7 injektiv, alsov® 2z = 0
fir alle v € V. Damit gilt

= prwesy (D € ®e®z) = 0.
=1

Also ist
Hsvepx cldy @ 7: W ®gY — X
injektiv und wir konnen W®gY als Untermodul von X betrachten. Die Abbildung

{S-Untermoduln Y' C V ®x X} = {R-Untermoduln X' C X}
Y—»WRsY

ist dann die Inverse der obigen Abbildung. O

Korollar 5.46. Sei R = K ein Koérper und S = M, ,(K). Dann ist jeder endlich

erzeugte S-Linksmodul Y isomorph zu dem S-Linksmodul V" fiir ein eindeutiges
r € Ny. Insbesondere ist Y halbeinfach.

Beweis. Esgilt Y 2 V@ W®gY. Sei (yi, . ..,ys) ein S-Erzeugendensystem von
Y. Dann ist (! ® y;)ien jes €in Erzeugendensystem des K-Vektorraums W ®g Y
Die Elementartensoren (w ® y)wewxy erzeugen W ®g Y als abelsche Gruppe.
Also reicht es, w ® y als Linearkombination darzustellen. Es gilt y = > A;y; mit
A; € S und wA; = riel mit r;; € K. Damit folgt

wRy=Y wA; ey = ZZTU e; @ y;)
7=1 =1 j5=1
wie gewiinscht. Sei r < oo die Dimension von W ®g Y als K-Vektorraum. Dann
gibt es einen K-linearen Isomorphismus ¢: K" — W ®¢ Y und somit einen S-
linearen Isomorphismus

VT%V@KK*MVMW@SY"S—%Y
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Wegen der Eindeutigkeit der Dimension eines K-Vektorraums ist r eindeutig
bestimmt. Da K nur die trivialen Untervektorrdume 0 und K besitzt, hat V' =
V ®k K nur die trivialen S-Unterlinksmoduln 0 und V', d. h. V ist ein einfacher
S-Linksmodul. Damit ist Y eine endliche direkte Summe einfacher Moduln, also
ein halbeinfacher Modul. O]

Korollar 5.47. Die Linksideale von S = M,, ,(K) sind gegeben durch V ® L,
wobei L C W die Untervektorraume von W durchlauft. Das Linksideal I C S ist
genau dann ein maximales Ideal, wenn dimg W ®g [ =n — 1.

Beweis. Mittels

V @r W20 V@ W Rs S 125 S

kénnen wir die S-Unterlinksmoduln von V ®x W mit den Linksidealen von S
identifizieren. Die S-Unterlinksmoduln von V ®x W haben aber die gegebene
Form.

Das Linksideal I C S ist genau dann ein maximales Ideal, wenn es die Form
V ®k L mit einem maximalen Untervektorraum L C W mit L # W hat, d.h.
wenn dimg L =n — 1 gilt. Nun gilt W sV ® L = L. m



