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0 Einfiihrung

0.1 Organisatorisches

e Vorlesung: Di 09:00-11:00 (d.h. Anfang 9:15, Ende 10:45) L1, Do 14:00-
16:00 L1

e Zentraliibung: Mi 16:00-18:00 L2 bei Maarten van Pruijssen: Hier konnen
Sie Fragen stellen und Beispiele sehen.

e Ubungsgruppen: Do, Fr: Hier werden die Ubungsaufgaben besprochen. Ein-
schreiben tiber PAUL bis 24:00 (Préferenzvergabe). Danach ab Mi ab 20:00:
Vergabe der Restplitze. Die Ubungen diese Woche finden statt.

e Studienbegleitseiten: Unbedingt Anmelden bei moodle
https://moodle.math.uni-paderborn.de.

Kurspasswort GAUSS. Dort stehen die Ubungsaufgaben, wichtige Infos,
Diskussionsforen.

e Sprechstunde: Di 13:00-14:00 D3 221

e Ubungsblitter: erscheinen wochentlich am Dienstag, 4 Aufgaben & 6P + 1
Zusatzaufgabe (6 Bonuspunkte). Abgabe am darauffolgenden Dienstag bis
9:00 Uhr in den vorgesehenen Zettelkdsten. Abgabe mit Partner aus der
selben Ubungsgruppe, handschriftlich. NICHT ABSCHREIBEN!

e Klausurzulassung: 50 Prozent der regulidren Punkte 4+ Vorrechnen in Ubung.

e Klausur: Voraussichtlich Do 19.02.15, 10-12 (2 Stunden), Genaueres wird
noch bekanntgegeben.

e Skript: wird es nicht geben! (Larmpegel, Von-Hand-ins-Hirn-Prinzip) Un-
tereinander austauschen, falls was nicht mitbekommen.

Literatur:

o M. Artin, Algebra
e S. Bosch, Lineare Algebra
e G. Fischer, Lineare Algebra

e F. Lorenz, Lineare Algebra I
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0.2 Uberblick

Lineare Algebra:

Die lineare Algebra ist ein Teilgebiet der Mathematik, dass sich mit Vektorraumen
und linearen Abbildungen zwischen diesen beschéftigt. Dies schliefit insbesondere
auch die Betrachtung von linearen Gleichungssystemen mit ein.

Beispiele (aus der Schule).
Fir Vektorraume:

[ J
R (die reellen Zahlen),
[ ]
R2=1{ (") r,y e Ry,
(5] e
[ J
x
Rg - y : x7 y7 z E ]R Y
z
[ J

Fir lineare Abbildungen:

_ x 1 2 r\ _ [x+2
reom (o) (3 6)- (0

g: R?2 5 R, (“;) — (3 4)(5) = 37 + 4y,

Fiir ein lineares Gleichungssystem:

3r+4y =5
20 + 5y =3

fiir Unbestimmte x,y. Andere Schreibweise:

2 3)()-CG)

Dies ist eine Gleichung fiir Elemente aus R2.
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Rechenoperationen auf Vektorraumen:
Beispiel: R?. Seien a, b, c,d, o € R.

e a c\ f(a+c
Addition: (b) + (d) = (b—{— d) ,
Skalarmultiplikation: Q- (Z) = (aa) )

Analog fiir R".
Rechengesetze:
(V1) (Assoziativitat) (z +y) + 2z = x + (y + z) fur beliebige z,y, z € R"

(V2) (neutrales Element) Es gibt ein (eindeutiges) Element o € R” so dass o+z =
x fiur alle x € R™.

(V3) (Kommutativitit) z + y = y + « fiir alle z,y € R"

(V4) (Vertrdglichkeit der Multiplikation) a - (8- z) = (a- §) -x fir bel. a, 5 €
€Rn R

R,z € R”
(V5) (erstes Distributivgesetz) (a + ) -z =a-2+ 8-z, o, €R, z € R"
(V6) (zweites Distributivgesetz) - (x +y) =a- -z +a -y, « € R, 2,y € R”
(V7) (Wirkung der 0 € R) 0z = o fiir x € R"

(V8) (Wirkung der 1 € R) 1.2 =z, x € R™
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Inhalt der Vorlesung:

1. Mathematische Grundlagen: Aussagenlogik, Beweise, Mengentheorie.
2. Gruppen, Ringe, Korper: Definitionen, der Korper der komplexen Zahlen.

3. Vektorrdume und lineare Abbildungen: Definition, Existenz von Basen, Di-
mension.

4. Matrizen: Definition, Matrizenprodukt, Darstellungsmatrix.
5. Lineare Gleichungssysteme: Gauf-Elimination, Losungsverhalten.

6. Determinante und Eigenwerte: Zur Klassifikation von Endomorphismen,
Diagonalisierbarkeit, Trigonalisierbarkeit.

Bevor wir mit Vektorrdumen anfangen, miissen wir erst noch ein paar ma-
thematische und logische Grundlagen legen. Mathematiker bedienen sich gerne
der Sprache der Aussagenlogik. Wir werden mit einer Einfithrung dazu beginnen.
Auflerdem werden wir einige Beweisformen kennenlernen. Wichtig ist hier vor
allem das Prinzip der vollstandigen Induktion.

Beweisefiihren ist das mathematische Tageswerk. Das unterscheidet uns ganz
wesentlich von der Schulmathematik, wo das Rechnen, am besten durch Abar-
beiten eines vorgegebenen Algorithmus, im Vordergrund steht. Beweise zu fithren
lernt man meiner Meinung nach allerdings am besten, wenn man es selbst ver-
sucht oder vorhandene Beweise nachvollzieht. In meiner Vorlesung werden Sie
viele Beweise nachvollziehen diirfen und die Ubungsaufgaben sind dazu da, dass
Sie sich selbst daran versuchen.

Deshalb werden wir uns nicht lange damit authalten, abstrakt tiber Beweisfiih-
rung zu reden. Stattdessen wenden wir uns dem néchsten Grundlagenthema zu,
namlich Mengentheorie. Den Begriff der Menge als eine Ansammlung von Dingen
sollten Sie aus der Schule kennen. Auf diesem Begriff werden wir aufbauen und
ein paar Konstruktionen einfiihren, die mit Mengen moglich sind.

Eine Menge, die Ihnen sicher ein Begriff ist, ist die Menge der ganzen Zahlen.
Auf dieser Menge haben Sie aber noch zusétzliche Struktur, ndmlich eine Additi-
on und eine Multiplikation, die einer Reihe von Rechengesetzen unterliegen. Auch
auf den Mengen der rationalen Zahlen und den reellen Zahlen haben Sie diese
Operationen und die Rechengesetze gelten weiter. Es lohnt sich, diese Situation
zu abstrahieren und in neue Begriffe zu gieflen, indem wir die Rechengesetze axio-
matisch beschreiben. Macht man das nur fiir die Addition, kommt man auf den
Begrift der Gruppe, fithrt man zusétzlich eine Multiplikation ein, so erhalt man
den Begriff des Ringes. Der Vorteil von dieser abstrakten Betrachtungsweise ist,
dass es noch weit mehr Beispiele fiir Gruppen und Ringe gibt, als die, die ich hier
aufgezéahlt habe. Fiir all diese Beispiele kann man nun eine gemeinsame Theorie
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entwickeln. Wir folgen damit der axiomatisch-deduktive Herangehensweise der
modernen Mathematik: Ausgehend von einem System von Axiomen leiten wir
allgemeingiiltige GesetzméafBigkeiten ab.

Die Ringe der rationalen und reellen Zahlen haben dem Ring der ganzen
Zahlen aber eine wichtige Figenschaft voraus: In ihnen kann man durch alle
Elemente ungleich Null dividieren. Fiigt man diese Eigenschaft zu der Liste der
Ringaxiome hinzu, kommt man auf den Begriff des Korpers. Auch Koérper gibt
es sehr viel mehr als nur den Korper der rationalen oder der reellen Zahlen. Wir
werden in dieser Vorlesung sehen, dass es zum Beispiel fiir jede Primzahl p einen
Korper mit genau p Elementen gibt. Ein wichtiges Beispiel ist der Korper der
komplexen Zahlen, den wir erhalten, indem wir zu den reellen Zahlen formal eine
Losung der Gleichung 2? = —1 hinzufiigen.

Vektorrdume und lineare Abbildungen kénnen wir nun iiber einem beliebigen
fixierten Korper K einfiithren:

Definition 0.1. Ein K-Vektorraum ist eine Menge V mit einer Addition und
einer Skalarmultiplikation mit Elementen aus K, so dass (V1) — (V8) gelten.
Eine lineare Abbildung des K-Vektorraums V in einen K-Vektorraum W ist
eine Abbildung der zugrundeliegenden Mengen, die mit der Addition und der
Skalarmultiplikation auf V und W vertréaglich ist.

Wichtig ist, hier zu begreifen, dass V' hier nicht notwendig aus mit Zahlen ge-
filllten Spaltenvektoren bestehen muss. Die Elemente konnen alles Mogliche sein,
solange Sie eine geeignete Addition und Skalarmultiplikation darauf definieren
konnen. Zum Beispiel konnte V' aus reellwertigen Funktionen bestehen, etwa den
Losungsfunktionen einer Differentialgleichung.

Unser néchstes Ziel ist es, uns einen vollstandigen Uberblick iiber die Gesamt-
heit aller moglichen Typen von K-Vektorraumen zu verschaffen. Nun kann man
aus einem K-Vektorraum V' ganz einfach einen neuen Vektorraum V'’ machen,
indem man die Elemente von V' durch neue Symbole ersetzt und die Addition und
Skalarmultiplikation von V' entsprechend auf diese neuen Symbole iibertrégt. Die
Vektoraume V und V' unterscheiden sich dann zwar formal, aber nicht in ihren
mathematischen Eigenschaften. Wir sagen: V' und V’ sind isomorph (gleichge-
staltig). Solche Unterschiede interessieren uns nicht, das heifit, wir wollen die
Isomorphietypen von K-Vektorrdumen klassifizieren. Das zentrale Resultat ist
das folgende:

Theorem 0.2.

1. Jeder K-Vektorraum V hat eine Basis, d. h. ein minimales System von Ele-
menten, so dass sich alle Elemente von V mittels Addition und Skalarmul-
tiplikation aus diesem System gewinnen lésst.

2. Die Anzahl der Elemente (Kardinalitét) jeder Basis von V' ist immer gleich,
also nur von V' abhéngig. Sie wird Dimension von V' genannt.
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3. Zwei K-Vektorrdume sind genau dann isomorph, wenn sie dieselbe Dimen-
sion haben, d. h. der Isomorphietyp eines Vektorraums ist durch seine Di-
mension vollstandig festgelegt.

Die linearen Abbildungen von einem K-Vektorraum V' in einen K-Vektorraum
W lassen sich nun wie folgt vollstdndig beschreiben: Angenommen, V' hat die
Dimension n und W hat die Dimension m. Indem wir willkiirlich eine Basis
von V und eine Basis von W auswéhlen, konnen wir V' mit dem Raum der
Spaltenvektoren K™ und W mit K™ identifizieren. Damit reicht es, alle linearen
Abbildungen von K™ nach K™ anzugeben. Wir werden zeigen, dass sich jede
solche Abbildung durch eine m x n-Matrix, also einer Tabelle mit m Zeilen und
n Spalten mit Eintrdgen aus K, eindeutig beschreiben 1afit. Hier gilt es allerdings
zu beachten, dass die Matrix, die wir auf diese Weise einer linearen Abbildung
von V nach W zuordnen, ganz wesentlich von unserer Auswahl der Basen von V'
und W abhéangt.

Als néachstes wenden wir uns dem Studium von linearen Gleichungssystemen
zu. Ein lineares Gleichungsystem ist eine Gleichung A - x = b, wobei b € K™ ein
fest vorgegebener Spaltenvektor ist, A eine gegebene n x m-Matrix bezeichnet
und z flir einen zu bestimmenden Spaltenvektor in K™ steht. Mit anderen Wor-
ten: Wir suchen nach allen Vektoren z € K", die von der durch die Matrix A
(beziiglich der Standardbasis) dargestellten linearen Abbildung auf den Vektor b
abgebildet werden. Das wichtigste Verfahren zum Losen solcher Gleichungssyste-
me, die Gau-Elimination, haben Sie vielleicht schon in der Schule in der einen
oder anderen Form kennengelernt. Wir wollen hier mathematisch streng bewei-
sen, das dieses Verfahren tatsidchlich funktioniert. Auflerdem werden wir lineare
Gleichungssysteme nach ihrem Losungsverhalten klassifizieren.

Eine lineare Abbildung eines Vektorraumes V' in sich selbst nennt man linea-
ren Endomorphismus. Angenommen, V' hat die Dimension n. Durch die Wahl
einer Basis von V konnen wir einem fixierten Endomorphismus f: V' — V eine
n X n-Matrix A zuordnen. Wie oben erwéhnt, hédngt A dabei wesentlich von der
Wahl der Basis ab. Wie miissen wir die Basis wéhlen, damit A eine méglichst ein-
fache Gestalt hat? Um der Antwort dieser Frage ndher zu kommen, untersuchen
wir Kennzahlen, die wir A zuordnen kénnen, deren Wert aber nur vom Endomor-
phismus f und nicht von der Wahl der Basis abhéngen soll. Die wichtigsten solcher
,Invarianten” sind die Determinante und die Spur, sowie die Eigenwerte von f.
Alle diese Invarianten werden gemeinsam durch das charakteristische Polynom
kodiert. Mithilfe dieser Invarianten konnen wir ein Kriterium aufstellen, wann
f durch eine Diagonalmatrix oder eine obere Dreiecksmatrix dargestellt werden
kann. Diese Ergebnisse lassen sich noch weiter verfeinern: Tatsachlich kann man
die Matrix von f immer in eine besonders iibersichtliche Standardform bringen.
Um das zu zeigen, miissen wir aber schéarfere mathematische Werkzeuge ent-
wickeln. Wir verschieben deshalb die endgiiltige Antwort auf diese Fragestellung
auf das nachste Semester.



1 Mathematische Grundlagen

1.1 Awussagenlogik

Definition 1.1 (Aristoteles). Eine Aussage ist eine sprachliches Gebilde, von
dem es sinnvoll ist, zu fragen, ob es entweder wahr oder falsch ist.

Diese Definition hat ihre Tiicken!
Beispiele.

o Fiir jede natiirliche Zahl x gibt es eine natiirliche Zahl y mit z < y.”
(Wahre) Aussage

1+ 1= 5. (Falsche) Aussage

e FEs gibt unendlich viele Primzahlzwillinge, d.h. Paare von Primzahlen
(p,p + 2)” Aussage, aber unbekannt ob wahr oder falsch.

e 3+ 5. Keine Aussage

e r < y. Keine Aussage, da hier aus dem Kontext nicht ersichtlich ist, was
diese Zeichenkette bedeuten soll.

e Hier steht eine falsche Aussage.” Keine Aussage, die Frage nach wahr oder
falsch ist hier nicht sinnvoll.

o Jeder Wuwu hat ein Huhu” Es mag Menschen geben, fiir die ,Wuwu”
und ,,Huhu” wohldefinierte Entitdten sind, die eine Relation des ,,Habens”
zulassen. Fir mich jedoch ist dies keine Aussage.

Logische Verkniipfungen: Seien A und B Aussagen. Dann sind auch die fol-
genden Ausdriicke Aussagen:

—A A ist nicht wahr” (Negation),
AN B ,Sowohl A als auch B sind wahr” (Konjunktion),
AV B  Mindestens eine der Aussagen A, B ist wahr” (Disjunktion),
A = B ,Falls A wahr ist, so auch B” (Implikation/Konditional),
A& B A ist genau dann wahr, wenn B wahr ist” (Aquivalenz/Bikonditional).

Beispiel. Die Aussage A = B ist genau dann wahr, wenn entweder A falsch ist
oder sowohl A als auch B richtig sind. Insbesondere ist die Aussage 1+1 =3 =
1 =0 wahr.
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Operatorenrangfolge: — vor A vor V vor = vor <.
Besser: Klammern verwenden.

Quantoren: Wir benutzen Quantorensymbole hier nur als bequeme Abkiirzun-
gen, ohne uns ernsthaft mit ihrem préadikatenlogischen Hintergrund auseinander-
zusetzen.

vV firalle” z.B.: Vx € R: z+1 > x Fiir alle reellen Zahlen z gilt x+1 > z”,

3 es gibt”, z.B.: 9 € R: 2 > 0 ,Es gibt (mindestens) eine reelle Zahl x
grofer als 07,

J! ,es gibt genau eins”, z.B.: Alz € R: x + 1 = 0 ,,Es gibt genau eine reelle
Losung der Gleichung x +1 = 0"

1.2 Beweisformen

Definition 1.2. Ein Beweis ist ein Diskurs, der einen imaginédren Zweifler, ausge-
hend von als wahr vorausgesetzten Grundsétzen (Axiomen) und bereits als wahr
erkannten Aussagen (Theoremen) restlos von der Giiltigkeit der zu beweisenden
Aussage tiberzeugen soll.

Einige wichtige Beweisformen:

Modus Ponens (direkter Beweis). Aus der Wahrheit von A und A = B folgt die
Wabhrheit von B.

Modus Pollens (indirekter Beweis). Aus der Wahrheit von =B und —A = B,
folgt die Wahrheit von A.

Modus Barbara (Kettenschluss). Aus der Wahrheit von A = B und B = C folgt
die Wahrheit von A = C.

Reductio ad adsurdum (Widerspruchsbeweis). Aus der Wahrheit von =A = B A
- B folgt die Wahrheit von A.

Aufteilung der Aquivalenz. Aus der Wahrheit von A = B und B = A folgt die
Wahrheit von A & B.

Vollstindige Induktion. Fir jede nattirliche Zahl n = 1,2,... sei eine Aussage
A, gegeben. Angenommen

Induktionsanfang: A; ist wahr,

Induktionsschritt: fir alle n ist A, = A, wahr.

Dann folgt die Wahrheit von A,, fiir alle n.
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Beispiel. Sei A, die Aussage 1 +2+---+n = w Dann ist A;: 1 =

offensichtlich wahr. Angenommen, A,, gilt. Dann folgt

1(141)
2

n(n+1) (n+1)(n+2)

2 2 ’
also A, 1. Mit anderen Worten, A,, = A, ist wahr. Nach dem Prinzip der
vollstdndigen Induktion gilt also A,, fiir alle n.

1424+---+n+(n+1)= +(n+1)=

Beispiel. Behauptung: Seien n Zahlen a; < 1,...,a, < 1 gegeben, so dass
a;+---+a, >n. Dann gilt ¢y =--- =a, = 1.

Beweis (durch Induktion tiber n)

Induktionsanfang: Klar gilt (a; < 1) A (a1 > 1) = a3 = 1.

Induktionsschritt: Sei die Aussage fiir n bewiesen. Wir betrachten die Aussage
fir n 4+ 1. Wegen a,q < 1lgilt a;+---4+a, >n+1—a,y1 > n. Nach Induk-
tionsannahme gilt a; = ...a, = 1, also a1 >n+1—(a;+---+a,) =1 und
somit a1 =---=a; = 1.

1.3 Mengen

Definition 1.3 (Cantor). Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter,
wohlunterschiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem
Ganzen.

Diese naive Definition bringt Probleme mit sich, reicht aber fiir unsere Zwecke.
Es gibt einen strikten, axiomatischen Zugang zur Mengenlehre (ZFC-Axiomen-
system).

Schreibweise fiir Mengen

M ={a,b,c,...}

2.B. {1,2,3} = {1,3,2} = {3,2,1,1}

a € M: a ist Element von M

a & M: a ist nicht Element von M

andere Schreibweise M = {A | B} ist die Menge der Objekte der Form A,
die der Bedingung B geniigen, z.B. M = {z | * € R, = < 5} oder kiirzer
M={xeR|x <5}

N = {1,2,3,...} natiirliche Zahlen

No={0,1,2,...},

Z=A...,-2,1,0,1,2,...} ganze Zahlen

Q = {% | m € Z,n € N} rationale Zahlen

R reelle Zahlen.

Definition 1.4. Die leere Menge () ist die Menge, die kein Element enthélt.

Definition 1.5. Eine Menge N heifit Teilmenge der Menge M (N C M), wenn
M alle Elemente aus N enthélt.
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Beispiele.
e {1,2} CN
e die leere Menge () ist Teilmenge jeder Menge.

Bemerkung. Zwei Mengen M, N sind genau dann gleich, wenn M C N und
N C M. Das ist fiir Beweise sehr niitzlich.

Bemerkung. Anstelle von N C M wird oft auch N € M oder N & M ge-
schrieben. Diese drei Symbole sind vollkommen gleichwertig. Die Schreibweisen
N € M oder auch N & M oder auch N & M bedeuten: N ist Teilmenge von M
aber nicht gleich M.

Definition 1.6. Die Menge aller Teilmengen einer Menge M heifit Potenzmenge
von M und wird mit P(M) bezeichnet.

Beispiele.
o M = {07 1} g P<M) = {®7 {0}7 {1}7 {07 1}}

e Ist M eine endliche Menge mit n Elementen, so ist P(M) eine endliche
Menge mit 2" Elementen.

Endlich viele (nicht notwendig endliche) Mengen werden ftiblicherweise durch
Indizes durchnummeriert My, ..., M,. Allgemeiner:

Definition 1.7. Eine Familie von Mengen ist eine Vorschrift, die jedem Element
i einer Menge I eine Menge M, zuordnet. Schreibweise: (M;);c;. Die Menge I
wird auch Indexmenge genannt.

Definition 1.8. Seien K, L, (M;);c; Teilmengen einer Menge M. Dann bildet
man die folgenden Mengen

(i) UM;={m e M |esgibt eini e I mit m € M;} (Vereinigung)

iel

(i) N M;={m e M | m e M, fir alle i € I} (Durchschnitt)

iel
(ii) K\ L={me K |m ¢ L} (Komplement, auch K — L)
Beispiel. M =N
o {1,2,3} —{3,4,5} = {1,2},
o {1,2} —{1,2,3} = 0.
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Definition 1.9. (Produktmenge, kartesisches Produkt). Es seien M, ..., M,
Mengen. Die Produktmenge

My x---x M,
besteht aus allen n-Tupeln (my, ..., m,) mit m; € My, ..., m, € M,.
Beispiel.
e RxR=R?
e Rx (=10

Definition 1.9 dehnt sich auf Familien aus.

Definition 1.10. Sei (M;);cr eine Familie von Mengen. Wir schreiben (m;);er
fiir die Vorschrift, die jedem Element ¢ der Indexmenge I ein Element m,; der
Menge M; zuordnet. Die Produktmenge der Familie (M;);c; ist die Menge dieser
Vorschriften:

HMi = {(m;)ier | m; € M,;}.

el

Definition 1.11. Sei (M;);c; eine Familie von Teilmengen einer Menge M. Man
sagt, M ist die disjunkte Vereinigung der M; und schreibt

M = U]WZ oder M = |_|]\4z
iel icl

falls M = Uy M; und M; N M; = 0 fiir i # j. Ist (M;);er eine beliebige Familie
von Mengen, so kann man jedes M; als eine Teilmenge der Menge

M = {(m,i) [iel,me M}

ansehen, indem man m € M; mit dem Paar (m,i) identifiziert. Auch hier sagt
man, M ist die disjunkte Vereinigung der M;.

1.4 Aquivalenzrelationen

Definition 1.12. Eine (bindre) Relation R auf einer Menge M ist eine Teilmenge
RCMx M.

Sprechweise: x,y € M stehen in Relation R, wenn (z,y) € R.

Schreibweise x ~g y.

Beispiele.

1. M=R, R={(z,y) e RxR |z <y}
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2. M=7Z, R={(m,n) € ZxZ|m—n ist gerade}

3. M = die Menge der Schiiler einer Schule
R={(x,y) € M x M | x und y gehen in die gleiche Klasse}

Definition 1.13. Sei M eine Menge und R eine Relation auf M. R heifit Aqui-
valenzrelation wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind

(A1) Reflexivitét: z ~g z fiir alle z € M

(A2) Symmetrie: x ~py =y ~p

(A3) Transitivitit: (z ~p y und y ~g 2) = 7 ~p 2.
Beispiele.

e die Relation in Beispiel 1 ist nicht reflexiv, nicht symmetrisch, aber transi-
tiv,

e die Relationen in Beispiel 2 und Beispiel 3 sind Aquivalenzrelationen.

Bemerkung. Auf jeder Menge existiert die (nutzlose) Aquivalenzrelationen “=",
dh. R={(z,y) e M x M | z = y}.

Typischerweise existieren auf einer Menge verschiedene Aquivalenzrelationen.
So kann man z.B. auf einer Menge von Bauklotzchen die Aquivalenzrelationen

bR ENA4

“gleiche Farbe”, “gleiche Grofie” oder “gleiche Form” einfiihren.

Definition 1.14. Sei M eine nichtleere Menge und R eine Aquivalenzrelation
auf M. Eine nichtleere Teilmenge A C M heiBt Aquivalenzklasse, wenn sie den
folgenden Bedingungen gentigt:

(i) Va,be A:a~pb
(ii)) Ya,be M: (a € A)AN(a~rb) = b€ A.

Lemma 1.15. Ist R eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M, so gehort jedes
Element x € M zu genau einer Aquivalenzklasse.

Beweis. Wir zerlegen die Behauptung in zwei zu beweisende Teilaussagen:
Existenz: Es gibt eine Aquivalenzklasse, die  enthilt.

Eindeutigkeit: (r € Aundx € A') = A= A"
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(Das ist das Standardverfahren, um eine Aussage zu beweisen, die ein ,es gibt
genau ein” enthélt.)

Beweis der Existenz: Definiere
A:={aeM|x~pga}.

Wegen = ~pg  (siche Al) gilt x € A, also A # (). Es verbleibt, die Bedingungen
(i) und (ii) aus Definition 1.14 zu verifizieren.

(i) Seien a,b € A. Dann gilt x ~p a und x ~g b. Aus (A2) folgt a ~p x und
(A3) liefert a ~g b.

(ii) Sei a € Aund a ~g b. Zu zeigen: b € A. Nach Definition gilt x ~x a. (A3)
liefert © ~g b, also b € A.

Beweis der Findeutigkeit: Wir zeigen A C A’. Der Nachweis von A’ C A ist aus
Symmetriegriinden derselbe, und wir haben die Implikation

(AcAHYNA' CA)=>A=A.

Sei nun a € A. Dann gilt wegen © € A a ~r x. Wegen x € A’ folgt a € A, also
ACA. O

Bemerkung. Insbesondere gilt fiir zwei Aquivalenzklassen A, A’ dass entweder
A=A"oder ANA =0.

Mit anderen Worten: M zerfallt in die disjunkte Vereinigung der Restklassen
bzgl. R.

Definition 1.16. Die Menge der Aquivalenzklassen einer Menge M bzgl. einer
Aquivalenzrelation R wird mit M/R bezeichnet.

Beispiele.
e In Beispiel 2 nach Definition 1.12 gibt es zwei Aquivalenzklassen

Agrnte = {. .., —4,-2,0,2,4,... }

gerade

und

Aungerade = { ey _37 _1, 1,3, e }

e in Beispiel 3 nach Definition 1.12 ist die Menge der Aquivalenzklassen die
Menge der Schulklassen der Schule.

Hintergrund: Der Ubergang zu Aquivalenzklassen soll (fiir ein jeweils gegebenes
Problem) nicht relevante Information abstreifen. So ist fur die Erstellung eines
Stundenplans nur die Menge der Schulklassen relevant, nicht die (grofiere) Menge
der Schiiler.
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Beispiel. Sei n € N. Wir betrachten die Relation auf Z: a ~ b <= n|(a — b).
Dies ist eine Aquivalenzrelation denn

(A1) a —a =0, n|0, also a ~ a.

(A2) a ~ b= n|(a—b) = n|(b—a) = b~ a.

(A3) (a ~bund b ~ ¢) = n|(a — b) und n|(b —¢) = n|((a —b) + (b—c)) =
(a—c)=a~c

Es gibt genau n verschiedene Aquivalenzklassen, die mit

0={kn|keZ},
I={kn+1|keZ},

n—'.lz{kn+(n—1)|k€Z}

bezeichnet werden. Die Menge der Aquivalenzklassen heiit die Menge der Rest-
klassen modulo n und wird mit

Z/nZ ={0,...,n—1}
bezeichnet. Man schreibt: a = b mod n, wenn a und b in der gleichen Restklasse

liegen.

1.5 Abbildungen

Definition 1.17. Eine Abbildung f: M — N einer Menge M in eine Menge
N ist eine Vorschrift, die jedem Element m € M genau ein Element f(m) € N
zuordnet.

Beispiele.

o (:Z 7, x+— 2

e Ist M C N eine Teilmenge, so gibt es die kanonische Inklusionsabbildung
i: M — N,

m (aufgefait als Element von M) +—— m (aufgefafit als Element von N).

2B.{0,1,2} = {0,1,2,3}. Ist M = N, so ist dies die sogenannte Identi-
tatsabbildung id: M — M, m +— m.

e Fiir jede Menge M gibt es genau eine Abbildung ) — M, die leere Abbil-
dung, die den nicht vorhandenen Elementen nichts zuordnet. Sie ist auch
gleichzeitig die kanonische Inklusionsabbildung.
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Definition 1.18. Zwei Abbildungen f,g: M — N heiflen gleich, wenn f(m) =
g(m) fur alle m € M gilt.

Beispiel. Die Abbildungen f,g: R — R
f(z) =2*+2x + 1, g(x) = (x + 1)? sind gleich.

Definition 1.19. Sei f: M — N eine Mengenabbildung

(i) fur n € N heiBt die Teilmenge von M
f7Hn) ={m € M| f(m) =n}
die Urbildmenge von n. Die Menge
f(M) ={f(m) e N|[me M}

der n € N mit f~'(n) # () heifit das Bild von f. Andere Schreibweisen:
Bild(f) oder
im(f).

(ii) f heiBt injektiv, wenn gilt f(m) = f(m') = m = m’ (dquivalent: fir jedes
n € N enthilt f~'(n) hochstens ein Element).

(iii) f heiBit surjektiv, wenn zu jedem n € N ein m € M mit f(m) = n existiert
(aquivalent: f~1(n) # 0 fiir alle n € N).

(iv) f heiBt bijektiv falls es surjektiv und injektiv ist. (Aquivalent: f~1(n) enthalt
fir jedes n € N genau ein Element).

Ist f: M — N bijektiv, so definiert man die Umkehrabbildung f~': N — M
durch die Regel:

f~Y(n) = DAS Element der Menge f~'(n).

(Diese Bezeichnungsdoppelung bringt in der Praxis typischerweise keine Probleme
mit sich.)

Bemerkung. Sei f : M — N eine Mengenabbildung. Die Eigenschaften injektiv,
surjektiv und bijektiv signalisiert man durch Modifikation des Pfeils:
f: M < N (injektiv), f: M — N (surjektiv), f : M = N (bijektiv)

Definition 1.20. Sei M eine Menge und R eine Aquivalenzrelation. Dann ist
die kanonische Projektion

p: M — M/R

definiert durch:
m € M geht auf die eindeutig bestimmte Klasse A € M/R mit m € A.
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Bemerkung. Es gilt p~1(A) = A. Da Aquivalenzklassen per definitionem nicht-
leer sind, ist die kanonische Projektion eine surjektive Mengenabbildung.

Beispiel. Die Klasse 12B bestehe aus den Schiilern {Albert, Berta, ...}. Fir den
Mathematiker IST die Klasse 12B eine Menge, namlich 12B = {Albert, Berta, ...}.
Die kanonische Projektion

p: M — M/R
Menge der Schiiler Menge der Schulklassen
der Schule der Schule

ordnet jedem Schiiler seine Klasse zu.

p~1(12B) = die Menge der Schiiler der Klasse 12B
= {Albert, Berta, ...}
= 12B.

Definition 1.21. Sei M eine endliche Menge. Die Anzahl der Elemente von M
bezeichnet man mit #M oder auch mit card (M).

Beispiel.
#0=0
#{2,7,9} =3

Lemma 1.22. Sei f: M — N eine Abbildung endlicher Mengen
(i) Ist f injektiv, so gilt #M < #N

(ii) ist f surjektiv, so gilt #M > #N

(iii) ist f bijektiv, so gilt #M = #N

Beweis. einfach. (dhnlich wie unten) O

Lemma 1.23. Sei f: M — M eine Selbstabbildung einer endlichen Menge M .
Dann sind die folgenden Aussagen (paarweise) dquivalent
(i) f ist injektiv
(ii) f ist surjektiv
(iii) f ist bijektiv.
Beweis. Nach der Aufteilung der Aquivalenz und Kettenschluss reicht es, (i) =
(13i), (#1) = (uii), (4i7) = (i) und (éi7) = (it) zu zeigen.
(i) = (iii) Sei f injektiv. Dann gilt fiir jedes m € M: #f~'(m) < 1.
Nun zerféllt M in die disjunkte Vereinigung der Urbildmengen: M = |J f~!(m).
meM
Daher gilt
#M = > #f7(m) < > 1=#M.

meM meM
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Daher gilt in der Mitte Gleichheit, also # f~(m) = 1 fiir alle m € M, d.h. f ist
bijektiv.

(ii) = (iii) analog, hier haben wir #f~!(m) > 1 fiir alle m.

(ili) = (i) und (iii) = (ii) sind trivial. O

Die Gesamtheit aller Abbildungen einer Menge M in einer Menge N ist wieder
eine Menge und wird mit Abb(M, N) bezeichnet.

Definition 1.24. Seien M, N, K Mengen und f: M — N, g: N — K Abbil-
dungen. Die Abbildung go f: M — K, m+ g(f(m)) heifit die Komposition von
f und g. Die Komposition kann man als Mengenabbildung auffassen

o . Abb(N,K) x Abb(M,N) —s Abb(M, K)
(9, f) — gof

Die Menge der Abbildungen Abb(M,N) wird auch mit N bezeichnet. Der
Grund dafiir ist

Lemma 1.25. Seien I und M Mengen und sei (M;);c; die Familie von (immer
gleichen) Mengen M; = M indiziert tiber i € I. Dann existiert eine natiirliche
Bijektion
o: M =S [[M.
il

Beweis. Die rechte Seite ist die Menge aller Tupel (m;);er, m; € M; = M. Die
linke Seite ist die Menge der Abbildung f: I — M. Eine solche Abbildung ist
dadurch gegeben, dass man jedem i € [ ein m; = f(i) € M zuordnet. Wir
definieren ¢ durch die Zuordnung

feM — (f(i))ier € [T M.

iel

Da die Abbildung f durch den Wert f(i) € M, i € I gegeben ist, ist ® injektiv.
Ist umgekehrt (m;);e; € 1 M; gegeben, so ist die Abbildung
i€l

fil—M i—meM
ein Urbild unter ®. Daher ist ® auch surjektiv. O]

Bemerkung. Das Adjektiv natirlich/kanonisch steht hier dafiir, dass man die
Abbildung ® angeben kann, ohne die spezielle Gestalt der Elemente von I und M
zu kennen. Die Abbildung ® ergibt sich aus der Konstruktion der Objekte M’ und
[T M; heraus. Tatsachlich steht hinter dieser etwas laxen Definition ein préziser
icl

Begriff der Kategorientheorie, auf die wir hier aber nicht eingehen werden.



20 Malte Witte: Lineare Algebra I, WS 2014/15

2 Gruppen, Ringe, Korper

2.1 Gruppen

Definition 2.1. Eine (bindre) Verknipfung auf einer Menge M ist eine Abbil-
dung
x: M x M — M, (m,n) — mxn.

Definition 2.2. Eine Gruppe (G, *,¢) ist eine Menge G mit einer Verkntipfung
x und einem ausgezeichneten Element e € GG, sodass

(Gl) g« (h*x k)= (g*h) =k fiur alle g, h, k € G (Assoziativitit)
(G2) e*x g = g fir alle g € G (Existenz eines linksneutralen Elements)
(G3) fir alle g € G existiert ein h € G mit hx g = e (Ex. eines Linksinversen)

Eine Gruppe heifit kommutativ (oder abelsch), wenn zusatzlich gilt:
(G4) g« h = hx g fur alle g, h € G.

Beispiele. 1. (Z,+,0) ist eine abelsche Gruppe

2. (Q,+,0), (R, +,0) sind abelsche Gruppen

3. (Q\ {0},+,1) ist eine abelsche Gruppe

4. Sei Rug = {x € R|;2 > 0}. Dann ist (R.q, -, 1) eine abelsche Gruppe
Beispiel. Sei n € N. Wir definieren wie folgt eine Verkniipfung

+: Z/nZL X Z/nZ — Z/nZ :
Seien A, B € Z/nZ. Wahle Reprasentanten a € A, b € B und setze
A+B=ua+b,

d. h. die Restklasse, zu der a + b gehort.

Wir miissen zeigen, dass diese Abbildung wohldefiniert ist, d. h. nicht von der
speziellen Wahl der Reprasentanten a € A und b € B abhéngt: Seien a’ € A,
b € B weitere Repriasentanten. Dann gilt

nla—d, n|b—"V, also auch n | (a +b) — (a' + V).

Mit anderen Worten, a’ + 0 = a + b.
Es gilt: (Z/nZ,+,0) ist eine abelsche Gruppe. Den Beweis fithren wir spéater.

Definition 2.3. Sei n € N eine natiirliche Zahl. Die symmetrische Gruppe vom
Grad n ist wie folgt gegeben:

Sn Y die Menge aller bijektiven Abbildungen

m:{l,...,n} —{1,...,n}
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(sogenannte Permutationen).
* = o Komposition (d.h. Hintereinanderausfiihrung) von Abbildungen
e = idyy,.. »y die identische Abbildung.

.....

Wir schreiben Permutationen in der Form

- 1 2 ... n
T\ ) 7@ ... w(n)
— oben stehen die Zahlen 1 bis n in der gewohnlichen Reihenfolge.

— unten stehen die Zahlen 1 bis n in einer (evtl.) anderen Reihenfolge.

Umgekehrt definiert ein solches Diagramm eine Permutation. Wie viele gibt es?
Elementare Kombinatorik:

n Moglichkeiten fiir die 1

(n — 1) Moglichkeiten fiir die 2

1 Moglichkeit fiir n
Daher gilt:

#S, =n(n—1)...2-1=n! (n Fakultit)
Lemma 2.4. (5,,o0,id) ist eine Gruppe.
Beweis. Wir verifizieren (G1) — (G3).
(G1) Sei p,o,7 € S, und k € {1,...,n} Dann gilt
(po(aom))(k) = pla(r(k))) = ((poo)or)(k),
also
prloxt)=po(aor)=(poa)or = (pra)+r
(G2) Sei 0 € S,. Dann gilt ex o =idoo =0
(G3) Sei o € S,,. Da o bijektiv ist, existiert die inverse Abbildung 7 = o~!. Diese
ist wieder bijektiv und es gilt T¥0 =700 =id =e. O

Fuar n > 3 ist S,, nicht kommutativ:

1 2 3 4 ... o 1 2 3 4 (1 23 4

21 3 4 . 1 3 2 4 V2 31 4
aber

1 2 3 4 ... o 1 2 3 4 (1 23 4

1 3 2 4 ... 21 3 4 A3 1 2 4

Allgemeine Eigenschaften von Gruppen:
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Satz 2.5. Sei G = (G, *,e) eine Gruppe. Dann gilt fiir alle g, h, k € G

(1) aus g« h = g k folgt h = k (Linkskiirzung).

(2) aus g« h = k x h folgt g = k (Rechtskiirzung).

(3) gxe=exg=g (das (links)neutrale Element ist auch rechtsneutral).

(4) aus g« h = g oder h x g = g fiir ein g € G folgt h = e.

(5) fiir alle g € G gibt es ein eindeutig bestimmtes g~ € G mit g™ x g = e =
grg .

(6) aus h* g=ec oder g h = e folgt h =g~ *.

(7) Es gilt (7) " =g.

Beweis.
(1) Sei g% h = g * k. Nach (G3) ex. ein s € G mit s * g = e. Daher gilt

sx(g*h) ES (sxg)xh=exh ES
analog
sx(gxk)=(sxg)xk=exk=k
Somit folgt h = k.
(3) e*x g = g gilt nach (G2). Nach (G3) ex. ein h € G mit h * g = e. Daher gilt
hx(gxe)=(hxg)xe=ecxe=e=hxg

Nach (1) folgt g x e = g.
(5, Existenz) Sei h € G mit h x g = e (existiert nach G3). Dann gilt

hx(gxh)=(hxg)xh=exh=nh ® hxe

Nach (1) folgt g x h = e, d.h. h ist auch ein Rechtsinverses.
(2) Sei g* h = k*h. Sei s € G (nach 5) so dass h x s = e. Dann gilt

(gxh)xs=g=*(h*xs)=gxe @ g

analog
(kxh)xs=kx(hxs)=kxe=k.

Somit folgt g = k.

(4) gxh=g ® gxe g>h:e, analog: hxg=g=exg Oy

(5, Eindeutigkeit) und (6) Seien h,h’ € G mit h* g = e = h' x g. Mit (2) folgt
h = h' Daher ist = ¢! ist eindeutig in G. Seien h € G mit g x h = e. Wegen
g* g ' = e folgt mit (1) dass h = g~

(7) aus g * (g71) = e folgt g = (g7 1) ! O

Bemerkung. Sind g, ¢ € G so gilt

(gxg) ' =(g) " xg”

Begriindung: ((¢') '*g N *xgxg =(¢) 1 *xexg =e.
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Bemerkung. Man schreibt auch G fiir die Gruppe (G, *,¢€), 1 fiir das neutrale
Element e, gh fiir g * h. Falls G kommutativ ist, schreibt man 0 fiir e und g + h
fiir g« h, —g fiir g—L.

2.2 Ringe

Definition 2.6. Ein Ring R = (R, +,-,0g) ist eine Menge R mit zwei Verkniip-
fungen +,: R Xx R — R und einem ausgezeichneten Element 0p € R so dass
gilt:

(R1) (R,+,0g) ist eine abelsche Gruppe,
(R2) a-(b-¢)=(a-0b)-cfiralle a,b,c € R,
(R3) a(b+ c¢) = ab+ ac, (a+ b)c = ac+ be fur alle a,b, c € R.

Ein Ring mit 1 (unitarer Ring) ist ein Tupel R = (R,+,:,0g,1g), so dass
(R,+,-,0g) ein Ring ist und auflerdem noch gilt:

(R4) 1g-a=a=a-1p fir alle a € R.
Ein Ring heifit kommutativ, wenn die Multiplikation kommutativ ist, also wenn
(R5) a-b="b-a fir alle a,b € R gilt.
Bemerkung. Ein Inverses bzgl. der Multiplikation existiert i. A. nicht.
Beispiele.

1. (Z,+,-,0,1) ist ein kommutativer Ring mit 1

2. Q, R analog.

3. Z/nZ ist ein kommutativer Ring mit 1. Multiplikationsvorschrift fiir A- B.

(i) Wahle Reprasentanten a € A, b € B.
(ii) Bilde a-b in Z.
(iii) A- B := Klasse von a - b.

Wieder mufl nachgewiesen werden, dass das Ergebnis unabhéngig von der
Auswahl in (i) ist.

4. Die Menge der geraden ganzen Zahlen ist ein kommutativer Ring ohne 1.

Lemma 2.7. In einem Ring R = (R, +,+,0g) gelten die folgenden Aussagen:
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(i) Or-a=0g =a-0g fiirallea € R
(ii) a(—b) = —ab = (—a) - b fiir alle a,b € R.
Ist R unitér, so gilt
(iii) —b = (—1g)b.

Beweis.
(i) Og - @ = (Og + Og) - @ = Oga + Oga. Nach Kiirzen folgt Og = O - a. Analoger
Beweis fiir a - 0 = Op.

(ii)) Og = a-0g = a(b+(—b)) = ab+a(—0b) also —ab = a(—b). Die andere Aussage
beweist man analog.
Ist R unitér, so setzt man in (ii) a = 1g, und erhalt (iii). H

Beispiel. R = {0} mit den einzig moglichen Verkniipfungen + und - heifit der
Nullring. Der Nullring ist ein kommutativer Ring mit 1. (Es gilt 0 = 0 = 1g).
Dies ist der einzige Ring mit 1 in dem 1y = Oy gilt.

Grund: Gilt Og = 1g, so gilt fiir jedes r € R: r = 1gr = Ogr = Og, d.h. R besteht
aus genau einem Element.

Lemma 2.8. Es sei R = (R,+,+,0g, 1g) ein Ring mit 1 und R* C R die Men-
ge aller Elemente in R die sowohl ein Links- als auch ein Rechtsinverses bzgl.
Multiplikation haben, d.h.

R*={reR|3s,te€ R:sr=1x =rt}
Dann ist {R*,-,1g} eine Gruppe. Man nennt R* die Einheitengruppe von R.

Beweis. Wir miissen zunéchst zeigen, dass die Multiplikation nicht aus R* hin-
ausfuhrt. Seien also r,7’ € R* und s, s',t,t' mit sr =1 =rt, s'r’ =1 = r't’. Dann
gilt

('s)(rr') =§'(sr)r' =1 =sr"=1 und  (rr') (') =r(Ft)t =rlt =rt = 1.

Daher gilt ' € R*. Wir weisen nun die Gruppenaxiome (G1)—(G3) nach. G1,
also die Assoziativitat der Multiplikation, folgt aus den Axiomen fiir Ringe (R2).
1 € R* ist ein neutrales Element, also gilt G2. Bleibt zu zeigen, dass fir r € R*
ein ' € R* mit r'r = 1 existiert. Nach Definition existiert ein s € R mit sr = 1
und wir miissen einsehen, dass s € R* gilt. s hat offensichtlich ein Rechtsinverses,
namlich r. Aber r ist auch linksinvers zu s. Dies sieht man so. Wahle t € R mit
rt = 1. Dann gilt:
s =s(rt) = (sr)t =t.

Hieraus folgt: rs = rt = 1. O

Bemerkungen.
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1. Im Beweis haben wir gesehen, dass fiir r € R* das Links- und das Recht-
sinverse iibereinstimmen. Dies folgt auch aus Lemma 2.5.

2. Es gibt Ringe mit 1 mit Elementen, die ein Rechtsinverses, aber kein Links-
inverses besitzen (oder umgekehrt). Diese Elemente sind dann keine Ein-
heiten.

3. Angenommen es gilt 0 € R*. Dann existiert ein » € R mit Ogr = 1z und
es folgt O = Ogr = 1g, d. h. R ist der Nullring.

Wir werden es zunéachst nur mit kommutativen Ringen zu tun haben. Beson-
ders einfache Ringe sind Korper. (siche néachster Abschnitt)

2.3 Korper

Definition 2.9. Ein Korper (field) K ist ein kommutativer Ring mit 1 (K, +, 0x, 1x),
in dem gilt:
K> = K\ {0g}.

In Worten: K ist nicht der Nullring (sonst wére O € K*) und jedes von Null
verschiedene Element besitzt ein Inverses bzgl. Multiplikation.

Beispiele.
1. @, R mit den iiblichen Operationen sind Korper.
2. Z ist kein Korper (nur 1 und —1 haben ein Inverses).

Lemma 2.10. In einem Korper K gilt
a-b=0g = (a =0g oder b= 0g)

Beweis. Angenommen a # 0. Dann existiert ein a=! € K mit a la = 1g. Es
folgt b=1x-b=0a"tab=a'0x = Og. O

Bemerkung. Ein kommutativer Ring R mit 1, der die Eigenschaft aus Lem-
ma 2.10 erfillt, nennt man auch nullteilerfrei oder Integritatsbereich (integral
domain). Z ist nullteilerfreier Ring, aber es gibt auch Ringe, die diese Eigen-
schaft nicht haben (siehe unten).

Wir wollen nun zeigen, dass der Restklassenring Z/pZ ein Korper ist, falls p
eine Primzahl ist.

Definition 2.11. Eine Primzahl ist ein p € Z mit p € Z*, so dass fiir alle
a,b e 7 gilt:
pla-b=(pla)V(p|b)

Zusatzlich fordern wir p > 0.
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Bemerkung. Jede Primzahl in Z ist irreduzibel: p ¢ Z* und fir alle a,b € Z
gilt:
ab=p=(a€Z*)V(beZ)

Aus der Schule bekannt: Jedes irreduzible p € Z mit p > 0 ist auch eine Primzahl
(Aquivalent zur Existenz einer Primfaktorzerlegung). (Die Definition von irredu-
zibel und prim ist in jedem Integritdtsbereich sinnvoll, aber nicht immer sind
irreduzible Elemente auch prim.)

Lemma 2.12. Ist p eine Primzahl, so ist Z/pZ ein Korper.

Beweis. Z/pZ ist ein kommutativer Ring mit 1. Es geniigt zu zeigen, dass jede
von 0 verschiedene Restklasse ein Inverses bzgl. Multiplikation besitzt. In anderen
Worten ist zu zeigen:

Behauptung: Fir jedes A € Z/pZ, A # 0, ist die T im Bild der Abbildung
A Z)pT — T)pZ,  Bws A-B.

Wir zeigen sogar, dass die Abbildung surjektiv ist. Da Z/pZ endlich ist, geniigt
es nach Lemma 1.23 zu zeigen, dass die Abbildung injektiv ist.

Angenommen es gibe Restklassen B,C' € Z/pZ mit AB = AC. Zu zeigen: B =
C'. Seien a,b,c € Z Vertreter von A, B und C. Wegen A # 0 gilt p 1 a. Wegen
AB = AC gilt ab=acmod p = a(b—c¢) =0mod p = p | a(b— ¢).

Weil p Primzahl ist und p 1 a folgt p | (b — ¢), also b = c¢mod p also B = C.
Also ist die Abbildung: A-: Z/pZ — 7Z/pZ injektiv, also surjektiv, also liegt T im
Bild. O

Lemma 2.13. Ist n € N keine Primzahl, so ist Z/nZ kein Korper.

Beweis. Fir n = 1 ist Z/nZ der Nullring. Nun sei n > 1 und keine Primzahl.
Dann existieren a,b € N mit 1 < a,b < n und ab = n. Fir die Restklassen
bedeutet dies @ # 0, b # 0 aber ab = ab = n = 0. Dies steht im Widerspruch zu
Lemma 2.10. Also ist Z/nZ kein Korper. ]

Wie man am Beispiel Z/pZ sieht, kann es in einem Korper passieren, dass
—_————

pP—mal

Definition 2.14. Sei K ein Korper. Die kleinste natiirliche Zahl n mit

1K+"'+1K:OK (IIIK)
—_——

Mn—mal

heifit die Charakteristik von K. Notation char(K'). Gibt es eine solche Zahl nicht,
setzt man char(K) = 0.

Bemerkung.
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1. Offensichtlich gilt immer char(K') = 0 oder char(K) > 2 (wegen 1x # Ok).
2. die Korper Q, R haben die Charakteristik 0.
3. Z/pZ hat die Charakteristik p.

Satz 2.15. Die Charakteristik eines Kérpers ist entweder gleich 0 oder eine Prim-
zahl.

Beweis. Sei char(K) # 0, also char(K) = n > 2. Ware n keine Primzahl, so gabe
esa,be N, 1< a,b<n mitab=mn. Dann gilt

(Ig+-+1g)- (g +--+1g) =g +---+ 1) =0.

a—mal b—mal TN,—mal

Nach Lemma 2.10 ist entweder (1x + -+ 4 1x) oder (1x + --- + 1x) gleich O,

a—mal b—mal

im Widerspruch zur Minimalitat von n. O

Bemerkung. Fir uns wird (auBler recht spéit) die Charakteristik keine Rolle
spielen. Solange es keine Arbeit macht, werden wir jede Annahme an die Cha-
rakteristik vermeiden.

2.4 Homomorphismen

Homomorphismen = strukturerhaltende Abbildungen.

Definition 2.16. Seien (G, *q,eq) und (H,*g,ey) Gruppen. Eine Abbildung
f: G — H heiit Gruppenhomomorphismus, wenn fiir alle g, ¢ € G gilt

floxad) = flg) xu f(g).

Sind (R, +r, ‘g, 0r) und (S, +g, s, 0g) Ringe, so heifit eine Abbildung f: R — S
Ringhomomorphismus, wenn fiir alle a,b € R gilt

fla+rb) = f(a) +s f(b), fla-rb)= [f(a)-s [(b).

Ein Ringhomomorphismus f : R — S von Ringen mit 1 (R, +g, g, Or, 1g) und
(S,+s, 5,05, 15) heifit unitar (oder Homomorphismus von Ringen mit 1), wenn
zusatzlich gilt: f(1g) = 1s.
Eine Abbildung von Korpern heifit Korperhomomorphismus, wenn sie ein unitérer
Ringhomomorphismus ist.

Definition 2.17. Ein Gruppen-(Ring-, Koérper-)homomorphismus heifit injek-
tiv (auch Monomorphismus) bzw. surjektiv (auch Epimorphismus) wenn er als
Mengenabbildung injektiv bzw. surjektiv ist. Er heifit Gruppen-(Ring-, Kérper-)
Isomorphismus wenn er bijektiv, d.h. injektiv und surjektiv ist.
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Bemerkung. Die inverse Abbildung f~! zu einem Gruppen-(Ring-, Korper-)Iso-
morphismus ist wieder ein Gruppen-(Ring-, Korper-)Isomorphismus. Zwei Grup-
pen (Ringe, Kérper) heilen isomorph, wenn es einen Isomorphismus zwischen
ihnen gibt.

Bemerkung. Es ist hilfreich, mathematische Strukturen (Objekte) mit ihren
strukturerhaltenden Abbildungen (Morphismen) selbst wieder zu Objekten des
mathematischen Denkens zusammenzufassen. Diese Objekte nennt man Katego-
rien, etwa

e Kategorie der Mengen: Objekte: Mengen, Morphismen: Mengenabbildun-
gen,

e Kategorie der Gruppen: Objekte: Gruppen, Morphismen: Gruppenhomo-
morphismen,

e Kategorie der Ringe: Objekte: Ringe, Morphismen: Ringhomomorphismen.

Eine interessante mathematische Fragestellung ist immer, die Objekte einer Ka-
tegorie bis auf Isomorphie (deutsch: Gleichgestaltigkeit) zu klassifizieren, d.h.
eine Moglichkeit zu finden, sdmtliche Isomorphietypen von Objekten der Katego-
rie aufzulisten. Fir die Kategorie der (endlichen) Mengen ist der Isomorphietyp
einer Menge durch die Kardinalitdt der Menge eindeutig bestimmt. Das Klassifi-
kationsproblem fiir die Kategorie der Gruppen oder Ringe ist deutlich schwieriger.

Lemma 2.18. Sei f: (G, *g,eq) — (H,*y,ey) ein Gruppenhomomorphismus.
Dann gilt

(1) f(eG) = én,
(ii) f(g™%) = f(g)~* fiir alle g € G.

Beweis.
(i) Es gilt eg *¢ eq = eg, also

flec) *u f(ec) = flea *c ec) = f(eq) = flec) *u en.
Kiirzen ergibt f(eq) = ep.
(i) e 2 flea) = flg*g7") = F(g) - F(g™"). Daher gilt f(g)™ = f(g™"). O
Beispiele.

o Ist (G, x*,e) eine Gruppe, so ist die Identitat id: G — G ein Gruppeniso-
morphismus.

e Sind (G, xg,eq), (H,*y,ery) Gruppen, so ist der triviale Homomorphismus
f:G— H, f(g) = ey fir alle g € G ein Gruppenhomomorphismus. Er ist
genau dann injektiv, wenn G = {eqs} gilt und genau dann surjektiv, wenn

H ={ey} gilt.
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e Sei n € N. Die Restklassenabbildung (kanonische Projektion)
Z— Z/nZ , a—a
ist ein surjektiver, unitarer Ringhomomorphismus.
e Die Inklusion Q < R ist ein Kérperhomomorphismus.

e Die Exponentialabbildung

(R7+70> — (R>07'71)
t — et

ist ein Gruppenisomorphismus.

e Sei n € N. Die Abbildung

g g 1 ... n . 1 ... n, n+1
" (1) L w(n) 7(1) ... w(n), n+1
ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus.

Definition 2.19. Eine Teilmenge H einer Gruppe G = (G, *,¢e) heifit Unter-
gruppe, wenn sie mit der von G ererbten Struktur eine Gruppe ist, d.h.

(i) ee H
(ii) h,h € H= hxh' € H
(iii) he H=h"' € H.
Lemma 2.20. Sei H eine Untergruppe von G. Die Relation

gNHg/<:>gfl*g/€H

ist eine Aquivalenzrelation auf G.

Beweis.

Refl: g ~g gweil g7l xg=c € H.

Symm.: g ~g g’ =gt x () EH = (¢) xg=(9g"xg) T EH=9g ~ng
Trans.: g~ g und ¢ ~¢" = g xg" =g xg x () 'xg"€e H=g~g g O

Bemerkung. Die Aquivalenzklasse ecines Elements g € G besteht aus allen ¢’ €
G der Form gxh mit h € H. Bezeichnung: gH . Die Menge aller Aquivalenzklassen
wird mit G/H bezeichnet (die “Linksnebenklassen zu H”).

Definition 2.21. Sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Der Kern von
f ist die Teilmenge

ker(f) ={g€ G| f(g9) =en}
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Lemma 2.22. Sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus.
(1) ker(f) ist eine Untergruppe von G

(ii) im(f) ist eine Untergruppe von H

(iii) f ist injektiv <= ker(f) = {ec}

(iv) f ist surjektiv <= im(f) = H.

Beweis.
(i) fleq) = en = eq € ker(f).

9.9 € ker(f) = fgxg') = f(g) * [(¢') = en also g+ g € ker(f)
aus 2.18 (ii) folgt fiir g € ker(f), dass f(g7') = f(g9)™' = ez’ = en, also g~*

ker(f).

(i) fleq) = ey = eg € im(f).

Seien h,h' € im(f) und g,¢' € G mit f(g) = h, f(¢’) = h'. Dann gilt f(g*g¢') =
f(g)* f(¢') =hxN, also hxh' €im(f).

Ist h = f(g) € im(f), so gilt h=* = f(g~!) € im(f).

(iii) (=) Sei f injektiv. Fir g € ker(f) gilt f(eq) = ex = f(g9) = g = eq, also
g = eq, d.h. ker(f) = {eg}
(<=) Sei nun ker(f) = {eg} und g,¢' € G mit f(g) = f(¢’). Dann gilt

g () =flg) = flg) " =en,

also g * (¢') ™' € ker(f) = {eq}. Es folgt g = ¢'.
(iv) ist trivial. H

Bemerkung. Jeder Gruppenhomomorphismus f: G — H induziert einen sur-
jektiven Gruppenhomomorphismus F': G — im(f) durch F(g) = f(g) € im(f).

Lemma 2.23. Sei GG eine kommutative Gruppe und H C G eine Untergruppe.

(i) die Menge G/H der Linksnebenklassen zu H wird durch die Verkniipfung
(9H)(g'H) = (99')H

zu einer kommutativen Gruppe.

(ii) Die kanonische Projektion p: G — G/H ist ein surjektiver Gruppenhomo-
morphismus und es gilt
ker(p) = H.

Bemerkung. G/H heifit die Faktorgruppe von G nach H.

Beweis.
(i) Wir miussen nachweisen, dass die Verkniipfung wohldefiniert ist, d.h. gilt
g1H = goH und g1 H = goH, so folgt (g191) = (9295)H.
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Wir wissen: g;'go € H und (g})~ g4 € H. Es ist H Untergruppe in G und G ist
kommutativ. Also gilt

(9191) " (9205) = ((91) " g1 ) (9295)
= ((9)"'h)(gi'g2) € H

Die Giiltigkeit der Gruppenaxiome wird von G ererbt, z.B. gilt eq/g = eqH.

(ii) Die kanonische Projektionen ist immer surjektiv. Dass p ein Homomorphismus

ist, folgt direkt aus der Definition der Verkniipfung auf G/H. Schliellich gilt
ker(p) {9€G|plg) =ecm}

{9€G|g~nea}

= {9e€G|lglege H}={geG|ge H} =H.

O

Bemerkung. Ist G nicht kommutativ, so ist die Verkniipfung auf G/ H nur unter
bestimmten Bedingungen an H wohldefiniert.

Definition 2.24. Sei (R, +g,Og, -g) ein Ring und S C R eine Teilmenge. S heifit
Unterring (oder Teilring), wenn S mit den von R ererbten Strukturen ein Ring
ist, d. h.

e Oz € S und (S, +g,0g) ist eine Untergruppe von (R, +r,0g),
e mit 1,59 € S liegt s1 - 59 in 5.

Ist R unitar, so heifit S unitirer Unterring von R wenn S ein Unterring ist, unitar
ist, und es gilt 1¢ = 15.

Beispiele.
e 7 ist ein unitdrer Unterring von Q.
e 27 ={a € Z | a ist gerade} ist ein (nicht-unitdrer) Unterring in Z,

e R x R mit komponentenweiser Addition und Multiplikation ist ein unitéirer
Ring. R x {0} C R x R ist ein Unterring, ist unitir, aber kein unitérer
Unterring weil: 1gxr = (1,1), aber 1gx oy = (1,0).

Definition 2.25. Ein Unterkorper eines Korpers ist ein unitdrer Teilring, der
selbst Korper ist.

Beispiel. Q ist Teilkorper von R
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Lemma 2.26. Ist
f:(R,+gr,0r,-r) — (5,4+s,0s,5)

ein Ringhomomorphismus, so gilt

f(Or) =0s, f(-a) =—f(a), a € R.

Beweis. Der Ringhomomorphismus f induziert einen Homomorphismus der “un-
terliegenden” Gruppen f: (R,+g,0r) — (S5,4s5,0s5). Das Ergebnis folgt aus
2.18. O]

Bemerkungen.

e ker(f) ist ein Unterring in R, der i. A. nicht unitdr ist, auch wenn R unitar
ist.

e im(f) ist ein Unterring in S. Sind R und S unitdr, und f ein unitarer
Ringhomomorphismus, so ist im(f) ein unitarer Teilring.

Lemma 2.27. Sei f : (R, +gr,0r, ‘g, 1lr) — (5, 45,05, s, l5) ein unitdrer Ring-
homomorphismus. Dann gilt f(R*) C S* und die induzierte Abbildung

(va ) 1R) — (Sxa ) 15)
zwischen den Einheitengruppen ist ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Seir € R* und s € R* sei (Rechts-, wie Links-) Inverses. Dann gilt

fs)f(r) = f(sr) = f(1r) = 1s, und f(r)f(s) = f(rs) = f(1r) = Ls.

Also gilt f(r) € S*. Die induzierte Abbildung R* — S* ist ein Gruppenhomo-
morphismus, weil f ein unitarer Ringhomomorphismus ist. O

Satz 2.28. Seien K = (K, +k, k,0x,1x) und L = (L,+,-,0p,1.) Kérper
und f: K — L ein Kérperhomomorphismus. Dann gilt

(i) f ist injektiv,
(ii) char(K') = char(L),
(iii) im(f) ist ein Teilkérper von L.

Beweis.
(i) Nach 2.22 gentigt es zu zeigen, dass ker(f) = {0} gilt. Sei a € ker(f), a # 0.
Dann existiert ¢! € K und es gilt

1, = f(lx) = fla-a”") = f(a) - f(a™") = Op.
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Dieser Widerspruch zeigt, dass ein solches a nicht existiert, also ker(f) = {0}.
(ii) Aus (i) folgt

g+ +1g =0k <= [f(lg)+-+ f(lx) =0
—_——————
N —mal
<~ 1,+---+1;, =0;.
—_———
T —mal
Direkt nach der Definition von Charakteristik folgt char(K’) =char(L).
(iii) im(f) ist ein unitdrer Teilring in L. Zu zeigen: ist y € im(f), y # 0, so
gilt y=! € im(f). Sei nun y = f(z). Nach (i) folgt = # 0. Daher liegt y in der
Untergruppe f(K*) C L* und das gleiche gilt fiir y~!.
[
Bemerkung. Die induzierte Abbildung F: K — f(K), x — f(z) € f(K), ist
also ein Korperisomorphismus und man identifiziert K mit f(K).

Sprechweise: Der Korper K ist iiber f in L eingebettet. I.A. kann es mehrere
Einbettungen von K nach L geben (!)

Sind f: G; — G5 und g: Gy — G3 Gruppenhomomorphismen, so auch die Ver-
kntipfung

go fI Gy — Gs.
Gleiches gilt fir Ring- und Kérperhomomorphismen. Spezialfall G; = G5 = Gs.

Definition 2.29. Sei G eine Gruppe. Ein Gruppenhomomorphismus f: G — G
heiit Gruppenendomorphismus. Ist f bijektiv, so heiit f Gruppenautomorphis-
mus.

Die analoge Sprechweise benutzt man fiir Ringe und Korper.

Bezeichnung: End(G), End(R), End(K) bzw. Aut(G), Aut(R), Aut(K).

Lemma 2.30. Sei G eine Gruppe (R ein Ring, K ein Kérper). Dann ist
Aut(G)(Aut(R), Aut(K)) mit der Verkniipfung

Aut(G) x Aut(G) — Aut(G)

(9. f) —  gof

(analog fiir Aut(R), Aut(K)) eine Gruppe.
Beweis. Wohldefiniertheit: Mit f und g ist auch g o f bijektiv.
e Assoziativitiat: ho (go f) =hogo f=(hog)o f
e ncutrales Element: idg
e Inverses. Mit f ist auch f~! ein Gruppenautomorphismus und es gilt

foft=idg.
O

Bemerkung. Ist R = (R, +g, ‘r,0r) ein Ring, so mul man zwischen den Grup-
pen Aut(R, +g, ‘r,0r) (Ringautomorphismen) und Aut(R, +r,0g) (Gruppenau-
tomorphismen) unterscheiden. Die erste Gruppe ist eine Untergruppe der zweiten.
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2.5 Die komplexen Zahlen

Die komplexen Zahlen bilden den kleinsten Korper, der die reellen Zahlen umfasst
und in dem —1 ein Quadrat ist.

Definition 2.31. Der Koérper der komplexen Zahlen C = (C, +¢, -¢, Oc, 1¢) ist
wie folgt gegeben:

e C=RxR={(a,b) ]| a,beR},
e (a,b) +c (d,bV)=(a+d b+ V) fur a,a, b,V € R,
o (a,b) ¢ (d,b) = (ad — bV, ab + a'b) fir a,d’,b,b' € R.
e Oc =(0,0), 1c = (1,0).
Lemma 2.32. C ist ein Kérper.
Bewets.
e R x R ist mit der komponentenweisen Addition eine Gruppe.

e Kommutativgesetz der Multiplikation: klar.

Distributivgesetz: Nachrechnen:

(a,b) C (a/ + a//7b/ + bl/) — (a(a// + a//) _ b(b/ _|_ b//),a(b/ + bl/) + (a// + a//)b)
= (aa’ — bV, ab + a'b) +¢ (aa” — bb", ab” + a"b).

fur a,a’,a”,b, V', b" € R.

(1,0) -c (a,b) = (1a — 0b, 1b + 0a) = (a, b) fiir a,b € R.

Existenz des Inversen: Sei (a,b) € C, (a,b) # Oc. Dann gilt

a -b

bt =

).

]

Bemerkung. Die Abbildung R — C, a + (a,0) ist ein Kérperhomomorphis-
mus, insbesondere also injektiv. Wir identifizieren R mit seinem Bild unter dieser
Abbildung. Damit wird R zu einem Unterkérper von C.

Schreibweise: i := (0,1) (imagindre Einheit). Es gilt * = —1 und
(a,b) = (a,0) + (0,b) = a + bi fir (a,b) € C

Beispiele.
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e 3+2))(2—i)=(6+2)+(4—3)i=8+1,
o (1+i) ' =4(1—1).
Definition 2.33. Fiir A = a + bi € C nennt man
1. Re X :=a € R den Realteil von A,
2. Im X\ :=b € R den Imagindrteil von A,
3. A:=a —bi € C die zu X\ konjugiert kompleze Zahl,
4. Al = VX = Va® + 5% € R den Absolutbetrag von \.

Bemerkung. a?+b% > 0, so dass die Quadratwurzel v/a2? + b? als nicht negative
reelle Zahl x mit 22 = a? + b? wohldefiniert ist.

Lemma 2.34. Fiir alle \, u € C gilt:
1. A+ A =2Re)\
2. YA =X) =2Im .
A=A+,
TEDNT

AER & A=)\

A pl = Al |pl

Beweis. Einfaches Nachrechnen. O

S ok W

Lemma 2.35. Fiir alle A\, i € C gilt |\ + p| < |A| + |u| (Dreiecksungleichung).
Beweis. Fiir alle 7 = a + bi € C gilt
(Re7)?=a* <a® +V* =|7]?

und somit
Ret <|Ret| < |7].

Setze 7 = A\ji. Dann gilt Az = Ay und somit
M+ A= 2Rer < 2[Ai| = 2[A]|ul,
also
Nl = (N )N+ 1) = DA+ [l + Mo+ e < (A + [l)?

und somit die Behauptung. O]
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3 Vektorraume und lineare Abbildungen

3.1 Definitionen

Sei R ein unitirer Ring.

Definition 3.1. Ein (unitdarer Links-)Modul tber R ist eine abelsche Gruppe
(M, +r,0p) mit einer Operation

RxM— M, (a,m)—a-m,
so dass fir alle a,b € R, v,w € M gilt:
Ml) a-(b-v)=(a-b)-v
(a+b)-v=a-v+b-v

M4 1RU

(M1)
(M2)
M3) a-(v+w)=a-v+a-w
(M4)

Bemerkungen.

(i) (M2) und (M3) sind so zu interpretieren, dass Punkt- vor Strichrechnung
geht.

(ii) Schreibweise: av statt a - v.
Definition 3.2. Ein Modul iiber einem Korper K heifit K -Vektorraum.
Beispiele.

1. {0} mit der offensichtlichen (und einzig moglichen) Operation ist ein K-
Vektorraum.

2. (K,+k,0x) mit der Operation K x K — K, (a,v) — av ist ein K-
Vektorraum.

3. K" =K x --- x K wird zum K-Vektorraum durch
S ——

N —mal
(U1, .oy 0n) + (W, .y wy) = (v W, ., Uy + W)
und a(vy, ..., v,) = (avy,. .., av,).

4. C ist ein R-Vektorraum.
Allgemeiner: Ist L ein Koérper und K C L ein Teilkorper, so ist L ein K-
Vektorraum.
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5. Die Menge C"(R,R) der n-mal stetig differenzierbaren reellwertigen Funk-
tionen auf R (0 < n < o) ist ein R-Vektorraum durch

Addition: (fi + fo) () = fi(z) + fol(x).
Skalarmultiplikation: (af)(x) =af(x)

Vereinbarung: Von jetzt an sei K ein fixierter Kérper, den wir manchmal von
der Notation ausschliefen.

Lemma 3.3. Sei V' ein K-Vektorraum. Dann gilt fiir allev € V, a € K
(i) Ok - v =0y,
(i) (=1)v = —v,
(iii) a- Oy = Oy.

Beweis.

(i) Oy + 0 v =0g v = (0g + 0 )v = 0 - v + Ok - v. Jetzt kiirzen.

(11) OV = OK U = (1[{ + (—1)[() SV =0U+ (—1[()1}.
(iii)a-OV:a-<Ov+Ov):a'OV—l-CL*Ov. ]

Definition 3.4. Es seien V, W K-Vektorrdume. Ein Gruppenhomomorphismus
frV-=w
heiflt (K-)lineare Abbildung oder (K -)Vektorraumhomomorphismus, wenn
flax) = a- f(z)

fiir alle z € V gilt. Eine lineare Abbildung heifit Vektorraum-Monomorphismus,
Vektorraum-Epimorphismus bzw. Vektorraum-Isomorphismus, wenn sie injektiv,
surjektiv bzw. bijektiv ist. Die Menge der linearen Abbildungen von V nach W
wird mit Homg (V, W) bezeichnet.

Bemerkung. Sei K fixiert. Die K-Vektorraume (Objekte) bilden zusammen mit
den K-linearen Abbildungen (Morphismen) eine Kategorie.

Weitere Notationen:
Endg (V) = Homg (V, V)
GI(V) = Autg (V) = {¢ € Endg(V), | ¢ ist Iso.}

Beispiele linearer Abbildungen.

1. K" - K' =K, (a,...,a,) ~ a;.
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2. C — C, X\ — )\ ist R-linear, aber nicht C-linear.

3. K" — K (ay,...,an) — (a1, Qp, a1, ..., 0p).
1

4. CO(R,R) = R, f — [ f(x)dz.
0

5 n>1:
C"(R,R) — C"YR,R)
f — f'= % (Ableitung).

Definition 3.5. Eine Teilmenge V' eines Vektorraumes W heifit Untervektor-
raum, wenn sie mit den von W ererbten Strukturen ein Vektorraum ist, d.h.

(i) V ist Untergruppe von W,
(i) veV=a-veVfiralleac K.
Lemma 3.6. Seien f:V — W eine (K-)lineare Abbildung. Dann gilt:
(i) ker(f) C V ist Untervektorraum,
(ii) im(f) C W ist Untervektorraum.

Beweis. ker(f) und im(f) sind Untergruppen nach 2.22. Fir v € ker(f) gilt
flav) = af(v) =a-0 =0, also av € ker(f) fiir alle a € K. Fir w = f(v) € im(f)
gilta-w=a-f(v)=f(a-v) €im(f). O

3.2 Konstruktionen auf Vektorraumen
Seien U,V K-Vektorrdume und M eine Menge.

Abbildungen in Vektorridume
Abb(M, V') wird zum Vektorraum durch

(f +9)(m) = f(m) + f(m), (af)(m) = a(f(m))

fir m € M, f,g € Abb(M,V), a € K. Neutrales Element: e(m) = 0y fir alle
m € M. (“Nullabbildung”)
Bez.: 0 € Abb(M, V)

Homg (U, V) C Abb(U,V) ist ein Untervektorraum, weil:
- 0 ist eine lineare Abbildung,

- f,g linear = f + g linear,
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- a € K, f linear = af linear.

Spezialfall: V = K

Homg (U, K) =: U* heifit der Dualraum zu U, seine Elemente heiflen Linearfor-
men auf U.

Ist f: U — V eine lineare Abbildung, so ist die duale Abbildung

ffvVe—U" pr—pof

linear. Die Abbildung

ist linear.
Wir haben eine kanonische lineare Abbildung

U— (U7, U —> Py
Dabei bezeichnet fir v € U
¢ U — K, fr— f(u)
die Auswertungsabbildung.

Direktes Produkt, direkte Summe.
Das kartesische (direkte) Produkt U x V' wird durch

(u,v) + (W, 0") = (u+u,v+7"), a(u,v) = (au, av)

(a € K, u,v/ € U, v, € V) zu einem K-Vektorraum.
Alternative Bezeichnung: U @ V' (die direkte Summe).

Schnitt und Summe von Unterraumen.

Seien Uy, Uy C V Untervektorrdume. Dann sind

- der Schnitt U; N Uy
- die Summe Ui+ U; = {Ul + Uo | up € Ul, U € Ug}
Untervektorraume von V.

Lemma 3.7. Die natiirliche Abbildung
gO:Ul@UQ—>U1+U2, (ul,ug)'—>u1+u2

ist surjektiv. Gilt Uy N Uy = {0}, so ist ¢ ein Isomorphismus.
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Beweis.
Beh: ¢ ist linear.
Bew: Seien uy,v1 € Uy, ug,v9 € Uy und a € K:

@((u1,uz) + (v, v2)) = (w1 + v1, uz + v9))
= uy + v1 + ug + v = (ug +ug) + (v1 + v2)
= o((u1,uz)) + ((v1, v2)).
p(a(ur, ug)) = ¢((aur, auy))
= auy + aus = a(uy + uz) = ap((uy, us)).

Beh: ¢ ist surjektiv.
Bew: folgt aus der Definition von U; + Us.

Sei Uy N Uy = {0}. Beh: ¢ ist injektiv.

Bew: Sei (ug,us) € ker(p). Dann gilt u; + ug = 0 = u; = —usy. Folglich uy € Us,
ug € Uy, also uy,ug € Uy NUs = {0} = (uy,uz) = (0,0). Daher gilt ker(¢) = {0}
und die Injektivitiat von ¢ folgt aus 2.22 (iii). ]

Faktorvektorraum

Sei U C V ein Untervektorraum. Die Faktorgruppe
V/IU={v+UlveV}

der Restklassen
v+U={v+u|ueU}

von V modulo U wird ein K-Vektorraum durch
a-(v+U)=a-v+U.

firae K, v+ U e V/U.

Unabhéngigkeit von der Auswahl des Repriasentanten v € v + U:

Ist v+ U=v"4U,sogiltv—v e€U.

Folglich: av — av’ = a(v —v’) € U und daher av + U = av' + U

V/U heifit der Faktorvektorraum. Die kanonische Projektion p: V' — V/U ist
linear.

Satz 3.8. (Universelle Eigenschaft des Faktorraums). Sei U C V ein Untervek-
torraum und p: V' — V /U die kanonische Projektion. Zu jeder linearen Abbildung
f:V — W mit U C ker(f) gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
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f:V/U — W mit f = fop. Bild:

Vv
\
p W
ay
V/ U

Beweis.
Existenz: Definiere f(v+ U) = f(v).
Wohldefiniertheit: Gilt v + U =v" 4+ U, so gilt v —v' € U C ker(f). Daher gilt

fw) = fv) = flv =1
= flv—v+2) = ()
Eindeutigkeit: Seien f1und f, zwei solche Abbildungen und v+U € V/U beliebig.
Beh: fi(v+U) = fy(v+U).

Bew: Wegen /(v) = [,(p(v) = J, (v + U) und f(v) = To(p(v)) = Folv + U) gilt
v +U) = Fylv+0). =

Korollar 3.9. Seien U C V' Vektorrdume und W ein weiterer Vektorraum. Dann
gibt es einen natiirlichen Isomorphismus von Vektorraumen
F: {p € Homg(V,W) | U C ker(¢)} = Homg (V/U, W)

Beweis. Die Abbildung F ist durch die Universaleigenschaft des Faktorraums
gegeben (3.8), d.h. F(p) =: ¢ ist die eindeutig bestimmte Abbildung mit (v +
U) = p(v) € W. Dass F linear ist, folgt direkt aus der Definition.

Um zu zeigen, dass F' ein Isomorphismus ist, geniigt es, eine Umkehrabbildung
anzugeben. Sei p: V' — V/U die kanonische Projektion und fir ¢: V/U — W
setze G(¢) =Y op:V — W. Dann gilt F o G(¢) =1 und G o F(p) = ¢ fiir alle
@ und . O]

Korollar 3.10. Sei f: V — W eine K-lineare Abbildung. Dann gibt es einen
natiirlichen Isomorphismus
(W/im(f))" = ker(f").
Bewets. i
(W/im(f)) = Homy(W/im(f), K)
und
ker f* = {p: W — K, f*(¢) =0}

={p: W — K, pof=0}

={p: W — K | im(f) C ker ¢}
Die Aussage folgt aus 3.9 (mit U = im(f) und W = K). O
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Satz 3.11. (Homomorphiesatz fiir lineare Abbildungen). Seien V, W Vektorrau-
me und f: V — W eine lineare Abbildung. Dann gibt es einen natiirlichen Vek-
torraumisomorphismus

F:V/ker(f) — im(f)

mit der Eigenschaft f = ioFop. Hier bezeichnet p: V' — V/ker(f) die kanonische
Projektion und i: im(f) — W die Inklusion.

Beweis. Nach 3.8 erhalten wir eine Abbildung
f:V/ker(f) — W mit f(v+ ker(f)) = f(v),

d.h. f=fop.
f ist injektiv, da

flo+ker(f) =0= f(v) =0= v € ker(f) = v+ ker(f) =0+ ker(f)

Das Bild von f ist gleich im(f) (klar).

Damit kénnen wir f in der Form f = io F mit F: V/ker(f) — im(f) schrei-
ben. Die Abbildungen ¢ und f sind injektiv, also auch F. Auflerdem ist F' nach
Konstruktion surjektiv. Daher ist F' ein I[somorphismus und es gilt

f=fop=ioFop.

Konstruktionen fiir unendliche Familien
Sei (U;)ier eine Familie von Vektorraumen. Das kartesische Produkt
11U
iel
wird (analog zum Produkt zweier Vektorraume) durch komponentenweise Addi-

tion und Skalarmultiplikation zu einem Vektorraum.

Notation: Ist I eine Indexmenge und sind (a;);c; Objekte die durch I induziert
sind, so sagt man, dass eine Eigenschaft “fiir fast alle ¢ € I” erfiillt ist, wenn es
eine endliche Teilmenge J C I gibt, so dass a; die Eigenschaft fir alle i € T\ J
hat.

Der Untervektorraum

@ Uz = {(ui)iej | U; = 0 fir fast alle Z}

el
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des kartesischen Produkts heifit die direkte Summe der Vektorraume U;. Ist I
selbst eine endliche Menge so gilt

DU =110

i€l i€l
Sei nun (U;);e; eine Familie von Untervektorrdumen eines Vektorraums V. Dann
haben wir die Untervektorrdume

NUi={u|ueU; firalle i}

el

ZUZ- = {Z“@ | u; € U; fir alle 4, und u; =0 f. f. a. z}
iel iel

Wegen der Bedingung u; = 0 f. f. a. ¢ ist die scheinbar unendliche Summe nur
eine endliche Summe und darum tiberhaupt erst definiert.

Ist die Indexmenge I endlich und nicht leer, nimmt man sich typischerweise eine

bijektive Abbildung I = {1,...,n} und schreibt

n

DU =D

el i=1

und analog fiir die anderen Konstruktionen.

®U = 1U: = {0}

i€l i€l

Konvention:

Das einzige Element 0 = () wird auch als leere Familie bezeichnet. Fiir Untervek-
torraume in V:

ich ich ich
Endomorphismenring

Wir haben gesehen, dass Homg (V, W) wieder eine Vektorraumstruktur tragt.
Insbesondere ist es eine abelsche Gruppe bzgl. +. Ist V' = W, so definieren wir
auf Homg (V, V) = Endg (V) eine Multiplikation durch o (Komposition).

Lemma 3.12. Mit diesen Operationen ist (Endg(V),+,0,0,idy) ein unitarer
Ring. Die Abbildung
K — Endg(V), a — a-idy

ist ein Ringhomomorphismus. Durch die Operation

Endg(V) xV — V.
(f,v) — f(v)

wird V' zu einem (unitéren, Links-) Endg(V')-Modul .
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Beweis. Wir verifizieren die Ringaxiome fiir (Endg (V'), +,0,0,1dy ). Zunéchst ist
o assoziativ. Weiter gilt g o (fi + f2) = go fi +go fo fir g, fi, fo € Endg(V)
wegen

(go(fi+ f2))(w) =g((fi + fo)(v) = g(f1(v) + fa(v)) = g(f1(v)) + g(f2(v))
=go fi(v) +go folv) = (go fi+go f2)(v)
farv e V.

Analog (g1 + g2) o f =g1o f+g20 [.
Also ist Endg (V) ein Ring, in dem idy offenbar ein 1-Element ist. Dass die Abbil-
dung K — Endg(V), a+ a-idy ein Ringhomomorphismus ist, liest man leicht

an den Definitionen ab. Die gegebene Operation macht V' zu einem Endg(V)-
Modul weil:

(M1) g-(f-v) =g(f(v) = (g0 f)w) = (g f)(v).
M2) (f+g)-v=(f+9)(v)=fv)+gv)=Ff-v+g-v
(M3)

frvtw)=flv+w)=flv)+ f(w)
=f-v+f-w.

(M4) 1EndK(V) U = ldv<U) = .

3.3 Basen

Ziel: Klassifikation aller Vektorrdume bis auf Isomorphie.
Zentrales Hilfsmittel: Begriff der Basis.

Erinnerung: Eine iiber eine Indexmenge I indizierte Familie (m;);c; von Ele-
menten einer Menge M ist nichts weiter als eine Abbildung m: I — M und wir
schreiben m(i) = m; € M und m = (m;);er € M?.

Sprechweise: (m;);cy ist ein System von Elementen in M.

Definition 3.13. Ein System von Skalaren (o;)ie; € K' heifit endlich, wenn
a; = 0 fur fast alle ¢ gilt. Der Untervektorraum aller endlichen Systeme von
Skalaren wird mit
KO — @ K
el
bezeichnet.
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Bemerkung. Sei V' ein K-Vektorraum, (v;);e; € V! ein System von Vektoren
in V und (oy)ic; € KU ein endliches System von Skalaren. Dann gilt a;v; = 0
fiir fast alle ¢, so dass man der Summe

Z QU5

icl
einen Sinn geben kann.

Definition 3.14. Sei V ein K-Vektorraum, I eine Indexmenge und v = (v;);er
ein System von Vektoren in V. Der Untervektorraum

Lin((v;)ser) {Zoz v; | () ZG]EK( CV}
i€l

heifit die lineare Hiille des Systems (v;);es. Jeder Vektor v € Lin((v;);er) heiit
Linearkombination der v;. Man nennt Lin((v;);e;) auch den von den Vektoren
(vy)ier aufgespannten Untervektorraum.

Lemma 3.15. Die lineare Hiille Lin((v;);es) ist der kleinste Untervektorraum
von V, der fiir alle i € I den Vektor v; enthalt.

Beweis. Sei U C V ein Untervektorraum mit v; € U fiir alle ¢ € I. Dann gilt fiir
alle (ay)ic; € KWD:

Z o;0; € U

iel
und somit Lin((v;);e;) C U. O

Definition 3.16. Sei (v;);e; ein System von Vektoren eines Vektorraums V.

(1) (vi)ier heiBt Erzeugendensystem von V', wenn Lin((v;)ier) =V gilt

(i) (vi)ier heiBt linear unabhdngig, wenn fiir jedes endliche System von Skalaren
(i)ier € KU die Implikation

Zaivi =0 = a; =0 fur alle ¢
i€l
gilt.

(iii) (v;)ier heiBt Basis von V, wenn es zu jedem Vektor v € V ein eindeutig
bestimmtes endliches System von Skalaren (;)ie; € KU mit v = 3 oyv;

il
gibt.

Beispiel. Fiir jeden Vektorraum V ist (v),ey € V'V ein Erzeugendensystem von
V.
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Beispiel. Im K™ bilden die Vektoren
er =(1,0,...,0), e2=(0,1,0,...,0),...,e, =(0,...,1)

eine Basis. Diese heifit die kanonische Basis des K™. Der Vektor e;, (i = 1,...,n),
heifit der i-te Einheitsvektor.

Lemma 3.17. Der K-Vektorraum V' habe die endliche Basis (v1,...,v,). Dann
ist die Abbildung

o K" — V
n
(a1, ... 0p) — Zlaivi
1=
ein Vektorraumisomorphismus.
Beweis. Zunachst ist ¢ linear.
Definition von Basis: Zu jedem v € V' gibt es genau ein o = (o, ...,a,) € K"
mit
n
v = Z%‘Ui = ¢(a),
i=1
d. h. ¢ ist bijektiv. O]

Bemerkung. Im Moment wissen wir noch nicht, ob fiir n # m eventuell ein
Isomorphismus K™ = K™ existieren konnte.

Definition 3.18. Ein Vektorraum V heiflt endlich erzeugt, wenn es ein endliches
Erzeugendensystem (vy,...,v,) von V gibt.

Beispiel. K™ ist endlich erzeugt.

Bemerkung. Im Moment wissen wir noch nicht, ob ein Untervektorraum eines
endlich erzeugten Vektorraums wieder endlich erzeugt ist.

Wir wollen Charakterisierungen der Eigenschaft, Basis zu sein, herleiten.

Lemma 3.19. Ein System von Vektoren (v;);e; ist genau dann eine Basis von
V', wenn es ein Erzeugendensystem und linear unabhangig ist.

Beweis.

(=) Sei (v;);er eine Basis. Da jeder Vektor als Linearkombination darstellbar ist,

gilt Lin((v;)ier) = V, d.h. (v;)ier ist ein Erzeugendensystem. Ist nun (a;)ier €

KW ein endliches System von Skalaren mit ¥ a;v; = 0, so gilt wegen 3. 0-v; = 0
i€l i€l

und der Eindeutigkeit der Darstellung: a; = 0 fiir alle ¢ € I.

(<) Sei nun (v;);es ein Erzeugendensystem. Dann ist jeder Vektor Linearkombi-

nation der (v;);es-

Z. z.: Ist das System (v;);es linear unabhéngig, so ist die Darstellung jedes Vektors

v € V als Linearkombination der v; eindeutig.
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Bew.: Seien (qy), (8;) € KW endliche Familien und " ayv; = v = 3 B;v;. Dann
ist die Familie («; — 3;)ie; auch endlich und es gilt:

Z(O&i — 61)’01 =0 = o — ﬁz = ( fir alle 4.
I

Hieraus folgt o; = ; fiir alle 1. O

Definition 3.20. Ein Erzeugendensystem (v;);c; eines Vektorraums V' heif3t mi-
nimal, wenn fiir jede echte Teilmenge .J ;Cé I das System (v;);es kein Erzeugen-
densystem ist.

Beispiel. Das Erzeugendensystem (ey,...,e,) des K™ ist minimal. Lafit man
den i-ten Einheitsvektor weg, so kann man nur noch Elemente (aq, ..., ;) € K"
mit a; = 0 als Linearkombination erhalten. Wegen 1 # 0 in K fehlt also z.B. der
Vektor (0,...,1,...,0) (die 1 steht an i-ter Stelle).

Lemma 3.21. FEin Erzeugendensystem ist genau dann minimal, wenn es eine
Basis ist.

Bewets.

(<) Sei (v3)ies eine Basis und J S I eine echte Teilmenge. Wihle ein ig € I\ J.
Trivialerweise gilt v;, = 1 - v;,. Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung, lafit
sich also v;, nicht als Linearkombination der v;, j € J, schreiben, und deshalb ist
(v3)ies kein Erzeugendensystem. Folglich ist (v;);e; ein minimales Erzeugenden-
system.

(=) Sei nun (v;);e; € V! ein minimales Erzeugendensystem. Nach 3.19 miissen
wir zeigen, dass (v;);c; linear unabhéngig ist. Angenommen es gébe ein von 0
verschiedenes endliches System (a;) € KO mit

Z a;0; = 0.
icl
Sei ig € I mit «a;, # 0. Dann gilt
—QG Uy = Z QU5
i€l\{io}

also

ien\{ig} Yo
Beh: (v;)ien{io} ist auch ein Erzeugendensystem.

Bew.: Sei v € V. Dann existiert eine endliche Familie 8; € K@ mit v = 3 Suv;.
i€l
Nun gilt
_ _ Big -
v = Bi,vi, + Z piv; = Z —7“1‘@' (7
ieI\{io} icI\{io} to

Dies zeigt die Behauptung und wir erhalten einen Widerspruch zur Minimalitét
des Systems (v;);er. O
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Notation: Sind (v;);e; € V! und (w;)ses € V7 zwei Systeme von Vektoren eines
Vektorraums V', so bezeichnet man das System

(ui)icrng €V Y mituy =4 .
w; 1€J

als die Vereinigung der Systeme (v;);e; und (w;)c.

Definition 3.22. Ein linear unabhiingiges System von Vektoren (v;);e; € V!
heilt mazimal, wenn fiir jeden Vektor v € V das System (v;);eroqs) mit v; = v
fir ¢« € I und v, = v nicht linear unabhéngig ist.

Lemma 3.23. FEin linear unabhédngiges System ist genau dann maximal, wenn
es eine Basis ist.

Beweis.
(<=) Sei (v;)ies eine Basis und v € V beliebig. Dann existiert (a;)ie; € K¢ mit
v = > ;v;. Dies formuliert man zu

> v+ (=1)v=0

um und sieht, dass die Vereinigung von (v;);e; mit dem l-elementigen System
(v) nicht linear unabhéngig ist. Also ist (v;) ein maximales linear unabhéngiges
System.

(=) Sei (v;) ein maximales linear unabhéngiges System. Nach 3.19 ist zu zeigen,
dass (v;) ein Erzeugendensystem ist. Angenommen nicht. Dann gébe es ein

v € V' \ Lin((v;)er)-

Beh.: Das System (v;);cpoqs mit v; = v; fiir @ € I, v, = v ist linear unabhéangig.
Bew.: Sei ()icroqsy eine endliche Familie mit > av; = 0. Dann gilt a0 =
— > a;v;. Wegen v ¢ Lin((v;)ier) folgt a :zS{U]{)*; das System (v;);er linear
unlgll)héngig ist, folgt a; = 0 fiir alle @ € I. Dies zeigt die Behauptung.

Wegen der Maximalitdt von (v;);c; erhalten wir einen Widerspruch, also gilt
Lin((v)ier) = V. O

Zusammenfassend:

Theorem 3.24 (Charakterisierung von Basen). Sei (v;);e; € V! ein System von
Vektoren in einen Vektorraum V. Dann sind dquivalent:

(i) (v;)ier ist eine Basis von V,

(ii) (v;)ier ist ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von V|
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(iii) (vi)ier ist ein minimales Erzeugendensystem von V,

(iv) (v;)ier Ist ein maximales linear unabhédngiges System von V.
Beweis. 3.19, 3.21, 3.23. [
Frage: Hat jeder Vektorraum eine Basis?

Theorem 3.25 (Basisergdnzungssatz). Sei (v;);e; ein Erzeugendensystem des
Vektorraums V' und I' C I eine Teilmenge, so dass das System (v;);ep linear
unabhéngig ist. Dann gibt es eine Teilmenge J C I, mit I' C J so dass (v;)ics
eine Basis ist. Insbesondere besitzt jeder Vektorraum eine Basis und jeder endlich
erzeugte Vektorraum besitzt eine endliche Basis.

Beweis. Wir begriinden zunéichst das ,insbesondere®. Sei (v;);c; ein Erzeugen-
densystem von V' (jeder Vektorraum besitzt ein solches). Setzt man I’ = &, so
erhélt man J C I so dass (v;);cs eine Basis von V' ist. War [ endlich, so ist auch

J endlich.
Wir beweisen die Aussage des Satzes hier nur im Fall, dass I endlich ist. Betrachte

S ={M C I|I' C M, (v;);en ist linear unabhéangig} C P(I).

Dann besitzt S ein maximales Element beziiglich der Inklusion von Mengen, d. h.
ein J € S, fir das gilt:

VMeS:JCcM=J=M.

Es reicht dazu, J € S mit #J maximal zu wéihlen. Das geht, weil #.J durch #1
beschrénkt ist.

Setze V' = Lin((v;)ics)-

Beh.: Es gilt V= V', Insbesondere ist (v;);cs ein Erzeugendensystem von V' und
damit eine Basis von V.

Bew.: Sei k € I\ J. Setze M = JU {k}. Dann ist (v;);ep linear abhéngig. Sonst
wire J C M € S, aber J # M. Also gibt es 0 # ()icar € K M) mit

Z ;0 = 0.
ieM
Wire oy = 0, so folgt («;);e; = 0 wegen der linearen Unabhéngigkeit von (v;);ecs
und damit (o;);epr = 0. Widerspruch. Also gilt o # 0 und somit
V = Z &UZ’ c V’.
icJ Ok

Also gilt v; € V' fir alle i € I. Weil (v;);¢r ein Erzeugendensystem von V ist, gilt
mit Lemma 3.15
V= Lin((vi)ig) C VI C V,

also V =V, O
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Bemerkung. Die Endlichkeit von I haben wir nur gebraucht, um ein maxima-
les Element J in S zu finden. Falls I nicht endlich ist, folgt die Existenz eines
maximalen Elementes aus dem Lemma von Zorn, siehe z. B. in W. Greub Lineare
Algebra oder in F. Brieskorn Lineare Algebra und analytische Geometrie.

Mit dem Basisergdnzungssatz 3.25 und Lemma 3.17 sehen wir, dass jeder
endlich erzeugte Vektorraum isomorph zu einem K" ist. Aber ist das n eindeutig
bestimmt? Wichtig ist nun der

Satz 3.26. Sei (vy,...,v,) linear unabhidnging und (wy, ..., w,,) eine Basis von
V. Dann gilt n < m.

Beweis. Setze
A=Av,...,v,}, Bo=Awiy,...,w,} CV
In linear unabhéangigen Systemen kommt kein Vektor doppelt vor, also gilt:
HA=n,#By=m

Die Systeme (vq,...,v,), (w1, ..., w,) konnen wir mit den Systemen (v),c4 bzw.
(w)wep, identifizieren (Das ist nur ein notationeller Trick).

Angenommen, A C By. Dann gilt n < m und wir sind fertig.

Beweisidee: Ersetze sukzessive die Basis (w)yep, durch eine Basis (w)yep mit
B ' CcV, #B < #Byund #AN B" > #AN By; solange, bis A C B'.
Angenommen z € A\ By. Setze I' = (AN By) U{z} C By U {z} = I. Dann
ist (v)yep als Teilsystem von (v),eca linear unabhéngig. Das System (w)yer ist
Erzeugendensystem, weil es die Basis (w),ep, als Teilsystem hat. Mit dem Ba-
siserganzungssatz 3.25 erhalten wir ein I’ C By C I, so dass (w)y,ep, Basis ist.
Wiére By = 1, so By ; By und (w)yep, ist kein maximales linear unabhéngiges
System. Widerspruch. Also B, ; Tund #B; < #1 = #By+1,d. h. #B; < #DB,.
Andererseits I’ = (AN By) U{x} C AN By, also #AN By > #1I' = #AN By + 1.
Fiihre nun dieselbe Betrachtung fiir By anstelle von By durch, usw. Wir erhalten
so eine streng monoton wachsende Folge

ANB G ANB G ANB, G ...

mit B; C V, #B; < m, (w)yep, Basis von V. Weil #AN B; durch #A beschrénkt
ist, muss dieser Prozess terminieren, d. h. es gibt ein & € Ng mit A\ By = 0, d. h.
A C Bg. Also gilt n = #A < By < #By=m. m

Korollar 3.27. Sei V' ein Vektorraum, der eine Basis aus n Vektoren hat. Dann
gilt:

(i) Mehr als n Vektoren sind stets linear abhéangig.
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(ii) Jede Basis von V' besteht aus genau n Vektoren.

(iii) Jedes Erzeugendensystem besteht aus mindestens n Vektoren.

Beweis.

(i): folgt aus 3.26.

(ii): ist (vy,...,v,) eine Basis und (w,...,w,,) eine andere Basis, so folgt aus
3.26 dass n < m und m < n.

(iii); Wére (wy,...,wy,), m < n, ein Erzeugendensystem, so gébe es nach 3.25
eine Basis aus weniger als n Vektoren, was (ii) widerspréache. ]

Definition 3.28. Ist V ein endlich erzeugter Vektorraum, so nennt man die
Kardinalitat einer (jeder) Basis die Dimension von V. (Bezeichnung: dimg V
oder einfach dim V'). Ist V' nicht endlich erzeugt, so setzen wir dim V' = oo.

Bemerkung. Besser: Der Begriff der Kardinalitét existiert fiir jede Menge (i. A.
ist das keine natiirliche Zahl). Fiir jeden Vektorraum V hat jede Basis von V
dieselbe Kardinalitat, so dass man auch allgemein dim V' als die Kardinalitét
einer Basis definieren kann. Mit dieser Definition gilt dann

dimpg KN = #N < #R = dimg K®.
Fiir uns haben beide Vektorrdume die Dimension oo.
Beispiele.
e V={0} <= dimV =0.
e dimK" =n

Satz 3.29. Ist V ein endlich erzeugter Vektorraum und W C V' ein Untervek-
torraum, so ist W endlich erzeugt und es gilt dim W < dim V. Die Gleichheit ist
aquivalent zu W =V

Beweis. Sei n = dim V. Wir erhalten eine endliche Basis von W wie folgt.

1. Falls W = {0}: fertig.
2. Ansonsten: Wéhle w, € W\ {0}.
3. (w;) Basis von W: fertig.

4. Ansonsten ist (w;) kein maximales linear unabhéngiges System und wir
finden wy € W mit (wy,ws) linear unabhéngig.

5. (wy,wsy) Basis: fertig.

6. Ansonsten: Suche ws usw.
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Dieser Prozess bricht ab, weil mehr als n Vektoren in V' (und damit in W) stets

linear abhdngig sind. Wir erhalten eine Basis (wy,...,w,,) von W mit m < n.
Im Fall m = n ist (wy,...,w,,) ein maximales linear unabhéngiges System von
Vektoren in V| also eine Basis, daher W = Lin(wy, ..., w,) = V. O

Konvention: Von jetzt an benutzen wir das Wort endlich-dimensionaler Vektor-
raum (e. d. VR) fiir endlich erzeugte Vektorraume.

Lemma 3.30. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimen-
sionalen Vektorraumen. Dann gilt

(i) ist f injektiv und (vy, ..., v,) linear unabhédngig in V', so ist (f(v1), ..., f(vy,))
linear unabhéngig in W . Insbesondere gilt dim V' < dim W und Gleichheit
gilt dann und nur dann, wenn f ein Isomorphismus ist.

(ii) Ist f surjektiv und (vi,...,v,) ein Erzeugendensystem von V, so ist
(f(v1),..., f(vn)) ein Erzeugendensystem von W. Es gilt dim V' > dim W
und Gleichheit gilt genau dann, wenn f ein Isomorphismus ist.

Bewets.
(i) Sei f injektiv und (vy,...,v,) ein linear unabhéngiges System in V. Dann
gelten die Implikationen
iaﬁ(vﬂz@#f(iaivi) =0= iaivi:0:>ozz~:0f1"1ri:1,...,n.
i=1 i=1 i=1
Daher ist das System (f(v1),..., f(v,)) von Vektoren in W linear unabhéngig.
Ist nun (vy,...,v,) eine Basis von V, folgt aus der linearen Unabhéangigkeit von
(f(v1),..., f(vn)) und aus 3.29 die Ungleichung dim V' =n < dim .
Da f injektiv ist, induziert f einen Isomorphismus

F:V = im(f), v f(v) €im(f) C W.
Wir erhalten dimim(f) = dim V. Nun folgt
f Isom. < im(f) = W & dimim(f) = dim W < dim V = dim W’

(ii) Sei f surjektiv und (vy,...,v,) ein Erzeugendensystem von V. Es sei w =
f(v) € W beliebig. Dann existieren ag,...,q, € K mit v = Y7 ;| o;v;. Es folgt
w =", a;f(v;). Daher ist (f(v1),..., f(v,)) ein Erzeugendensystem von W.
Wiéhlen wir nun eine Basis (v1, ..., Vaim(vy), 50 ist (f(v1),..., f(Vaim(v))) €in Er-
zeugendensystem, also dim V' > dim V.

Ist f ein Isomorphismus, so gilt offenbar dim V' = dim W. Umgekehrt gel-

te dimV = dimW =: n. Sei (wy,...,w,) eine Basis von W und w; = f(v;),
i = 1,...,n. Dann ist (vy,...,v,) linear unabhingig (Grund: > ayv; = 0 =
Yaif(vi) =0=a;=0,i=1,...,n), wegen n = dim V' maximal linear unab-

hangig, also eine Basis von V. Ist nun Enj a;v; € ker(f), so folgt En: a;w; = 0, also
i=1 i=1
a; =0,7=1,...,n. Daher gilt ker(f) = {0} und f ist ein Isomorphismus. [
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Korollar 3.31. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f:V — V
ein Endomorphismus. Dann sind dquivalent:

(i) f ist injektiv
(ii) f ist surjektiv
(iii) f ist ein Isomorphismus.

Beweis. Ist f injektiv, so ist f Isomorphismus nach 3.30 (i). Ist f surjektiv, so ist
f Isomorphismus nach 3.30 (ii). Die verbleibenden Implikationen sind trivial. [

Theorem 3.32 (Klassifikation endlichdimensionaler Vektorraume). Endlichdi-
mensionale K-Vektorrdaume werden bis auf Isomorphie vollstiandig durch ihre Di-
mension klassifiziert:

(i) Fir jeden endlichdimensionalen K-Vektorraum V' gibt es ein n € Ny mit
V =2 K", ndmlich n = dim V.

(ii) Zwei endlichdimensionale K-Vektorrdume W und V sind genau dann iso-
morph, wenn dimg W = dimg V.

(iii) Fir jedes n € Ny existiert ein endlichdimensionaler Vektorraum V mit
dimgV =n,2z B.V = K"

Mit anderen Worten: Die Zuordnung V — dimg V' induziert eine Bijektion von
der Menge der Isomorphieklassen endlichdimensionaler K -Vektorraume nach Nj.

Beweis.

(i) Mit dem Basisergénzungssatz 3.25 und Lemma 3.17 sehen wir, dass V' iso-
morph zu K4™V st

(ii) siche Lemma 3.30.

(iii) klar. O

3.4 Dimensionsformeln

Wir untersuchen nun, wie sich die Dimension unter den verschiedenen Konstruk-
tionen auf Vektorrdaumen verhalt.

Satz 3.33 (Dimensionsformel fir direkte Summen). Sind U,V Vektorrdume, so
gilt
dimU @V =dimU +dimV

Bemerkung. Per Konvention gilt co +n = co = oo + n fir n € Ny, sowie
00 + 00 = Q.
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Beweis. Gilt dim U = oo oder dim V' = o0, so gilt nach 3.29 auch dim UV = oo.
Sind n = dimU und m = dimV endlich, (uy,...,u,) eine Basis von U und
(v1,...,v,) eine Basis von V, so sieht man unmittelbar, dass

((u1,0), (u2,0), ..., (uy,0),(0,v1),...,(0,v,))
eine Basis von U & V ist. Dies zeigt die Dimensionsformel. O]

Anwendung;:

Definition 3.34. Es sei V' ein Vektorraum und U C V ein Untervektorraum.
Ein Untervektorraum U’ von V heiit Komplement zu U, wenn gilt

UnU' ={0} wnd U+U' =V.
Bemerkung. Ist U’ ein Komplement zu U, so ist U ein Komplement zu U’.

Satz 3.35. Sei V ein Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Dann exi-
stiert ein Komplement U’ zu U.

Beweis. Sei (u;);e; eine Basis von U. Wir ergénzen diese zu einer Basis (u;);cr0

von V. Setze U’ = Lin((u;);ey). Dann gilt UNU' = {0}, U+ U’ = V. O

Satz 3.36 (Dimensionsformel fiir Komplemente). Sei V' ein Vektorraum, U C V
ein Untervektorraum und U’ C V ein Komplement zu U. Dann ist die natiirliche
Abbildung

UaU —V, (uu)—u+d

ein Isomorphismus. Insbesondere gilt dimV = dim U + dim U’.
Beweis. Der Isomorphismus folgt aus 3.7, die Dimensionsformel aus 3.33. O]

Satz 3.37 (Dimension des Faktorraums). Sei V' ein endlich-dimensionaler Vek-
torraum und U C V ein Untervektorraum. Dann ist V/U endlich-dimensional
und es gilt

dimV/U =dimV — dim U.

Beweis. Sei U’ ein Komplement zu U in V. Wir betrachten die zusammengesetzte
Abbildung

0 U -V -5 v/
Behauptung: ¢ ist ein Isomorphismus.
Beweis der Behauptung: ker(p) = ker(p)NU’' = UNU’' = {0}. Also ist ¢ injektiv.
Sei nun v + U € V/U beliebig. Wegen U + U’ = V existiert v € U und v’ € U’

mit u + v = v, also v’ + U = v + U. Somit ist v’ ein Urbild von v + U unter
®. [
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Satz 3.38 (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen). Ist f: V. — W eine
lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen, so gilt

dim V' = dim(ker(f)) + dim(im(f)).
Beweis. Nach Satz 3.11 gilt V/ker(f) = im(f). Die Aussage folgt aus 3.37. [

Satz 3.39 (Dimensionsformel fiir Schnitt und Summe). Seien Uy, Us Untervek-
torraume des endlich-dimensionalen Vektorraums U Dann gilt

Beweis. Wir betrachten wie im Beweis von Lemma 3.7 die surjektive lineare
Abbildung
o: Uy @ Uy — Uy + Us, (ug,uz) — ug + usg

Behauptung: Die Abbildung
i: Uy NUy; — ker(p), u— (u, —u)

ist ein Isomorphismus.

Beweis der Behauptung: Injektivitédt ist klar. Sei (up,u2) € ker(yp). Dann gilt
up = —ug, also uy,us € Up N Us. Setze u = wuy, dann gilt i(u) = (ug,us). Dies
zeigt die Surjektivitat.

Nach 3.38 gilt nun dim(U; @ Usy) = dim(U; N Us) + dim(U; + Us) und nach 3.33
gilt dim(U; @ Uy) = dim Uy + dim Us. O

3.5 Basen und lineare Abbildungen

Sei f: V — W eine lineare Abbildung und (v;);e; eine Basis von V. Wir erhalten
das System (f(v;))ier von Vektoren in W. Umgekehrt gilt:

Satz 3.40. Sei (v;);e; eine Basis von V. Zu jedem System (w;);c; von Vektoren in
W gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung f: V — W mit w; = f(v;)
fiir alle i € 1.
Beweis. Jedes v € V hat eine endliche Darstellung v = Y- av;, o; = 0 f.fa. 7.
iel
Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung ist die Abbildung
f:V—W, f(v Z W;
el

wohldefiniert, linear und hat die gewiinschte Eigenschaft. Sind nun f, fo zwei
lineare Abbildungen und fi(v;) = w; = fo(v;) fir alle i € I, so gilt fir v =Y a,v;:

v) =Y aifi(vi) =Y aaw; =Y aifo(v;) = fo(d i) = fa(v)

el

also f1 = fo. m
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Korollar 3.41. Fiir jeden Vektorraum V' ist die kanonische Abbildung
OV V™ u— gy, (pu: V¥ = K, [+ f(u))
injektiv.

Beweis. Zu zeigen: ker(®) = 0, d.h.: aus f(u) = 0 fur alle f € V* folgt u = 0.
Sei u # 0. Nach dem Basiserganzungssatz 3.25 existiert eine Basis (u;);cr, die u
enthéalt, d.h. w;, = u fir ein ¢y € I. Wir definieren eine Linearform f: V — K
durch f(u;,) =1 und f(u;) = 0 fur ¢ # ip. Dann gilt f(u) # 0. O

Satz 3.42. Ist V ein endlich-dimensionaler Vektorraum, so gilt dim V' = dim V*.

Beweis. Sei (vq,...,v,) eine Basis von V. Seien vf,...,v% € V* definiert durch
* _ .
v} (vj) = 05, wobei

0 it

dij = { Z 7 ‘7 (Kroneckersymbol).
1 1=

Behauptung: (v§,...,v") ist eine Basis von V*.

Beweis: Sei ajv] + -+ - + a,v) der Nullhomomorphismus V' — K. Zu zeigen:
ap =---=aq, =0. Es gilt

0412061+0+"'+0

= a1v] (v1) + aguy(vy) + -+ - + apur (vy)
= (v} + -+ + a,vr)(v1) = 0.

Analog zeigt man ag = - -+ = a,, = 0, weshalb (v], ..., v}) ein linear unabhéngiges

System in V* ist. Sei nun f: V' — K beliebig und sei f(v;) = a4, i = 1,...,n.
Dann gilt f = oyv] + -+ - + a0, weil beide Seiten Linearformen auf V' sind, die
die gleichen Bilder auf den Basisvektoren vy, ..., v, haben. O

Definition 3.43. Die eben definierte Basis (v],...,v}) von V* heifit die zur
Basis (v1,...,v,) von V duale Basis.

Korollar 3.44. Ist V ein endlich-dimensionaler Vektorraum, so ist die kanoni-
sche Abbildung ®: V' — V** ein Isomorphismus.

Beweis. Nach 3.41 ist ® injektiv. Nach 3.42 gilt
dimV =dim V* = dim V**
Wegen 3.30 (i) ist ® ein Isomorphismus. O

Bemerkung. Fiir unendlich-dimensionale Vektorraume ist 3.44 falsch!
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3.6 Der Rangsatz

Definition 3.45. Seien V, W endlich-dimensionale Vektorraume und f: V' — W
eine lineare Abbildung. Der Rang von f ist definiert durch

Rg(f) = dim(im(f)).
Bemerkungen.
(i) f=0<+=Rg(f) =0
(ii) f surjektiv <= Rg(f) = dim W
(iii) Allgemein gilt die Ungleichung

0 < Rg(f) < min(dim V,dim W).

Nun definiert f die duale Abbildung f*: W* — V* ¢+~ o f. Es gilt der

Satz 3.46 (Rangsatz). Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-
dimensionalen Vektorrdumen. Dann gilt

Rg(f) = Re(f")
Beweis. Es gilt fir f:V — W:

Rg(f*) = dim(im(f*))
2 dim(W*) — dim(ker(f"))
20 dim(W*) — dim(W/ im(f))*

3.42

= dim(W) — dim(W/im(f))
2 dim (W) — dim(W) + dim(im f) = Rg(f).

4 Matrizen

Im ganzen Kapitel sei K ein fester Korper.

Ziel: Beschreibung aller linearen Abbildungen zwischen zwei endlichdimensiona-
len Vektorrdumen V und W.

Erinnerung: Jeder endlich-dimensionale Vektorraum V' iiber K ist isomorph
zum K™ n = dim V. Der Isomorphismus ist nicht kanonisch, sondern hiangt von
der Auswahl einer Basis ab (Lemma 3.17).



58 Malte Witte: Lineare Algebra I, WS 2014/15

4.1 Matrizen

Definition 4.1. Eine m X n-Matrix mit Eintrdgen in K ist ein Schema

a1 ... QA1n
(aijhicicm=| + . mit q;; € K fir 1 <i<m, 1 <5 <n.
1<j<k
Am1 --- Qmp

Die Menge der m x n-Matrizen iber K wird mit M,, ,(K) bezeichnet. M,, ,,(K)
wird zum K-Vektorraum durch

(aij)i<icm + (bij)i<icm = (aij + bij)1<i<m,

1<k 1<k 125<k
a - (ai)i<icm = (Qaij)1<i<m
125<k 1<k

fiir (aij>1§i§m7 (bz‘j)lﬁiém € Mm,n(K)v a€ K.

1<5<k 1<5<k
Notation: Die m x n Matrix mit 0 an allen Stellen wird mit 0 € My, ,(K)
bezeichnet.

Konvention: Wir werden ab jetzt durch

3]
(ay,...,a,) —
Qn
K™ mit M, ;(K) (Spaltenvektoren) identifizieren.
Definition 4.2. Sind A = (aij)lgigm < Mm,n(K) und B = (b,;j)1§i§n < Mmk(K)

1<j<n 1<j<k
Matrizen, so heifit die Matrix

C = (¢ij)i<icm € My (K) mit ¢;; = Zais < bs;.
s=1

1</<k

das Produkt der Matrizen A und B. Schreibweise: C' = A - B.

Warnung: i.A. ist B - A nicht definiert und selbst im Fall m = n = k gilt i.A.
A-B#B-Al

Beispiel.
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Die Multiplikation mit einer festen Matrix A € M,, ,,(K') definiert eine Abbildung
Frun(A): K" — K™

Wir erhalten so eine Zuordnung A —— F,,,(A), die jeder m x n-Matrix eine
Abbildung K™ — K™ zuordnet.

Satz 4.3. Die eben definierte Zuordnung definiert einen Vektorraum-Isomorphis-
mus

Fon: My n(K) — Homg (K", K™)
Fir A€ M, ,(K) und B € M, ;(K), gilt
Fai(A-B) = Finn(A) 0 For(B)

in Homyg (K*, K™).
Bewets. o "
(i) Finn(A) ist eine lineare Abbildung: Sei < : ) : ( : > € K", a € K. Schreibe
A= (ay). e

T Y1 111 + Q122+t AinTy anyi + -+ AiplYn
Al | +A] | = : N :

Ty, Un Am1T1 + Q22 + -+ ATy Am1Y1 + -+ Qmnln
an(zr+y1) +-F am(T, +yn)

A1 (1 +y1) + o+ amn(Tn + Yn)

1+ Y T (1
=Al ¢ | =A |+
Tn + Yn Tn Yn
T1 aTq anary +--+ Ao
Ala =A = :
T ax, 11 + -+ QT
annry +--+ a1y Ty
=« : : =aA
Am1T1 +---+ AmpnTn T,

(70) Frnp @ My (K) — Hompg (K™, K™) ist linear: Man muf nachrechnen:

Fon(A+ B) = F,0(A) + Fn(B),
Fon(a-A)=aF,,(A).
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Beide Gleichheiten von linearen Abbildungen zeigt man durch Einsetzen eines be-
1

liebigen Vektors ( :

> € K™ und Anwendung der Definitionen. Dies sind einfache

Rechnungen, dhnlich denen wie unter (i).

(iii) F,, ist ein Isomorphismus: Beobachtung: Fir 1 < i < n gilt

0
: a1
Fron(A)(e;)) =A|1|itestele =] : | =i-te Spalte von A.
: i
0
Nun ist (e, ...,e,) eine Basis des K™ und nach 3.40 ist eine lineare Abbildung

¢: K™ — K™ eindeutig durch das System (¢(e1), ..., p(e,)) im K™ gegeben und
umgekehrt. Daher ist F;,, ,, ein Isomorphismus.

(iv) Es verbleibt, die Formel fiir die Komposition zu zeigen. Es geniigt zu zeigen:
firi=1,...,k gilt

FmJﬂ(A : B)(ei) = Fm,n(A)<Fn,k(B)(ei))
Linke Seite:

a1101; + a12by; + - - - 4 a1bp;
F,.k(A- B)(e;) =i-te Spalte von (A- B) = :

m1b1i + Amaboi + - -+ A bni

Rechte Seite:
A - (i-te Spalte von B) = dasselbe.

[]

Definition 4.4. Die Matrix E,, = (d;j)1<i<n (also Einsen auf der Hauptdiagonale
1<j<n
und sonst Nullen) heifit die Einheitsmatriz vom Rang n.

Bemerkung. Es gilt F, ,,(E,) = idgn.

Korollar 4.5. Das Matrizenprodukt ist assoziativ !. Fiir m = n = k erhalten
wir einen Isomorphismus unitarer Ringe

Fn: Myn(K) = Endg (K™).

Idas kann man natiirlich auch zu Fu ausrechnen
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Definition 4.6. Eine nxn Matrix A heifit invertierbar, wenn F,, ,(A): K" — K"
ein Automorphismus ist. Die Menge der invertierbaren n x n-Matrizen wird mit
Gl,,(K) bezeichnet und bildet eine Gruppe beztiglich Matrizenmultiplikation, die
durch F),,, isomorph auf GI(K™) = Autg(K™) abgebildet wird. Das Inverse zu
einer invertierbaren Matrix A € Gl,(K) heifit die zu A inverse Matrix und wird
mit A~! bezeichnet.

Lemma 4.7. Eine Matrix A € M,, ,(K) ist genau dann invertierbar, wenn eine
Matrix B € M, ,,(A) mit B- A = E,, existiert. Es gilt dann automatisch auch
A-B=FE, und somit B = A"

Beweis.

(<): Es gilt F, ,(B) o F,,»,(A) = id, insbesondere ist F}, ,(A) ein injektiver En-
domorphismus des endlichdimensionalen K-Vektorraums K", also ein Automor-
phismus nach 3.31.

(=): trivial.

A-B = E,, B= A"!: Eindeutigkeit des Inversen in einer Gruppe. O]

Definition 4.8. Wir nennen ein Diagramm von Vektorrdumen und linearen Ab-
bildungen kommutativ, wenn jede Verbindung zwischen zwei Vektorraumen im
Diagramm dieselbe Abbildung reprasentiert.

f
—_—
N

Beispiele.

U V

Q

w
ist kommutativ, falls h = g o f.

U
g’l g
W —
/

ist kommutativ, falls go f = f'o¢'.

Seien nun V, W endlich-dimensionale Vektorraume, n = dim V', m = dim W und

(v1,...,0p), (w1,...,wy) Basen von V und W. Nach 3.17 erhalten wir Isomor-
phismen
Qaq "
¢v1 ..... vn:Kn%V, '—>Zaivi
o, i=1
By )
Vunson s K==W, | D By

B =
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Fir A € M,, ,(K) erhalten wir ein kommutatives Diagramm

Kn Finn(A) Km
¢v1 ,,,,, Un \LN ~ \wal ,,,,, wm,
V

Korollar 4.9. Wir erhalten einen Isomorphismus von Vektorraumen

Fyrin My (K) — Homg (V, W)
A= Yoy © Frnn(A) 0 ¢

V1,.-+,Un

Definition 4.10. Den inversen Isomorphismus bezeichnen wir mit

M s Homyg (V, W)~ My (K.

W1yeees Wi,

Fir f € Homg(V,W) heifit My (f) die darstellende Matriz der linearen
Abbildung f bzgl. der Basen (vy,...,v,) und (wy,...,w,). Alternative Bezeich-
nungen: Darstellungsmatriz, Koordinatenmatriz.

Aus den Definitionen folgt fiir eine lineare Abbildung f : V' — W das kommuta-
tive Diagramm

K" K™
¢'u1 ..... Un, \LN N\wal ,,,,, wm,
V ; W
4.2 Wechsel der Basen
Seien nun (vy,...,v,) und (wy,...,w)) andere Basen von V bzw. W. Wie dndert

sich fiir eine lineare Abbildung f: V' — W die représentierende Matrix?

Definition 4.11. Sind (vy,...,v,) und (v},...,v,) zwei Basen desselben Vek-
torraums V', so heifit die Matrix

T = M3 (idy) € My (K)

/
yeeny U

die Transformationsmatriz von (vy,...,v,) nach (vq,...,v)).

e n

Lemma 4.12. T ist invertierbar. T ist die Transformationsmatrix von (v}, . .., v,
70 (V1 ..., Up).



4.2 Wechsel der Basen 63

Beweis. Das Diagramm

!
P (M7 ) Fun (MI1202 Gav))
K" 1 n K" K"
~ \L ¢v1 ,,,,, vn ~ \L ¢v’l AAAAA v,’n ~ \L ¢v1 AAAAA vn
4 idy 4 idy 4

setzt sich aus zwei kommutativen Diagrammen zusammen und ist deshalb kom-
mutativ. Daher gilt

idV o ldV O(bvl,...,'un = ¢v1,...,v o Fn n(MUP o (ldV)) o Fn n(le’ o <1dV)>

Eine Anwendung von ¢, ' - liefert

idgen = Fn (ML (idy)) o Fopu(My - (idy)).
Wegen idgn = F,, ,(E,) und weil F,, nach 4.5 ein Isomorphismus ist, folgt
B, = M (dy) - M2 (idy).
O

Bemerkung. Im Moment haben wir noch kein Verfahren zur Berechnung der
inversen Matrix 7! zur Hand. Diesem Problem widmen wir uns spéter.

Wir erinnern uns an das kommutative Diagramm

K" K™
¢'u1 ..... UR\LN N\wal ,,,,, wm,
V w

Hieraus erkennen wir:
Lemma 4.13. Ist MV (f) = (aij) € Myn(K), so gilt fiir j =1,...,n
f(’l)j) = a1;Wi + ...+ A W -

Beweis. In der j-ten Spalte der Matrix Mt (f) = (a;;) steht das Bild
des j-ten Basisvektors, also der Vektor an(M”1 o (f))(ej) € K™. Nun gilt
Gur....on (€5) = v; und die Kommutativitét des Dlagramms zeigt

ay
F(03) = Y, (Fnn (M50 (F))(€5)) = Pun, o
Qm, 5

= a1;W1 + ...+ Qo j Wi«
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Lemma 4.14. Seien U, V, W endlich-dimensionale Vektorraume (uy,...,u,),
(v1,...,0p) und (wy,...,wg) Basen von U, V. und W und f : U — V und
gV — W lineare Abbildungen. Dann gilt:

77777

und

Zusammen ergibt sich
9(f (u3)) = g(brjvr + - bjvm) = brjg(v1) + -+ + bujg(vm) =

bijar 1wy + - + bijagiwy + bajag swy + -+ - .
Wir erhalten durch Koeffizientenvergleich von g(f(u;)) vor w; fir i = 1,...,k,
7=1....n
Cij = ainbij + - + Qimbimy.

]

Aus diesem Lemma erhalten wir einen neuen Beweis fiir 4.12, denn es gilt
nach 4.14

N VLr vfz (idv) . ]\4”,11 """ v"(idv) = M:,)ll 7777 v::(idV) = E,.

Satz 4.15. (Basiswechselsatz). Seien V,W endlich-dimensionale Vektorrdume

und f:V — W eine lineare Abbildung.

Seien (v1, . ..,v,) und (v, ..., v)) zwei Basen von V und Ty € M, ,,(K) die Trans-
formationsmatrix.
Seien weiterhin (wy,...,w,,) und (w},...,w,,) zwei Basen von W und T die

Transformationsmatrix. Dann gilt

Beweis. Wir wenden 4.14 auf die Abbildungen

vy L Mgy
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und die Basen (v{,...,v)), (v, ... ,vn2, <u,}1’ ey W), (W, ... w!) an und erhal-

e n

ten unter Verwendung von 77! = My} 77 (idy) (siehe 4.12)

-----

T, - M[O1sn (f) . Tl_l — MY w:(ldw) . M:f;ll ..... Up, (f) . Mv’l ..... vg(ldv)

W ey Win, WY why, W g Wi, V1 yeeeyUn,
/
VlyeeyUn (f) Ve vn(d )
= M" - M i
wh e wh, V1,yeeeyU |4
MV (f)
! /
W 5eees Wiy

4.3 Range von Matrizen

Definition 4.16. Sei A € M,,,(K) eine Matrix. Der Zeilen-(bzw. Spalten-)Rang
von A ist die Dimension des durch die Zeilen (bzw. Spalten) von A im K" (bzw.
im K™) aufgespannten Untervektorraums.

Bezeichnung: Z Rg(A), S Rg(A).

Es spannen n Vektoren im K™ héchstens einen Vektorraum der Dimension min(m, n)
auf. Daher gilt:

0 < ZRg(A),SRg(A) < min(m,n).
Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis von
Satz 4.17. (Rangsatz fiir Matrizen). Fiir jede Matrix A € M,, ,(K) gilt
Z Rg(A) = SRg(A).

Danach werden wir die Notation Rg(A) fiir diese Zahl benutzen.

Um den Rangsatz zu zeigen, beginnen wir mit
Lemma 4.18.

(i) Fir A € M, ,.(K) gilt

SRg(A) = Rg(Fin.n(A)).

(ii) Seien V', W endlich-dimensionale Vektorraume, n = dimV, m = dim W,
und (vy,...,v,), (wy,...,wy,) Basen von V- und W. Sei f : V — W ein
Homomorphismus. Dann gilt

Re(f) = SRe(M\ 0 (f))-

.....
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Beweis.

(i): Die Spalten von A sind die Bilder der Basisvektoren ey, ..., e, € K™ unter
F.,.n(A). Diese Bilder spannen F,, ,(A)(K™) auf. Dies zeigt ().

(7i): Aus dem kommutativen Diagramm

oo (M7 00, ()

K" K™
¢’v1 ..... Un\LN N\L¢W1 ..... wm,
V W

folgt, dass die Einschrankung von ), ..

lm(Fm,n(Msjll """ o (f)) c K™

einen Isomorphismus

---------

.....

,,,,,

Beispiele.

Bemerkung. Offenbar gilt
ZRg(A) = S Rg(A")
Fir A e M,,,(K), B € M, ,(K) gilt

(A-B) = Bt A" € M, (K).
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Erinnerung: Ist V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Basis (v, ..., v,),
so hat der duale Vektorraum V* = Homg(V, K) die duale Basis vf,..., v} die
durch v} (vj) = d;; gegeben ist.

Eine lineare Abbildung f: V — W induziert die duale Abbildung

W= V5 po—pof.
Fiir V-1 W -4 U gilt (go f)* = f*og*: U* — V*.
Lemma 4.20. Seien V, W endlich-dimensionale Vektorrdaume und (vy,...,v,),

(wy, ..., wy,) Basen. Dann gilt fiir jede lineare Abbildung f: V — W:

Mt (F) = (M, () € Myn(K).

..... Win,

Beweis. Sei M3 tn (f) = (aij) € Myn(K), dh. firi =1,...,n gilt

.....

f(vi) = ajjwi + -+ + amiw,.

Die Spalten der Matrix auf der linken Seite sind die Koordniaten (in (vj,...,v}))

rn

der Bilder der Basisvektoren wy,...,ws unter fx. Um Gleichheit mit (a;;)" zu
zeigen, ist also fiir jedes 1 < j < m zu zeigen, dass

fr(wh) = ajivy + -+ 4 ajpuy,.

Beide Seiten sind Linearformen auf V', d. h. Elemente in V* = Homg(V, K). Es
gentigt daher zu zeigen, dass fiir alle ¢, 1 < i < n, gilt:

f*(wj*)(vz) = (aj1v] + - + ajpv;) (v;) = aji.
Nun ist f*(w}) die Komposition V' L, w =% K. Daher gilt

fH(wi) (i) = wj(f(vi))

Beweis des Rangsatzes fiir Matrizen 4.17. Wir betrachten die Abbildung
f=Fnn(A): K" — K™,

Nach 4.20 wird f* : (K™)* — (K™)* beztglich der zu den kanonischen Basen
dualen Basen (e}, ... e ) von (K™)* und (ef,...,e") von (K™)* durch die trans-
ponierte Matrix A' dargestellt.

Der Rangsatz fiir lineare Abbildungen 3.46 und 4.18 zeigen uns daher

SRg(A) = Rg f = Rg f* = SRg(A") = ZRg(A).
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Korollar 4.21. Fiir eine Matrix A € M, ,(K) sind die folgenden Aussagen dqui-
valent:

(i) A ist invertierbar, d.h. A € Gl,(K)

(ii) die Zeilen von A bilden eine Basis des K"

(iii) die Spalten von A bilden eine Basis des K™

(iv) Rg(A) =n.
Beweis. Die Aquivalenz (ii) < (iii) < (iv) folgt aus dem Rangsatz. SchlieSlich
gilt

A invertierbar <= F,, ,(A) ist bijektiv
PN F,.n(A) ist surjektiv

<= Rg(A) =n.
[
Korollar 4.22. Ist A € M,, ,(K) und T € Gl,,(K), S € Gl,,(K), so gilt
Rg(A) = Rg(SAT).
Beweis. Sei
f=Fun(A): K" — K™
Sei wy, . . ., Wy, die durch die Spalten von S—! gegebene Basis des K™ und vy, . . ., v,
die durch die Spalten von T gegebene Basis des K". Dann ist .S die Transforma-
tionsmatrix von (eq,...,ey) zu (Wi, ..., wy,) im K™ und T~! die Transformati-
onsmatrix von (eq,...,e,) zu (vq,...,v,) im K". Nach 4.15 gilt
Mt (F) = SAT)
= SAT
und deshalb nach 4.18
Rg(A) = Rg(f) = Rg(5AT).
]

Korollar 4.23. Sei A € M,,, ,(K) und r = Rg(A). Dann gibt es eine invertierbare
r X r-Untermatrix von A, d.h. Indizes 1 <11 < --- <, <m, 1 <1 < - < j <
n, so dass die Matrix

A = (a55) iecfir,...iv}
J€{g1,nir}

invertierbar ist. Umgekehrt folgt aus der Existenz einer invertierbaren s x s Un-
termatrix, dass s < r gilt.
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Beweis. Wahle r Zeilen so aus, dass diese eine Basis des (r-dimensionalen) von
den Zeilen von A im K" aufgespannten Untervektorraums bilden. Dann streiche
die anderen Zeilen. Die so erhaltene Matrix hat Rang r. Dann wéhle r linear
unabhéngige Spalten aus und erhalte eine r x r-Matrix mit Rang = r.

Umgekehrt: Ist A’ eine invertierbare s x s-Untermatrix von A, so sind die Spalten
von A’ linear unabhéingig, also auch die s-vielen Spalten von A, die A’ treffen
=7 >S. [

Satz 4.24. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen
Vektorraumen, n = dim'V, m = dim W, r = Rg(f).

Dann gibt es Basen (vy,...,v,), (wi,...,wy,) von V und W, so dass
1 0
My (= | 4! 0 |tm
W1 yeeeyWin 1
0 1
0 0

Beweis. Rg(f) = Rg(Miss 5o () < min(n, m).

Es gilt r = dim f(V) = dim(V') — dimker(f) also dim ker(f) =n —r.
Sei U C V ein Komplement zu ker(f) (siche 3.35). Wahle eine Basis (v, ..., vy,)

von V, so dass Lin(vy,...,v,) = U und Lin(v,41,...,v,) = ker(f). Die einge-
schrdnkte Abbildung f: U — W ist wegen U Nker(f) = {0} injektiv. Sei nun
w; = f(v;) fur ¢ = 1,...,r und wahle w41, ..., w,, so dass wy, ..., w,, eine Basis
von W ist. O

Korollar 4.25. Sei A € M,,,,(K) und r = Rg(A). Dann existieren Matrizen
S e Glu(K), Te Gl,(K) mit

SAT = | r 0 m

Beweis. Wende 3.10 auf F,,(A): K" — K™ und den Basiswechselsatz 4.15
an. O

5 Lineare Gleichungssysteme
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5.1 Gauf3-Elimination

Aufgabe: vy, ..., v, € K" seien gegeben. Berechne eine Basis von Lin(vy, . .., vy,)!

Definition 5.1. Zwei Systeme (vy,...,v,) und (ws,...,w;) von Vektoren im
K™ heiflen linear dquivalent, wenn Lin(vy, ..., v,) = Lin(wy,...,w) gilt. Man
setzt:

Rg(vi, ..., vp) = dim Lin(vy, ..., v5).

Die folgenden Operationen heilen Zeilen- Umformungen. Mit ihrer Hilfe erhalt
man aus einem System von Vektoren ein linear dquivalentes System:

(i) Multiplikation von v; mit A # 0 fiir ein ¢
(ii) Ersetzen von v; durch v; + Av;, i # j
(ili) Vertauschen der v;

(iv) Streichen von v;, wenn v; = 0.

(Nullvektoren sind entbehrlich, die anderen Operationen sind umkehrbar.)

Bemerkung. Schreibt man vy, ..., v, als Zeilenvektoren
t_
V1 = (CLH e aln)
t
Uy, = (CLml PN amn) s

so bewirken die Operationen (i), (ii), (iii) auf der m x n-Matrix A = (a;;) das
folgende:
(i) Multiplikation von links mit der m x m-Matrix E;(\), die definiert ist durch

0 k#/(
E(MNpe=141 k=1(#1,
AN k=0=1
d.h.
1 0
E;(\) = A (A # 0 steht an der Stelle (4,7)).
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(ii) Multiplikation von links mit der m x m Matrix

1 k=/¢
EiiNge=<A k=diund (=
0  sonst.
d.h.
1
Eij(A) = | A 1 X steht an der Stelle (7, 7), (i # j).
1

(iii) Multiplikation von links mit der m x m-Matrix P,;, die gegeben ist durch

1 (k€)= (i,7) oder (j,1)
(Pijke=1 i#k=0+#]
0 sonst.

(vertausche i-te und j-te Zeile in E,,), d.h.

1
1
0 1 J
1
P =
1
7 1 0 1
1
1

J 1

Definition 5.2. Eine m x n-Matrix A hat Zeilenstufenform, wenn es ganze Zah-
len 0<r<m,1<75 <--- <7 <n gibt, so dass gilt

(1) a;; = 0 falls i > r oder falls i <r und j < j;.
(2) a;;, =1furalle 1 <i<r.

Man sagt dass A strenge Zeilenstufenform hat, wenn dazu noch gilt

(3) ajj, =0furallel <k <r, k#1.
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Bild:
3! J2 Jr
0...0 [ 1*x*x 0x=x O*...... *
‘1** 0* ...... *
‘ Ox-evvvee *
.. r
0% %---%
7‘1** *

Satz 5.3 (GauB-Elimination). Durch Zeilenumformungen (i), (ii), (iii) kann man
eine (m X n)-Matrix in strenge Zeilenstufenform bringen.

Beweis. Die j-te Spalte sei die erste, die nicht nur aus Nullen besteht. j; = j
(1) Heraufbringen: Ein Zeilentausch (iii) bringt a;; # 0

(2) Normieren: Anwenden von (i) bewirkt a;; =1

(3) Ausrdaumen: Durch Ersetzen von v; durch v; — a;;v1 erhalt die Matrix bis zur
j-ten Spalte die gewtinschte Form

Jetzt betrachte die Matrix ohne die 1. Zeile und wahle j,. Mache Schritt 1, 2,
3 und beachte, dass sich auch in Schritt 3 der wesentliche Teil der urspriinglich
ersten Zeile nicht andert usw. O]

Beispiel. Sei char(K) # 2

2 4 26 1 21 3 1 21 3
3639 —1363 9| —1000 0
4 8 59 4 8 59 001 =3
1 21 3 1 20 6
— 1001 -3]—|001 =3
000 O 000 O
Satz 5.4. Der von Vektoren vy,...,v, im K" erzeugte Untervektorraum ist
durch die strenge Stufe eindeutig bestimmt und umgekehrt.
D.h. gilt Lin(vy, .. .,v,) = Lin(wy, ... ,wg) so unterscheiden sich die strengen

Zeilenstufenmatrizen nur um 0-Zeilen unterhalb der Stufe.
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Beweis. Sei U = Lin(vy,...,vy) und r := dimU. Dann ist U = Lin(vy,...,v))
wobei v}, ..., v die ersten r-Zeilen der assoziierten Matrix in strenger Zeilenstu-
fenform sind.

Seien nun (vy,...,v,) und (wy,...,wy) mit Lin(vq,...,v,) = Lin(wy, ..., wg)
gegeben und seien A € M,, ,(K) und B € M, ,(K) die assoziierten Matrizen in
strenger Zeilenstufenform. Wegen Rg(A) = dim U = Rg(B) sind bei A und B die
i-ten Zeilen mit ¢ > r = dim U alle Null.

Betrachten wir fir 1 < j < r die Projektion p;: K" — K7, (a1,...,a,) —
(ai,...,a;), so sind die Stufen bei A wie bei B gerade die j, mit dimp,;(U) >
dimp;_;(U). Also haben die Stufen bei A und B die gleiche geometrische Form.

Seien nun a; = (a1, ...,61), .-, = (Gp1,...,am,) die ersten r-Zeilen von
Aund by = (bi1,...,b1n), .., b = (by1, ..., byy) die ersten r-Zeilen von B. Dann
sind (ay,...,a,) und (by,...,b,) beides Basen von U.

Schreiben wir nun a; = Y A;;b;, so ist (weil die j;-te Spalte von B genau
i=1

eine 1 bei (4, ;) hat) \; = a_jji. Aber A ist in strenger Zeilenstufenform, also

ajj, = (1) zii . Hieraus folgt \;; = 0, falls ¢ # j, und = 1, falls ¢ = j, und
damit a; = b; fir j =1,...,7. ]

Berechnung der inversen Matrix

Ist A € Gl,(K), dh. A € M,,(K) und n = Rg(A), so ist die strenge Zeilen-
stufenform von A die Einheitsmatrix F,. Dies gibt die folgende Methode zur
Berechnung von A~

Fiihre die gleichen Operationen die A auf strenge Zeilenstufenform (d.h. auf E,,)
bringen mit E, aus. Das Ergebnis ist A1,

Begriindung: Jede der Operationen (i), (ii) und (iii) entspricht der Linksmulti-
plikation mit einer Matrix. Ist M das (von rechts nach links gebildete) Produkt
dieser Matrizen, so gilt M - A = E,, und M - E,, = M und also M = A~

Beispiel. Suche
-1

2 0 -1
-1 -1 2
0 1 -1

wenn char(K) # 2, dh. 2#0, 1 € K:
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|

[u—

=

-

po |

N = =
O Ok O O
o OO

— N —
2= O NN =7 N7 N

0
0
1
0
0
1
1 0 —3 00
0o -1 2 10
0 1 -1 01)
10 —3 0 0
01 —3 -3 —1.0
01 -1 0 0 1
1 1
o1 1[5 Do
00 U v
10 1 oo oo
01 -3 B R
2 2
00 1 1 2 2
10 0 111
01 -3 -3 —1.0
00 1 12 2
100 111
010 123
001 12 2
111 2 0 -1
Alsogilt | 1 2 3 -1 -1 2 |=E;
122 0 1 -1

Berechnen der dualen Basis.

Elemente des Dualraums (K™)* sind Linearformen auf K™. Die kanonische Basis
des (K™)* ist durch die zur kanonischen Basis (e,...,e,) des K™ duale Basis
(€7,...,e) gegeben. Wie vorher schreiben wir Elemente des K™ als Spaltenvek-
toren (d.h. (nx1)-Matrizen). Jeder Zeilenvektor (d.h. (1xn)-Matrix) (a4, ..., a,)
definiert mit Hilfe der Matrixmultiplikation M ,(K) x M, 1(K) — M1(K) = K
durch

t

(21, ..., x0) > (a1,...,a,) (21, .. ., 2) = a2y + -+ apz, € K

ein Element von (K™)*. Es gilt

(1,0,...,0) =€, ... (0,...,0,1) = ¢
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Daher lait sich die Linearform ¢ = aie] + - + ane), durch den Zeilenvektor
(ay,...,a,) darstellen, mit anderen Worten: wir konnen den (K™)* mit dem Vek-
torraum der Zeilenvektoren der Lange n identifizieren.

Sei nun (vy,...,v,) eine Basis des K™ und (v],...,v}) die duale Basis, d. h. die

Basis des (K™)*, die durch v} (v;) = d;; charakterisiert ist. Die Zeilenvektorform
der dualen Basis berechnet man wie folgt:
1. Bilde die Matrix A deren i-te Spalte gleich v; ist.

2. die i-te Zeile von A7! ist v}

Begriindung: v} ist durch v} (v;) = 0;; charakterisiert, d.h. fiir den als Zeile
geschriebenen Vektor v} gilt: v} - v; = d;;. Bildet man die Matrix A mit den v; als
Spalten und die Matrix B mit den v} als Zeilen, so gilt B-A = E,, also B = A~

Beispiel. Betrachte die Basis

() ()

des R2. Dann gilt

also
Uy = (27 _1) - 26; 6;7 U; - (_17 1) - —€>{ + 6;
Basisergianzung
Gegeben: Linear unabhangiges System (vy, ..., vg)
und Erzeugendensystem (wy, ..., w,,) im K.

Gesucht: Indizes 1 < j(1) < --- < j(s) <m, s =n — k, so dass

(v1,... y Uk, Wi(1)s - - - ,wj(s)>

eine Basis ist (diese Indizes existieren nach 3.25).

Methode: Wir bringen die Matrix A mit Zeilenvektoren vy, ..., vg, wy, ..., Wy,
auf strenge Zeilenstufenform. Hierbei mufite (evtl.) mehrere Male der Schritt (i)
(Zeilentausch) durchgefiihrt werden. Wir gehen dabei so vor, dass der notwendige
Zeilentausch stets mit der Zeile ausgefiithrt wird, die am weitesten oben steht und
einen nicht verschwindenden Eintrag in der untersuchten Spalte hat. Dann gilt:
Unter den ersten n Zeilen sind s = n — k Stiick, die urspriinglich zu einem
Zeilenvektor wj(;y gehorten (i = 1,...,s). Dies liefert die gesuchten j(7).



76 Malte Witte: Lineare Algebra I, WS 2014/15

Beispiel. Im R3 sei v; = e; und das Erzeugendensystem

w1:(2 0 0), w2:(1 2 0), w3:<0 2 o), w4:(1 2 3)

gegeben, d. h.
1 00 1 00 1 00 1 00 1 00
200 1[0 0 0 210 2 0 0 20 210 2 0
120]—2/02 0]—:]0 0 0Of—|0 0 0] —4]0 0 3
0 20 310 2 0 510 2 0 0 00 510 0 0
1 2 3 +\0 2 3 a\0 2 3 00 3 1\0 0 0

Also ist (vi, ws, wy) eine Basis von R3.

Lineares Komplement

Gegeben: U = Lin(vy,...,v,) C K™

Gesucht: U’ C K™ mit UNU" ={0} und U + U’ = K" und eine Basis von U’.
Methode: Forme die Matrix mit Zeilen vy, ..., v, in strenge Zeilenstufenform
um. Die von 0 verschiedenen Zeilen sind eine Basis von U, die Vektoren e;, wobei j
kein Stufenindex ist, sind Basis eines Teilraums U’ mit UNU’ = {0}, U+U" = K".

Beispiel. Sei U = Lin(vy,v;) C R* mit

U1 = ) Vg =

1100
0011

ist bereits in strenger Zeilenstufenform. Ein Komplement von U ist U’ = Lin(ey, 4).

O O = =
= = O O

Die Matrix

5.2 Lineare Gleichungssysteme
Definition 5.5. Ein lineares Gleichungssystem ist ein System von Gleichungen

1101 + a0y A+ F AT, = by
. . (*)

Am1T1 + A2y + -+ QppTp = bm

(%) heifit homogen wenn alle b; = 0 sind, ansonsten inhomogen. Ist (x) inhomogen,
so nenne man das System (#*) mit den gleichen a;; und rechts iiberall Nullen das
zugehorige homogene System. Wir schreiben (x) in der Form

A-x=0
mit A = (a;;), = (21,...,2,)" b= (b1, ..., bn)"
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Bemerkung. Wir schreiben ab jetzt A fiir die zu A assoziierte lineare Abbildung
R Lt pem,

Satz 5.6. Die Menge der Losungen x € K™ des homogenen Gleichungssystems
Axr =0 ()
ist ein Untervektorraum des K". Seine Dimension ist gleich n — Rg(A).

Beweis. Offensichtlich ist die Losungsmenge gleich dem Kern von A. Die Aussage
tiber die Dimension folgt aus 3.38 sowie aus Rg(A) = dim(im(A)). O

Korollar 5.7. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Re(4) = n.
(ii) Das homogene System (xx) hat genau die triviale Lésung = = (0,...,0) €
K".

Ist n = m so sind (i) und (ii) zusétzlich dquivalent zu
(iii) A ist invertierbar.

Beweis. (i) <= (ili) haben wir schon in 4.21 gesehen. (i) <= (ii) folgt aus
5.6. [l

Definition 5.8. Eine Teilmenge A eines Vektorraums V' heifit affiner Teilraum,
wenn es ein v € V und einen Untervektorraum U C V gibt so dass

A=v+U={v+u|luelU}
gilt.

Bemerkung: Anders ausgedriickt: ein affiner Teilraum ist ein Element in V/U,
wobei U ein Untervektorraum von V ist.

Lemma 5.9. Ist A C V ein affiner Teilraum, so gibt es genau einen Untervek-
torraum U mit der Eigenschaft A= v+ U fiir einv € V.

Beweis. Ein solcher Untervektorraum U existiert nach Definition. Sei A = vy +
Uy = vy + U;. Dann gilt

Uy={a—d|ad € A} =1

Definition 5.10. Ist A C V ein affiner Teilraum, so setzt man
dim A := dim U,

wobei U der nach 5.9 eindeutig bestimmte Untervektorraum mit A = v + U ist.



78 Malte Witte: Lineare Algebra I, WS 2014/15

Satz 5.11. Fiir das inhomogene Gleichungssystem Ax = b (%) gibt es genau
die beiden folgenden Moglichkeiten

(i) b ¢ im(A) und die Lésungsmenge L von (x) ist leer.

(ii) b € im(A). Dann ist die Lésungsmenge L ein affiner Teilraum des K" der
Dimension n — Rg(A). Ist vy € L eine Losung von (%), so gilt

L:UO—f—U,

wobei U der Lésungsraum des zugehérigen homogenen Systems Ax = 0 ()
ist.

Beweis. Es gilt offensichtlich b ¢ im(A) <= L = (). Ist b € im(A) so gibt es eine
Losung vy € K™ mit Avg = b. Sei U = ker(A) die Losungsmenge von (xx). Fir
u e U gilt A(vg +u) = Avg + Au = b, also vg + U C L. Andererseits sei v € L,
d.h. Av = b. Dann gilt fir u = v —vg: Au=Av—Avy=0b—b=0,alsou €U
und v = vy + u. Daher gilt auch L C vy + U. SchliefSlich gilt

dim L =dimU =n — Rg(A).
O
Korollar 5.12. Das inhomogene System () hat genau dann eine Lésung wenn
Rg(A4) = Rg(A[b)

gilt. Hier ist (A|b) die mx(n + 1) Matrix, die durch Anfiigen von b an A als
(n 4 1)-te Spalte entsteht.

Beweis. Rg(A) = Rg(A|b) <= b € Lin (Spalten von A) <= b € im(A). O

5.3 Explizite Losung linearer Gleichungssysteme

Wir betrachten das homogene System
Az =0 (*)

Das Ausfithren von Zeilenumformungen (i) — (iii) &ndert den Losungsraum ker(A)
nicht (z.B. weil diese Umformungen der Multiplikation von links und invertier-
baren Matrizen entspricht).

Daher erhalten wir folgendes Verfahren:

1. Schritt: bringe A auf strenge Zeilenstufenform
2. Schritt: Sei nun S = (s;;) die strenge Zeilenstufenform von A

jl j2 jr
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0...0 | Ixx Ox=x O*...... *
’ 1% % (I *
' Ox-v---- *
.o r
0% -«
S = *’
| EEER
Die von ji, ..., j, verschiedenen Indizes in {1,...,n} seien ky < --- < k,_,., d.h.
{1,...,TL} - {jly"'aj?"akla"'7kn—r}
Dann gilt
Sr=0<«<=| ' |=—- :
l1’]‘7‘ Zz_{‘ S"'kc',’[;kc
Folglich kann man xy,,..., %, , beliebig wahlen und z;,,...,z; ergeben sich
dann eindeutig. Setzt man nun fir (zg,, ..., s, .) den i-ten Standardbasisvektor
im K" ein, erhélt man eine Basis (vy,...,v,) der Losungsmenge, wobei

Ve = €, — <Z sikceji>
i=1
und e; € K" den j-te Standardbasisvektor bezeichnet. Tatsachlich gilt sogar
Sik, = 0 fur ]z > k‘c.
Beispiel. Sei K =R und
21‘1 + 41‘2 + 2]33 + 61’4 =0

3.771 +61’2 +3$3 +9£U4 =0
4x1 + 8xy + bx3 + 924 =0

Dann gilt
2 4 2 6 120 6
A=|[3 6 3 9|22 g5—-10 0 1 -3
4 859 000 O

Wir lesen ab: j; =1, jo =3, k1 =2, ky = 4.
Basis des 2-dimensionalen Loésungsraums: ((—2,1,0,0),(—6,0,3,1))



80 Malte Witte: Lineare Algebra I, WS 2014/15

Nun betrachten wir das inhomogene System
Axr=b (%)

Die Zeilenumformungen (i), (ii), (iii) auf der Matrix (A|b) verdndern nicht den Lo-
sungsraum. Wir kommen auf (S|s) in strenger Zeilenstufenform. Sei r = Rg(A) =
Rg(S). Wegen Rg(A|b) = Rg(S]s) ist die Existenz von Lésungen nach 5.12 dqui-
valent zu s,1 = -+ = s, = 0. Ist dies erfiillt, setze z; = 0 fiir j & {j1,..., -} und
(jy,...,xj,) = (s1,...,5,), um eine spezielle Losung zu erhalten. Alle anderen
Losungen erhélt man durch Addition von Losungen des zugeordneten homogenen
Systems.

Beispiel. Sei K = R und

211 + 4x9 + 223 + 624 = 4
31‘1 +6ZL‘2 +3I3 +9$4 =6
45131 +85L’2 +5563 +9$4 =9

Wir erhalten

2 426 4 12132 121 3 2
(Ap)=13 6 3 9 6|~ |36 3 9 6|~|000 0 0
48599 48599 001 -3 1
121 3 2 120 6 1
~ 1001 =3 1|~[001 =31
000 0 0 000 0 0

Es gilt Rg(A|b) = 2 = Rg A, also existiert eine Losung. AuBerdem haben wir die
Stufenindizes j; = 1, jo = 3: Spezielle Losung (1,0, 1,0).
Die allgemeine Losung ist (1,0, 1,0) + Lin((—2,1,0,0), (6,0, 3,1))
d.h.
L= {(1 — 229 — 614,79, 1 + 31‘4,1’4) € K* ‘ XTo, Ty € K}

6 Determinanten und Eigenwerte

6.1 Permutationen

Erinnerung:
Sp = Aut({1,...,n})

Ein Element 7 € S,, konnen wir in der Form

= oty =) - )

schreiben.
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Definition 6.1. Sei 1 < k < n. Ein Element o € S,, heiit Zykel der Lange k,
wenn es k Zahlen 7y, ..., 1 zwischen 1 und n zyklisch vertauscht und alle anderen
festhalt, d. h.

j faHS] ¢ {ila"'7ik}7
o(j) =< tr1 falls j =i, r <k,

i falls j = .

Schreibweise: o = (z’l Ig ... zk) Ein Zykel der Lénge 2 heifit auch Transposi-
tion.

Beispiel. Sei n = 5.
1 23 45
ts9)=(55310
Lemma 6.2. Die Transpositionen erzeugen S, d.h. jedes Element in S, kann

(auf nicht notwendig eindeutige Weise) als Produkt von Transpositionen geschrie-
ben werden.

Beweis. Induktion tiber n.
n = 1, 2: trivial.
Sei n > 2. Betrachte die Einbettung

S s s 7TH<1 2 ... n-1 n)

(1) 7(2) ... w(n—1) n

beziiglich derer wir S,,_; als Untergruppe in S,, auffassen.

Sei nun o € S, beliebig. Gilt o(n) = n, so ist o € S,,_1 und nach Induktions-
voraussetzung ist ¢ Produkt von Transpositionen.

Ist o(n) =m, 1 <m<n-—1,s0ist (mn)- o € S,_1, also Produkt von Transpo-
sitionen (mn)o =ty ...t., also o = (mn) - t1...t,. O

Wie eindeutig ist die Darstellung als Produkt von Transpositionen? Wir werden
sehen, dass die Anzahl der Transpositionen modulo 2 wohlbestimmt ist.

Lemma 6.3. Die Abbildung

i
sgn: S, — {xl}, o+— —_—
19’1191 o(i) —o(j)

ist ein Gruppenhomomorphismus.

. .. . . o i—j . .. .
Beweis. Zunachst bemerken wir, dass in [];<;<;<, Sy 1M Zahler wie Nenner
die gleichen Faktoren vorkommen, aber eventuell mit verschiedenem Vorzeichen.

Also sgn(o) € {£1}. Fur o,7 € S, und 1 < i < j <nmit 7(i) > 7(j) gilt

@) —7G) _ 7G)—7()

or(i) —or(j)  or(j) —or(i)’
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also gilt

1<i<j<n

Wir erhalten

sgn(oT)
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T(@) = 7)) =t =r0) 0 i —j

1<i’<j'<n o(i') —o(j")

i—j
1<i<j<n or(i) —o7(j)
(i) — 7(j) ) H t—J

1<i<j<n o7 (i) —o7(j) 1<i<j<n (i) — 7(5)

1§z’1<_£gn o(i) —o(j) 1gg§n (i) = 7(j)

sgn(o) - sgn(7).

]

Definition 6.4. Die Zahl sgn(c) € {1} heiit das Vorzeichen oder Signum der

Permutation o.

Bemerkung. Ein Paar (i,7) mit 1 < i < j < n und o(i) > o(j) nennt man
auch Fehlstellung von o. Damit gilt

Sgn<0_) — (_1)Anzahl der Fehlstellungen von o

Lemma 6.5. Fiir eine Transposition t = (ij) € S,, gilt sgn(t) = —1.

Beweis. Sei t = (ij) € S, und ohne Einschrinkung ¢ < j. Wir betrachten fiir
1 < a < f < n das Vorzeichen von

a—p
t(a) —t(B)
Der Zéhler ist stets negativ und wir erhalten die folgende Fallunterscheidung

{a, gy {i,j} =@ +

a=1< <y — (j — i) mal.
a=1<75<f +
a<i<j=p +

i<a<j=p — (j—i—1) mal
1<j=a<f +
a<f=1<j +
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Also folgt o
sgn(t) = (—1)%2-1 = 1,

Satz 6.6. Ist
o=ty -t,

eine Darstellung von o als Produkt von Transpositionen, so gilt sgn(c) = (—1)".

Insbesondere ist die Restklasse von r modulo 2 von der Wahl der Darstellung
unabhéngig.

Beweis. Es ist sgn ein Homomorphismus, also

sgn(o) = sgn(tr) - -sgn(t,) = (—1)"

Definition 6.7. Die Untergruppe
A, ={o€b,| sgn(o) =1}
heiBt die alternierende Gruppe (iiber n Elementen)

Bemerkung. Esgilt A, = ker(sgn: S, — {£1}) und fiir n > 2 ist sgn surjektiv.
Also folgt fiir n > 2
_ #S, nl

2 2

# A,

6.2 Determinanten

Sei R ein kommutativer, unitirer Ring und M, ,,(R) der Ring der n x n-Matrizen
mit Eintrdgen aus R.

Definition 6.8 (Leibniz-Formel der Determinante). Die Determinante von A =
(a;;) € M, ,(R) ist das Element

det A = |A’ = Z Sgn(U)ala(l)GQU@) ©lpg(n) € R.

O‘ESn
Hier fassen wir sgn(o) € {1} als Element von R auf.
Beispiele.
n =1 det(a) = a.

n=2 det(2%) = ac—bd.

n=23 det<

@ Qe
SIS
S0

) =aet —afh+bfg — bdi + cdh — ceg
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Beispiel.
det En = Z sgn(0)510(1) tee 5ng(n) =1.
o€Sn
Bemerkung. Sei f: R — S ein unitdrer Ringhomomorphismus. Indem wir f auf
jeden Eintrag einer Matrix A € M, ,,(R) anwenden, erhalten wir einen unitéren
Ringhomomorphismus f: M, ,(R) — M, ,(S) und es gilt

det f(A) = Y sgn(o) f(aism)) - - fanom)) = f(det A).

O'ESn

Bemerkung. Die Leibniz-Formel ist fiir die praktische Berechnung ungeeignet
(zu viele Summanden).

Lemma 6.9. Sei A € M, ,(R). Dann gilt det A = det A"

Beweis.

det A = Z Sgn(0>a10(1)a20(2) * Qo (n)
oc€Sh

T=0"1
= Z Sgn(7—>a7(l)1a7(2)2 * o Qr(p)n
TGSn

= det A
O

Lemma 6.10. Die Abbildung det: M, ,(R) — R ist in jeder Zeile (jeder Spalte)
linear: Sei 1 <i <n undvy,...,v,,v; € R", \,u € R. Dann gilt

U1 U1 U1
det | Av; + pv) | = Adet | v; | +pdet | o] (i-te Zeile).
Up Un, Uy,
Beweis. Schreibe v, = (ag1, . - ., agn),

Co = A1,0(1) " * " Bi—1,0(i—1)Fi+1,0(i+1) ** * An-

Dann ist die Abbildung

U1
R" — R, W = (U)l, - ,wn) > det | w | (i-te Zeile) = Z CoWe(s)
. O'ESn
Un

offensichtlich R-linear. Die Aussage fiir Spalten folgt wegen det A = det A*. [
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Lemma 6.11. Es gilt det A = 0 falls A zwei gleiche Zeilen (Spalten) hat.

Beweis. Schreibe A = (a;;) und nehme an, die k-te und /(-te Zeile sind gleich,
d.h. a; = ay; fiir alle j. Setze 7 = (k() € S,. Dann gilt S,, = A, U7TA, und fiir
alle o0 € A,

A16(1) ** * Apo(n) = Alro(1) ** * Anro(n),

also

det A = Z (alo(l) *Qpo(n) — Qlre(1) anro(n)) = 0.
O'EAn

]

Definition 6.12. Wir nennen eine Abbildung a: M, ,,(R) — R eine alternieren-
de n-Form, falls

(i) « ist in jeder Zeile linear,

(ii) a(A) =0 falls A zwei gleiche Zeilen hat.

Erinnerung:
Fir 1 <i# j <n, A € R haben wir die Elementarmatrizen E;()), E;;()), P;; €
M, (R). Fiir A € M, ,(R) gilt

E;(A\)A =  Multipliziere i-te Zeile von A mit \”
E;;j(N\)A = ,Addiere das A-fache der j-ten Zeile zur i-ten Zeile von A”
P;;A = Vertausche i-te und j-te Zeile in A”

Definition 6.13. Eine Abbildung a: M, ,,(R) — R heifit
(i) homogen, wenn a(E;(A)A) = Aa(A) fir alle A e M, ,(R), N e R, 1 <j <

n,
(ii) scherungsinvariant, wenn a(E;;(A\)A) = a(A) firalle A € R, 1 <i# j <n.

Lemma 6.14. Sei a: M, ,(R) — R homogen und scherungsinvariant. Dann gilt
firAe M,,(R),1<i#j<n

a(PA) = —a(A)

Beweis. Es gilt

]

Lemma 6.15. Sei a: M, ,,(R) — R eine alternierende n-Form. Dann ist a ho-
mogen und scherungsinvariant.
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Beweis. Die Homogenitét folgt sofort aus der Linearitét in jeder Zeile. Scherungs-
invarianz: Seien vy, ... v, € R" die Zeilen der Matrix A € M, ,(R), 1 < i # j <mn,
A € R. Dann gilt

U1 U1 U1
a(EBiij(MNA)=a v+ [ =a v | +X]|v (vj in i-ter und j-ter Zeile)
Up, Up, Up,

= a(4)
]

Bemerkung. Ist K ein Korper, gilt auch die Umkehrung: Jede homogene, sche-
rungsinvariante Abbildung a: M, ,,(K) — K ist eine alternierende n-Form.

Notation: Sei 1 <i,j <n. Fir A € M, ,(R) sei A;; € M,_1,-1(R) die Matrix,
die aus A durch Streichen der i-ten Zeilen und j-ten Spalte entsteht. Fir B =
(bkg) € Mn—l,n—l(R) sei

b171 . bl,j—l 0 bLj Ce bl,n
bi—l,l 0 bi—l,n
bi,l 0 bz’,n

bot oo bpjor O by .. by

d.h. fiige in B vor der i-ten Zeile / j-ten Spalte eine Nullzeile/-spalte ein und
setze den Eintrag auf der Position (i, j) gleich 1.

Lemma 6.16. Sei o: M, ,(R) — R eine alternierende n-Form und 1 <1i,j < n.
Dann ist

aj: My_1n1(R) = R, B (=1)""a(e;(B))
eine alternierende (n — 1)-Form und es gilt
(i) &; ist unabhdngig von i.
(i) a(Ey) = a;(En-1),

(111) Oé(A) = " (—l)i“aijo?j(Aij) fiir A == (sz) S Mn,n(R)

j=1
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Beweis. @; ist alternierende (n — 1)-Form: folgt sofort aus den entsprechenden
Eigenschaften von a.
Zu (i): Es gilt P, ;11€;(B) = €;11,;(B), nach 6.14 also

(=D alei,4(B) = (1) ale;(B)).
Zu (ii): Nach (7) diirfen wir annehmen, dass i = j. Nun gilt €;;(E,-1) = E,, und
(-1)% =1.

Zu (iii): Sei Aj; die Matrix, die aus A entsteht, indem die i-te Zeile durch e;
ersetzt wird. Aus der Linearitdt von « in der i-ten Zeile folgt

a(A) = zi: aija(A;j).

Aus der Scherungsinvarianz von « folgt (rdume j-te Spalte aus):
a(Ay) = a(e;(Ay)) = (=1)"a,(Ay).
]
Bemerkung. Gleich werden wir feststellen, dass &; auch von j unabhéngig ist.

Satz 6.17 (Charakterisierung der Determinante). Sei a: M, ,,(R) — R eine
alternierende n-Form. Dann gilt o = cdet mit ¢ = «(F,). Insbesondere gilt
a = det falls a(E,) = 1.

Beweis. Induktion iiber n. Fiirn = 1 und r € R gilt a(r) = ra(l) = cr = cdet(r)
Sei n > 1 und die Behauptung fiir n — 1 bewiesen. Nach Lemma 6.16 und Induk-
tionsannahme gilt fir B € M,,_1,—1(R)

a;(B) = cdet,_1(B) = c(det,,) .(B) (wobei det;: M;;(R) — R)

und somit fir A € M, ,(R)
Oé(A) = Z(—l)”jaijdj(Aij) = Z(—l)”jaijcdet(Aij) = cdet(A)
=1 j=1
]

Korollar 6.18 (Entwicklungssatz von Laplace). Fiir A = (a;;) € M, ,(R) gilt
det A => (—1)"a,; det(A,;) fiir 1 <j <n (Entwicklung nach der j-ten Spalte)
i=1

det A = (=1)"a;;det(4;;) fiir 1 <1i <n (Entwicklung nach der i-ten Zeile)
=1
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Beweis. Die Entwicklung nach Spalten folgt wie eben, nach Zeilen wegen det A =
det A" und (A");; = (Ai)". O
Satz 6.19 (Produktsatz). Sind A, B € M,, ,(R), so gilt

det(A - B) = det(A) - det(B).
Beweis. Fiir festes B betrachten wir die Abbildung

a: M, ,(R) — R, A+ det(AB)

Seien vy, ...,v, die Zeilen von A und wy, ..., w, die Spalten von B. Dann gilt
AB = (vzwj) 1<i<n - Gilt v = vy, so ist auch in AB die k-te und /-te Zeile gleich,
1< <n

also a(A) = det(AB) = (. Ferner ist die Abbildung

mit
d;(v) = det(Ersetze i-te Zeile von AB durch v)

fiir 1 <4 < n linear. Somit ist « eine alternierende n-Form und es gilt

det(AB) = a(A) = a(F,) det(A) = det(B) det(A)

nach Satz 6.17. m
Definition 6.20. Die Matrix A = (a;;) mit a; = (—1)"*/ det Aj;; heiBt die Ad-
junkte zu A.
Beispiel.

() = o (B)
Es gilt

Das ist kein Zufall:
Satz 6.21 (Erste Cramersche Regel). Sei A € M, ,,(R). Dann gilt:
A-A=A-A=det(A)E,.

Beweis. Sei ¢;;(B) der Koeffizient der Matrix B an der Stelle (¢, j). Dann gilt

ci(A-A) Za”aﬂ Za” 1) det Ay

= det(A)
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Fiir ¢ # 7 ist
Cij(A . 121) = Z(—l)j%aik det(A]k)
k=1
Rechts steht die Entwicklung nach der j-ten Zeile der Matrix, die man erhélt,
wenn man in A die j-te durch die i-te Zeile ersetzt, also die Determinante einer
Matrix mit zwei gleichen Zeilen, d. h. 0.
Der Beweis von A - A = det(A)E,, geht analog mit Spaltenentwicklung,. m

Korollar 6.22. A € M, ,(R) ist genau dann invertierbar wenn det A € R*.

Beweis. Tst A invertierbar, so gilt 1 = det(E,) = det(A-A™") = det(A) det(A™),
also det(A) € R*. Ist det(A) € R*, so gilt det(A)™' - A-A = E,, also ist A

invertierbar. O

Korollar 6.23. Die Determinante induziert einen surjektiven Gruppenhomo-
morphismus

det: Gl,(R) — R*.

Beweis. A € Gl,(R) = det(A) € R* nach 6.22. Die Homomorphismuseigen-
schaft folgt aus 6.19. Surjektivitat folgt aus

det E;(\) = Adet E,, = A,
O

Korollar 6.24. Sei A € M,,,(Z). Dann existiert A~* € M, ,,(Z) genau dann,
wenn |A| € {£1} gilt.

Beweis. Es gilt Z* = {£1}. O
Satz 6.25 (Zweite Cramersche Regel). Das lineare Gleichungssystem
A-xz=b, AcGl,(R), be R"

hat die Lésung .
r = det(A)"'A-b.

Fiir die i-te Komponente x; von x gilt daher

n det(A, i, b
z; = det(A Z 1) det(A; )bj_m

Hier ist (A,i,b) die Matrix, die aus A entsteht, wenn man die i-te Spalte durch
b ersetzt.

Beweis. A~' = det(A)~'A. O
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Bemerkung. Diese Formel ist zur praktischen Berechnung ungeeignet, ist aber
manchmal zu theoretischen Zwecken ntitzlich.

Definition 6.26. Die Gruppe
SL,(R): = ker(det : Gl,(R) — R™),

also die multiplikative Gruppe der (invertierbaren) Matrizen mit Determinante 1,
heifit die spezielle lineare Gruppe.

Praktische Berechnungsregeln fiir det:
Ist A€ M;s(R) und k € N

‘Eko

E.| B
1] =M= o]

0A

(Entwicklung nach der ersten Zeile und Induktion nach k).

Al 0O Ey,
|%B =14l |%o A|

B sk B | A
Ek JrlAl= ‘Ek,

Sind A und C quadratisch, so erhalten wir

Analog;:

tlej-Fale  te - e

und durch Transponieren
A|B
e =l

Induktiv erhdlt man so fur A\;... \, € R

A1 0 A1 *

=\ )\n =
* An 0 An

Also sollte man zur praktischen Berechnung von det die Matrix in Dreiecksgestalt
bringen.

Beispiel.
1 2 3 1 2 3 1 2 3
45 6|=/0 -3 -6 |=|0 -3 —6|=0
78 9 0 —6 —12 0 0 0
1 2 3 1 2 3 1 2 3
4 8 6|/=/00 —6|=—|01 0 |=6
1 3 3 01 0 0 0 —6
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6.3 Ahnliche Matrizen

Sei K wieder ein Korper.

Definition 6.27. Zwei Matrizen A, B € M, ,(K) heifien &hnlich, wenn es T' €
Gl,(K) gibt mit
B=TAT™

Bemerkungen.

o Anlichkeit ist eine Aquivalenzrelation auf M, ,(K).

e Sei A = MY(f) die Darstellungsmatrix eines Endomorphismus f € Endg (V)

eines n-dimensionalen Vektorraums beztiglich der Basis v = (vq,...,v,).
Dann ist B genau dann dhnlich zu A, wenn es eine Basis w = (wy, ..., w,)
von V mit B = MY(f) gibt (siehe Basiswechselsatz 4.15).

Ziel:

Klassifikation aller Matrizen bis auf Ahnlichkeit, d.h. Beschreibung aller Ahn-
lichkeitsklassen von Matrizen.

Aquivalent dazu: Betrachte die Kategorie

Objekte: Paare (V, f) mit V endlichdimensionaler Vektorraum, f € Endg (V)
Morphismen: «a: (V, f) — (W, g) mit a: V — W linear, ao f = goa

Ziel: Klassifikation aller Objekte (V, f) bis auf Isomorphie.

Methode:
Finde ausreichend viele Invarianten, d.h. Abbildungen c¢: M, ,(K) — K mit
co(TAT™) = c(A).

Sei A € M, ,(K).
Definition 6.28. Die Spur von A = (a;;) ist definiert durch

= z": Qij
i=1
Bemerkung. sp: M, ,(K) — K ist K-linear.
Lemma 6.29. sp(A- B) =sp(B - A).
Beweis. Sei ¢;;(M) der Eintrag der Matrix M an der Position (7, j). Dann gilt
ci(A- B) Zcm )cji(B
= Zcﬂ )cij(A) = ¢j5(B - A).

Also
B) = ZCM(AB) = chj(BA) =sp(B-A)
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Korollar 6.30. FirT € Gl,,(K) gilt

det(TAT™') = det(A)
sp(TAT™') = sp(A)

Beweis. Es gilt det(AB) = det(BA) nach 6.19, sowie sp(AB) = sp(BA) nach
6.29. Wir erhalten

det(TAT™') = det(T'TA) = det(EA) = det(A).
Das Argument fiir die Spur ist das gleiche. n

Im folgenden wollen wir noch weitere Invarianten definieren. Wir brauchen dazu
ein paar Hilfsmittel.

6.4 Polynome

Sei R ein unitarer Ring.

Definition 6.31. Ein Polynom mit Koeffizienten in R ist ein Ausdruck
f=f(r)=ao+az+ax®+ -+ aa",a; € R.

Das Zeichen z heifit die Unbestimmte oder Variable des Polynoms. Die Menge
der Polynome mit Koeffizienten in R wird mit R[z] bezeichnet.

Bemerkungen.

(i) Ein Polynom ist ein formaler Ausdruck, d.h. nichts weiter als die Familie
seiner Koeflizienten ag, ay, ..., bzw. eine Abbildung f: Ny — R mit f(i) =
0 f.f.a. 7. Insbesondere sind zwei Polynome genau dann gleich, wenn die
Familien ihrer Koeffizienten gleich sind.

(ii) Jedes Polynom f(z) =ag+ --- + a,2™ € R[z] induziert eine Abbildung
R— R, aw— fla)=a+aa+- -+ aa".

[. A. ist f durch diese Abbildung nicht eindeutig bestimmt. Z. B. induzieren
die Polynome z? und z € Z/2Z[z] die gleiche Abbildung Z/2Z — 7Z/2Z,
aber x # 2.

(ili) R[z] wird folgendermaBen zu einem unitdren Ring:

Sei f= Y a;2', g = Y b;z’. Dann setzt man

1€Ng 1€Np
[+g= Z(%*l-bi)f’?i
i€Np
fg:Z< ai'bs—z)lﬁ-
s€Ng \i=0

Ist R kommutativ, so auch R[z].
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(iv) Wir haben eine natiirliche Inklusion von unitaren Ringen R — R][z|, die
einem « € R das ,konstante” Polynom « (d.h. ag = «, a; = 0 fiir alle i > 0)
zuordnet.

(v) Die Abbildung

Mn,n(R[x]) = Mn,n(R) [I]v
(fij) = (Z az‘j#'“) = > (@) e qrm @
k i,je{l..n}

k

ist ein Isomorphismus unitarer Ringe. Wir werden zwischen beiden Ringen
nicht unterscheiden.

Definition 6.32. Ist f = ap+az+---+a,z" € Rlz] und a, # 0, so heiit n der
Grad von f (Notation: deg(f)) und a, der Leitkoeffizient (Notation: a,, = e(f)).
Gilt a, = 1, so nennt man f normiert.

Konvention: deg(0) = —o0, ¢(0) = 0.
Lemma 6.33. Sei R kommutativ und nullteilerfrei, f, g € R[z].
(i) deg(f-g) = deg(f) + deg(yg)

(ii) Es gilt deg(f + ¢g) < max(deg(f),deg(g)) und wenn deg(f) # deg(g), so
gilt deg(f + g) = max(deg(f), deg(g))

(iif) Es gilt e(f - g) = e(f) - e(g)-
Beweis. Fir f =0 oder g = 0: klar. Sei f,g # 0.
(i)+(iii): Es gilt
f = e(f)z%/ + Terme niederer Ordnung.
Analog fiir g. Also
fg=e(f)e(g)zte/T4E9 L T.n. O. .

Wegen der Nullteilerfreiheit gilt e(fg) = e(f)e(g) # 0, also deg fg = deg f+degg.
(ii): Ahnlich. O

Korollar 6.34. Ist R kommutativ und nullteilerfrei, so auch R[x], d. h. aus f-g =
0 folgt f =0 oder g = 0.

Beweis. Dies folgt aus e(f - g) = e(f) -e(g) # 0. O

Definition 6.35. Ein a € R heiit Nullstelle oder Wurzel von f € R|x], wenn
f(a) =0 gilt.
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Lemma 6.36. Ist & € R eine Wurzel von 0 # f € Rlz|, so gibt es ein g € R[x]
mit f =g (r —«a) und deg g = deg f — 1.

Beweis. Sei f = i a;x" € Rlx].
i=0
Fall « =0, d.h. ap = f(0) = 0: Setze

n—1 )
§ : i

g = a;41T .
1=0

Dann gilt f(x) = g(z)x wie erwiinscht.

Allgemeiner Fall: Fir « € R und h = f: biz' € R[x] setze

wobei (;) € R die Binomialkoeffizienten bezeichnet (mit (;) =0 fir j > 7). Es
gilt

F@) =02 salP)O) = 0= sa(f) =G> f = 5-(3) - ( — )
mit degs_,(§) = degg =deg f — 1. O

Korollar 6.37. Sei R kommutativ und nullteilerfrei. Ein Polynom f # 0 vom
Grad n hat hochstens n Wurzeln in R.

Beweis. Sei o eine Wurzel, so schreiben wir f = g - (x — «) mit deg(g) =n — 1.
Ist nun 8 # « eine weitere Wurzel, so gilt

0=f(B)=9(B)(B—a)=g(p) =0
Die Aussage folgt tiber vollstandige Induktion nach dem Grad. [

6.5 Das charakteristische Polynom

Definition 6.38. Sei A € M, ,,(K). Das Polynom
xa(t): =det(tE — A) € K|[t]

heifit das charakteristische Polynom der Matrix A.
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Lemma 6.39. x4 ist ein normiertes Polynom vom Grad n

xalt) =t" + o (A" + -+ o (A)
und es gilt ¢o(A) = xa(0) = (—=1)"|A| und ¢,—1(A) = —sp(A).
Beweis. Die Leibnizformel zeigt, dass x4 die Form

xa(t)=(t—an)- - (t — any) + (Polynom vom Grad <n — 2)
hat. Daher ist x4 normiert vom Grad n und ¢,_1 = —a11—as22 - - - —Qpy. SchlieBlich
gilt
o = xa(0) =10 E—A] = | = Al = (=1)"|4].

Lemma 6.40. Ist T' € Gl,(K), so gilt

XTAT-1 = XA-

Beweis.
XTAT-1 = |tE — TAT_l‘
= |T(tE — AT
= |T|-tE = A|-|T™|
= Xa-

O

Bemerkung. Insbesondere gilt ¢;(TAT!) = ¢;(A) fiir alle Koeffizienten ¢; des
charakteristischen Polynoms.

Unsere Regeln zur Determinantenberechnung wenden sich nun hier an und wir

erhalten:
)\1 * t— )\1 *

o A= = (F—-A= ..
0 A 0 t— A\,

= xalt) =t —=A) - (t = A\n).

B x B 0
° Az(o C)odeer:<>'< C)

= xa(t) = xs(t) - xc(t).

Sei nun f = ¢g + 1t + -+ + ¢.t" € K]Jt] ein Polynom. Wir kénnen Matrizen
Ae M, n(K) in f einsetzen durch die Regel

flA) =B+ ciA+ A’ + -+ e, A" € M, (K).
und erhalten einen unitédren Ringhomomorphismus

K[t] = Mym(K), f = f(A).
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Bemerkung. Insbesondere gilt fur f,g € K[t] und A € M, ,(K) :
f(A) - g(A) = (f-9)(A) = (g [)(A) = g(A) - F(A),
d.h. die Matrizen f(A) und g(A) kommutieren.
Satz 6.41 (Cayley-Hamilton). Es gilt xa(A) = 0.
Beweis. Sei D € M, ,,(K|[t]) die Adjunkte zu (tE — A) also
D (tE — A) = det(tE — A) - E = xa(t) - E (%)

in M, ,(K[t]) = M,,(K)[t]. In der Definition der Adjunkten treten Determi-
nanten von (n — 1) X (n — 1)-Untermatrizen auf, also sind die Eintrdge von D
Polynome in K[t] vom Grad < n — 1. Wir schreiben

n—1
D =Y Dit' D;€ M,,(K).
i=0
Desweiteren sei x4(t) = i a;t’, mit a; € K. Ein Koeffizientenvergleich in (x)
i=0
liefert
aiE = Di—l - DZA
wobei wir D_; = 0 und D,, = 0 ergénzen. Es folgt:

n

Xa(A) = a;A" =) (Diy — DiA)A’
=0

=0
= —D0A+D0A—D1A2+...+Dn_1An_DnAn+1 = 0.

6.6 Endomorphismen

Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und «: V' — V ein Endomorphismus,
a € End(V). Sei A die Darstellungsmatrix von « bzgl. einer Basis (vq,...,v,).
Nach 6.40 héngt das charakteristische Polynom nicht von der Wahl der Basis ab
und wir erhalten, dass die folgenden Objekte wohldefiniert sind:

Definition 6.42.

wobei A die a bzgl. irgendeiner Basis darstellende Matrix ist.
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Definition 6.43. Sei a € End(V). Ein A € K heifit Figenwert von «, wenn es
einen Vektor v € V, v # 0, mit a(v) = X - v gibt. Ist A ein Eigenwert von «, so
heifit der Untervektorraum

Vi = ker(A-idy —a)

der Figenraum zu A und seine Elemente # 0, d.h. solche v # 0 mit a(v) = X - v
heiflen Figenvektoren zum Eigenwert \.

Bemerkung. Ideal wére es, wenn man V' in die direkte Summe von Eigenrdumen
zerlegen konnte. Dann hatte o beziiglich einer Basis von V' Diagonalgestalt. Leider
geht das nicht immer.

0
1
und hat keinen Eigenwert.

Beispiel. a = 5

_01 ) € Gly(R) entspricht der Drehung um % in der Ebene

Satz 6.44. Die FEigenwerte von o € Endg (V) sind genau die Nullstellen von
Xa(t) in K.

Beweis. Es sei a beziiglich irgendeiner Basis durch die Matrix A dargestellt:
AEWvona<s Fv#£0:a(v)=Av) < IJv#£0A\idy —a)v =0«
ker(Aidy —a) # 0 < det(Aidy —a) =0 < det(AE — A) =0 < xa(A) =0.

O
Bemerkung. Damit sehen wir auch algebraisch, dass die reelle Matrix
A= ? _01 ) keinen Eigenwert hat, weil x 4(t) = t*+1 keine reellen Nullstellen

hat. Aber +7 sind komplexe Nullstellen, d.h. als komplexe 2 x 2-Matrix aufgefasst,
besitzt A zwei Eigenwerte.

Sei nun f = ¢y + it + -+ + ¢, t" € K[t], V ein n-dimensionaler K-Vektorraum
und a € End(V). Wir setzen
fla)=cy-idy +ca+caoa+---+c.aoa---oa € End(V).
r—mal

Sei A = MY () die Darstellungsmatrix von a beziiglich einer Basis v = (v1, ..., v,)
von V. Dann gilt M?(f(«)) = f(A), d.h. wir erhalten ein kommutatives Dia-
gramm unitdarer Ringhomomorphismen

fW

K|t ~ | By (B)

f'—m

M, . (K).
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Satz 6.45 (Cayley-Hamilton fiir Endomorphismen).

Xaol(a) =0.
Beweis. Sei a bzgl. einer Basis durch die Matrix A dargestellt. Dann wird x,(«)
durch x4(A) = 0 (Cayley-Hamilton) dargestellt. O

6.7 Zerlegung in Eigenrdume
Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und o € End (V).

Definition 6.46. Man sagt, eine Matrix A = (a;;) habe Diagonalgestalt, wenn
a;; = 0 fiir 7 # j gilt. Man schreibt dann

A = diag(ai1, ..., ann)-

Der Endomorphismus o von V' heiflt diagonalisierbar, wenn die Darstellungsma-
trix von « beziiglich einer Basis (vy, ..., v,) von Diagonalgestalt ist.

Lemma 6.47. Der Endomorphismus « ist genau dann diagonalisierbar, wenn es

eine Basis (v, ...,v,) von V bestehend aus Eigenvektoren zu « gibt.
Beweis. Es ist diag(\q, ..., \,) genau dann die Darstellungsmatrix von « beziig-
lich der Basis (vy,...,v,), wenn a(v;) = \v; gilt. O

Bemerkung. Ist a diagonalisierbar, also die Darstellungsmatrix von a: beztiglich
einer Basis (vy, ..., v,) von Diagonalgestalt diag(Aq,...,\,), so gilt

t— M\ 0
Xa(t) :det( ): (t_)\l)"'<t_/\n)a
0 t— A\,

d.h. x, zerfallt in das Produkt von Linearfaktoren.

Satz 6.48. Es seien \i,...,\, paarweise verschiedene Eigenwerte von o und
vy, ...,V €V Eigenvektoren zu Ay, ..., \,. Dann ist das System
(U1, .., Um)

linear unabhéngig.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt (o — \;idy)(v;) = (A\; — A;)v;. Setzt man
fi=(a—Aidy)o---o(a—N_1idy) o (@ — Ap1idy) oo (a0 — Ay idy),

so folgt

0 LF ]
Bi(v;) = (]};[i(/\ﬂ' - Ak)) U= { (Skalar # 0) - v; i jj
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Gilt nun

a1v1 + -+ apv, =0, ay,...,a, € K,
so erhalt man fiir jedes ¢ = 1,...,m durch Anwendung von f; die Gleichung
a; = 0. Daher ist das System (vy, ..., v,,) linear unabhéngig. O]

Satz 6.49. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und o € End(V). Zerfillt
das charakteristische Polynom von « in paarweise verschiedene Linearfaktoren,

d.h.
Xa(t) =(t—=X)...(t =)
mit \; # \; fiir © # j, so gibt es eine Basis von V aus Eigenvektoren von o.

Insbesondere wird o beziiglich einer Basis von V' durch eine Diagonalmatrix dar-
gestellt.

Beweis. In diesem Fall sind \q, ..., \, paarweise verschiedene Eigenwerte. Sind
vy, ..., U, assoziierte Eigenvektoren, so ist (vq,...,v,) nach 6.48 ein linear unab-
hangiges System und wegen n = dim V' eine Basis. O]

Wie macht man das explizit?
Betrachte den Endomorphismus o des R? der bzgl. der kanonischen Basis durch

die Matrix A = ( 1 4 > gegeben ist.

Xa(t):det<_tl_7t1>_24> — (- 4) 42
t* =5t +6
= (t=2)(t—-3)

Suche Eigenvektoren. Betrachte das homogene lineare Gleichungssystem

2E—-A)x=0
I
1 2 T .
-1 -2 T9 -
Nichttriviale Losung ( ,—1)" ist Elgenvektor zum Eigenwert A = 2.
Probe: < 1 ) ( ) < )

BE—-A)x=0
I

(5 A)()

Losung: (—1,1)

(3 ) ()= (5)
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Also hat « bzgl. der Basis ((2,—1)%, (—1,1)") die Darstellungsmatrix < 20 )

0 3

Testrechnung: Der Basiswechsel von((1,0)", (0,1)") zu ((2, —1)%, (=1, 1)*) ist durch
die Transformationsmatrix T' = ( 11 ) gegeben.
berechnen:

2 —-1]1 0 1 01 1

e d
-1 1|0 1 -1 1]0 1
1 01 1 11

W(o 1)1 2>WT:<1 2)
Wenden wir den Basiswechselsatz an, so miiiten wir erhalten: TAT ! = (2) g )

Probe:

1 1)(1 -2 2 -1\ (22 2 -1\ (20 ,
1 2)\1 4 -1 1 ) \36)\-1 1 )" \os) *F
6.8 Trigonalisierbarkeit

Definition 6.50. Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und a € End(V).
Der Endomorphismus « heif3t trigonalisierbar, wenn es eine Basis gibt bzgl. derer
a durch eine obere Dreiecksmatrix, d.h. durch eine Matrix der Form

* *

dargestellt wird.

Satz 6.51. « ist genau dann trigonalisierbar, wenn Y, (t) vollstdndig in Linear-
faktoren zerfallt.

)\1 *
Beweis. Ist a bzgl. einer Basis durch gegeben, so gilt
0 An
t— )\1 *
Xa(t) = det( )= —=M)-(t =),
0 t— A,

Die andere Richtung beweisen wir per Induktion nach n. Der Fall n = 1 ist klar,
Sei Xo = (t — A1)...(t — A\,) und sei v; ein Eigenvektor zu A;. Wir erginzen
vy zu einer Basis (vy,...,v,) von V. Bzgl. dieser Basis hat « die Gestalt A =
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(%‘%) mit einer (n — 1) x (n —1) Matrix A’. Sei V'’ = Lin(vs, ..., v,). Dann

gilt
V=K-: U1 D V/.
Auflerdem gilt xa(t) = (t — A1) - xa(t), d. h.
(= A)(xar(t) = (= Ag) -+ (= An)) =0
Da K[t] nullteilerfrei ist, folgt
Xar(t) = (= Ag) - (t = An),

also zerfallt auch xa/(t) in Linearfaktoren. Sei o der auf V' bzgl. der Basis
(vg,...,v,) durch A’ dargestellte Endomorphismus. Nach Induktionsvorausset-

/

zung gibt es eine Basis (v),...,v]) von V' bzgl. derer o/ durch eine obere Drei-
/

ecksmatrix B’ dargestellt wird. Dann wird « bzgl. der Basis (vq,v5,...,v]) von

e n

V' durch die Matrix (%%) dargestellt, ist also trigonalisierbar. O]

Korollar 6.52. Uber K = C ist jeder Endomorphismus eines endlich-dimensionalen
Vektorraums trigonalisierbar.

Beweis. Uber C zerfillt jedes Polynom in Linearfaktoren (Hauptsatz der Alge-
bra). O

Sei nun K wieder allgemein und A ein Eigenwert von o € End (V).
Definition 6.53.

(i) Die algebraische Vielfachheit pi,5(N) ist die Vielfachheit von A als Nullstelle
von Xo(t), d.h. xo(t) = g(t)(t — A)H==) mit g(\) # 0.

(ii) Die geometrische Vielfachheit jigeo(N) ist gleich dim V).

Satz 6.54. Es gilt
Hgeo(A) < fraig(A).

Beweis. Sei r = [igeo(A) und vy, ..., v, eine Basis von V). Ergdnzen wir zu ei-
ner Basis (vy,..., 00, Upg1,...,0,), SO wird a durch eine Matrix der Form A =
\E, . o

5 Z, dargestellt. Also gilt xo(t) = xa(t) = (t—A)"-xa/(t). Dies impliziert

,ualg(/\) > L]

Satz 6.55. Fiir einen Endomorphismus « auf dem n-dimensionalen K -Vektorraum
V gilt
« diagonalisierbar <= > bgeo(N) =n
A EW von «

« trigonalisierbar <= > pag(N) =n.
A EW von o
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Beweis. Es seien Ay, ..., A, die (verschiedenen) Eigenwerte von «. Gilt

ZﬂalgO‘) =n = deg xa(1),
=1

so folgt
XOé(t) —= (t J— Al)ﬂalg(Al) “ e (t — )\T)Malg(Ar)’

und nach 6.51 ist « trigonalisierbar. Ist umgekehrt « trigonalisierbar, so zerféllt
Xa nach 6.51 in Linearfaktoren und es folgt >y gy faig(A) = n.

Ist a diagonalisierbar, so zerféllt V' in die direkte Summe der Eigenrdume,
daher gilt

n=dmV = > dimVi= ) fgeo(}).
XEW X EW

Gelte umgekehrt diese Formel. Es seien Ay, ..., A, die (verschiedenen) Eigenwerte
von a. Wir betrachten den natiirlichen Homomorphismus

¢:@VAT—>V, (U1, ..y 0) — U1+ .. 0,
i=1

Wir zeigen, dass ¢ ein Isomorphismus ist. Nach Voraussetzung haben Quelle und
Ziel die gleiche Dimension, also gzz., dass ¢ injektiv ist. Dies folgt aus 6.48. Mit
Hilfe des Isomorphismus ¢ erhalten wir eine Basis von V' aus Eigenvektoren von
«, also ist a diagonalisierbar nach 6.47. [

6.9 Der euklidische Algorithmus
Sei K ein Korper.

Satz 6.56 (Division mit Rest). Seien f,g € Klz|, g # 0. Dann existieren ein-
deutig bestimmte Polynome q,r € K|[z| mit

f=a-g+r, deg(r) <deg(g).
Das Polynom r heifit der Rest der Division von f durch g.

Beweis.
Eindeutigkeit: Sei f = q1 - g+ 11 = q2 - g + ro. Dann gilt

(Q1—Q2)'g=7“2—7”1-

Wegen deg(ry — r1) < deg(g) folgt ¢ — g2 = 0 also auch ry — 1y = 0.

Ezistenz: Per Induktion nach deg(f). Ist deg(f) < deg(g), setze ¢ = 0, f = 7.
Sonst sei

n+k

f = ax""" + niedrigere Potenzen, g = bx" + niedrigere Potenzen,
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n,k >0, a,b# 0. Dann gilt
@k
deg <f — gm g> < deg f.
Nach Induktionsannahme gibt es ¢y, 7; mit
a
f— Ba:kg =q-g+mr, deg(r;) < deg(g).

Wir erhalten die Darstellung

a
= <q1+bx’“>-g+7“1

O

Beispiel. f = 2° 4+ 32* — 42® + 2, ¢ = 2% + 1. Man findet ¢ und r wie beim
schriftlichen Dividieren ganzer Zahlen.

20+ 32" — 423 + 022 + 0z + 2: (2 + 1) = 2° + 32* — 5x — 3

z° + z?

32t — 523 + 022 + 0z + 2

3zt + 32°
—52% — 322 4+ 0z + 2
—52° — 5x
—32% + 51 42
—32° —3

5r + 5, Rest.

Seien f1, fo € K[x] beide nicht 0. Der euklidische Algorithmus ist die Folge von
Divisionen mit Rest

h=qafat /3 deg f3 < deg f2
fo=afs+ fi deg fi < deg f3
fo1=quafn+0 (weil die Grade abnehmen).

Definition 6.57. Wir sagen f teilt g (Notation: (f | g)) wenn g = f - h fiir ein
Polynom h gilt.

Satz 6.58. Seien f1, fo € K|[z] beide # 0 und d = f,, wie im euklidischen Algo-
rithmus. Dann gilt

(i) d| fr, d]f

(ii) Aus g | f1 und g | fo folgt g|d
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(iii) Es gibt Polynome p, q € K|[x] mit
pfi+aqf:=d.

Beweis.
(i) Steige den Algorithmus aufwérts:

d|fn = d|fu-1 fom2 = qfac1 + fo = d|fo2 usw. = d| fo, d| f1

(ii) Steige ab: g|f1, g|lfoe = glfs = - = g|fn = d.
(iii) Den Algorithmus absteigend sieht man, dass jedes f; eine Darstellung der

Form fi, = pif1 + g f2 hat. O

Definition 6.59. Ein Polynom d mit den Eigenschaften (i) und (ii) aus 6.58
heiflt ein grofiter gemeinsamer Teiler von f; und fs.

Satz 6.60. Sind fi, fo € K|z| beide nicht 0, so existiert ein grofter gemeinsamer
Teiler. Dieser ist bis auf einen konstanten Faktor # 0 eindeutig bestimmt.

Beweis. Die Existenz folgt aus 6.58. Sind dy,dy beide g.g.T., so gilt d;|dy und
do|dy, also deg(dy) < deg(ds) < deg(dy) = degd; = degdy und aus d;|d folgt
dy=a-d,a € K, a#0. O]

Bemerkung. Unter allen grofiten gemeinsamen Teilern gibt es genau ein nor-
miertes Polynom. Dies nennt man den grofiten gemeinsamen Teiler (gg7'(f1, f2)).
Dieser kann in der Form

99T (f1, f2) = pfi + afe

dargestellt werden.

Korollar 6.61. Haben die nicht verschwindenden Polynome f und g nur kon-
stante gemeinsame Teiler, so existieren Polynome p,q mit

pf+ag=1
Beweis. ggT(f,g) =1 ]

Definition 6.62. Ein Polynom f, deg(f) > 1, heift irreduzibel, wenn aus f = g-h
folgt, dass g oder h konstant ist. Ansonsten heifit f reduzibel.

Beispiele.

(i) Jedes Polynom az + b, a # 0, vom Grad 1 ist irreduzibel. Uber C hat jedes
irreduzible Polynom Grad 1 (Hauptsatz der Algebra).

(ii) Sei A € C nicht reell. Dann ist
(z = N)(z —A) = 2% —2Re(N)z + |A]?

irreduzibel als Polynom in Rz], aber reduzibel als Polynom in C[z].
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(iii) Jedes Polynom f € R[x] vom Grad deg f > 2 ist reduzibel, denn entweder
hat f eine reelle Nullstelle A € R und (z — A) | f oder f =3 a;z" hat eine
komplexe Nullstelle A # A. In diesem Fall gilt

0=F) =T =2 aX = f(),
d. h. auch X ist eine Nullstelle und (2 — 2Re(\)x + |A]?) | f.
(iv) 342 € Q[z] ist irreduzibel, aber 2*+ 2 = (x —1)* € Z/3Z[z] ist reduzibel.
Lemma 6.63. Ist f irreduzibel und f | (g - h), so gilt f | g oder f | h.

Beweis. Da f irreduzibel ist, sind die Polynome der Form a und af, a € K,
a # 0, die einzigen Teiler von f. Gilt nun f { g, so folgt ggT(f,g) = 1. Also
existieren p,q € Klz| mitp- f+q-g=1=p-f-h+q-g-h=h= f|h ]

Bemerkung. Ein nicht konstantes Polynom f,so dass f | (g-h) = (f | 9)V (f |
h), nennt man auch prim. Das Lemma zeigt, dass in K[z| wie in Z die Begriffe
mirreduzibel” und ,,prim” dquivalent sind.

Satz 6.64. Jedes Polynom f # 0 besitzt eine bis auf die Reihenfolge der Faktoren
eindeutige “Primfaktorzerlegung”:

f=a-pi...pp,a=¢e(f)elp)=11i=1,....k
mit irreduziblen normierten Faktoren p;.

Bewets.

Ezistenz: Induktion nach deg f. Sei deg f = 0. Setze k = 0, a = f. Sei deg(f) = n.
Ist f irreduzibel, so schreibt man f = e(f)e(f)"'f und e(f)~! f ist normiert und
irreduzibel. Ansonsten gilt f = ¢ - h mit deg(g),deg(h) < n und die Induktions-
voraussetzung fiir g und h liefert auch eine Darstellung fir f.

Findeutigkeit: a = e(f) ist eindeutig. Angenommen es gilt p;...pr = q1 . .. g mit
irreduziblen, normierten Polynomen py,...,pr, q1, ..., q. Zu zeigen:
k=/{und py,...,pg, und ¢, ..., g unterscheiden sich nur in der Reihenfolge.

Aus 6.63 erhalten wir py|g; fir ein 4, 1 <i < ¢. O.B.d.A. i = {. Da g, irreduzibel
ist, folgt pr. = qo. Also

PeP1- P — Q- qe—1) =0
Aus 6.34 folgt: p1...pr_1 = q1...q—_1. Dann weiter ... O

Bemerkung. Der Beweis, dass in Z jedes Element eine eindeutige Primfaktor-
zerlegung a = (£1) - py ... py hat geht genauso.
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Der Polynomring K [t] ist Unterring eines Kérpers, ndmlich des Korpers K (t)
der rationalen Funktionen. Der Ubergang ist der gleiche wie der von Z zu Q:

Wir betrachten die Aquivalenzrelation auf K[t] x (K[t] \ {0}), die gegeben ist
durch
(f1,91) ~ (f2,92) & f192 = fogn.

(Ubungsaufgabe: man verifiziere (A1)—(A3)). Die Aquivalenzklasse eines Paares
(f,9), g # 0, wird mit
f

g
bezeichnet.

Definition 6.65. Die Aquivalenzklassen heien rationale Funktionen. Die Menge
der rationalen Funktionen wird mit K (¢) bezeichnet.

Rechnen tut man, wie man es mit Briichen gewohnt ist:

h fo_ It
g1 g2 9192
h I f2 _ J192 + 201
G G2 g

(Ubungsaufgabe: man verifiziere die Wohldefiniertheit).

Satz 6.66. K(t) ist ein kommutativer Ring mit Nullelement 0/1 und Einselement
1/1. Es gilt f/g = 0/1 genau dann wenn f = 0 gilt. Daher hat f/g # 0/1 das
Inverse g/ f, weshalb K (t) ein Korper ist. Die Zuordnung

K[t] — K(1), fr—>J1C

ist ein injektiver Ringhomomorphismus (,,bettet K|t] in K(t) ein®).
Beweis. Klar. ]

Satz 6.67 (Partialbruchzerlegung). Sei f,g € K]|t] mit g¢T(f,g) = 1 und g
normiert. Sei g = pi'...pum die Primfaktorzerlegung von g mit paarweise ver-
schiedenen normierten irreduziblen p; vom Grad n;. Dann gibt es eindeutige

h,an,...,alvl,agl,...,agw,...,amvm GK[t]

mit dega;; < n;, so dass
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Bewets.

Existenz: Induktion nach m und v;. Fir m =01ist g=1und h = f. Fir m = 1,
vy = 1 gilt g = p; und f = hg+a mit dega < nq, also g = h—i—p%. Sei nun g = p7*
mit v; > 1. Nach Induktionsannahme gilt

plf f vzl Qa1,5+1
— = =h + E: —L=

g Py =1 N

mit degay; < ny. Schreibe h' = hpy + a1, degaq; < ny. Dann gilt

_h+§:m3
7j=1 pl
Seinun m > 1 und ¢’ = 1%' Dann ist ggT'(pi*, ¢') = 1. Also existieren ¢, € K]|t]
1

mit 1 = q¢’ + rp7* und somit

f_fa fr
o v1+ /
g pl g

Wende nun die Induktionsannahme auf L und f " an.

FEindeutigkeit: Induktion tber die Anzahl der Prlmfaktoren Falls m = 0: klar.
Falls m = 1, v; = 1: Eindeutigkeit der Division mit Rest 6.56. Ansonsten seien

W, aj; € Klx ] weitere Polynome mit den geforderten Eigenschaften. Dann gilt

Qjj agg W
p 220 P i (i) # (Lw)
pg D;

also o
a g
pilf — TUL pilf — 1:11, d. h. pi|(a1, —al,,) 5
Y4 b P1

Wegen p; 1 4 T folgt p1lar,, — alvl, wegen degay,, < degp;, deg a’lv1 < degpy
f-=31

1
—1 ¢ = 4. Nach Induktionsannahme ist die
P1 p1

folgt ai,, = al, . Setze f' =

Darstellung
f v;—1 m v

—he T eSS

12]1

eindeutig, d. h. h = b’ und a;; = aj; fiir alle 4, j. ]

Konkrete Berechnung:

Das Polynom h 1a8t sich aus der Division mit Rest von f durch g bestimmen. Wir
koénnen also annehmen, dass deg f < deg g und h = 0. Schreibe a;; = >3, 212
Durch Koeffizientenvergleich in

feyoys
zljli
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erhalt man ein lineares Gleichungssystem in den Unbestimmten z;;;,, welches nach
Satz 6.67 eindeutig losbar ist.

Beispiel. Wir bestimmen die Partialbruchzerlegung von i in R[z]. Ko-

z2-2
(@2+1)(z+2)
effizientenvergleich in
22 —2=(ax+b)(x+2) +c(@*+1) = (a+c)r* + (2a+ b)x + (2b+ ¢)

ergibt das LGS in den Unbestimmten (a, b, ¢) mit erweiterter Koeffizientenmatrix

1 01 1
21 0| O
0 2 1|-2
Anwenden des Gaufl-Verfahrens:
10 1] 1 10 1] 1 100 %
01—2—2w01—2—2w010—§
0 2 1] -2 00 5 2 0 0 1 =
Also gilt
x2 =2 _1<3x—6+ 2 )
22+ D)z +2) 5\a24+1 x+2/)°
Beispiel. Seien Aq,..., A, € K paarweise verschieden, g = [T/%,(t — A\;)"*. Dann
gilt

= a; . —v
Z (t — /\i)”i mit  a; = 1—[()‘Z - /\j) !

1 —

9 = i
Begriindung: Multiplikation der Gleichung mit IT7%, (¢ — A;)" und Einsetzen von
Moo A,
Sei deg f < deg g teilerfremd zu g und f = 3¢y, bi;(t — Ni)?, by; € K. Dann gilt

m v

*—ZZ &

9 1131

6.10 Das Minimalpolynom

Sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum mit dimV = n und o € Endg (V) ein
Endomorphismus.

Lemma 6.68. Es gibt ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom 0 # ™" &

K]t], so dass x™|g fiir jedes g € K|[t] mit g(a)) = 0.
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Beweis.
Ezistenz: Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gilt x,(«) =0, d. h. die Menge

A={feK] | fla)=0}

besteht nicht nur aus dem Nullpolynom. Sei 0 # g € A ein normiertes Polynom
mit minimalen Grad. Ist f € A ein anderes Polynom, so gilt f = qg + r fiir
q,r € K[t] mit degr < deg g und

r(a) = f(a) —q(a@)g(a) =0,

als r € A. Wegen der Minimalitdt von deg g folgt » =0, d. h. ¢|f.

FEindeutigkeit: Seien gy, go € A zwei normierte Polynome mit g;| f fir jedes f € A.
Dann gilt g;|go und umgekehrt, d. h. es gibt ¢1, g2 € K[t] mit go = q191, 91 = ¢292-
Insbesondere gilt deg g» = degg; und degq; = degg, = 0, also ¢1,¢2 € K*. Da
g1, g2 normiert sind, folgt ¢ = g2 = 1 und somit g, = gs. ]

Definition 6.69. Das Polynom x™" heifit das Minimalpolynom von .
Korollar 6.70. Es gilt x™"|x,, insbesondere auch deg y™» < dim V.
Beweis. Wegen Yo (o) = 0 gilt x™|x,, also deg ™" < deg xo, = dim V. O

Satz 6.71. Die Nullstellen von ™" sind genau die Eigenwerte von «, d. h. die
Polynome x,, und ™™ haben dieselben Nullstellen (aber in der Regel unterschied-
lichen Vielfachheiten).

Beweis. Wegen x™"|y,, sind alle Nullstellen von ™" auch Nullstellen von Y,
und damit Eigenwerte von «a. Sei umgekehrt A € K ein Eigenwert von « und
0 # v € V ein Eigenvektor zu A, d. h. a(v) = Av. Dann gilt

0= xa"(@)(v) = x5" (M.

Wegen v # 0 folgt x™(\) = 0. O

«

min

Satz 6.72. Der Endomorphismus « ist genau dann diagonalisierbar, wenn x%

in paarweise verschiedene Linearfaktoren zerféllt.

Beweis. Sei a diagonalisierbar und Aq, ..., A, die paarweise verschiedenen Eigen-
werte von «. Sei f(t) = (t — A1)+ (t — A+) und v ein Eigenvektor zu Eigenwert
;. Dann gilt

fla)(w) = f(Ai)(v) = 0.

Da « diagonalisierbar ist, hat V' eine Basis (vy,...,v,) aus Eigenvektoren und
f(a)(v;) = 0 fiir alle 7. Also ist f(a) = 0 der Null-Endomorphismus und y™|f.
Andererseits gilt x™"();) = 0 fiir alle 7, also f|x™". Da beide Polynome normiert
sind, folgt f = x

min
a
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Es gelte x™"(t) = (t — A\y)---(t — \,) mit paarweise verschiedenen Ay, ..., \,.

Mittels Partialbruchzerlegung erhalten wir Konstanten aq, ..., a, € K, so dass
1 T a;
Xan(t) ; t=Ai

Setze f; = “”ﬁ];(t) € K[t]. Dann gilt

L=> fi,  (t=X)fi=axa™,
i=1

also auch

e =32 f(0). (2= Addv) e filo) =
Insbesondere gilt fiir jed; veV
v = éfi(a)(v), fila)(v) € V), = ker(a — A;idy).
Die lineare Abbildung
gb:éVAi—H/, (U1, ..., 0p) VL + - F 0,
=1
ist also surjektiv. Wegen

dim @ W\, = Z Hgeo(Ai) < Z Palg(Ai) < deg xo = dim V/

ist sie auch injektiv. Insbesondere ist a diagonalisierbar. O]
Anwendungsbeispiele:

Beispiel. Sei K = C und a € Glg (V) ein Automorphismus endlicher Ordnung,
d. h. es existiert ein k € N, so dass o = idy. Dann ist a Nullstelle von t¥ — 1 €
Clt], also x™™ | t* — 1. Nun gilt

p— 2 2
th—1=T[-¢), Co=er :COS(%)—FiSiH(%)
s=0

min erfillt in paarweise verschiedene Linearfaktoren.

d. h. t* —1 und somit auch y®
Also ist a diagonalisierbar.

Sei K = Z/pZ fiir eine Primzahl p und o € Glg(K?) beziiglich der kanoni-
schen Basis durch die Matrix (} 1) gegeben. Dann gilt o = id, aber « ist nicht

diagonalisierbar: Es gilt x™" = x, = (t — 1)2.
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Definition 6.73. Ein Endomorphismus o € Endg (V') heifit
(i) nilpotent, wenn o™ = 0 fiir ein m € N.

(ii) unipotent, wenn o — idy nilpotent ist

(iii) idempotent, wenn o = «.

Satz 6.74. Sei o € Endg (V).
(i) Ist « nilpotent, so ist a genau dann diagonalisierbar, wenn a = 0.
(ii) Ist o unipotent, so ist a genau dann diagonalisierbar, wenn a = idy .

(iii) Ist o idempotent, so hat « beziiglich einer Basis die Darstellungsmatrix

E, 0
0 O
Beweis.

(i): Ist ™ = 0, so ist o Nullstelle von ™ € K[t]. Also gilt x™ = t* fiir ein k <
min(n, m) und y™* zerfillt genau dann in paarweise verschiedene Linearfaktoren,
wenn k£ =1 und a = 0.

(ii): Dasselbe Argument mit (¢ — 1)™.

(iii): Tst a idempotent, so gilt x™" | t* — ¢ = (¢t — 1). Insbesondere zerfillt x™"
in paarweise verschiedene Linearfaktoren und o hat nur 1 oder 0 als mogliche
Eigenwerte. O]

fiir geeignetes s < n.

Wie weit sind wir mit unserer Klassifikation der Matrizen bis auf Ahnlichkeit?

Satz 6.75. Jede Matrix A € M3 3(C) ist eindeutig bis auf Ahnlichkeit durch ihr

charakteristisches Polynom x4 und ihr Minimalpolynom X'} bestimmt.

Beweis. Schreibe
Xa = (t =)t =)t — A3)

mit \; € C. Sind die )\; paarweise verschieden, so ist jede Matrix B mit xg = x4
dhnlich zu der Diagonalmatrix diag(A1, Ao, A3), also auch zu A. Gilt A3 = A, so
miissen wir zusitzlich annehmen, dass auch yB5™ = 3. Falls A3 # Ay, so gilt

(a1) X5™ = (t — A\1)(t — Ag) oder
(a2) X%in = (t — )\1)(?5 — )\2)2.
Falls )\3 = )\2 = )\1, SO gﬂt

(bi) Xglm = (t - )\1)i
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mit 1 <7 < 3.

Im Fall (a;) und (by) sind wieder sowohl A als auch B dhnlich zu der Diagonal-
matrix diag(Ai, A2, A3).

Im Fall (ag) sei Vi, = ker(A — XAy E3)%. Da x'i™ # (t — Ao)? ist A — A E # 0 und
dim V, < 2. Mittels Partialbruchzerlegung finden wir r, s € C* mit

1 T n S
XA t=A (= Ap)?

Setze . .
XA SXa™
fl t_)\lv f2 (t—)\2)2€ []

Dann gilt fiir jedes v € C?
v=fi(A)v+ f2(A)v, fi(A)v € Vy,, fo(Av e V3,
Wegen
dim Vy, +dim Vy, <3

folgern wir, dass V}, ein Komplement zu V), in C* sein muss. Insbesondere gilt
dim Vy, = 2. Sei v; € V), ein Eigenvektor. Da A nicht diagonalisierbar ist, gibt
es ein 0 # vy € VY, mit vg € V). Setze vy = (A — AE3)vs. Dann gilt 0 # vy € V),
und (vy, v9, v3) ist eine Basis von C? mit Avy; = Ay, Avy = Agva, Avz = Agvp+vs3,
d. h. A ist dhnlich zu der Matrix

A 00
0 X 1.
0 0 X

Dasselbe Argument zeigt, dass auch B dhnlich zu dieser Matrix ist, also auch zu
A.

Im Fall (by) gilt im(A — AE3) C ker(A — AE3) = V3, # C3, also
3~ dimVy, = dimim(A — AE;) < dim Vi, < 3.

Dies geht nur, wenn dim V), = 2. Wihle v3 € C?\ V),. Dann ist 0 # vy =
(A — AEs3)vs ein Eigenvektor. Ergdnze zu einer Basis (v1,v2) von V),. Dann ist
(v1,v9,v3) eine Basis von C? und A und B &hnlich zu der Matrix

A 00
0 A 1.
0 0 N

Im Fall (bs) gilt V) = ker(A — A\ E3)? # C3 Wahle v3 € C*\ V{, und setze
vy = (A — M E3)vy, v3 = (A — A\ E3)vy. Dann ist das System (vy, vg,v3) linear
unabhénging: Multiplikation der Gleichung

0 = rvy + svy + tus
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mit (A — A\ E3)? (A — A\ FE3) und 1 zeigt nacheinander r = s = ¢t = 0. Damit ist
das System auch eine Basis und A, B dhnlich zu der Matrix

A 10
0 M 1
0 0 N

]

Das im Beweis benutzte Argument liele sich noch weiter ausbauen. So kénnte
man zeigen, dass eine Matrix A € M, ,(K) fir beliebiges n und beliebigen Korper
K eindeutig bis auf Ahnlichkeit durch ihr charakteristisches Polynom y4 und
Minimalpolynom x4 bestimmt ist, sobald jeder Primfaktor von x4 entweder in
der Primfaktorzerlegung von x4 oder von X’SX‘}D nur einfach vorkommt.

Das Minimalpolynom und das charakteristische Polynom reichen jedoch nicht

aus, um zu zeigen, dass die beiden Matrizen

1100 1000
0100 0100
0011 00 1 1|€MualC
000 1 0001

nicht zueinander ahnlich sind. Hierfiir brauchen wir noch feinere Invarianten, die
wir im néchsten Semester kennnenlernen werden.



