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Losungshinweise Blatt 13

Aufgabe 50) Losungsskizze: (a) Jede Funktion f : Z — R ist stetig. IThr
Tréger ist die Menge {k € Z|f(k) # 0}. Der Tréger ist genau dann kompakt,
wenn er endlich ist.

Ist f : Z — C eine beliebige Funktion, so konnen wir deshalb f, € C.(Z,C)
definieren durch

B f(k) falls |k| <n
fulk) = { 0 falls |k| > n.

Dann konvergiert die Funktionenfolge f,, punktweise gegen f. D.h. die Menge
der Punkte, wo diese Konvergenz nicht vorliegt, ist die leere Menge. Diese
hat aber beziiglich eines jeden Daniell-Integrals das Mafi Null. O

(b) Setze fiir n € N, z € R:

z? falls lz| <n
o) =< (n+1—|z])-n? falls n<|z|<n+1
0 falls |z| >n+ 1.

Der Tréger von f,, ist offenbar das Intervall [-n—1,n+1] , also kompakt.
Weiterhin ist f,, stetig, da es auf jedem Definitionsintervall als Polynomfunk-
tion stetig ist und die Definitionen an den Intervallgrenzen iibereinstimmen.
Also ist f, € C.(R,C). Weiterhin gilt offensichtlich lim,, ., f.(z) = x*
fiir alle z € R. Beziliglich des Riemann-Integrals ist jeder einzelne Punkt
eine Nullmenge. Da abzahlbare Vereinigungen von Nullmengen wieder Null-
mengen sind, ist auch Q als abzédhlbare Menge eine Nullmenge. Also gilt
lim,, . fn(x) = f(x) auBerhalb einer Nullmenge. Deshalb ist f messbar. [

Aufgabe 51) Losungsskizze: Die Abbildung p : H — B hat nach Kon-
struktion die Eigenschaft ¢ = v — p(v) € Q = B*. Sie ist durch diese
Eigenschaft eindeutig bestimmt: Gilt auch ¢ = v — p’ € Q mit p’ € B, so



folgt ¢ — ¢ = (v — p(v)) — (v —p') =p —p(v) € B. Wegen q — ¢ € B+ gilt
dann aber ||[¢ — ¢||*> = (¢ — ¢',q — ¢') = 0 und damit ¢ — ¢’ = 0, also ¢ = ¢.
Dann ist aber p’ = p(v), was die Eindeutigkeit beweist.

FiraeCgilt a-v—a-plv) =a-(v—p)) € Q, da Q wie auch B jeweils
Untervektorrdume von H sind. Das heifit aber a - p(v) € B erfiillt ebenfalls
die fiir p(a - v) geltende Bedingung o - v — p(a - v) € @, woraus wegen der
Eindeutigkeit p(« - v) = a - p(v) folgt.

Sind vy, vy € H gegeben, so folgt entsprechend aus (vi+vq)—(p(vy) + p(vq)) =
(v1 —p(v1)) + (v2 — p(v2)) € Q, dass p(vy + v2) = p(vy) + p(v2) ist. Damit ist
die Linearitat bewiesen.

Weiterhin gilt fiir v,w € H wegen der Bilinearitat des Skalarprodukts:
(p(v),w) = (p(v), (w = p(w)) + p(w))
= (p(v), w = p(w)) + (p(v),p(w)) = (p(v),p(w)),

denn wegen p(v) € B und w — p(w) € Q = B+ ist (p(v),w — p(w)) = 0.
Durch eine symmetrische Uberlegung folgt

(v, p(w)) = (p(v), p(w)) + (v = p(v), p(w)) = (p(v), p(w)).
Jetzt folgt sofort (p(v),w) = (v, p(w)). O

Aufgabe 52) Losungsskizze: Fir f € C®(U) ist xf eine 2-Form und
deshalb dx f = 0, woraus 0(f) = 0 folgt. Deshalb gilt A(f) = o(df) = *xdx*df,
denn fiir das Vorzeichen aus Aufgabe 46) gilt (—1)"?=1+1) = 1. Das bedeutet:

f f
d, d —
If = + 8y
Fiir den * Operator zur Metrik g gilt:
V919
sy(day) = Y522 kg (day),

iergi

denn mit den Bezeichnungen aus dem Skript ist \; = g;': die )\; geben
das Skalarprodukt eines dx; mit sich an, wenn die dz; eine Orthogonalbasis
bilden. Daraus ergibt sich:

wdf = Y92 ﬁdy_ V992 of .

g1 Oz g2 y



V9192 af 9 (V992 3f
d*df_ﬁx( " g ~dx A dy (9y " ay dy N dzx.

() (55 o

g1 ox 82/ g2 83}
B 119 (Vaga Of 9 (V99 Of
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Im Fall g = k*(gg) der Aufgabe 49) ist g1(¢, ) = 1 und go(¢, ) = cos?(¢).
Daraus folgt:

M= (aaqb ( o aé) ” (1¢§_£)>

1 B of 1 o
) (a¢ (Cow 3¢>>) =

Im Spezialfall der Poincaré-Metrik aus Aufgabe 48) ist ¢1(z,y) = ga(x,y) =

y% und deshalb —Vf]ll“” Vf;g

A(f)=y2-(ﬂ+a—f). O

= 1, woraus dann folgt:

ox? 0y

Aufgabe 53) Losungsskizze: (a) Nach der Bedingung 2. in 17.0.3 gilt
fir alle m,n > 1: B,(x) = B’fﬂ*—;ix) sowie B! (x) = n - B,_i(x). Partielle
Integration liefert deshalb:

/0 Bu(2) - Bu(2) dv = Bn@).BmLi(f) - /O n- By () anzj(f) d
_ (Bn(l)—Bn(O))-fL"j:ll _mzlfo Bo1(2) By (2) da,

denn es gilt nach 17.0.4 B,,11(1) = By41(0) = By

Wir zeigen jetzt die Formel durch vollstandige Induktion nach der Variablen
n:

Sei zunéchst n = 1 und m > 1 beliebig. Dann gilt By(1) = 1, By(0) = —1,
sowie By(z) =1 und fo m+1(z) dr = 0 nach 17.0.3. Deshalb folgt:

! 1 1\ B, 10 ml
/ Bi(x) - Bp(x) do = (§+—)- L 0= (=) By - ——
0

2) m+1 (m+ 1)1
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Damit ist der Induktionsanfang erledigt.

Im Induktionsschluss setzen wir jetzt fiir n > 2, m > 1 voraus, dass die
Formel fiir n — 1 und alle m > 1 giiltig ist. Nach 17.0.4 gilt dann B, (1) =
B,(0), so dass in der Rekursionsformel der erste Summand gleich 0 ist. Wir
erhalten deshalb, wenn wir die Induktionsvoraussetzung einsetzen:

n
m—+1

/01 B, (x) - Bp(z) do = — /01 By 1 () Byys (7) da

_ n n—1)—1 (n— 1! (m+ 1!
=g DT By - ((n—1) + (m+1))!
1 n!-m!
=(-1) 'Bn+m'm‘

(b) Die Bedingung a,, o = 0 folgt sofort aus der Bedingung 3. aus 17.0.3. und

der Definition. Fir k # 0 ist 5= - ¢>™** eine Stammfunktion von ™", so

dass wir mittels partieller Integration die folgende Formel erhalten:

2rikx |1

e
2mik

1
0 2mik

1
ank = By(z) / B! (x) - ¥k dg.
0

Wir zeigen die Behauptung jetzt wieder durch Induktion nach n: Wir beachten
dabei immer €271 — 2mik0 _ 1.

Fiir n = 1 erhalten wir:

1 1 1 1 ! : 1 (=)=t 1!
|z _(_Z . . X 1- 2mikx dr = — .
Lk (2 (=3) ) orik  2mik /0 © YT ok omik
Fiir den Induktionsschluss nehmen wir an, dass n > 2 ist und dass die Formel

fir n—1 richtig ist. Wegen n > 2 gilt B,,(1) = B,(0), so dass in obiger Formel
der erste Summand verschwindet. Wegen B! (x) = n - B,_1(z) gilt deshalb

Upjy = _2731'14: ‘N - -1k Mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung erhélt man
dann:
1 —De=D-1 (=) (=) nl
“ = ._n_( ) ‘ (n—1)! )‘ n
’ 2mik (2mik)(n=1) (2mik)"

(¢) Nach den Sétzen in 28.8.und 28.6 bilden die Funktionen e?™* eine Hilber-
traumbasis von L?([0,1]), und der Ubergang zu den Fourierkoeffizienten
liefert eine Isometrie L?([0, 1])=1%(Z).
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Wendet man das auf die Bernoullipolynome an, so ergibt sich fiir alle m,n > 1
wegen
B,,(xz) = Bp(x) die Beziehung:

1
/ B,(z) - Bp(z) dz = Zan,k T -
0

keZ
Es gilt nach (b):

(=) t.n! (=)™ -m!
Ank* Om k. — - . -
kTR T rik)n (—2mik)m

(=)™ . nl-ml 1
(271-)7‘L+m Lqntm, (_1)m fntm :

Mit Hilfe von (a) kénnen wir die Gleichung jetzt umschreiben:

(=1 By - (- m)] = (2m)tm - grtm (—1)m

n!-m! (=)™ ™. nl.m! 1
' Z n+m’
kEZ,k#0

Fir m,n > 1 ist dabei die Summe auf der rechten Seite absolut konvergent.

Wenn wir m = n einsetzen, gilt wegen = = W:

et el (CPealenl N2
( 1) BQn (271)' (27’(’)2"(—1)”(_1)71 ;an

Bringt man die Faktoren auf die andere Seite, so erhalt man:

i L (=) By, 2!

pet k2 (2n)!
Bemerkung: Fiir m # n erhélt man iibrigens keine neuen Informationen: Im
Fall, dass m + n ungerade ist, gilt B,,,, = 0 und in der Summe heben sich
die Summanden knﬁ und (_k);nm gegenseitig auf, so dass die Formel dann
0 = 0 lautet. Im Fall m +n = 2n’ gerade hiangt die Formel nach Kiirzen des
Faktors (—1)™ - n!-m! auf beiden Seiten nur noch von 2n’ ab und stimmt mit
der Formel fiir den schon behandelten Fall (n/,n’) iiberein.
Firn =1,2,3,4,5,6,7 erhidlt man folgende Formeln, wobei man die ersten
fiinf Werte fiir By, dem Anhang A des Skripts entnehmen kann:



1 B 76
kS 945
1 B 8
kS 9450
1 7T10
k0 T 93555
691 - 712
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