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Losungshinweise Blatt 12

Aufgabe 45) Losungsskizze: (a) Zundchst muss man sich tiberlegen, dass
die Abbildung m nach M geht: Dass 7(b) eine symmetrische Matrix vom
Rang 1 ist, liest man sofort aus der expliziten Beschreibung ab. Die Spur
von m(b) ist Y1 b =1 furbe S* L

Dass 7 differenzierbar ist, priift man in lokalen Karten nach: Dazu kann man
z.B. die inversen Kartenabbildungen ¢, (v = 1,2) aus Aufgabe 17) und die
Kartenabbildungen v, : M, — R"! aus Aufgabe 39) benutzen: man muss
zeigen, dass 1), oo ¢, jeweils im Defitionsbereich beliebig oft differenzierbar
ist. Das folgt aber sofort aus den Permanenzsétzen. O]

(b) Nach der Losung der Aufgabe 39) ist ein beliebiges Element A = (a,,) €
M von der Form
b/ . b/
U = =073
> i (b))
fiir geeignete b. Setzt man jetzt b; = \/ﬁ, so folgt sofort die Behaup-

tung a,, = b, - b, und es ist offensichtlich auch > 1", b7 = 1. D.h. es gilt
A =m(b) mit b= (by,...,b,) € S"L.

Gilt 7(b) = m(c), so folgt b, - b, = ¢, - ¢, fiir alle p, v. Daraus folgt zunéchst,
wenn wir p = v setzen: ¢, = €, - b, mit ¢, € {—1,1}. Daraus folgt dann:
b,b, - (e,e, —1) = 0. Im Fall, dass b, # 0 # b, ist, folgt daraus €, = ¢,.
Damit stimmen alle ¢, fiir die g mit b, # 0 iiberein, d.h. sind alle gleich
einem € € {—1,1}.

Dann folgt aber ¢ = € - b, denn im Fall b, = 0 gilt auch ¢, = 0 und somit
¢, = €-b,. Dass m(—b) = 7(b) gilt, ist klar. O

Aufgabe 46) Losungsskizze: Wir rechnen sukzessive:
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Damit konnen wir jetzt eine Hélfte des Laplace-Operators ausrechnen:

dé(f - dxy) = (—1)“”’”1) ~d* dx*(f-dry)
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Jetzt starten wir die Berechnung der anderen Halfte:

d(f - dxy) = Za cdz, Adzy AL A da,

p=i+1
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Bevor wir die Berechnung der zweiten Halfte abschlieen, bemerken wir, dass
das ¢ in 0 od auf den 7 + 1-Formen startet und somit ein anderes Vorzeichen
bekommt:

Sd(f - dxy) = (=)D s d s d(f - day)
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Wegen aggz# = 823% heben sich bei der Berechnung des Laplace-Operators

die Terme mit den gemischten Ableitungen gegenseitig auf, und es ergibt sich:

A(f - dxy) = dS(f - dag) + 6d(f - dar) = (— a2 - dz;.

Aufgabe 47) Losungsskizze: Fiir einen Weg ¢ : [0,1] — U wie in der
Aufgabe schreiben wir: ¢(t) = (¢1(t), ¢2(t)). Dann gilt:

Il = V{e'( = Vi (t) 1(), 92(1)) + 5(t)* - k(2(1))
> \/cb’ 2(t)) = |95(0)] - v/ E(¢a(1)).

Das impliziert nach der Definition der Lange eines Weges:

L(g) = / T / 65(0)] - VE G D)t

> [ Vi a= [ Vit

wobei wir im letzten Schritt die Substitutionsregel, im vorletzten Schritt
die Ungleichung |¢4(t)| > ¢4(t) und die Monotonie des Integrals verwendet
haben.

Im Fall, dass ¢|(t) = 0 und ¢4(¢t) > 0 fiir alle ¢ gilt, haben wir an beiden
Stellen Gleichheit. Das lésst sich im Fall yo < y; durch einen Weg der Form
o(t) = (20, yo+t(y1—1o)) auch erreichen. Diese Wege haben also die kiirzeste
Lénge unter allen Wegen, die von ¢(0) nach ¢(1) fithren. Im Fall yy > y; kann
man unter Benutzung der Abschétzung |¢4(t)| > —¢5(t) die Ungleichung

L)z~ [ iy = [ Gy



erhalten, wobei hier Gleichheit wieder fiir die linearen Wege gilt. Damit ist

[ v

in beiden Féllen die kiirzeste Wegelange zwischen den beiden Punkten.

Aufgabe 48) Losungsskizze: (a) Sei 7, : (z,y) — (x + b,y). Da Dn, die
Einheitsmatrix ist und da offensichtlich g(7,(z,vy)) = g(x,y) ist, folgt sofort

7 (9)(2,y) =Dy - g(r(z,y)) - D7y = g(z,y).
Weiterhin gilt fiir die Jacobimatrix von o:

Do (z,y) s e 1 a?—y? 2y
g ./E, = - = — . ,
Y 2y 22 y22 (I2 + y2)2 me ZEQ _ y2

(z%+y%)? (z2+y?)

und es ist g(o(x,y)) = (G- 2 (1 O). Daraus folgt:

v 0 1
o"(9)(z,y) ="Do(z,y) - g(o(z,y)) - ( y)
“wra (T A )( )
:m'(@ J(r)y :z:+y ) %( >:g<x’y)’
denn es ist (22 — y?)? + (2zy)? = (2* + y?) O
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nach Aufgabe 47) durch eine affin lineare Abbildung der Form
1 v3 3
o(t) = (—,\/—_th.i)

(b) Ein Weg mimimaler Lénge von Py = <1 f) nach P, = (%, */7§> wird

2" 6 3

beschrieben. Es gilt

Um das Problem fiir die Punkte P} = (—%, —3> und P; zu lésen, beweisen

wir das Lemma:



Lemma: Lasst der Diffeomorphismus p die Riemannsche Metrik g invariant,
so gilt L(p o ¢) = L(¢) fiir alle Wege ¢.
Beweis Lemma: Dass p die Riemannsche Metrik invariant lasst, bedeutet:

(Dp)(2) - 9(p(2)) - (Dp)(2) = g(2)

fiir alle z € ‘H. Dann gilt aber:

1(po @) (D" ="(po ) () - 9(p(6(1)) - (po ¢)'(t)

tcb() ( P)(@(1)) - 9(p((1))) - (Dp)((1)) - ¢'(2)
(1) - g(a(t) - ¢'(t) = 16/ ()]

)
(
Daraus folgt sofort

L(pocb):/o II(poqﬁ)’(t)IId?f:/O l¢'(#)lldt = L(¢).

Damit ist das Lemma bewiesen. Nun ist

o(Po>—3~< - f) (—%?) —7.4(R).

Daraus folgt: P} = 7 (0(F)). Weiterhin ist (o (P)) = 7(P)) = Pi. Da
¢ der kiirzeste Weg von Py nach P; ist, ist nach dem Lemma 7 o 0 o ¢ der
kiirzeste Weg von P} nach P;. Er hat wieder die Lange log(3) und schreibt
sich in der Form:

oo dlt) = <2t+2t2—1 \/§'(1+2t)>.

21+t +1¢2)" 2(1 4+t +t?)

Der Weg verlduft auf einem Kreis vom Radius 1 um den Punkt 0. Durch eine
Umparametrisierung des Weges kann man eine andere Darstellung bekom-
men, die aber einen Weg derselben Lange liefert. O]

Aufgabe 49) Losungsskizze: Die Jacobimatrix der Abbildung k ist (vgl.
die Rechnungen in Aufgabe 4):

—sing-cosy —coso-siny
J = Dk(¢,0) = | —sing-sine CoS @ - cos 1
cos ¢ 0

Die Pullback-Metrik k£*(gg) im Punkt (¢, 1) berechnet sich zu
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~( (cos? 4 +sin? ) - sin® ¢ + cos? ¢ 0
N 0 (sin® v + cos? ) - cos® ¢

/1 0
—\0 cos?p )’

Mit z = ¢ und y = ¢ sowie [ = (0,2m), I, = (—5,+%) und h(¢,v) = cos® ¢
sowie k = 1 sind die Voraussetzungen der Aufgabe 47) erfiillt. Daraus folgt,
dass der kiirzeste Weg zwischen zwei Punkten mit gleicher 1-Koordinate
durch einen Weg mit konstanter ¢-Koordinate gegeben wird. Auf der Sphére
S? liegen diese Wege auf den Grofikreisen, die durch den Nord- und den
Siidpol (0,0,1) und (0,0,—1) gehen. Da die euklidische Metrik von or-
thogonalen Transformationen invariant gelassen wird und da je zwei Punkte
auf der Sphére durch eine orthogonale Transformation (z.B. Drehung oder
Spiegelung) immer in eine Position gebracht werden kénnen, in der sie auf
einem solchen Groflkreis liegen, gilt fiir je zwei Punkte auf der Sphare, dass
die kiirzeste Verbindung stets auf einem Grofikreis verlauft.

GroBkreise sind dabei diejenigen Kreislinien, in denen eine durch den Mit-
telpunkt der Kugel gehende Ebene die Kugeloberflache schneidet. O]



