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Ubungen zur Analysis III WS 2006/07

Losungshinweise Blatt 11

Aufgabe 40) Losungsskizze: Sei I = {iy,is} und J = {j1, jo} mit i; < iy
und j; < jo. Sei B = (b;;) die zu f gehorige Matrix. Dann ist zu zeigen:

N (F)1.0 = birjy * bings = bingy - iy
Nach Definition gilt:

fles) = Z N (f)p-er, aber auch

['|=2

f(eJ) = f(ejl N ejz) - f(ejl) N f(ejz) = (Z bujl eu) A (Z ijz el/)

Zum Koeffizienten A?(f); ; tragen genau diejenigen Summanden bei, fiir die
1, v beide zur Menge I gehoren. Also muss man ausrechnen:

(biyjy €iy + bigjy €in) A (Dirjy €iy + binjs €i) = (birjy = binjo — binjy * birja) €3y A €4y

Daraus folgt wegen e;, A e;, = ey die Behauptung. [

Aufgabe 41) Losungsskizze: Wir betrachten die Abbildung
o:VxVxV— ANTHV) mit

o(z,y,2) = sz Ay) Az — (1) (bly, 2) - #(x) — bz, 2) - % (y)) -

Es muss ¢ = 0 gezeigt werden. Offensichtlich ist die Abbildung ¢ multili-
near. Deshalb reicht es aus, ¢(x,y, z) = 0 fiir x, y, z aus einer fest gewdhlten
Basis zu zeigen. Wir wahlen eine Basis ey, ..., ey, beziliglich der die sym-
metrische Bilinearform b durch eine Diagonalmatrix dargestellt wird. Es gilt

also b(ei, €j> = )\z . 523



Weiterhin bemerken wir, dass die Abbildungen #, von der Wahl eines Erzeugers
von AY (V) abhiingen, dass aber beim Ubergang zu einem anderen Erzeuger
sich die Abbildung ¢ mit einem Skalar multipliziert. Wir kénnen deshalb
annehmen, dass e; A ... A ey dieser Erzeuger ist.

Es ist also zu zeigen: ¢(e;, ej,e;) =0 fiir 1 <4,j,k < N.
Im Fall ¢ = j ist ¢; A e; = 0 und die beiden Terme in der Klammer sind
identisch, so dass die Behauptung sofort folgt.

Im Fall i # k # j enthilt *,(e; A e;) den Basisvektor ey, so dass dann
xp(€; Aej) Aep = 0 folgt. Dann ist aber auch b(e;, ex) = b(e;, ex) = 0, so dass
wiederum ¢(e;, e;, ;) = 0 unmittelbar folgt.

Es bleiben die Félle £ = i und k& = j zu behandeln. Wegen ¢(y,z,z) =
—¢(x,y, z) muss man nur einen dieser Fille untersuchen.

Zu zeigen ist also ¢(e;,ej,e;) = 0 fiir 4 # j. Da die Abbildung ¢ invariant
definiert ist, ist die Behauptung invariant gegeniiber einer Vertauschung der
Basisvektoren. Wir kénnen deshalb 0.B.d.A. i = 1 und j = 2 annehmen.

Dann gilt:

xp(e1 A eg) Aep = <H)\ > (esA...Nex) Ne

(—1)N - bleg,e1) - #pler) = (=1)N -0 - x4(e1) =0 und

—(=D)N - bleg,e1) - #p(en) = —(=1)N - Ay (H )\ll> (—eg NesA...Ney)

1£2

N N
2. (HA;1> exNesA...Ney = (HA;l) esN...Ney Ney.
=3 =3

Daraus folgt sofort ¢(eq, ez, e1) = 0. ]

Aufgabe 42) Losungsskizze: (a) Es ist

dw = dr; N w

3

Z Of (zopo + x1p1 + Tap2 + x3p3)
- Ox;

=0
3

Z f'(xopo + x1p1 + xapa + x3p3) - pi - da; Aw
i=0



= f'(wopo + x1p1 + Tapa + x3p3) - p A w,

wobei wir im letzten Schritt p mit Z?:o p; - dz; identifiziert haben, nachdem
wir die dz; mit der Standardbasis des R* identifiziert haben. Da f nach
Voraussetzung nicht konstant ist, gilt f'(r) # 0 fiir geeignete r, so dass die
Bedingung dw = 0 zu p A w = 0 und damit auch zu w A p = 0 aquivalent ist.
Weiterhin gilt:

sw = f(xopo + X1p1 + Tapa + T3p3) - *w.

Aus dem bisher bewiesenen folgt dann die Aquivalenz von d(*w) = 0 und
*w A p=0. O

(b) Da nach Voraussetzung p # 0 und damit linear unabhéngig ist, kann man
ihn zu einer Basis ey = p, €1, €9, e3 des R* ergéinzen. Die Gleichung w Ap = 0
ist dann dquivalent dazu, dass in der Darstellung von w als Linearkombina-
tion von e; A e; mit ¢ < j nur Terme mit ¢ = 0 einen von 0 verschiedenen
Koeffizienten haben: die anderen Basisvektoren tiberleben, wenn man w A eq
bildet.

Dann ist w also Linearkombination von ey A e;, also von der Form ey Aq. Das
bedeutet aber w = —¢ A ey = g A p mit ¢ = —q.
Gilt umgekehrt w =qAp, soist wAp=qgApAp=0. n

(c) Sei jetzt w # 0 und w A p = 0 und *w A p = 0. Nach (b) gibt es ¢ in R?
mit w = ¢ A p. Die Bedingung xw A p lautet dann:

*(g Ap) Ap=0.

Nach Aufgabe 41) ist das dquivalent zu

b(p,p) - xq — b(q,p) - *p = 0.

Waren *g und *p linear abhangig, so wiirde gleiches wegen der Linearitat
von * auch fiir ¢ = — % (%xq) und p = — * (*p) gelten. Dann wére aber
w = qgAp=0im Widerspruch zur Annahme w # 0. Also sind *q und *p
linear unabhéngig. Aus der Formel folgt dann sofort b(p,p) = 0 = b(q, p).
Damit ist eine Richtung der Behauptung gezeigt.

Gibt es umgekehrt ¢ € R* mit b(q,p) = 0 und w = ¢ A p sowie b(p,p) = 0,
so folgt daraus sofort (¢ A p) A p = 0 und damit *xw A p = 0 einerseits und
w A p = 0 andererseits. O



Aufgabe 43) Losungsskizze: Die quadratische Form korrespondiert zu
einer Bilinearform, die durch die Matrix

10 0 0
0o -1 0 0
B= 0o 0 -1 0
o 0 0 -1

beschrieben wird. Die Matrix A lasst genau dann die Form ¢ invariant, wenn
‘A- B - A = B gilt. Diese Bedingung ist zu den Gleichungen

a* —c* =1, ab—cd =0, V¥ —d?=—-1

dquivalent. Aus der ersten Gleichung folgt: (a—c¢)-(a+c) =1. Mit r = a+c
ist dann also 7 € R* und r~! = a—c. Daraus folgt schon mal a = % (r+r71
und ¢ = 3 - (r — r7'). Entsprechend folgt aus b* — d*> = —1 die Existenz
eines s e R*mit b=3-(s—s ') und d =5 (s+s'). Aus der Gleichung
ab —cd = 0 folgt dann (r +r7 1) (s —s71) — (r —r=H(s + s71) = 0, was zu
r~ls = rs7! bzw. zu r? = 5% aquivant ist. Daraus folgt s = € - r mit e = 1.
Mit diesem € folgt sofort b = ¢-e und d = a-€. Dass fiir a, b, ¢, d dieser Gestalt
die Form ¢ invariant gelassen wird, folgt aus einer trivialen Riickrechnung.
Weiterhin gilt:

det(A) =ad—bc=a*-e—c-e=e-~- ((r+r ") —(r—r')?)=c O

1 =

Aufgabe 44) Losungsskizze: (a) Es gilt w = w; A drs mit

(L’ldl‘l + Il'gdl'g

1 2
Ty + x5

w1 =

Deshalb ist dw = dw; A dzs. Es gilt w; = 1 - d (log(x? + 23)), woraus sofort
dw; = 0 und damit dw = 0 folgt.

Es ist
[Eldafo VAN dl’g — ZL‘QCZ[EO VAN dl’l
*W = 1 5 = dl‘o N Wo
T+ 235
mit wy = % Dass dws = 0 ist, wurde bereits in Aufgabe 12)(c)
1 2
nachgerechnet. Es folgt d(xw) = d(dxg A w2) = dzg A dwy = 0. O



(b) Es ist in den Notationen der Aufgabe 43) zu berechnen:
A(r)*(w) = A(r)"(w) A A(r)" (dzs).

Es gilt offensichtlich A(r)*(w;) = w; sowie
* 1 -1 1 -1
A(r)*(dxs) = d(c-xo+d-x3) = c-dro+d-des = 5(7“—7“ )-dx0+§(7"—|—7“ )-dxs.

Es folgt: A(r)*(w) = E, A dzg + B, mit

1

ET _ 5(7‘ _ Tﬁl) ) Qfldl’l + (L‘QdCL’Q

1
B, = - H.ow O
dra] A



