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Aufgabe 32) Losungsskizze: Seien U, V,U NV und U UV kohomologie-
endliche Mengen. Die Exaktheit der Mayer-Vietoris Sequenz lasst sich auch
so formulieren, dass die Sequenz 0 — W% — W' — ... — W32 — () exakt
ist, wobei

W3 = H"(UUV), W3t = g (U)o H(V), W2 =H"(UnNV)

fir 0 < v <n ist.
Da die Kohomologie eines exakten Komplexes aus Nullvektorraumen besteht,
folgt mit Hilfe von Aufgabe 29):

Z(—Uf - dim(W?) = Z(—Uf -dim(H (W*)) = Z(—w‘ -0=0.

Einsetzen ergibt:

(—1)3”-dim(W3”)+Z(—1)3”+1-dim(W3”+1) (—1)3 2. dim (W3 +2)

v=0 v=0 v=0

(—1)" - dim(H*(UUV)) = Y (=1)" - dim(H"(U) & H"(V))

v=0 v=0

+ an(—nv - dim(H"(UNV)

=x(UUV)=» (=1)”-(dim(H"(U)) + dim(H"(V))) + x(UNYV)



=x(UUV) =x(U) = x(V) +x(UnV).
Da das nach obigem = 0 ist, folgt sofort die Behauptung

MU UV) +x(UNV) = x(U) +x(V). T

Aufgabe 33) Losungsskizze: (a) Behauptung: Seien A, B C R" abgeschlossen
und disjunkt: AN B = . Setze:

M; =R™"\A; firi=1,2 sowie M = M; N My =R"\(A; U As).
Dann gilt fir 0 <i<n—1:
H!(M) = H\(M,) & H.(My).
Zusatz: Weiterhin hat man eine exakte Sequenz:
0— HYMyN M) — HYM;) @ H! (M) — R — 0.

Beweis: Wie in Aufgabe 28) sind wir in einer Situation, in der wir die Mayer-
Vietoris-Sequenzen zur Verfiigung haben mit M; U My = R™ und M = M; N
M. Die Sequenz fiir die Kohomologie mit kompaktem Trager impliziert fiir
i > 0, wenn wir formal H_'(M; U M;) = 0 einfithren, die Exaktheit der
Sequenz:

H{ N (My U My) — HI(My N M,y) — Hy(My) & Hi(Ms) — Hi(My U M,).

Fir 0 <i<n-—1ist H(M; UM,) = H(R") = 0 und wir erhalten die
Exaktheit von 0 — H!(M; N My) — H!(M;) & H.(M;) — 0, was nichts
anderes ist als die behauptete Isomorphie.

Wegen HI(M; N My) = 0 und H?(M; U M;) = R folgt aus der langen
exakten Sequenz die Exaktheit der im Zusatz erwahnten Sequenz. O]

(b) Wir behaupten:

. R? firi=mn, fallsk=n—1
H{(R" —R") = R firi=k+1und firi=n, falls k <n—1
0 sonst

Das wird wieder mit absteigender Induktion nach £ bewiesen, wobei im Fall
k = n — 1 die Behauptung daraus folgt, dass R® — R"~! zu zwei Kopien des
R" diffeomorph ist.



Fiir den Induktionsschluss benutzen wir mit den Bezeichnungen in 26.2.1 die
exakte Mayer-Vietoris-Sequenz:

H N U) @ HN(V) — HW(UUV) - H{UNV) — H(U) @ H(V)

fir i« < mn — 1. Aus der Sternformigkeit von U und V folgt dabei H:(U) =
H{(V) =0 fiir i < n— 1. Daraus ergibt sich fiir diese i die Isomorphie

H- Y UUV)= HUNV).

Dabeiist UUV =R" —R* und UNV = R" — R¥1,
Der Rest der Mayer-Vietoris-Sequenz ist dann die exakte Sequenz

0—H"YUUV) - H(UNV)— H (U)o H*(V) - H (U UV) -0

Im Fall £ = n — 2 hat man wegen H?(R™\R"™!) = R? die folgende exakte
Sequenz:

0— H"'R"-R"?) - R* - R* - H'R" —R"?) -0

Es miissen sowohl die Abbildung von R? nach R? als auch die Abbildung nach
H™(R™—R""2) nichttrivial sein: das folgt daraus, dass eine n-Form, die einen
in einer einzigen Karte gelegenen kompakten Trager hat und sich dort in der
Form f - dx; mit einer nichtnegativen Funktion f darstellen lasst, eine nicht-
triviale Kohomologieklasse definiert (vgl. Aufgabe 34). Die Nullfortsetzung
einer solchen Form ist dann ebenfalls eine nichttriviale Klasse.

Daraus folgt, dass im rechten Vektorraum R? das Bild des einlaufenden und
der Kern des auslaufenden Pfeils jeweils eindimensional sein miissen. Dann
haben aber alle Abbildungen den Rang 1, und es folgt: H"~!(R" — R""?) &
R = H"(R" — R"2).

Zusammen mit der Isomorphie

Hé—l(Rn _ Rk’) ~ Hé(R” — Rk'H) firi<n-—1

folgt damit die Beschreibung der Kohomologie von R™ — R" 2,

Die weiteren Induktionsschritte betreffen dann den Ubergang von k + 1 nach
k, wobei k < n — 3 ist. Aus der soeben formulierten Isomophie folgt die
Behauptung fir H/(R" — R¥) im Falle i« < n — 2. Das Ende der Mayer-

Vietoris-Sequenz fiir £ < n — 3 lautet:

0— H" 'Y(R" —R") — H*R" —R"!') S R®R — H'(R" —R*) =0
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Da die Abbildung von H"(R" — R**!) = R (Induktionsvoraussetzung) nach
R @ R nach obigem Argument nicht trivial und damit injektiv ist, folgt aus
der Exaktheit, dass H? 1(R" — R¥) = 0 und H*(R" — R*) = R gilt.

Das ist aber die Behauptung in den restlichen Fallen.

Wir berechnen jetzt die Kohomologie mit kompaktem Trager von My, My, M;
und My: Das geht mit Hilfe von Teil (a) (einschlielich Zusatz) zusammen
mit den Ergebnissen von Teil (b) fiir offene Mengen der Form R3\R*. Da
der Beweisgang genauso wie bei Aufgabe 28) ist, geben wir nur das Ergebnis
an: Fir alle 1 = 1,2, 3,4 gilt zunachst:

HFY(M;)=0 firk=0und k>4,  H(M;)=R.

Im Einzelnen ist dann

HI(M)=R  H(M)=R
H(M) =R H(My) =R
H(M) =R H(My) =R’
H(M) =R HX(M)=F. O

Aufgabe 34) Losungsskizze: Wir wihlen Repréisentanten fiir die Koho-
mologieklassen p und ¢ und bezeichnen diese mit demselben Symbol, um die
Notationen nicht zu iiberlasten: p € A¥"{({UNV) und ¢ € AN (UUV). Es
gilt also dp = 0, d¢ = 0.

Weiterhin wahlen wir nach dem Fortsetzungslemma 26.0.1 zwei Funktionen
Yy, Yy € C®(UUV), so dass 1 = ¢y + ¢y gilt und so dass ¢y auf V\(VNU)
und ¢y auf U\(U N'V) verschwindet.

Dann gilt ¢ = Yyod+iby¢ = NFS(¢py)— NFS(py), wobei ¢y € AV=(U) die
Einschrinkung von 1y ¢ auf U ist und ¢y € AY=(V) die Einschrinkung von
—y ¢ auf V. Aus d¢ = 0 folgt NSF(doy) — NSF(doy) = 0, was bedeutet,
dass d¢y und dey dieselbe Einschrankung ¢’ auf U NV besitzen. Nach der
Konstruktion des Verbindungshomomorphismus 6. wird d.(¢) von der Klasse
¢’ reprasentiert.

Daraus folgt:

Tryav(p A de(9)) = /Umv pAY = P A d(Yy )
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[ ontu-dordvene)= [ pndine
unv

unv
Wir berechnen als néchste 6(p): Es gilt

p=1vv-p+iu-p=pvlvav — pvivav

mit py = NFSy - p) € AYU) und py = —NFSWy - p) € AF(V).
Aus dp = 0 folgt, dass die Einschrankungen von dpy und dpy auf U NV
iibereinstimmen. Deshalb existiert eine Form p' € A*(U U V), deren Ein-
schrankung auf U gleich dpy und deren Einschrankung auf V' gleich dpy
ist.

Nach Konstruktion wird §(p) von p’ représentiert. Da py auf U\(U NV)
verschwindet, gilt gleiches fiir dpy. Entsprechend folgt, dass dpy auf V\(UN
V') verschwindet. Damit hat p’ einen Trager in U NV, so dass wir nur iiber
U NV integrieren miissen:

Damit gilt:
Trow (o) no) = [ fno= [ pno
v Unv
:/ d(py -p) Np = (diby Np+py -dp) N ¢ = dy Np N\ o.
Unv Unv Unv

Aus Yy + 1y = 1 folgt dyy, = —dipy. Nach der Vertauschungsregel fiir A gilt
dpy A p = (=1)""1- p Adiy. Deshalb ist:

Troov(6(p) A §) = (~1)” - / o Adiby A,

unv

Zusammen mit der schon bewiesenen Formel fiir Tryny (pAd.(¢)) folgt daraus
die Behauptung

Truav(p A de(¢)) = (=1)" - Truuv (0(p) A @). U

Aufgabe 35) Losungsskizze: (a) Da alle Abbildungen linear sind, konnen
wir uns wie im Beweis von Aufgabe 27) auf Formen von den beiden Typen
w=wy -drye A x V) und w =y - dt Adx; € A¥(I x V) beschriinken:

Im ersten Fall wird w durch n per Definition auf 0 abgebildet. Durch (id x ¢)*
wird w aber wieder auf eine Form vom selben Typ abgebildet, d.h. auf eine



Form, die kein dt enthélt: wegen der speziellen Gestalt der Abbildung (id x ¢)
wird dt auf dt abgebildet und dz; auf eine Linearkombination der dy;. Damit
wird dann auch (id x ¢)*(w) durch n auf Null abgebildet.

Im Fall w = w;-dt Adx; bleiben wir mit unserer Argumentation sehr skizzen-
haft: Der Pullback (id x ¢)* wirkt nur auf die Differentiale dx;, hat dort aber
denselben Effekt wie der Pullback ¢*. Da die Abbildung n im Wesentliche
eine Integration iiber t ist, kommutieren die n Abbildungen mit den Pull-
backabbildungen. O

(b) Sei M = |J,c; M; mit Kartenabbildungen «; : M; — U; C R™. Dann hat
I x M eine Uberdeckung durch I x M; zusammen mit Kartenabbildungen
Yl I x M; — I x U;. Per Definition ist eine Differentialform w € A*(M)
eine Familie w = (w;)se; mit w; € A¥(U;), die mit Pullback vertriglich ist.
Aus (a) folgt, dass sich die Abbildungen n : A¥(I x U;) — A*¥Y(U;) zu
einer R-linearen Abbildung 1 : A¥(I x M) — A*~Y(M) zusammenfiigen. Die
Formel in Aufgabe 27)(a) ibertrégt sich sofort zu der Formel

fi—fe = dom+maod: A" xM)— A*M).

Aus dieser Formel folgt wie im Beweis von Aufgabe 27)(b) die Behauptung,
dass fiir alle k& € N die Abbildungen fg und f; als Abbildungen von H*(Ix M)
nach H*(M) iibereinstimmen.

(c) Offensichtlich gilt g, = g o f;. Deshalb folgt aus (b):

g =(g90fo) =fiog =fiog =(go fi)" =g;. O



