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Aufgabe 28) Lösungsskizze: (a) Da A1, A2 und damit auch A1 ∪ A2

abgeschlossen im Rn sind, sind M1,M2 und M = M1 ∩ M2 im Rn offen.
Es ist M1 ∪M2 = Rn, da nach Voraussetzung A1 ∩ A2 = ∅ gilt.

Damit können wir die Mayer-Vietoris-Sequenz anwenden und erhalten für
alle i ≥ 0 die Exaktheit von

H i(M1 ∪M2) → H i(M1)⊕H i(M2) → H i(M1 ∩M2) → H i+1(M1 ∪M2).

Für i ≥ 1 gilt aber H i(M1 ∪M2) = H i(Rn) = 0, so dass die exakte Sequenz
in diesem Fall lautet:

0 → H i(M1)⊕H i(M2) → H i(M) → 0.

Exaktheit bei H i(M1)⊕H i(M2) bedeutet aber die Injektivität der mittleren
Abbildung, Exaktheit bei H i(M) bedeutet die Surjektivität dieser Abbil-
dung. Damit ist die mittlere Abbildung ein Isomorphismus.

(b) Da alle vier Mannigfaltigkeiten zusammenhängend sind, gilt H0(Mj) = R
für i = 1, 2, 3, 4. Es gilt nach (a) für i ≥ 1:

H i(M1) = H i(R3\G1)⊕H i(R3\P )

Nun ist H i(R3\G1) = R für i = 1 und H i(R3\G1) = 0 für i ≥ 2, weiterhin
H i(R3\P ) = R für i = 2 und H i(R3\P ) = 0 für i = 1 und für i ≥ 3.
Daraus folgt: H i(M1) = R für i = 1, 2 und H i(M1) = 0 für i ≥ 3.

Da M2 zu M1 diffeomorph ist, gilt H i(M2) ∼= H i(M1) für alle i ∈ N.

Aus der Kohomologie von M2 und von H i(R3\G1) kann man jetzt die von
M3 berechnen:

H1(M3) = R2, H2(M3) = R, H i(M3) = 0 für i ≥ 3.
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Ebenso berechnet man die Kohomologie von M4 aus der von M1 und von
R3\G2 und bekommt dasselbe Ergebnis wie bei M3:

H1(M4) = R2, H2(M4) = R, H i(M4) = 0 für i ≥ 3.

Aufgabe 29) Lösungsskizze: Sei di : V i → V i+1. Dann istBi = Bild(di−1)
ein Untervektorraum von Ki = ker(di), und es gilt per Definition: H i(V •) =
Ki/Bi.
Wir wenden jetzt die Dimensionsformel für lineare Abbildungen f : V → W
mehrfach an: dim(V ) = dim(ker(f))+dim(Bild(f)): Wir erhalten einerseits
für die Abbildungen di:

dim(V i) = dim(Ki) + dim(Bi+1)

andererseits für die surjektive kanonische Abbildung Ki → H i(V •):

dim(Ki) = dim(Bi) + dim(H i(V •)).

Damit können wir jetzt rechnen:

n∑
i=0

(−1)i · dim(V i) =
n∑

i=0

(−1)i · dim(Ki) +
n∑

i=0

(−1)i · dim(Bi+1)

=
n∑

i=0

(−1)i · dim(Bi) +
n∑

i=0

(−1)i · dim(H i(V •)) +
n∑

i=0

(−1)i · dim(Bi+1).

Wegen B0 = 0 und Bn+1 = 0 können wir in der letzten Summe den Index
i durch den Index i − 1 ersetzen, ohne die Summationsgrenzen ändern zu
müssen. Wir erhalten:

n∑
i=0

(−1)i · dim(V i) =
n∑

i=0

(−1)i · dim(Bi) +
n∑

i=0

(−1)i · dim(H i(V •))

+
n∑

i=0

(−1)i−1 · dim(Bi) =
n∑

i=0

(−1)i · dim(H i(V •)).

Aufgabe 30) Vorbemerkung: Aus der linearen Algebra weiß man, dass ein
Polynom n-ten Grades in jedem Körper maximal n Nullstellen hat: das zeigt
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man durch Induktion nach n, wobei der Induktionsanfang n = 0 trivial ist:
Polynome vom Grad 0 sind die von 0 verschiedenen Konstanten, und diese
haben keine Nullstellen.

Ist x0 eine Nullstelle von f und hat f den Grad n, so lässt sich f(x) in der
Form f(x) = (x− x0) · g(x) schreiben, wobei der Grad von g gleich n− 1 ist.
Aus der Nullteilerfreiheit eines Körpers folgt, dass jede von x0 verschiedene
Nullstelle von f auch eine Nullstelle von g ist. Weil es nach Induktionsvoraus-
setzung maximal n− 1 Nullstellen von g gibt, hat f maximal n Nullstellen.

Seien jetzt x1, . . . , xk ∈ C die voneinander verschiedenen Nullstellen des Poly-
noms f vom Grad n. Sei

r1 = . . . = rk =
1

3
· min

1≤i<j≤k
|xi − xj|,

r0 = 1 + r1 + max
1≤i≤k

|xi|

Dann gilt Kri
(xi) ∩Krj

(xj) = ∅ für 1 ≤ i < j ≤ k sowie Kri
(xi) ⊂ Kr0(x0)

für 1 ≤ i ≤ k, d.h. die Voraussetzungen der Aufgabe 19) sind erfüllt. Wir
versehen M = Kr0(x0)\

⋃k
i=1Kri

(xi) mit der in Aufgabe 19) eingeführten
Struktur einer Mannigfaltigkeit mit Rand.
Die Differentialform

ω =
f ′(z)

f(z)
dz

ist auf G = C\{x1, . . . , xk} definiert und dort geschlossen, da nach Aufgabe

18)b) die Funktion f ′(z)
f(z)

holomorph ist. Wegen M ⊂ G können wir den Satz
von Stokes anwenden: ∫

∂M

ω =

∫
M

dω =

∫
M

0 = 0.

Als orientierte Mannigfaltigkeit haben wir:

∂M = ∂Kr0(x0)− ∂Kr1(x1)− . . .− ∂Krk
(xk),

so dass wir diese Identität auch folgendermaßen schreiben können:∫
∂Kr0 (x0)

ω =

∫
∂Kr1 (x1)

ω + . . .+

∫
∂Krk

(xk)

ω.
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Sei nj die Vielfachheit der Nullstelle xj von f , d.h. es sei

f(z) = (z − xj)
nj · gj(z)

mit gj(zj) 6= 0. Dann haben wir nach Aufgabe 25):

ω = nj ·
dz

z − xj

+
g′j(z)

gj(z)
dz.

Da f in Krj
(xj) nur xj als einzige Nullstelle hat, ist

g′j(z)

gj(z)
dz eine auf Krj

(xj)

definierte geschlossene Form, denn der Nenner hat dort überhaupt keine Null-
stelle. Also können wir unter Benutzung von Aufgabe 25)a) und des Satzes
von Stokes berechnen:∫

∂Krj (xj)

ω =

∫
∂Krj (xj)

nj ·
dz

z − zj

+

∫
∂Krj (xj)

g′j(z)

gj(z)
dz

= 2πi · nj +

∫
Krj (xj)

d

(
g′j(z)

gj(z)
dz

)
= 2πi · nj +

∫
Krj (xj)

0 = 2πi · nj.

Um das Integral
∫

∂Kr0 (x0)
ω zu berechnen, machen wir den Pullback mittels

der Abbildung I aus Aufgabe 18) c):∫
∂Kr0 (x0)

ω =

∫
I−1(∂Kr0 (x0))

I∗ω.

Dabei ist I−1(∂Kr0(0)) = −∂Kr−1
0

(0), d.h. bei Anwendung von I wird die
Orientierung umgedreht. Deshalb gilt:∫

∂Kr0 (x0)

ω = −
∫

∂K
r−1
0

(0)

I∗ω

= −
∫

∂K
r−1
0

(0)

g′(w)

g(w)
· dw −

∫
∂K

r−1
0

(0)

(−n · dw
w

).

Das erste Integral ist nach dem Satz von Stokes = 0, denn g(w) hat bei
w = 0 keine Nullstelle wegen g(0) = 1 und für 0 < |w| ≤ r−1

0 hat g(w) keine
Nullstelle, weil f(z) im Bereich |z| ≥ r0 keine Nullstellen hat. Damit ist
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g′(w)
g(w)

· dw nach Aufgabe 18)b) in Kr−1
0

(0) eine geschlossene Differentialform.
Es folgt: ∫

∂Kr0 (x0)

ω =

∫
∂K

r−1
0

(0)

n · dw
w

= 2πi · n.

Die Ergebnisse der Rechnungen kann man in der Form

2πi · n = 2πi · n1 + . . .+ 2πi · nk

zusammenfassen. Daraus folgt nach Kürzen mit 2πi:

n = n1 + . . .+ nk.

Aufgabe 31) Lösungsskizze: (a) Die Produkttopologie macht P nach
Aufgabe 20)b) zu einem separierten lokalkompakten Raum, der abzählbar
im Unendlichen ist. Nach Aufgabe 20)a) sind die Wk in P offen.
Weiterhin gilt

⋃
k∈K

Pk =
⋃

i∈I,j∈J

Mi ×Nj =

(⋃
i∈I

Mi

)
×

(⋃
j∈J

Nj

)
= M ×N = P.

Also bilden die Pk eine offene Übedeckung von P .
Wir müssen jetzt noch zeigen, dass die Kartenwechselabbildungen differen-
zierbar sind: Sei Pk ∩ Pk̃ 6= ∅. Das bedeutet mit k = (i, j) und k̃ = (̃i, j̃):

∅ 6= (Mi ×Nj) ∩ (Mĩ ×Nj̃) = (Mi ∩Mĩ)× (Nj ∩Nj̃).

Daraus folgt: Mi ∩Mĩ 6= ∅ und Nj ∩Nj̃ 6= ∅.
Es ist dann

Wkk̃ = σk(Pk ∩ Pk̃) = (φi, ψj)((Mi ∩Mĩ)× (Nj ∩Nj̃)

= (φi(Mi ∩Mĩ))×
(
ψj(Nj ∩Nj̃)

)
= Uĩi × Vjj̃.

Wir müssen jetzt überprüfen, dass die Kartenwechselabbildungen

σkk̃ : Wkk̃ = σk(Pk ∩ Pk̃) → Wk̃k = σk̃(Pk ∩ Pk̃)

mit σkk̃ = σk̃ ◦ σ
−1
k glatt sind: Es gilt aber für

(u, v) ∈ Wkk̃ = σk(Pk ∩ Pk̃) ⊂ Wk = Ui × Vj :
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σkk̃(u, v) = (σk̃ ◦ σ
−1
k )(u, v) = (φi(φ

−1
ĩ

(u)), ψj(ψ
−1
j̃

(v)))

= (φĩi(u), ψjj̃(v).

Weil die Abbildungen φĩi und ψjj̃ glatt, also beliebig oft stetig differenzierbar
sind, gilt gleiches für die Abbildung σkk̃.

(b) Um Kollisionen mit den Abbildungen Sigma aus Teil (a) zu vermeiden,
benutzen wir die Notation:

τk = π∗1(ωi) ∧ π∗2(ηj) ∈ Aα+β(Wk).

Wir müssen dann τ = (τk)k∈K ∈ Aα+β(P ) zeigen: Das bedeutet:

σ∗
kk̃

(τk̃) = τk

auf Wkk̃ ⊂ Wk. Nun gilt mit k = (i, j) und k̃ = (̃i, j̃):

σ∗
kk̃

(τk̃) = σ∗
kk̃

(π∗1(ωĩ) ∧ π∗2(ηj̃))

= σ∗
kk̃

(π∗1(ωĩ)) ∧ σ∗kk̃
(π∗2(ηj̃))

= (π1 ◦ σkk̃)
∗(ωĩ) ∧ (π2 ◦ σkk̃)

∗(ηj̃)

= (φĩi ◦ π1)
∗(ωĩ) ∧ (ψjj̃ ◦ π2)

∗(ηj̃)

= π∗1(φ
∗
ĩi
(ωĩ)) ∧ π∗2(ψ∗jj̃(ηj̃))

= π∗1(ωi) ∧ π∗2(ηj) = τk .

Dabei haben wir benutzt, dass die Gleichung

σkk̃(u, v) = (φĩi(u), ψjj̃(v))

zu den Identitäten π1 ◦ σkk̃ = φĩi ◦ π1 und π2 ◦ σkk̃ = ψjj̃ ◦ π2 äquivalent ist.
Aus obiger Gleichung folgt sofort, dass τ eine Differentialform auf P definiert.
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