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Ubungen zur Analysis III WS 2006/07

Losungshinweise Blatt 8

Aufgabe 28) Loésungsskizze: (a) Da A, Ay und damit auch A; U A,
abgeschlossen im R”™ sind, sind M;, My und M = M; N M; im R™ offen.
Es ist My U M, = R™, da nach Voraussetzung A; N Ay = () gilt.

Damit konnen wir die Mayer-Vietoris-Sequenz anwenden und erhalten fiir
alle 7 > 0 die Exaktheit von

Hl(Ml U MQ) — H1<M1) D Hl(Mg) — HZ(Ml N Mg) — Hi+l(M1 U Mg)

Fiir ¢ > 1 gilt aber H(M; U My) = H(R") = 0, so dass die exakte Sequenz
in diesem Fall lautet:

0— H'(M))® H'(My) — H'(M) — 0.

Exaktheit bei H'(M;) & H'(Ms,) bedeutet aber die Injektivitat der mittleren
Abbildung, Exaktheit bei H*(M) bedeutet die Surjektivitit dieser Abbil-
dung. Damit ist die mittlere Abbildung ein Isomorphismus. O]

(b) Da alle vier Mannigfaltigkeiten zusammenhéngend sind, gilt H°(M;) = R
fir i =1,2,3,4. Es gilt nach (a) fiir i > 1:
H'(My) = H'(R\G,) & H' (R*\P)

Nun ist H(R3\G) = R fiir i = 1 und HY(R*\G,) = 0 fiir ¢ > 2, weiterhin
H(R\P) =R fir i =2 und H(R*\P) =0 fiir i = 1 und fiir 7 > 3.
Daraus folgt: H(M;) =R fiir i = 1,2 und H*(M;) = 0 fiir ¢ > 3.

Da M, zu M, diffeomorph ist, gilt H*(M,) = H'(M,) fiir alle i € N.

Aus der Kohomologie von M, und von H!(R*\(G;) kann man jetzt die von
M5 berechnen:

HY(M3) =R?* H*(M3)=R, H'(Ms3)=0 fiiri>3.



Ebenso berechnet man die Kohomologie von M, aus der von M; und von
R3\ G, und bekommt dasselbe Ergebnis wie bei Mj:

HY (M) =R?, HXM;)=R, H(M)=0 firi>3. 0O

Aufgabe 29) Losungsskizze: Seid' : V' — V! Dannist B' = Bild(d"™ ")
ein Untervektorraum von K* = ker(d'), und es gilt per Definition: H'(V*) =
Ki/B,

Wir wenden jetzt die Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen f : V — W
mehrfach an: dim(V') = dim(ker(f))+dim(Bild(f)): Wir erhalten einerseits
fiir die Abbildungen d‘:

dim(V") = dim(K") + dim(B""")
andererseits fiir die surjektive kanonische Abbildung K* — H*(V*):
dim(K") = dim(B") + dim(H*(V*)).

Damit konnen wir jetzt rechnen:

n n n

d (=1 -dim(V) = > (=1)" - dim(K) + > (—1)" - dim(B)

i=0 i=0 =0
= ) (—1)-dim(B") +Z - dim(H'(V*)) 4+ ) (—1)" - dim(B"*).
=0 1=0
Wegen B? = 0 und B"™! = 0 konnen wir in der letzten Summe den Index
1 durch den Index ¢ — 1 ersetzen, ohne die Summationsgrenzen andern zu
miissen. Wir erhalten:

Z(—ni.dim(vi) = Z( - dim(B?) +Z -dim(H (V*))
+§: )=t dim(BY) = n(—nﬁdmﬂH%va O

1=0

Aufgabe 30) Vorbemerkung: Aus der linearen Algebra weifl man, dass ein
Polynom n-ten Grades in jedem Korper maximal n Nullstellen hat: das zeigt
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man durch Induktion nach n, wobei der Induktionsanfang n = 0 trivial ist:
Polynome vom Grad 0 sind die von 0 verschiedenen Konstanten, und diese
haben keine Nullstellen.

Ist xy eine Nullstelle von f und hat f den Grad n, so lasst sich f(z) in der
Form f(x) = (x — xg) - g(x) schreiben, wobei der Grad von g gleich n — 1 ist.
Aus der Nullteilerfreiheit eines Korpers folgt, dass jede von xg verschiedene
Nullstelle von f auch eine Nullstelle von ¢ ist. Weil es nach Induktionsvoraus-
setzung maximal n — 1 Nullstellen von ¢ gibt, hat f maximal n Nullstellen.

Seien jetzt x1, ...,z € C die voneinander verschiedenen Nullstellen des Poly-
noms f vom Grad n. Sei

min |Q3z —.CC]",

1
rH=...=7r,=—"-
! k 3 1<i<j<k

ro =147y + max |z
1<i<k

Dann gilt K, (z;) N K, (z;) = 0 fiir 1 <i < j <k sowie K, (z;) C Kpo(xo)
fir 1 <i <k, d.h. die Voraussetzungen der Aufgabe 19) sind erfiillt. Wir
versehen M = K, (z0)\U"_, K,,(z;) mit der in Aufgabe 19) eingefithrten
Struktur einer Mannigfaltigkeit mit Rand.
Die Differentialform
_f'(®)
w= dz

f(z)
ist auf G = C\{xy,..., 2} definiert und dort geschlossen, da nach Aufgabe
18)b) die Funktion % holomorph ist. Wegen M C G konnen wir den Satz

von Stokes anwenden:
/ w = / dw = / 0=0.
aM M M

Als orientierte Mannigfaltigkeit haben wir:

OM = 0K, (x9) — 0K, (x1) — ... — OK,, (zk),

so dass wir diese Identitdt auch folgendermaflen schreiben kénnen:

/ w = / wH ...+ / w.
0Ky (zo) 0Ky (z1) BKTk (z)



Sei n; die Vielfachheit der Nullstelle z; von f, d.h. es sei

f(z) = (2 = ;)" - g;(2)
mit g;(z;) # 0. Dann haben wir nach Aufgabe 25):

d i(2
oo, +9]( )
z—x; gz

dz.

Da f in K, (x;) nur x; als einzige Nullstelle hat, ist zj Z)

definierte geschlossene Form, denn der Nenner hat dort iberhaupt keine Null-
stelle. Also konnen wir unter Benutzung von Aufgabe 25)a) und des Satzes
von Stokes berechnen:

d i(2
/ w= / n; - © + / g]( )dz
0K, (z5) 0K (x;) Z = Zj 0Ky, () 9i(z)

. 9;(2) . )
= 2mi-n; + d dz | =2mi-n; + 0 = 2mi - n;.
Koy \9i(2) Ko, (25)

Um das Integral |, O, (o) W 21 berechnen, machen wir den Pullback mittels
70
der Abbildung I aus Aufgabe 18) c):

Ky (z0) I=1(0Kr(20))

Dabei ist I7'(0K,,(0)) = —0K,-1(0), d.h. bei Anwendung von I wird die
Orientierung umgedreht. Deshalb gilt:

/ w = —/ Iw
OFry (0) 9K _1(0)

0

/
d
:_/ g(w)'dw_/ (—n- 2.
0K _1(0) g(w) 9K —1(0) w
0 0

Das erste Integral ist nach dem Satz von Stokes = 0, denn g(w) hat bei
w = 0 keine Nullstelle wegen ¢(0) = 1 und fiir 0 < |w| < 75" hat g(w) keine
Nullstelle, weil f(z) im Bereich |z| > ry keine Nullstellen hat. Damit ist

dz eine auf K, ()




Z ((;U)) - dw nach Aufgabe 18)b) in KT(?l(O) eine geschlossene Differentialform.

Es folgt:
Ry M
w = n-— =2m-n.
Ky (z0) aKral (0) w

Die Ergebnisse der Rechnungen kann man in der Form

2w -n=2mi-ny + ...+ 2w - ny
zusammenfassen. Daraus folgt nach Kiirzen mit 27::

Aufgabe 31) Losungsskizze: (a) Die Produkttopologie macht P nach
Aufgabe 20)b) zu einem separierten lokalkompakten Raum, der abzdhlbar
im Unendlichen ist. Nach Aufgabe 20)a) sind die Wy, in P offen.

Weiterhin gilt

keK i€l jed i€l JjeJ

Also bilden die P, eine offene Ubedeckung von P.
Wir miissen jetzt noch zeigen, dass die Kartenwechselabbildungen differen-
zierbar sind: Sei P, N Py # (). Das bedeutet mit k = (i, j) und k = (1, j):

0 =+ (]\4Z X Nj) N (Mg X Nj) = (.7\4Z N Mg) X (Nj N Nj)

Daraus folgt: M; N M; # () und N; N N; # (.
Es ist dann

Wi = or(Pr N Py) = (¢i,¢5) ((M; 0 M;) x (N; 0 N;)

= (6:(M; N M) x (d5(N; N N;)) = Uy x V5

Wir miissen jetzt iiberpriifen, dass die Kartenwechselabbildungen
Oyt Wi = 0u(Pe N P) — Wiy, = 03(Pe N Fy)
mit 0,5 = o0y, © ak’l glatt sind: Es gilt aber fiir

(U,U) GkaC:Uk(Pkﬂch) c W, =U; XVj:
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oy (u,0) = (05 0 037 ) (u,v) = (¢ (u)), ¥ (15 (v)))

= (¢;3(u), ¥5;(v).

Weil die Abbildungen ¢;; und 15 glatt, also beliebig oft stetig differenzierbar
sind, gilt gleiches fiir die Abbildung o,;. m

(b) Um Kollisionen mit den Abbildungen Sigma aus Teil (a) zu vermeiden,
benutzen wir die Notation:

Th = (wi) Ay () € AP (W)
Wir miissen dann 7 = (74)rex € A% (P) zeigen: Das bedeutet:
UZ,;(TIE) =Tk
auf W,z C Wy.. Nun gilt mit k& = (i,5) und k = (7, )):

*

o) = o) Amy(n;)
= og(m(w) Ao (ma(n;)
= (moou) (W) A (m20 Uk;;)*(ng)
= (g om)"(wi) A (55 0m2) ()
— () AT Or)
= (W) Amy(n;) = T

Dabei haben wir benutzt, dass die Gleichung

(1, v) = (d53(w), ¥55(v))

zu den Identitaten m o 07 = ¢; o™ und my 0 0,y = 1/1j~. o my aquivalent ist.

Aus obiger Gleichung folgt sofort, dass 7 eine Differentialform auf P definiert.
O



