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Losungshinweise Blatt 6

Aufgabe 19) Losungsskizze: M ist als Teilmenge der beschrénkten Teil-
menge K, (z) beschrankt. M ist als Durchschnitt der abgeschlossenen Teil-
menge K, (zo) mit den Komplementen der offenen Teilmengen K, (z;) eben-
falls abgeschlossen. Damit ist M nach dem Satz von Heine-Borel kompakt.

Auf M’ ist per Definition die Identitdt eine Karte. Fiir einen Punkt & €
M\M' miissen wir jetzt eine in M offene Menge M, zusammen mit einer
Kartenabbildung ¢ : M — U C H finden, wobei U; in

H={(n,...,m) € R"|n; <0}

offen sein soll.
Wir nehmen an, dass n > 2 gilt, da M ansonsten eine endliche Vereinigung
abgeschlossener Intervalle ist. Dieser einfache Fall bereitet keine Schwierigkeiten.

Sei zunéchst £ € K, (x0)\ K, (z0), also d(§, xg) = ro. Nach Vertauschung von
Koordinaten und Ausfithren einer Translation sowie eventuellem Ubergang
zum Negativen in einer Koordinate, also einer affin linearen Koordinaten-
transformation 7 kénnen wir 0.B. d.A. annehmen, dass o = 0 gilt und
auBerdem & > 0 gilt. Hierbei ist £ = (&1,...,&,).

Fir € > 0 setzen wir

n

U&G = {<<17 .- 7Cn> € Rn‘ ’Cl - fll <€, Z(CZ - §z>2 < 62}

1=2

Dann ist M N Ug eine in M offene Umgebung von §. Wir behaupten, dass
fir hinreichend kleines € gilt M N Ug . = M mit

Mee={(Ct, . 6) €Ueedl Y ¢ <rd}.
=1



Die Bedingung ((i,...,¢,) € M ist zu d((,xo) < ro und d(¢,x;) > r; fir
1 <1 < k aquivalent.

Aus K, (x;) C K, (xo) fiir 1 < i < k folgt, dass fir hinreichend kleines €
die Bedingungen d((,z;) > r; automatisch erfiillt sind, wenn ¢ € Ug, gilt.
Die Bedingung d((, zg) < ro bedeutet aber gerade Y | ¢ < r{.

Wir setzen jetzt voraus, dass € < & sowie € < rg — /13 — &% gilt.

Aus der ersten Ungleichung folgt, dass (; > 0 fiir alle ¢ € Ug, ist. Aus der
zweiten folgt zusammen mit der Dreiecksungleichung, dass fiir alle ¢ € Ug,
gilt:

DG D G-a)2+ D) @ <etfri-g <,
i=2 i—2 i=2
d.h. firalle ¢ € Ug ist ri — G —...— 2> 0.

Deshalb ist auf Ug . die Abbildung

U:(glaCQa--an) — (gl_\/T(%_CQQ__ 7%7 CQ?"'aCn)

definiert. Sie vermittelt einen Diffeomorphismus mit dem Bild o(Ug ), welches

eine offene Menge im R" ist.

Fir ¢ € Ug, ist Y i, (2 < rg aquivalent zu (¢ < rf — > ", ¢ baw. ¢ <
8 — > o (2, was wiederum zu o(¢) € H dquivalent ist.

Wir setzen deshalb mit einem hinreichend klein gewahlten e:

MgIMmU&E, U&IHQU<U§7E), ’QD&IO"Mg

und erhalten damit eine Homoéomorphismus ¢ : M¢—Us.

Eine analoge Uberlegung (mit teilweise umgedrehten Vorzeichen) vermittelt

lokale Karten um die Punkte in K, (x;)\K,,(z;) fiir i > 1.

Wegen der speziellen Gestalt der o sieht man sehr schnell, dass die Ubergangsabbildungen
1;; alle beliebig oft stetig differenzierbar sind.

Daraus ergibt sich dann die Struktur einer Mannigfaltigkeit mit Rand auf
M. O

Aufgabe 20) Losungsskizze: (a) Aus der Definition folgt unmittelbar,
dass Uy x Uy in M eine offene Menge ist, wenn U; und U, offen sind.
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Daraus folgt sofort, dass M = M, x M, selber offen ist. Weiterhin ist () = () x ()
offen.

Seien jetzt A, A" C M offen. Wir wollen zeigen, dass auch A N A’ offen ist.
Sei x = (z1,x9) € AN A’. Dann gibt es offene Teilmengen Uy, U] C M; und
Uy, Uy € My mit x € Uy x Uy C Aund z € U] x U, C A’. Daraus folgt
xe (UnNU)) x (UynU)) Cc (AN A"), wobei Uy NU] in My und Uy, NUJ in
M, offen ist. Damit ist gezeigt, dass A N A’ offen ist.

Sei (A;)ier eine beliebige Familie offener Teilmengen von M. Seiz € J,.; A

A beliebig. Dann gibt es j € I mit x € A;. Da A; offen ist, gibt es offene
Mengen U; C M7 und Uy C M, mit = € U1 x Uy C Aj. Wegen A; C A folgt
auch z € Uy x Uy C A. Da x € A beliebig war, ist damit gezeigt, dass die
Vereinigung | J,.; A; = A offen ist. O
(b) Seien sowohl M; als auch M, separiert und z = (x1,22) # v = (y1, Y2).
Dann gilt zumindest eine der Ungleichungen x; # x5 bzw. y; # ys. Aus
Symmetriegriinden kénnen wir 0.B.d.A. x; # x5 annehmen. Dann gibt es
offene Teilmengen U;, Vi C My mit 21 € Uy,y; € V4 und U; NV, = (. Dann
sind U = U; X My und V' = V; x M, offene Teilmengen von M mit UNV = ()
und x € U,y € V. Daraus folgt, dass M separiert ist.

Seien jetzt sowohl M; als auch M, kompakt. Dann sind sie auch beide
separiert, so dass auch M separiert ist. Um zu zeigen, dass M kompakt ist,
miissen wir noch beweisen, dass M iiberdeckungskompakt ist.

Sei M = J,; U; eine offene Uberdeckung von M. Wir fixieren zunéichst ein
beliebiges 1 € M;. Fiir alle 25 € M, gibt es dann ein i = i(x1, x2) € [ mit
(1,22) € U;. Das impliziert die Existenz von offenen Mengen U, ,, C M;
und Usy, C My mit (21,22) € Uiy, X Uszy C Ujpyzs). AUs o € Uy,
folgt Um2€ My Usz, = Ms. Da Mj iiberdeckungskompakt ist und da die Us 4,
offen sind, folgt die Existenz einer endlichen Teilmenge E(x;) C M, mit
ngeE (1) Usyy = M. Sei U(xy) = ﬂmeE(m) Uiz, C M;. Als Durchschnitt
endlich vieler offener Mengen ist U(z;) in M; offen.

Aus der Definition folgt

U(ry) x My = U U(z1) X Uz, C U Uty X Uz, C U Uiz 22)-
z2€E(z1) z2€E(z1) x2€E (1)

D.h. die Menge U(x1) x My wird von endlich vielen der U; iiberdeckt.
Die Uberdeckung der Menge M; durch die offenen Mengen U (1) besitzt
eine endliche Teiliiberdeckung, da M; tiberdeckungskompakt ist. Es gibt
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also £ C M; endlich mit M; = | U(zy). Dann folgt

r1€ER
M = U U(l’l) X My = U U Ui(xl,m) = U Ui(x)
T1€EL 1€EE  zo€E(x1) zeF

mit der endlichen Indexmenge
F ={(z1,23)|x1 € E, x5 € E(x1)}.

Daraus folgt, dass M iiberdeckungskompakt und damit auch kompakt ist.

Aus dem bisher bewiesenen folgt tibrigens sofort: sind M; und M, lokalkom-
pakt, so ist auch M; x M, lokalkompakt.

Wir nehmen jetzt an, dass M; und M, abzahlbar im Unendlichen sind. Dann
gibt es Folgen kompakter Teilmengen K;; C M; und Ky C M, mit M; =
Uien K fiir j = 1,2. Da die Vereinigung endlich vieler kompakter Mengen
wieder kompakt ist, konnen wir Kj; jeweils ersetzen durch Uizl K, und auf
diese Weise erreichen, dass Kj; C Kj;41 gilt. Dann ist aber

M:GKuXKzi

i=1

eine abzahlbare Vereinigung kompakter Mengen Ky; x Ks;. Damit ist dann
auch M abzahlbar im Unendlichen. O

Aufgabe 21) Losungsskizze: Sei M = |J,.; M; die Uberdeckung von M
durch offene Mengen M;, auf denen die Kartenabbildungen v; : M; — U;
definiert sind.

Da M kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. es gibt
i1, 0 € T mit M = U§:1 M;,. Zu dieser Uberdeckung gibt es eine Par-
tition der Eins, d.h. es gibt fiir j = 1,..., k Funktionen ¢; € C*(M) mit
Aj = supp(¢;) C M, so dass fiir alle v € M gilt: Zle ¢j(x) = 1 sowie
¢pj(x) >0fiir j=1,... k.

Dass ¢; € C®(M) gilt, bedeutet ¢; o ;' € C*(U;) fiir alle i € I.

Wir definieren fiir j = 1,..., k eine Funktion f; : M — R" durch

fi(@) = ¢;(x) - by, () fir z € M

sowie f;(z) = 0 fiir x ¢ M;,. Wegen f;(x) = 0 fiir € M;\A; ist f; stetig:
dabei geht ein, dass A; als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge
M selber kompakt ist.



Weiterhin gilt fir i € I:
fiowi (@) = (500 (@) (W, 0 (@) fiir € Uy Neyy(M,)

fio;(z)=0 fiir @ € U;\¥y(4;).
Aus diesen Formeln folgt, dass die Einschrinkungen von f; o ¢; " auf die
offenen Teilmengen U; N v;(M;,) sowie U;\1;(A;) von U; jeweils beliebig oft
stetig differenzierbar sind. Da diese beiden offenen Teilmengen die Menge U;

iiberdecken, folgt f; o1, ! € C®(Uj).
Wir setzen jetzt N = (n+ 1) - k und definieren

@) = (¢1(x), ..., on(x), frlx), ..., fulz)) € R x (R")F =RV,

Diese Abbildung hat jetzt alle verlangten Eigenschaften: Da alle ¢; und alle
f; stetig sind, ist f stetig. Da stets ¢;0; " € C*(U;) und f;o1; ' € C(U;)
gilt, ist auch f o, ! € C=(Uy).

Wir zeigen abschlielend die Injektivitat von f: Sei f(z) = f(y) fir x,y € M.
Wegen 2521 ¢;(xz) = 1 sowie ¢;(x) > 0 fiir j = 1,...,k gibt es einen Index
J mit ¢;(x) > 0. Dann ist auch ¢,(y) = ¢;(x) > 0. Daraus folgt z,y € A; C
Mi].. Aus

0;(@) -y, () = fi(x) = fi(y) = &;(y) - ¥s; (y)

folgt dann v, (x) = v;;(y). Weil ¢y, : M;, — Uy, bijektiv ist, folgt daraus
sofort © = y, was die Injektivitat von f beweist. m

Aufgabe 22) Losungsskizze: (a) Fir j € N, j > 0 bilden wir mit Hilfe
der euklidischen Metrik die Mengen

J

Wegen d(z,0) < j fir x € K, ist K; C R"™™ beschrénkt. Als Durchschnitt
der durch die Bedingungen d(z,0) < j sowie d(z,a) > % fir alle a € R""\U
definierten abgeschlossenen Teilmengen ist K; selber eine abgeschlossene Teil-
menge von R"™. Damit ist jedes K; kompakt. Da L; C K, als Urbild
von O unter der stetigen Abbildung f in K; abgeschlossen ist, ist L; als
abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge selber kompakt.

Es gilt U = U;; K, denn fiir jedes z € U gibt es r > 0, so dass die Kugel
vom Radius » um x ganz in U enthalten ist. Wahlt man j so grof}, dass
d(z,0) 4+ 1 < j sowie r > Jl gilt, dann gilt » € Kj.

1
Kj:{er ’d(x,O)gj, d(x,R”*m\U)Z—,} und L, =MnNK;.
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Weiterhin folgt M = U N f~1(0) = U2, (K; N f71(0)) = U2, Ly
Damit ist gezeigt, dass U und M abzahlbar im Unendlichen sind.
(b) Wir zeigen zunéchst, dass die Abbildung ¢ aus dem Satz tiber implizite

Funktionen beliebig oft stetig differenzierbar ist. Die Komponenten der Ab-
bildung ¢ erfiillen die Gleichung:

i, oz, d1(xr, o Tn), e G20,y 2)) =0, j=1,...,m.

Partielles Ableiten nach z; mit Hilfe der Kettenregel ergibt fir 1 <1 < n:

of; ~ Jf;

00
e (o) + 3

(@.6(a)) - 5 (@) =0,

k
Die partielle Jacobimatrix

Dof = (5o (o000 )

a$n+k

=J M x>

ist nach Voraussetzung in Nullpunkt invertierbar, und damit wegen der steti-
gen partiellen Differenzierbarkeit auch in einer Umgebung des Nullpunktes.
Die inverse Matrix (Do f)~! kann mit der Cramerschen Regel berechnet wer-
den. Damit kann man die obige Gleichung nach den %(m) auflosen. Es
ergibt sich, dass sich die %(z) aus den partiellen Ableitungen von f mittels
gebrochen rationaler Funktionen berechnen lassen, die aus einer Komposition
der partiellen Ableitungen von f und der Abbildung ¢ entstehen.

Diesen Prozess kann man induktiv fortsetzen, indem man die so erhalte-
nen Gleichungen weiter partiell ableitet. Dabei werden die r-ten partiellen
Ableitungen der ¢ durch hohere partielle Ableitungen von f und die ersten
partiellen Ableitungen von ¢ ausgedriickt, welche man aber durch nochma-
liges Anwenden des ersten Schrittes wieder eliminieren kann.

Durch vollstandige Induktion folgt dann, dass alle Komponenten von ¢ be-
liebig oft stetig partiell differenzierbar sind.

Die Mannigfaltigkeitsstruktur auf M wird nun mit Hilfe des Satzes iiber
implizite Funktionen gewonnen: Fiir jeden Punkt x € M konstruieren wir
folgendermaflen eine offene Menge M, C M und einen Homdéomorphismus
Uy M, — U, C R™



Da die Jacobimatrix von f den Rang m hat, gibt es Indizes 1 < iy,...,4, <

n +m, so dass die m x m - Matrix <%(a:)> invertierbar ist. Zur Verein-
7/k j7k

fachung der Notation nehmen wir an, dass 7y = n + k ist. Dann gibt es nach

dem Satz iiber implizite Funktionen offene Mengen U, C R",V, C R™ mit

r e U, xV,, so dass

M0 (Us x V) = {(& 02(8)I€ € Uz}

gilt mit einer (nach obiger Voriiberlegung) beliebig oft stetig differenzier-
baren Abbildung ¢,. Wir setzen M, = M N (U, x V,). Dann ist ¢, die Ein-
schrankung der Projektion m : R"™™ — R™ auf die in M offene Menge M,
und die Umkehrabbildung ;! hat als Abbildung der Form & — (£, ¢,(£)) die
Eigenschaft, dass die Komposition ¢ o 1! beliebig oft stetig differenzierbar
ist.

Die Abbildung v, ist ein Homéomorphismus, da sie nach dem Satz iiber
implizite Funktionen eine Bijektion ist und da sie aus den genannten Griinden
in beiden Richtungen stetig ist.

Die Kartenwechselabbildungen sind mit einer geeigneten Projektionsabbil-
dung 7' von der Form 7’ o ¢+ o ¢! und damit ebenfalls beliebig oft stetig
differenzierbar.

Damit haben wir einen Atlas von Karten auf M gefunden, der M zu einer
Mannigfaltigkeit ohne Rand macht. [

Aufgabe 23) Loésungsskizze: Wir verschieben zunichst die Menge S*:
Durch die Abbildung 7 : R® — R? (z,9,2) — (z + 1,9, 2) wird S auf die
Menge

St =7(SY) = {(z,y,0) € R®|(z—1)% 492 = 1} = {(2,9,0) € R®|2>+y* = 2z}

abgebildet. 7 ist offensichtlich ein Diffeomorphismus. Das Bild von M; unter
T ist

My = 7(M;) = 7(R}\S") = R*\7(S") = R*\ 5"

Die Einschrankung von 7 liefert einen Diffeomorphismus 7 : M; — M.
Weiterhin betrachten wir die Abbildung

LRAPI SRR (e 3



Als Quotient von polynomialen Abbildungen sind alle drei Komponenten-
funktionen beliebig oft differenzierbar, und zwar in der offenen Menge R3\ { P}.
Man rechnet sofort I o I = id nach:

2. By,
I(I(z,y,2)) = ; —E ;
x Y z
4- <($2+y2+zz)2 + (22 y2+22)2 + (x2+y2+z2)2>
4-(z,y,z)
= NN R (x,y,z).
(2% +9° +2°) 4 G ep

Deshalb ist I ein Diffeomorphismus der offenen Menge R3\ { P} auf sich selbst.
Aus der Bijektivitat von I folgt

1(60) = 1 ((RA{PHVS\{PD) = ®RA\{PY) \ I(S'\(P}).
Es geniigt deshalb I(S\{P}) = G zu zeigen, denn dann ist
I(¥h) = (RA{PI\G = R\({P}UG) = Mo,

und die Einschrankung des Diffeomorphismus I liefert damit einen Diffeo-
morphismus I : M; — M,. Da die Komposition von zwei Diffeomorphismen
wieder ein Diffeomorphismus ist, ist M; zu M, diffeomorph.

Nun gilt fir 22 + y* = 2z mit (z,y) # (0,0):

2(x,y,0) (22,2y,0) y
I(x’y70)2x2+y2+02: 21‘ :<]~7570>

Daraus folgt [ (S"\{P}) € G. Um die Surjektivitit der eingeschréinkten Ab-
bildung I : SY\{P} — G zu zeigen, betrachten wir ein beliebiges (1, \,0) € G

und setzen & = %z, y = 125z Dann gilt
4(1+ M%) 2 Y
2 2 -
x4y o ' )\2—2x sovvleg—)\.

Daraus folgt (z,,0) € S"\{P} sowie I(z,y,0) = (1, X,0) € G. Die Behaup-
tung folgt. m



