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Losungshinweise Blatt 5

Aufgabe 16) Losungsskizze: (a) 1. Die leere Menge () ist offen in X, da
0o ¢ () und da () offen in X ist.

2. Der ganze Raum X ist offen, da X\ X = () kompakt ist.

3. Sind U; und Us offene Mengen in X, so ist weiterhin zu zeigen, dass U1 NU;
offen in X ist.

Gilt co € Uy und oo € Uy, sosind K7 = X\ (U;\{oc}) und Ky = X\ (Us\{o0})
kompakt. Dann ist aber auch die Vereinigung K; U Ky kompakt. Wegen
X\((Uy nU)\{o0}) = K1 U Ky ist dann auch U; N Uy offen, denn es ist
oo € Uy NU,.

Jetzt betrachten wir den Fall, dass eine der beiden Mengen U; und U, das
Element oo nicht enthélt. Sei etwa oo ¢ U;. Gilt auch oo ¢ Us, so sind
U; und Uy in X offen. Deshalb ist auch U; N Uy in X offen und damit
auch in X. Gilt co € Uy, so ist Ky = X\Us kompakt. Damit ist Ky in X
abgeschlossen, das Komplement Us\{oco} also in X offen. Wegen oo ¢ U,
gilt aber Uy N Uy = Uy N (Ux\{oo}). Als Durchschnitt zweier in X offener
Mengen ist damit U; N Us eine in X und damit auch in X offene Menge.

4. Sei (U;)ie; eine beliebige Familie offener Mengen in X. Wir miissen
abschlieend zeigen, dass auch U = UZ.e ;Ui in X offen ist.

Enthalt keines der U; das Element oo, so sind alle U; in X offen und damit
auch ihre Vereinigung U. Diese ist dann aber auch in X offen, weil sie das
Element oo nicht enthalt.

Jetzt gelte co € U, fiir ein 79 € I. Dann gilt oo € U und wir miissen zeigen,
dass K = X\U kompakt ist. Es gilt:

K=x\{Ju=xX\) =K,n (] A
iel icl iel iig

mit der kompakten Menge K;, = X\U;, und den Mengen A; = X\U;. Diese
sind aber stets in X abgeschlossen: im Fall co ¢ U; folgt das daraus, dass
Komplemente von in X offenen Mengen in X abgeschlossen sind, im Fall
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oo € U; folgt das daraus, dass kompakte Teilmengen stets abgeschlossen
sind.

Als Durchschnitt einer beliebigen Familie abgeschlossener Mengen ist auch
A = Nicrizi, Ai in X abgeschlossen. Nun ist K als Durchschnitt der kom-
pakten Menge K;, mit der abgeschlossenen Menge A kompakt: die Separiert-
heit vererbt sich von der kompakten Menge, die Uberdeckungskompaktheit
folgt daraus, dass fiir jede offene Uberdeckung K C U ey Vi von K die aus
X\A und den V; bestehende Familie eine offene Uberdeckung von K, ist.
Besitzt die letztgenannte Familie eine endliche Teiliiberdeckung, so auch die
erste. Damit ist gezeigt, dass K kompakt ist, so dass U in X offen ist. [

(b) Wir zeigen zunichst, dass X separiert ist. Sei 21,z € X mit x; # y.
Gilt z1,x9 € X, so gibt es wegen der Separiertheit von X zwei in X offene
Mengen U; und Us mit x; € U; und Uy N U = (). Wegen oo ¢ U; sind die U
aber auch in X offen.

Ist eines der x; gleich oo, so nehmen wir 0.B.d.A. 9 = oo an. Da X nach
Voraussetzung lokalkompakt ist, gibt es eine offene Menge U; C X mit x; €
Uy, so dass U; in einer kompakten Menge K enthalten ist. Dann ist aber
Uy = {00} U(X\K) eine in X offene Menge mit 2, = oo € U,. Da U; auch in
X offen ist, haben wir disjunkte in X offene Mengen U; und U, mit x; € U;
gefunden.

Wir zeigen jetzt, dass X iiberdeckungskompakt ist: Sei X = Ui Ui eine
offene Uberdeckung von X. Es gibt einen Index 4, mit co € U,,- Dann
ist K = X\U,;, kompakt. Wegen K C Uie[,i 7,éZ.O_Ui gibt es eine endliche
Teilmenge J C I\{io} mit K C J,c;U;. Aus X = U, U K folgt dann
X = Uicsugioy Ui mit der endlichen Indexmenge J U {io}. Damit ist gezeigt,
dass X tiiberdeckungskompakt ist. O]

Aufgabe 17) Losungsskizze: (a) S" ist mit der vom R"*! induzierten
Topologie (genauer gesagt mit der von der euklidischen Metrik auf dem
R™"! induzierten Topologie) ein separierter topologischer Raum. Da S"
abgeschlossen und beschrankt ist, ist S™ kompakt und damit lokalkompakt
und abzahlbar im Unendlichen.

Als Komplemente von Punkten sind die Mengen M; und M offen in S™,

denn in einem separierten Raum ist das Komplement eines Punktes stets
offen.



Die Umkehrabbildung v; der Abbildung ¢; berechnet sich wie folgt: Sei
P = (yo,y) € S™ mit y € R". Das bedeutet y2 + (y,y) = 1. Gilt ¢;(z) = P,
so muss gelten

(x,x) —1
_— = ¢> . = , - ].
(@, 7) + 1 Yo (z,2) - yo +yo = (7, )
1+
& @al-w=1+p & (Bo)=7—r
— Yo
Weiterhin gilt: y = &ﬁ Das lasst sich nach x auflosen:
y y (14w 1—yo) y
r==- -z, +1=—'( + = :
2 (. 2) +1) 2 \l=ww 1-w 1 —yo

Also gilt ¥ (yo,y) = ﬁ Diese Abbildung ist auf M; definiert und dort
stetig.

Gilt ¢1(z) = (Yo, y), so ist ¢2(x) = (—yo,y). Daraus folgt ¥2(yo,y) = 5

fiir (yo,y) S MQ.

Nach den Permanenzsatzen sind sowohl ¢; : U; = R — M; als auch ; :

M; — U; stetige Abbildungen. Da 1); die inverse Abbildung zu ¢; ist, sind
beide Abbildungen Homéomorphismen.

Um die Mannigfaltigkeitsstruktur zu verifizieren, miissen wir uns noch tiberzeugen,
dass die Abbildungen 115 = 1 0 ¢1 : Ujg — Usp und ihre Umkehrung 1o
differenzierbar sind. Es gilt

Uy = 1 (M N My) = i (S"\{N, S}) = R"\{1(S)} = R"\{0}.

Analog ist

Uy = Rn\{¢2(N)} = Rn\{o}'

Ausrechnen ergibt fir x € Ujs:

(w,2)—1 2 )

(@) = th1a(x) = tha 0 d1(x) = ¥ <<x’x> Y1 (a1

2z
()41 X

Gy (wa)

Nach den Permanenzsatzen ist das aber eine auf ihrem Definitionsgebiet
R™\{0} beliebig oft stetig differenzierbare Abbildung.
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Die inverse Abbildung sieht genauso aus, und ist ebenfalls beliebig oft stetig
differenzierbar:

D(@) = o1 () = t1 0 Pa() = U1 (1— (r,2) 2 >

(z,2) +1" (z,2) +1

2x
_ T
1—(x,x) ’
1-— m <CL’, [)3)

(b) Wir haben in (a) bereits gezeigt, dass Uy = Uy = R"\{0} und ¢ =
Y 1 T <m”7”x> fiir alle  # 0 gilt. Das Vorzeichen der Jacobideterminante
ist negativ: da Ujs flir n > 2 wegzusammenhéngend ist und da die Jacobide-
terminante eine auf U;s nirgends verschwindende stetige Funktion ist, muss
man diese Behauptung nach dem Zwischenwertsatz nur in einem einzigen
Punkt testen.

Im Punkt P = (1,0,...,0) ist die Jacobimatrix z.B. eine Diagonalmatrix mit
den Eintrdgen —1,1,...,1 (die n6tige Rechnung wird hier nicht ausgefiihrt).
Im Fall n = 1 sieht man sofort, dass das Vorzeichen der Ableitung von

Yz — 27! negativ ist.

(c) Es ist ¥*wy = wy zu zeigen.
Es ist

1 T9
By = I7im N i

B 2 2\ 2
T 1
(” () + () )

(z%—x%)dw1—2mlzgda:2 A (—z%+x%)dw2—2mlzgdm1
(z7+a3)? (z7+a3)?
(G ey
(3 +23)*

(23 — 2?)dxy — 27 29d35) A (25 — 23)dzy + 221 79d7)
(27 4 23)? + 27 + 23)?

(23 — 21)* + 4afal) - dxy A day

(22 +a3+1)- (a3 +23))




_ (23 + 22)? - dxy A dy __dxy Nda, w0
(2 +234+1)2 (22 +22)2 (23 + 23+ 1)2 1'

Aufgabe 18) Losungsskizze: (a) Mit der Abkiirzung dz = dx + i - dy ist
eine differenzierbare Funktion f : U — C genau dann holomorph, wenn die
Differentialform f(z) - dz geschlossen ist. Wegen d(dz) = ddz + iddy = 0 ist
das dquivalent dazu, dass d(f - dz) = df A dz die Nullform ist. Seien jetzt f
und g holomorphe Funktionen auf U.

Es gilt dann

d(f+g)Ndz=(df +dg) Ndz=df Ndz+dgNdz=0+0=0,

d.h. f + g ist holomorph.
Weiterhin ist nach der Produktregel

d(f-g)Ndz= (f-dg+g-df)Ndz = f-dgAdz+g-df Ndz = f-04+g-0=0.

Also ist auch f - g holomorph. Gilt g(z) # 0 fiir alle z € U, so folgt d(é) =
—g% - dg und damit d(é) ANdz = —g% ~dg N dz = 0, so dass auch é eine

holomorphe Funktion ist.
Nach der eben bewiesenen Holomorphie eines Produktes ist dann auch 5 eine
holomorphe Funktion.

(b) Wir zeigen zunéchst, dass die Identitdt id : z +— z holomorph ist. Es
gilt d(id) = dz + idy = dz, woraus wegen dz A dz = 0 die Holomorphie von
id folgt. Mittels vollstdndiger Induktion und Teil (a) folgt daraus, dass jede
Polynomfunktion holomorph ist. Die behauptete Holomorphie von gebrochen
rationalen Funktionen folgt daraus mit Hilfe der Quotientenaussage von Teil

(a).

(c¢) Wir zeigen zunéchst:

d
I"dz = ——1;],
w
Sel w = u +iv. Dann st z = 3 = 3558 Mit # = i wnd y = — 55 gilt
dann
* u (v —u?) - du — 2uv - dv
Pdr=dgm== (u? + v?)? und
Fdy=d—" — . = (v —u?) - dv+ 2uv - du
w2 +v2 (u? + 12)2 .



Daraus folgt:

Iy — (v —u? +1i-2u) - du+ (—2uv + i - (V2 —u?)) - dv
B (u? + v?)?
(u — iv)? , du+i-dv dw
= —-— . d -d = = —
(u2 + /U2)2 ( u + 1 U) (u + Z | /U)Q w2

Weiterhin folgt fiir alle w € C* sofort aus der Definition von f und g:

f (i) =w™" - g(w).

Betrachtet man diese Gleichung nur fiir reelle w # 0, so handelt es sich um
eine Identitdat zwischen C-wertigen differenzierbaren Funktionen. Ableiten
ergibt nach der Produkt- und Ketenregel:

0 = () = e g e g ()
Nach Multiplikation beider Seiten mit w"™! wird das eine Identitit zwi-
schen Polynomfunktionen vom Grad n. Da zwei Polynome vom Grad n
iibereinstimmen, wenn sie an mehr als n Stellen denselben Wert haben, muss
diese Identitat fiir alle w € C* gelten. Gleiches folgt nach Division durch
w" ™! fiir die urspriingliche Identitat (*).

Jetzt konnen wir rechnen:

e e ) de - (5)
]w_f*f(z)'jdz__f(%)'ﬁ_ f(%) - dw
Cnw g b)) dw
w™ - g(w) g(w) w



