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Losungshinweise Blatt 3

Aufgabe 9) Losungsskizze: (a) Fir A = (a;;) € GL(n,R) schreiben wir
B = A7' = (b;;). Nach einer in der linearen Algebra bewiesenen Formel (vgl.
Fischer Lemma 4.3.4) gilt

bij = (—1)i+j det(Aﬂ) . det(A)’l.

Eine invertierbare Matrix A ist genau dann orthogonal, wenn A~! = A
gilt, d.h. in unseren Notationen, wenn B = A ist, oder b;; = aj; fur alle
1 < 4,5 < n gilt. Das ist aber wegen der zitierten Formel aquivalent zu
aj; = (—1)"7 det(A;) - det(A)~! fiir alle 4, j, was wiederum zu

det(A) c Ay = (—1)i+j det(AU)
aquivalent ist. O

(b) Wir formulieren die Aussage etwas allgemeiner im R™: fir 1 < j < n
setzen wir I; = {1,2,...,n}\{j} sowie

w; = (—1)y7t. dry, = (=17 dzy A A drj_y Ndzjg A ... Ndz,

:dxj+1A.../\dxn/\d:1:1/\.../\da:j_l.

Dann wird durch

f(Zn:fj‘d%) = Xn:fj'wj

ein Isomorphismus 7 : A'(R") — A""!(R") definiert.
Wegen der Linearitat von [ ist die Identitat

I (Iyyw) = det(A)" 1, 1 (T(w))



genau dann fiir alle w € A*(R") erfiillt, wenn sie fiir w = dz; gilt.

Die Abbildung 14 : (z;) — (D>_)_, aijz;) induziert durch Pullback die Abbil-

j=1
dung [}y ydz; = Z?Zl a;jdx;. Daraus folgt:

n

1 (l,*A,ldIZ) = Z Q3505 .

j=1
Die Berechnung der rechten Seite ergibt analog:
det(A) ™" - Uy, o1 (T(dzy))

= (—1)i_1 : det(A)_l : lz,n—l (del VANRIRWAN dlL‘i_l VAN dl‘i_H VANIAN dl’n)

= (1) det(A) - O anda) A AN aigda) AN aipdai) A
k=1 k=1 k=1

Schreibt man das als Linearkombination der wy aus, so stellt man fest, dass
fir den Koeffizienten von w; nur die Matrixeintrédge von A relevant sind,
die nicht in der ¢ten Zeile und der j-ten Spalte stehen. Der Koeffizient von
dryA...Ndxj_y Ndxjq A...Ndx, berechnet sich dabei als Determinante der
durch Streichen entstandenen Matrix A;;, denn es gilt fiir A € GL(n —1,R):

I n—l(dx{l nfl}) = det(A) : dx{l ..... n—1}-

.....

(vgl. das Lemma in Kapitel 74 des LA-Skripts 2003 von Herrn Weissauer)
Der Koeffizient von w; ist deshalb (—1)7~! - det(4;;), so dass wir insgesamt
erhalten

det(A)™" -1, (I(dx;)) = det(A)™" - > " (=1)"" 7" - det(Ay) - w,
j=1
Die Bedingung [ (ljuw) = det(A)~" - 1%, (I(w)) ist deshalb dquivalent zu
Ai5 = det(A)_l : (—1)i+j : det(AZ-j),

was wegen Teil a) zu A € O(n,R) &quivalent ist. O

Auch in der urspriinglichen Formulierung ist die Behauptung richtig: Ist

A € O(n,R), so folgt aus A -'A = E bekanntlich 1 = det(E) = det(A) -
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det(*A) = det(A)?, also det(A)™t = det(A), so dass die Identitat sich gar
nicht andert.

Gilt umgekehrt I (1% ;w) = det(A) - 1%, (I(w)) fiir alle w € AY(R™), so folgt
daraus mit obigen Uberlegungen die Identitét

Q5 = det(A) : (—1)i+j . det(Aij),
die nach den Uberlegungen in Teil a) dann zu
A'A=(det A)? - E

aquivalent ist. Berechnet man auf beiden Seiten die Determinante, so erhalt
man det(A)? = det(A)?", also det(A)?"~2 = 1. Daraus folgt |det(A)|*" "2 =
1, was |det(A)| = 1 impliziert. Da det(A) aber reell ist, muss det(A) = +1
gelten, woraus sofort det(A)? = 1 folgt. Dann sind wir aber wieder bei der
alten Identitdt A -'A = F, was nichts anderes besagt als A € O(n,R). [0

Aufgabe 10) Losungsskizze: Zur Erhchung der Ubersichtlichkeit schreiben
wir

Flu, ) 2u 2v u? + 0% —1
u,v) = .
’ I1+u2+0v?2’ 14+u2+02’ w2402+1
1. Rechnung: Dann gilt

u? + 02 -1
[ (z-dx Ndy) = m
2(1+ u? 4+ v?) du — 2u (2udu + 2vdv) /\2 (14 u? +v?) dv — 2v (2udu + 2vdv)
(14 u? + v?)? (1+ w2+ 02)2
= ?ELZQ++U§2+_1;5) (1= w? + v*)du — 2uvdv) A((1 4 u* — v*)dv — 2uvdu)
= 1(11<;2—|—+vl2)2+_1;5) (17 = (v = 0?)? — 4uPv?) du A do
4(u? + v —1) 4(u? +v? —1)?

~du A dv.

— 2 2 2\2 o
B (u2+v2+1)5'(1 = (W +0")*) duAdv = —

Weiterhin berechnen wir unter Beachtung von

(U2—|—U2+1)4

u2—|—v2—1_ 2 .
w2402 +1 w2 +v2+1°
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ff(x-dyNdz)

B 2u 2(1+u? +v?) dv — 2v (2udu + 2vdv) R 2 - (2udu + 2vdv)
14?02 (14 u? + v2)2 (1+u? + v2)?
B 2u 2(1+u?+v?)dv 2 (2udu + 2vdv)
1w (14w +0?)? (1 +u?+v?)?

2u 16u?
= 9qy A2 (2udu) = —
(14 u?+v2)4 ! (2udu)
Ganz analog folgt:

—du A dv.
(14 u?+v2)4 unav

1602
Y 4du/\dv.

f*(y-dz/\dx) :—m

Zusammengefasst ergibt das:

. 4du A dv
F@ =ty (0 =17+ 0+ )
_ 4du A dv R 1) = 4. du N dv 0

(u? 402+ 1)* (u2+ 02+ 1)%

2. Rechnung: Wir skizzieren eine leicht modifizierte Rechnung. Dazu
fithren wir die Funktion

2

o) = T o

ein. Damit schreibt sich die Abbildung f in der Form
fu,v) = (u-g(u,v),v- g(u,v),1 = g(u,v)), also f=(ug,vg,1-g).
Unter Beachtung von dg A dg = 0 gilt dann
frw=
(1—g)-(9dutudg) A(gdv+vdg)+ug-(gdv+uvdg) \(—dg)+vg-(—dg) A(gdu+udg)

= (1—g)g*dundv+(1—g)gudundg+(1—g)gudg Adv— g*udv Adg— g*vdg Adu
=(1—-¢)g* - duNdv+ gv-durdg+ gu-dgAdv.
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Ausrechnen ergibt dg = —¢* - (udu + vdv). Setzt man das unter Beachtung
von du A du = 0 = dv A dv ein, so erhilt man

ffw=(1—-g)g*du A dv— g*v*du A dv — g*u?du A dv
=g (1—g-(1+u"+2%)dundv.
Nun gilt g - (1 + u? + v?) = 2, so dass sich wie vorher ergibt:
ffw=—g*du ndv. O
Aufgabe 11) (a) Losung: Die Umkehrabbildung ¢ = ¢! : V — U ist

nach Voraussetzung wieder eine differenzierbare Abbildung, so dass wir auch

die Pullbackabbildung ¢* : A"(U) — A"(V) zur Verfiigung haben.
Sei w € A"(U) mit dw = 0 und r > 1. Dann gilt d(¢*(w)) = ¥*(dw) =
*(0) = 0. Da V sternformig ist, folgt dass ¢*(w) € A"(V) exakt ist: es
gibt n € A"1(V) mit dn = ¢*w. Dann gilt d(¢*n) = ¢*(dn) = ¢*(Y*(w)) =
(¢ 0 ¢)*'w = id*(w) = w mit ¢g*n € A 1(V). Also ist w exakt. O
(b) Loésungsskizze: Es gilt (V) = U mit

U={(u,v) eR* |1 <u®+v*<e?} \ {(u,0)]—-e<u<-—1}.

Die Umkehrabbildung g : U — V wird gegeben durch

g, v) = (% log(u? + v?), arg(z, y))

wobei arg(z,y) = arctan(2) fir > 0, arg(z,y) = arctan(y) — 7 fir y <0
und arg(x,y) = arctan(g) + 5 fiir y > 0 gilt.

Dass f(V) Cc U, g(U) C V sowie go f = idy und fog = idy ist, rechnet man
leicht nach. Ebenso tiberzeugt man sich davon, dass f und g beliebig oft dif-
ferenzierbar sind. Daraus folgt dann, dass f : V' — U ein Diffeomorphismus
ist.

Dass U nicht sternformig ist, ergibt sich daraus, dass man den Punkt P, =
(—1,1) € U nur mit Punkten durch eine Strecke verbinden kann, fiir diey > 0
gilt, wéhrend man P_ = (—1, —1) € U nur mit Punkten verbinden kann, fiir
die y < 0 gilt: beides folgt daraus, dass die negative Achse {(x,0)|z < 0}
ebensowenig in U liegt wie das Intervall {(0,y)|y € [-1,1]}.
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Da es keinen Punkt in U gibt, den man sowohl mit P, als auch mit P_ durch
eine ganz in U verlaufende Strecke verbinden kann, kann U nicht sternférmig
sein. [

Aufgabe 12) Losungsskizze: (a) U; ist offen als Vereinigung der offenen
Teilmengen {(z,y) € R?|y < 0} und {(z,y) € R?*|z # 0}.

Uy ist sternformig beziiglich des Punktes Py = (0, —1) € Uy: Ist P = (z,y) €
U beliebig, so gilt entweder x # 0 oder z = 0,y < 0. Ist t € (0, 1) beliebig,
sogit P,=t-P+(1—1t)-Po=(t-x,t-y+ (t—1)). Im ersten Fall gilt
t-x # 0 und damit P, € U;. Im zweiten Fall ist ¢ -y < 0 und wegen ¢t < 1
auch t —1 < 0, woraus ¢ -y + (t — 1) < 0 und damit P, € U, folgt.

Die Sternférmigkeit von U, wird ebenso gezeigt (beziiglich des Punktes (0, 1)).
U, ist aus demselben Grund wie U; offen.

Wir zeigen, dass U = U; U U, nicht sternformig ist: Ware U sternformig
beziiglich des Punktes Py = (9, 4o), so wiirde P, =t- P+ (1 —t)- Py # (0,0)
fiir alle ¢ € (0,1) und alle P € U folgen. Mit ¢t = 3 und P = (—zo, —¥o)
gilt aber P, = (0,0). Wegen dieses Widerspruchs kann U nicht sternférmig
sein. [l

(b) Die Abbildung
H:ZY(U)—-R, w — fi(1,0) = fi(=1,0) = f2(1,0) + fo(—1,0)

ist wohldefiniert: durch die Bedingung df; = w ist f; bis auf die Addition
einer Konstanten eindeutig: jede andere Losung ist von der Form f; = f1+¢;
mit ¢; € R. Ebenso ist f, bis auf Addition einer Konstanten eindeutig, jede
andere Losung von dfs = w auf Us ist von der Form f, = fo + ¢,. Beziiglich
der alternativen fl, f2 gilt dann

H(w) = fi(1,0) = fi(=1,0) = fo(1,0) + fo(~1,0)

= (f1(1,0) + 1) = (f1(=1,0) + 1) = (f2(1,0) + c2) + (fo(=1,0) + c2)
- fl(lvo) - fl(_lao) - f2(170) + f2(_1’0)'
Ebenso leicht folgt die Linearitat der Abbildung H: sind w’,@ € AY(U) mit
dw'" = 0 = do gegeben sowie a,a € R, so ist mit w = a-w’+ aw nachzuweisen,
dass H(w) =a- H(w')+a- H(@) gilt. Gilt fiir i = 1,2 jeweils df] = w’ und
df; = @ auf U;, so folgt mit f; = a- f/ + a- f; jeweils df; = w auf U;. Daraus
folgt dann leicht die Behauptung:

Hw) = fi(1,0) = fi(=1,0) = f2(1,0) + fo(=1,0)
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= (af{(1,0) + afi(1,0)) = (afi(~1,0) + afi(~1,0))
—afy(1,0) +afa(1,0)) + (afs(~=1,0) +afs(~1,0))
+a - (fi(1,0) = fi(=1,0) = f2(1,0) + f2(=1,0))

=a-HW)+a- HWw).
Wir miissen jetzt noch Kern(H) = {df|f € C*(U)} zeigen: Ist w = df mit
feC>®(U), so kann man f; = f auf Uy und f, = f auf U, setzen. Dann gilt:
Gilt umgekehrt H(w) = 0, so konnen wir zunéchst durch Addition einer
Konstanten zu f erreichen, dass f2(1,0) = f1(1,0) ist. Dannist 0 = H(w) =
—fl(—l, O) + fg(—l, O), also fl(—l, 0) = fg(—]_, 0)
Auf UyNU; gilt d( fi—fo) = df1—dfs = w—w = 0, woraus folgt, dass g = f1—f2
lokal konstant ist. Da die beiden Bereiche {(z,y) € R?|z < 0} und {(z,y) €
R?|z > 0} wegzusammenhingend sind und da ¢ in den beiden Punkten
(—1,0) und (1,0) verschwindet, muss ¢ dann insgesamt verschwinden, d.h.

f1 und f5 stimmen auf U; N Us, tiberein, sind also die Einschriankungen einer
auf ganz U definierten Funktion f. Dann gilt aber df = w auf ganz U. [

(c) Man rechnet leicht nach, dass auf U; N Uy = {(x,y) € R?|x # 0} mit
f(z,y) = arctan () gilt:

— d 1 d
df:garctan(g)d:v—i-garctan(g)dy:—g- : 5+ — Y 5
Ox x dy x 214 (%) o1+ (Y)
—ydx + xdy xdy — ydz
= = _— = w
2. <1+<£)2) x2—|—y2

Wir konnen dabei noch in den beiden Halbebenen Konstanten zu f dazu
addieren, ohne dass sich an df = w etwas andert.

Da f; und f, bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt sind, kénnen wir
0.B.d.A. setzen fi(z,y) = fo(z,y) = f(z,y) = arctan (¥) fir z > 0. Um
welche additive Konstante sich f; und f; fiir z < 0 von f unterscheiden,
ergibt sich aber bereits aus der Stetigkeit von f5 auf der positiven y-Achse
bzw. von f; auf der negativen y-Achse:

Es ist fiir festes y > 0: lim,_oz<0 f(7,y) = lim,,_, arctan(t) = —7, aber
lim, o450 f(7,y) = limy_; arctan(t) = +75. Also muss gelten fy(z,y) =
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f(z,y) + 7 fiir + < 0. Umgekehrt folgt fiir festes y < 0: lim, g z<0 f(2,y)
limy | arctan(t) = +75 und lim,_o 40 f(2,y) = lim,_,_ arctan(t) = —
woraus fi(x,y) = f(z,y) — = fiir z < 0 folgt.

Daraus ergibt sich insgesamt wegen arctan(0) = 0:

oy

’

H(w) = fi(1,0) = fi(=1,0) = f2(1,0) + f2(=1,0) =0 — (=7) = 0 + 7 = 2.



