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Losungshinweise Blatt 2

Aufgabe 5) Losungsskizze: Es ist w = dg mit g(z,y, z) = ;- (22 +y*+2%).
Fiir jede lineare Abbildung [ : R® — R3, die beziiglich des Standardskalarpro-
dukts orthogonal ist, gilt aber g ol = g. Es folgt

lFw=10dg=d(l*g) =d(gol) =dg =w. O
Aufgabe 6) Losungsskizze: Hier hat sich bei der Aufgabenstellung leider

eine Inkonsistenz eingeschlichen: Der Vektorraum, in dem sich alles abspielt,
sei 7 = R™, wobei m > 1 fest ist im Gegensatz zur Variable n.

Sei e, es,..., e, die Standardbasis des R™. Wir zeigen durch vollstandige
Induktion nach n, dass fiir beliebige 1,9, ...,i, € {1,...,m} gilt:
0 0

D" f(zx)(es,, €y, - - f(x)

€)= o O
und dass D" f stetig differenzierbar ist. Der Induktionsanfang ist die Tau-
tologie f(z) = f(x). Ist die Formel fiir ein n > 0 richtig, so folgt sie fiir
n+ 1: Wir bemerken zunéchst, dass die Auswertung der linearen Abbildung
D(D"f) an einem Basisvektor e; gerade die partielle Ableitung %D" f ist.
Damit folgt zunéchst: ’

0

8%”“

D @) i) = G (D@ ) (o)
Wir kénnen die Klammer aber auch anders setzen: Die Auswertungsabbil-
dung:

T(7T) — R,

die einer multilinaren Abbildung ihren Wert an einem n-Tupel von Vek-
toren zuordnet, ist eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen
Vektorrdumen, also differenzierbar und stimmt mit ihrer Ableitung in jedem
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Punkt tiberein. Nach der Kettenregel kann man deshalb die Auswertungsab-
bildung in die partielle Ableitung mit einbeziehen:

n a n
D +1f($)(6¢1, <oy Gy 6in+1) = a— ((D f)(x)(eiu R 76in)) .
Tn+1
Wendet man jetzt die Induktionsvoraussetzung an, so folgt sofort die be-
hauptete Gleichung mit n + 1 statt n:

0 0 0
Dn+1 TR i 7 - . .
f(@)(eis s € €inyy) Dri (3%” B f(x)>
Da die rechte Seite nach Voraussetzung stetig differenzierbar ist, folgt damit
auch, dass D" f(x) stetig differenzierbar ist, da alle Komponenten dieser
Abbildung stetig differenzierbar sind.
Damit ist (a) gezeigt.

Die Behauptung in (b) kann man wegen der Multilinearitat darauf zurtickfiih-
ren, dass vy, ..., v, Basisvektoren sind. Wegen der gerade bewiesenen Formel
folgt die Behauptung dann sofort daraus, dass die partiellen Ableitungen von
f miteinander alle vertauschen, weil f beliebig oft stetig partiell differenzier-
bar ist.

(c) Da die lineare Abbildung | : R — 7, t — t - vy stetig ist, ist [ als
Urbild der offenen Menge U C 7 unter dieser Abbildung offen in R. Es gilt:

g= fol.
Die behauptete Identitat lautet mit dieser Notation:

g(n)(t) = D"f(l(t))(vo, s 7U0)

Sie folgt jetzt mittels vollstandiger Induktion durch Anwenden der Ketten-
regel, wobei der Fall n = 0 gerade die Identitét g(t) = f(I(¢)) ist: Leitet man
die fiir n bewiesene Identitat nach t ab, so folgt:

0

g (E) = o (D" F(UD)) (v, -, v0))

- (%D”f(l(t))) (V0. v0) = D(D" F)(UE) (51w, -, o)

= D(D"f)(1(t))(vo)(vo, - - -, v0) = D" (1(1)))(vo, . . . , vo, Vo).
Das ist gerade die behauptete Identitat fiir n + 1. O
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Aufgabe 7) Losungsskizze: (a) Ein dz; ist im Fall 0 € I von der Form
dxrg N dfl?[\{g} = (—1)T_1d$[\{0} A dxg
Ein beliebiges w = > s 1 (x) - dx; hat deshalb die Darstellung w = w,_1 A

dxy + w, mit
wroy = (=1 Z wr - drr_go)
#I=r, 0l

W, = g wr - dxy.

#I=r, 0¢1
Diese Darstellung ist auch eindeutig, da die Darstellung einer Differentialform
als Linearkombination der dz; mit Koeffizienten aus C*(U) eindeutig ist.
(Details werden hier nicht ausgefiihrt).

(b) Im Fall w € A?(U) mit U C R* haben wir nach (a) eine Darstellung

w=w; ANdt +ws. Esist dw = (dwy) A dt + dws. Mit wy = g1dzs A dxg +
godxs A dxy + gsdzy A dzo gilt dabei

und

0 19)
dCUQ = (a—illd%l -+ %dt) A d.I’Q A dl’g + ...
= div(g)-driAdzoNdxs+ (%dl’g A dxs + %dl‘g A dxy + %dwl A da:2> Adt.

Wird w; durch das Vektorfeld f = (fi, fs, f3) beschrieben, so brauchen wir
von der 2 Form dw; nur diejenigen Bestandteile zu berticksichtigen, die eine
Ableitung nach 1, x5 oder x3 enthalten: alle Terme der Form %dt tragen
nicht zu dw; Adt bei. Von den berticksichtungsfahigen Termen wissen wir aus
Aufgabe 3), dass sie eine 2 Form bilden, die dem Vektorfeld rot(f) entspricht.
Gilt also dw = 1 = 12 A dt + n3 und korrespondiert 7, zum Vektorfeld j =
(71, J2, J3) sowie n3 zur Funktion p, so gilt

j=rol(f)+ D p=dinfy)

Die Gleichung dw = 0 tibersetzt sich deshalb in das System

rot(f) = —% und  div(g) = 0.



Aufgabe 8) Losungsskizze: Es ist f*w,

_ (u ~dv+v- du) e cos(y) - d(e” - sin(y)) + €* - sin(y) - d(e” - cos(y))
u? +v? (€7 - cos(y))? + (e” - sin(y))?

_e” - (cos(y) - (e - sin(y)dx + e” - cos(y)dy) + sin(y) - (e - cos(y)dx — e” - sin(y)dy))
e?* - (cos(y)? + sin(y)?)
= cos(y) - (sin(y)dx + cos(y)dy) + sin(y) - (cos(y)dz — sin(y)dy)
= 2cos(y) sin(y)dx + (cos(y)* — sin(y)?)dy = sin(2y)dz + cos(2y)dy.

Analog folgt
frws = cos(y) - (sin(y)dz + cos(y)dy) — sin(y) - (cos(y)da — sin(y)dy)

= (cos(y)? + sin(y)*)dy = dy.

Bemerkung: Bei der Stellung der Aufgabe hat sich ein Tippfehler eingeschlichen.

Eigentlich sollte die Differentialform w, = % statt der Form w; zuriickgezogen

werden. Die entsprechende Modifikation der Rechnung liefert:

fror = cos(y) - (cos(y)dz — sin(y)dy) + sin(y) - (sin(y)dx + cos(y)dy)

= (cos?(y) + sin®(y))dx = dx.

Das kann man auch so sehen: Es ist @; = dg mit g(u,v) = 1 log(u? + v?).
Dann folgt f*@; = d(go f) = dx wegen (go f)(x,y) = x. O



