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Losungshinweise Blatt 1

Aufgabe 1) Losungsskizze: Fir g € C*(R?) betrachten wir die Differen-
tialform

w=g(r,y) -x-dv+gley) y-dy € AYR?).
(a) Wegen dx A der = 0 = dy A dy miissen wir nur jeweils eine partielle
Ableitung der Koeffizientenfunktionen ¢ - x bzw. g -y berechnen:

dw—g( (x,y)x) - d /\dx—l—g( (x,y)y) -dz Nd
~ oy 9z, y Y oz I\ I Y)Y Y
0 0
_ (%) 99(@y) ) - dz A dy.
dy ox

(b) Esist k*dz = d%(rcos ¢)-de = —rsin ¢-d¢ und analog k*dy = r cos ¢-do.

k*w = g(rcos¢,rsing) - rcos¢ - k*dr + g(rcos¢,rsing) - rsing - k*dy

= g(rcos ¢, rsing) - r? - (—cos¢ - sin¢ +sin¢ - cos p) dp = 0.

Aufgabe 2) Losungsskizze: Wir schreiben

() w=(fiti-fo) (dx+i-dy)=(fidz — fody) +i(fodz + fidy).

(a) Die Bedingung dw = 0 ist nach Aufspaltung in Real- und Imaginérteil
aquivalent zu den Bedingungen

- ] _9h __(9h  Of

0 =d(fidx — fody) = aydy/\dyg axdx/\dy— (ay +8$) dx A dy

und

Ozd(dex+f1dy):%dy/\da:+%dx/\dy: —%—l—% ~dx A\ dy.
dy Ox oy  Ox
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Diese Bedingungen sind aquivalent zu dem Gleichungssystem
ofi _ 0f f2  Ofi
— = und — = .
dy ox oy ox

Das sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen.

(b) Sei g = g1 + igs mit reellen differenzierbaren Funktionen ¢;,¢go : U — R
und dg = f - (dx + idy). Wegen

) B ) )
dg = dg, +i - dgs = (%dm+ ai;dy) ti (%dx+ ai;dy) .

bedeutet das nach der Formel (*), dass

I . dg1 _ Jga . 0ga -
ax _f17 ay - 2 a _f27 ay _fl

X

991 _ _ Oga

gilt. Daraus folgt aber sofort % = %—g; und oy = o Also erfiillen der

Real- und der Imaginérteil von g die Cauchy-Riemmannschen Differential-
gleichungen. Deshalb ist g nach Teil (a) holomorph. ]

Aufgabe 3) Losungsskizze: (a) und (b)

dwo = wy Ubersetzt sich in

f=(f1, fo, f3) = grad(F) mit  grad(F) = (5F OF 8F)

Dy’ Oy’ Oy

dwi = wy Ubersetzt sich in

_ : _(9fs 0fs Of Ofs 0fs Oh
9= TOt(f) mit r0t<f) N (81’2 8373’ al'g 8;1:1’ 3:61 alC2> '

dwy = w3 Ubersetzt sich in

dg1 992 dg3
5’x1 + (91‘2 + a(L’3.

ddwy = 0 bedeutet rot(grad(F')) = 0, ddw, = 0 bedeutet div(rot(f)) = 0.
Lemma von Poincaré: Ist g ein Vektorfeld auf einem offenen sternférmigen
U C R? mit div(g) = 0, so gibt es ein Vektorfeld f auf U mit g = rot(f).

h = div(g) mit  div(g) =
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Ist f ein Vektorfeld auf einem offenen sternformigen U C R3 mit rot(f) = 0,
so gibt es eine Funktion F' auf U mit f = grad(F). O

Aufgabe 4) Losungsskizze: (a) Mit w = z-deAdy+x-dyNdz+y-dzNdx
gilt

dw=dzANdz Ndy+dx Ndy Ndz~+dy Ndz Ndx =3 -dx ANdy N dz.

(b) Mit k(6 ) = (cos(6) - cos(i), cos() - sin(1), sin(9)) gilt kw =
sin ¢+ (— sin ¢-cos - dp—cos ¢-sin - dip) A (— sin ¢-sin ¢ -dp+cos ¢-cos P -di))
+cos¢-cost) - (—sing -siny - dp + cos @ - cosp - di) A (cos ¢pde)

+cos ¢ - sint - (cos ddp) A (—sin¢ - cosp - dp — cos ¢ - sine) - di))
= (—sin® ¢ cos ¢ - (cos® ¢ + sin® ¢p) — cos® ¢ cos® Y — cos® psin® ¥) - dp A dyp
=— (sin2¢cosgb+cos?’ gb) - (cos? ¢ +sin® ) - dp A dip = —cos ¢ - dp A dap.



