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Losungshinweise Blatt 6

Aufgabe 37) Losungsskizze Fiir n € N, n > 2 betrachten wir die Funktion

fn: R—=R, f(a:):% fﬁr%§x<1
. 1
flz)=0 fir x ¢ [5,1)

Dann konvergiert die Folge f,, monoton wachsend gegen die Funktion f.
Die f, sind beschrankte Funktionen. Da sie auf den abgeschlossenen Inter-
vallen [%, 1] monoton fallend sind, sind sie dort Riemann-Integrierbar und
damit auch Lebesgue-integrierbar.

Es gilt
/fn dx—/ ——dr = 2- \/‘\ —2—%

Fir n — oo konvergiert die rechte Seite gegen die Zahl 2. Der Satz von
Beppo Levi impliziert dann die Integrierbarkeit von f, und es gilt:

2
f(x)dr = lim 2 — —=2. [

Aufgabe 38) Losungsskizze: (a) Es ist nach der Produktregel:

/ab f1(x)dx—/ab f3(x)dz = /ab (COS(xQ) - Sigif)) dv = /ab % (51112(;2)) dx

sin(2?)|”  sin(b?)  sin(a?)
2 |, 2b 2a

Daraus folgt sofort die erste Behauptung Wir zeigen jetzt die dritte: Speziell
fir a = /7 folgt wegen sin(m) =

/ fila dx—/zﬁ $M2X
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Die Funktion f; hat eine integrierbare Majorante: |fs(z)| < ﬁ wegen

| sin(2?)] < 1 fiir alle z € R. Undemstffglgdx—zf 2b§ﬁ;.

Wegen der integrierbaren Majorante konvergiert das Integral f\l;; fs(z)dx =
fR f3(z) - X/mp(x)dz fiir b — oo gegen einen endlichen Wert, der dann das

Integral von f3 darstellt.
sin(b?)
2b
limy_, o f JE fi(x)dx gegen denselben Grenzwert.

Damit ist die drltte Behauptung gezeigt.

Wegen lim;_. = 0 erhalten wir daraus auch die Konvergenz von

Vb

Fiir die zweite Behauptung konnen wir abschétzen, wenn wir n < 3> wahlen:

[ s z /ﬁ in(e)da

n—1 (2n+ )7r
> Z / sin(z 2)dm
k=0 2n+

/\/ 2n+ 1
—dx

Vet 2

| \/

> ::; % : (\/(Qn—i— g)w — \/(2n+ é)w)
- et ((Qn + %)ﬂ' —(2n+ %)ﬂ')
2 <\/(2n + )+ \/(271 + %)W)

7 — 1
3 Zo/@n+ Dr

Diese Summe divergiert aber, da sie mit dem Integral flb \/iidx verglichen
werden kann, welches ebenfalls iiber alle Grenzen strebt, also divergiert. [

(b) Die Funktion f3 ist Lebesgue integrierbar, da sie eine integrierbare Ma-
jorante besitzt und tberall stetig ist. Sie ist deshalb punktweiser Limes
einer Folge von stetigen Funktionen mit kompaktem Trager, wobei die Fol-
genglieder alle durch die integrierbare Majorante abgeschétzt werden. Nach
dem Satz von Lebesgue ist dann auch f3 integrierbar.

[\]



Die nichtnegative Funktion fs ist nicht Lebesgue-integrierbar, weil ihr Riemann-
Integral fob fo(z)dz fir b — oo beliebig grofi wird.

Da die Lebesgue-integrierbaren Funktionen einen Verband bilden, ware mit
f1 auch fo = max(f1,0) Lebesgue-integrierbar. Da f; nicht Lebesgue-inte-
grierbar ist, kann auch f; nicht Lebesgue integrierbar sein. O]

Aufgabe 39) Losungsskizze: (a) Die Linearformen auf einem Vektorraum
bilden bekanntlich selber einen Vektorraum. Deshalb ist auch

]-::Tl'[14—...+-rk']k: f — Tlllaf)4_'--*_7%]k(f)

eine Linearform auf C.(X), wenn [y,..., I, Linearformen sind. Ist f > 0
eine nichtnegative Funktion und sind Iy, ..., I, Integrale, so folgt I(f) =
rl(f)+ ...+ redi(f) >0 wegen I;(f) >0und r; >0 fiir j=1,... k.

Ist g, /" g eine monoton konvergente Folge und ist f < g mit f, g, € C.(X),
so gilt I;(f) < sup,ey;(gn) fir j = 1,...,k und dementsprechend I(f) <
Z?Zl r; - §; mit s; = sup,ey £j(gn). Ist eines der Suprema s; gleich 400, so
sei 0.b.d.A. s; = co. Dann gilt

k k
sup 1(g,) > suprili(gn) + er[j(go) =7T1-00+ erfj(go) = +00,
J=2

neN neN =2
woraus unmittelbar sup,cy £(g,) > I(f) folgt.

Sind alle s; reell, so sei fiir vorgegebenes € > 0 der Index n; € N so gewahlt,
dass 1;(gn) > L;(f) — 7y fir n > ny; gilt.

Fir n > ny = max;—; ;;nj gilt dann:

-----

o) = Yoribtan) > Yory- (50 - 75 ) =10~

.’r‘]

Da es fiir jedes € > 0 ein entsprechendes ng gibt, folgt sup,cn(g9,) > 1(f),
also genau die Daniell-Bedingung. O

(b) Das ist klar: Die Abbildung f — f(r) ist offensichtlich linear. Gilt f > 0,
so bedeutet das f(y) > 0 fiir alle y € R, insbesondere fiir y = r, d.h. es ist
dann auch I,(f) = f(r) > 0.

Ist f < gund g, / g mit f,g, € Co(X), so gilt I(f) = f(r) < g(r) =
SUD,en Gn(T) = SupP,en Ir(9n), d.h. die Daniell-Bedingung ist erfiillt.
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(c) Sei f : R — R eine beliebige reellwertige Funktion. Wir definieren
gi,9- : R — RU{doo} durch g, (r) = g_(r) = f(r) und g+(z) = £oo
fiir x # r. Dann ist g, ein monoton steigender, g_ ein monoton fallender
Limes von stetigen Funktionen mit kompaktem Trager g, . bzw. g, _, fir
die g, 4+(r) = f(r) = gn,— fir alle hinreichend grofien n gilt.

Man kann z.B. g, + = min(f(r) + n - |z — r|, max(n — |z|, 0)) setzen.

Es gilt also g € BT(R) mit O(g4) = lim, o0 Lr(gn+) = im0 f(r) = f(7)
und entsprechend g_ € B~ (R) mit U(g_) = f(r). Daraus folgt unmittelbar
die Integrierbarkeit von f, wobei dann I(f) = O(g4+) = U(g-) = f(r) gilt.
Und zwar ist diese Beziehung jetzt fiir beliebige Funktionen richtig. O]

Aufgabe 40) Losungsskizze: (a) Seien fi, fo : X — R unter-halbstetig
und sei x € X beliebig. Dann gibt es fiir i = 1,2 jeweils 6; > 0 mit f;(y) >
fi(z)—5 fiiralley € Ks,(x). Mit § = min(é;, d2) folgt dann fiir alle y € Ks(x):

(i + F2)) = i) + foly) > Fi(e) = 5+ fole) = 5 = (i + o)) — ¢

€

max(fy, f2)(y) = max(f1(y), fa(y)) > max(fi(z) — <, fo(z) — =)

2 2
= max(f1, f2)(z) — g > max(fi, fo)(x) — €
min(f1, £)(y) = min(fi(y). f2(y)) > min(fi(2) = 5. Slw) = 3)

= min(fy, fo)(x) = 5 > min(f1, f2)(x) — €.

Es bleibt zu zeigen, dass mit f auch r- f fiir r > 0 zu den unter-halbstetigen
Funtionen gehort. Ist x € X und € > 0 vorgegeben, so gibt es 6 > 0
mit f(y) > f(z) — ¢ fiir alle y € Ks(x). Fiir diese z gilt aber: rf(y) >
rf(z) —e. O

(b) Sei f, " f ein monotoner Limes reellwertiger Funktionen. Sei x € X
und € > 0 beliebig. Wegen lim,, . f.(z) = f(z) gibt es N € N mit f,(z) >
f(x) — § fiir alle n > N. Da fy unter-halbstetig ist, gibt es § > 0 mit
In(y) > fn(z) — § fiir alle y € Ks(x). Fiir diese y folgt dann:

Fly) =sup fuly) > fly) > f(e) = 5 > (f2) = 5) = 5= fla) —e. O



(c) Stetigkeit bedeutet, dass es fiir alle z € X und alle € > 0 ein § > 0 gibt,
so dass fiir alle y € Ks(x) gilt:

[f(y) = fla)] <e

Diese Bedingung ist aber aquivalent zur Bedingung

—e < fly) = f(z) <e

und diese wiederum zu den beiden Ungleichungen

fly) > fx) —¢ und  — f(y) > —f(z) — e

Ist f stetig, so folgt daraus offensichtlich die Unter-Halbstetigkeit von f und
—f. Sind f und —f unter-halbstetig, so kann man zu x und € jeweils d; > 0
und J, > 0 finden, so dass die erste Ungleichung fiir y € Kj (z) und die
zweite fur alle y € K, (x) erfiillt ist. Mit 6 = min(dy, d2) > 0 gelten dann fiir
y € Ks(z) beide Ungleichungen, so dass die Stetigkeit von f damit gezeigt
ist. [

(d) Sei f: X — R unter-halbstetig. Sei @ € R und = € f~!(a,00). Das
bedeutet: f(z) > a. Zue= f(x) —a > 0 gibt es dann 6 > 0, so dass fiir alle
y € Ks(z) gilt: f(y) > f(x) —e= f(x) = (f(x) —a) = a, dh. f(y) € (a,00)
bzw. y € f~!(a,00). Das bedeutet, dass es zu jedem z € f~!(a,00) eine
offene Kugel Ks(x) gibt, die ganz in f~!(a,00) enthalten ist. Damit ist
f~(a, o) eine offene Menge.

Ist umgekehrt f~!(a,00) fiir alle @ € R eine in X offene Menge und sind
r € X und € > 0 gegeben, so folgt aus der Offenheit von f~!(a,oco) fiir
a = f(x) — e die Existenz einer offenen Kugel Ks(z) C f~'(a,00). Das
bedeutet aber: f(y) > a = f(x) — € fir alle y € Ks(x). Damit ist gezeigt,
dass f unter-halbstetig ist. O]



