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Losungshinweise Blatt 6

Aufgabe 21) Losungsskizze Es gilt:

?(x, y) = 42° + 122> — 4o = 4o - (2 + 3y* — 1) und
T

0
0—f(:v,y) = 4y® + 122%y — 4y = 4y - (32% + % — 1).

Y
Die kritischen Punkte der Abbildung f (das sind per definitionem diejenigen
Punkte, wo die Ableitung verschwindet, d.h. wo beide partiellen Ableitungen
verschwinden) ergeben sich deshalb als Losungen des Gleichungssystems

4o - (2* +3y° — 1) =0 und 4y - (32° +9y* — 1) = 0.

Dieses Gleichungssystem ist genau dann erfiillt, wenn in jedem Produkt
mindestens ein Faktor Null ist. Deshalb ergeben sich die folgenden vier
Moglichkeiten:

r=0, y=0,

r=0, 32°4+y*—-1=0 <= =0, y==+Il,
2?4372 -1=0, y=0 <<= z==1, y=0,
243 —1=0, 322+ -1=0 — 22=- ¢*=-
Im letztgenannten Fall erhalten wir die vier Losungen (+1,+1).

Die Hessematrix errechnet sich leicht zu

(1222 +12y% — 4 24xy
H(f)(z,y) = ( 24y 12202 + 1242 — 4

Daraus ergibt sich sofort:

H(f)(0,0) = (_04 _04> ist negativ definit.
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Der Punkt (0,0) ist deshalb ein lokales Maximum. Es gilt: f(0,0) = 1.

H(f)(0,£1) = (S g) ist positiv definit.

H(f)(£1,0) = (2 g) ist ebenfalls positiv definit.

Diese Punkte sind deshalb lokale Minima. Die Funktionswerte an diesen
Stellen sind = 0.

1 1 2 Ge .
H(f)(€15,62§) = (66 5 ) mit €, €6 € {1, —1} und € = €165
ist indefinit, denn die Determinante dieser Matrix ist 4 — 36 = —32, so dass
sich bei einer Diagonalisierung ein positiver und ein negativer Diagonalterm

ergeben miissen.
Die Punkte (+3, +3) sind deshalb Sattelpunkte.

Aus der Gleichung f(x,y) > a*+y*—222—2y*+1 = (22—1)?+(y*>—1)*>—1 liest
man ab, dass die Funktion fiir |z| > 2 oder |y| > 2 Werte > (4—1)2—1=38
annimmt. Daraus folgt, dass (0, 0) kein globales Maximum ist, und dass sich
ein globales Minimum nur im Quader [—2,2] x [-2,2] befinden kann. Da
dieser Quader aber kompakt ist, nimmt die Funktion in diesem Quader ihr
Minimum tatsichlich an, und zwar im Inneren des Quaders, da die Werte
am Rand > 8 sind, wahrend im Inneren der Wert 0 angenommen wird. Das
globale Minimum ist deshalb auch ein lokales, und da die Funktionswerte
an den vier lokalen Minima alle iibereinstimmen, sind diese allesamt auch
globale Minima. []

Skizze einer Alternativlosung: Mit der linearen Koordinatentransforma-

tion x = HT", Yy = 5_7" schreibt sich die Funktion in der Form:

Flog) =5+ (€ 4t 28~ 202 4+2) = 2 ((€ 1)+ (o~ 1)7).
Aus dieser Darstellung liest man leicht ab, dass sich fir £ = £1,n = £1
vier globale Minima ergeben. Weiterhin hat man fiir £ = n = 0 ein lokales
Maximum, da die Funktion (22 —1)? bei 0 ein lokales Maximum hat. Die vier
Sattelpunkte werden dadurch charakterisiert, dass ein lokales Maximum in
der einen Variablen mit einem globalen Minimum in der anderen Variablen
zusammentrifft: ¢ = 0,7 = £1 bzw. £ = £1,n = 0. ]
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Aufgabe 22) Losungsskizze: Sei ¢ : I — M eine Abbildung mit ¢(0) =
€€ M und ¢'(0) =v. Aus f(z) =0 fiir alle z € M folgt, dass fop: [ — R
die Nullfunktion ist. Diese hat die Ableitung 0. Nach der Kettenregel gilt
dann: 0 = (f 0 ¢)(0) = Df(§) o ¢/(0) = Df(£)(v). Das bedeutet aber
v € ker(Df(£)). Damit ist die eine Richtung der Behauptung gezeigt.

Sei jetzt v € ker(Df(§)). Da der Rang von Df(£) gleich m ist, gibt es m

Indizes 1 < 11 < ... < 1, < n, so dass die Matrix (%) invertierbar
9/ 1<i,j<m

ist. Nach einer Umnumerierung der Koordinaten konnen wir annehmen, dass

11=1,...,4, =m gilt, d.h. dass die Matrix A = (%) invertierbar
i/ 1<ij<m
ist. /
Sei B = (%) sowie v = (U,,) mit den Spaltenvektoren
LTm+j . . _ v
1<i<m,1<j<n—m

v ="vy,...,vp) und v = Y(Vpy1, ..., v,). Die Bedingung v € ker(Df(€))
!/

tibersetzt sich dann in die Gleichung (A|B) U,, =0 bzw. Av' 4+ Bv" =0,

die wegen der Invertierbarkeit von A umgeformt werden kann in die Gleichung
v = —A"tBv".
Nach dem Satz tiber implizite Funktionen gibt es dann eine offene Menge
V. R mit £ = ({m41,---,8) € V), eine offene Menge U c U mit
¢ € U und eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ : V — R™, so dass sich
M N U in der Form {(¢(y),y) | ¥y € V} darstellen lisst. Die Gleichung
f@W(y),y) = 0 fir y € V impliziert, dass die Ableitung von der Abbildung
Uy f(¢¥(y),y) verschwindet, insbesondere im Punkt £’ € V. Es gilt £ =
((£"),&"). Die Kettenregel liefert dann 0 = DU (") (w) = Ao Dip(E")w+ Bw
fir alle w € R™™™ woraus Dy(£")(w) = —A~! Bw folgt.

i 14
Sei jetzt ¢(t) = (wg _:—tt. Uz,}, )
kleines offenes Intervall mit 0 € I ist. Dann gilt ¢(t) € M fiir ¢t € I, und die
letzten n —m Koordinaten von ¢ sind so gewahlt, dass ¢’(0) mit den letzten
Koordinaten von v iibereinstimmt. Es gilt aber sogar ¢(0) = £ und

b= (P - (47) - (1) -

Aufgabe 23) Losungsskizze: In der linearen Algebra lernt man den Satz,
dass eine lineare Abildung ¢ : V' — R eines Vektorraums V' in den Grundkérper

M fiir alle t € I, wenn [ ein hinreichend

]
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R genau dann das Vielfache einer von 0 verschiedenen linearen Abbildung
¥V — Rist, wenn ker(¢)) C ker(¢) gilt.

Seien also die Voraussetzungen der Aufgabe erfiillt, und sei v € ker(dg(a)).
Da dg(a) # 0 ist, hat es als lineare Abbildung von R"™ nach R den Maximal-
rang 1, so dass sich die Aufgabe 22 anwenden lasst. Dann gibt es ein offenes
Intervall 0 € I C R, eine differenzierbare Abbildung ¢ : I — M mit ¢(0) = a
und ¢'(0) = v. Da a = ¢(0) ein lokales Extremum fiir die Abbildung f ist,
hat auch die Abbildung f o ¢ an der Stelle 0 ein lokales Extremum. Es folgt:
0=d(fo¢)0)=df(a)o¢'(0) =df(a) ov, also v € ker(df(a)).

Daraus folgt nach obigen Uberlegungen, dass df (a) ein Vielfaches von dg(a)
ist. O

Aufgabe 24) Losungsskizze: Wenn
(2,y,2) e M ={(w,y,2) e R* [ 2® =" + 2° < 1}

gilt, dann folgt aus 23 < 1, dass < 1 ist. Und aus 2® = 3% + 22 > 0 folgt,
dass auch x > 0 gilt.

Wir berechnen zunéchst fiir festes z € [0,1] die Extremwerte der Funktion
fz(y,2) = =3z + y + 2z auf der Menge

M, ={(y,2) e R* | y* + 2* = 2°}.

Es ist My = {(0,0,0)}, denn aus y? + 2% = 0 folgt y = z = 0.

Sei ab jetzt > 0. Wir schreiben M, = {(y,2) € R? | g(y,2) = 0} mit der
stetig differenzierbaren Funktion g(y, z) = y? + 22 — 2. Es gilt

dg _ dg _
g, W2 =% wd 57(y,2) =2z

Fiir x > 0 konnen nicht sowohl y als auch z verschwinden, so dass in jedem
Punkt a € M, gilt: Dg(a) # 0.

Die Jacobimatrix von f, ist Df(a) = (1,2), die von g ist Dg(a) = (2y, 22).
Nach Aufgabe 23) gibt es fiir einen Extremalpunkt a ein A € R mit: Df(a) =
A+ Dg(a), also 1 = 2y und 2 = 2z\. Daraus folgt: z = 2y. Einsetzen liefert
23 = 5y?, also y = ++/23/5.

Da die Menge M, abgeschlossen und beschrénkt (es gilt stets |y, |z] < 1
fir (y,z) € M,) ist, ist sie kompakt. f, nimmt auf M, deshalb Maximum
und Minimum an. Da die globalen Extremwerte auf M, auch immer lokale
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Extremwerte sind, folgt dass bei p, = (\/23/5,2+/23/5) ein Maximum und
bei m, = (—y/23/5, —24/23/5) ein Minimum vorliegt. Die Funktionswerte
an diesen Stellen sind: Max(z) = fo(itz) = —3z + V52 bzw. Min(z) =
fa(my) = =3z — V/5a3.

Da die Extrempunkte p, und m, stetig von x abhangen, sind die lokalen bzw.
globalen Extremwerte von f in denjenigen Punkten u, bzw. m, zu finden,
in denen die Funktionen Max bzw. Min ihre entsprechenden Extremwerte

annchmen.

Die Funktion Min ist streng monoton fallend wegen Min'(z) = —3— 215;”;3 <

3 < 0, so dass sie ein Maximum bei 0 und ein Minimum bei 1 annimmt. Ein
lokales Minimum von f kann deshalb nur fiir x = 1 im Punkt m, vorliegen.
Das ist dann gleichzeitig das globale Minimum: P, = (1, —/1/5, —2,/1/5)
mit f(Ppin) = —3 — V5.

Fiir die Funktion Maz gilt: Maz'(z) = -3 + 2{;% = —3+ 3. /5z. Daraus

folgt: Maa'(z) < 0 fir # < 3 und Maa'(x) > 0 fir > 3. Deshalb ist die
Funktion Maz im Intervall [0, %] streng monoton fallend, im Intervall [%, 1]
streng monoton steigend.

Es folgt, dass f fiir x = 0 und fiir z = 1 jeweils ein lokales Maximum am
Wert (x, 1) hat, wéhrend fir x = % ein Sattelpunkt vorliegen muss.

Im Punkt P, = (0,0,0) ist der Funktionswert f(P,.) = 0, im Punkt
Prok = (1, ++/1/5,4+21/1/5) mit f(Pio) = —3++/5 < 0. Damit ist Py, das

einzige globale Maximum, wahrend P, das einzige weitere lokale Maximum
ist. [

Alternative: Man kann auch die Aufgabe 23) direkt auf die Funktion f
anwenden, um lokale Extremwerte zu bestimmen. Das funktioniert allerdings
nur fir 0 < z < 1: fiir z = 0 verschwindet die Ableitung von g(z,y,2) =
y*+22—2% im (singuldren) Punkt (0, 0, 0), so dass man das Extremalverhalten
der linearen Funktion f nicht mit Hilfe von Aufgabe 23) bestimmen kann.
Fir z = 1 hat man das Verhalten von f auf dem Randkreis M; separat
zu untersuchen und dann zu tiberpriifen, ob die gefundenen Stellen auf dem
Randkreis M; Extremwerte von f auf M sind.

Die Anwendung der Aufgabe 23) liefert fiir mogliche Extremwerte die Glei-
chung;:

1 x? 9

(=3,1,2) = X - (—32%,2y,22) < )\:—y:3,z:x.



Einsetzen in die Ausgangsgleichung 2° = y? + 2? fiihrt zu der Gleichung:

x® = %x4, welche fiir x > 0 nur die Losung x = % hat. Das ist aber nach den

Ausfithrungen oben ein Sattelpunkt.



