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Losungshinweise Blatt 5

Aufgabe 17) Losungsskizze Es gilt X; = {(z,y) € R?|fi(x,y) = 0} mit
den stetig differenzierbaren Funktionen f(z,y) = 23 —x —y? und fo(z,y) =
ot — 2% + 2

Wir behaupten:

Ofi
Oiw = {(2,) € Xi| 22 (2,1) # 0}
und analog

af;
01y = {(z.y) € Xi|@—’;<x,y> £0}.

Dass die rechte Seite jeweils in der linken enthalten ist, folgt aus dem Satz
itber implizite Funktionen. Wir rechnen die rechte Seite aus und zeigen
anschlieend, dass ein Element von X;, welches nicht in der rechten Seite
enthalten ist, auch nicht in der linken enthalten ist:

afl 2 afl
pe (z,y) =3z " By (z,v) 2y

Die Nullstellen der partiellen Ableitung nach z liegen bei x = :I:\/Lg. Jedoch
gibt es nur fir x = —\/ig Punkte in der Menge X;. Diese gehoren aber nicht

zur Menge O, ,, weil die Funktion y = Va3 — 2 fir x = —\/i?: ein lokales
Maximum hat und deshalb sich nicht lokal umkehren lasst. Das wéare aber
notig, um die Menge X; lokal auch in der Form {(¢(y),y)|y € I} darstellen
zu konnen. Es folgt:

Ors — XM(—%,G), (-

L —a)} mit a® = 2
V3 V2T

Entsprechend folgt

Ol,y = Xl\{(_la 0)7 (07 0)7 (1’ O)},



denn die Menge X ist jeweils die Vereinigung der beiden Graphen
{(z, Va3 —z)|zr € [-1,00]U[1l,00)} und
{(z, =va® — )|z € [-1,0] U [1,00)},

so dass sich X in einer Umgebung der drei Punkte (—1,0), (0,0), (1,0) nicht
als Graph einer einzigen Funktion darstellen lasst.
Damit gilt X; = Oy, U O;, und es gibt keine singularen Punkte auf X;.

Nun zu Xs:

0 0
a—f(ﬂf,y} = 4a® — 2, 8—];2(967?1) = 2y.
Daraus ergibt sich entsprechend:
1 1

0271 = XQ\{((), 0), (iﬁ, :]:5)} und

0279 = X2\{(O? 0)7 (_17 0)7 (17 O)}

Auch hier iiberlegt man sich, dass die Menge sich in einer Umgebung der
herausgenommenen Punkte nicht als Graph einer Funktion darstellen lasst.

Hier ist (0,0) ein singulérer Punkt: es schneiden sich die beiden Zweige
{(x,z-V1—=2?)|z e [-1,1]} und {(z, —z - V1 — 2?)|z € [-1,1]} transversal
in diesem singularen Punkt, so dass sich die Nullstellenmenge lokal um diesen
Punkt weder in der einen Richtung noch in der anderen Richtung als Graph
einer Funktion darstellen lasst.

Der singuldre Punkt ist der einzige, in dem beide partiellen Ableitungen
verschwinden.

Aufgabe 18) Losungsskizze: Man rechnet sofort nach mit £ = (1, 1) und
n € R? beliebig:

_ Of v —o o
f(f) - _2’ %(6) - O’ ay (5) - 67
0% f B 0% f B 0% f B
@(5) - Y% 0;1:8y(£) - _67 8_3/2(5) - _6a
B f B P f B 3 f B Pf B
5,30 =6, a%Qay(n) =0, axayQ(n) = —0, a—yg(n) =



Dann lautet die Taylorformel fiir die Entwicklung um den Punkt &:

F) = O+ 21O (e = 1)+ 90©) -y~ 1)

+5 5a (€ 2= 1P+ O D= D+ 5 5O (1= 0+ Raey)

— 2 6(y— 1) +3(z — 1) = 6(z — 1)(y — 1) — 3(y — 1)> + Ra(x.y)
mit dem Restglied, wobei € R? auf der Verbindungsstrecke zwischen & und
(x,y) liegt:

Rale,) = § g0 = 1+ 55 )l = 1P~ 1)

e P e =)0+ 22 =1 = (- 1 =3 - )y - 1)
2 0xdy? 6 Oy?
Da die Ausgangsfunktion ein Polynom dritten Grades ist, hiangt das Restglied

nicht von n ab. In den beiden genannten Punkten ergibt sich fiir das Rest-
glied: R3(0,0) = (—1)3=3(—1)(—1)? = 2 sowie R3(2,1) = 13-3-1.0=1. O

Aufgabe 19) Losungsskizze: a) Eine Aquivalenzumformung ergibt:

y/@):c;ﬁ;ﬂ) W) =2e0s(l) > () =20 sin).

Mit der Zusatzbedmgung y(0) = 2 folgt dann sofort: (y(t))*> = 4 + 2sin(t),

also y(t) = 1/4 + 2sin(t). Diese Funktion ist auf ganz R definiert, ist dort
stetig dlfferenmerbar und erfiillt dort d1e leferentlalglelchung ]

b) Die Differentialgleichung 2'(t) = 3= (t
eine stetig differenzierbare Losung mit z(0) = 1. Wegen k& > 0 ist der Nenner
der rechten Seite in einer Umgebung von 0 niemals 0, ebenso ist der Zahler
in einer geeigneten Umgebung U niemals 0. Da 2/(t) # 0 fiir t € U gilt, ist z
dort eine umkehrbare Funktion. Bezeichnet ¢ die Umkehrfunktion, so liefert
Einsetzen und Anwenden der Kettenregel:

_%_ sod)V () = 2 (d(x))- &z :_U'Z(¢(I))
1= 57 = (z00) () = 2(6(0))- ¢ &) = Ty

) besitzt in einer Umgebung von 0

¢/ (w) =



woraus sofort

folgt. Dann gilt aber

k
o(z) = - log(z) — % +c.

Hierbei bestimmt sich die Konstante ¢ mit Hilfe der Gleichung ¢(1) = 0 zu
c= % Also gilt:

8(z) =~ log(x) + -~

Diese monoton fallende Funktion ist fiir alle positiven reellen Zahlen x definiert
und ist dort die Umkehrfunktion der auf ganz R definierten Funktion z.

Aufgabe 20) Losungsskizze: a) Mit dem Vektorraum

Sym,(R) = {A € M(n,n;R) | A="A}

der symmetrischen Matrizen hat man den Isomorphismus
M(n,n;R) = Sk, (R) @ Sym,(R),

der durch die Abbildung

1
Ao S (A=A, Atta)

vermittelt wird. Mit der Abbildung
®: M(n,n;R) — Sym,(R), A— A-'A—F

gilt O,(R) = ®~'(0). Da die Komponenten von ® (quadratische) Polynome
in den Koeffizienten von A sind, ist ® stetig differenzierbar. Die Ableitung
von ® in einem Punkt B ist die lineare Abbildung X — X !B+ B-'X, wie
man sich analog zur Aufgabe 11) sofort iiberlegt. Im Punkt B = E ergibt
sich speziell die lineare Abbildung X — X +'X. Die Einschrankung dieser
Abbildung auf den Unterraum der symmetrischen Matrizen ist einfach die
Multiplikation mit dem Skalar 2, also eine invertierbare lineare Abbildung.

Wenn man jetzt den Satz iiber implizite Funktionen 20.8. anwendet, wobei
man den R™ nach geeigneter Basiswahl mit dem Raum Sym,,(R) identifiziert

4



und den in 20.8. auftretenden Raum R"™ durch den Raum Sk, (R) ersetzt,
folgt die Behauptung relativ leicht: Dazu sollte man noch die affine Koordi-
natentransformation X — X+ FE vor die Abbildung ® schalten. Weiterhin ist
zu beachten, dass die Eindeutigkeit der Abbildung ¢ in 20.8. nichts anderes
bedeutet, als dass (id, ) lokal eine bijektive Abbildung ¢ zwischen Sk, (R)
und ®1(0) vermittelt. Die Form (id, ¢) dieser Abbildung tibersetzt sich nach
der Identifikation M (n,n;R) = Sk,(R) & Sym,(R) in die Bedingung:

+(8(A) = "¢(A), (A) +"¢(A)) = (A, 9(A)).

| —

Die erste Komponente dieser Gleichung ist die gesuchte Gleichung

A) —tp(A) =2 A.

=

b) Fiir ¢(t) := ¢( 0 é) _ (“(ts b“)) lauten die Gleichungen
(e i)~ (o o) =25 o)

a(t) o(t) a(t) c(t)) _
wa (56 00 (o) ) =*
Da orthogonale Matrizen nur die Determinanten 1 und —1 haben konnen, gilt
det(¢(t)) = 1 fiir alle ¢ aus einer Umgebung von 0, denn ¢(0) hat als Einheits-
matrix die Determinante 1. Dann hat aber ¢(t) die Form (—algfz)f) 28?))
(das ist eine elemtare Ubungsaufgabe in linearer Algebra), so dass sich obige
Gleichungen auf folgendes reduzieren:

2b(t) =2t und  a(t)® +b(t)? = 1.

Daraus ergibt sich sofort die Darstellung

V1—1¢? t ..
Gb(t)—( _y T—¢ fir tel,
wobei man [ = (—1,1) wahlen kann. O



