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Losungshinweise Blatt 4

Aufgabe 13) Losungsskizze a) Fiir ¢ = 0 gilt f,,(0) = 0 fiir alle n > 1, so
dass die Behauptung lim,, ., f,,(0) = 0 trivial ist.

Fir z > 0 gilt y := e < 1 und f,(z) = x-n?-y". Es reicht zu zeigen:
lim, _oon?-y" =0 fir 0 <y < 1. Mit b, = n? - y" gilt:

bois 2 1
Y A
by, ( - n * n2) Y

Daraus folgt lim,, . b’gzl =y < 1,sodass |b,41]| < |b,|-q fiir alle hinreichend
groflen n > ng gilt, sofern y < ¢ < 1 ist. Dann folgt aber wegen |b,| <
|brg| - ¢ fir n > ng die Behauptung lim,, ., b, = 0 aus der Konvergenz

der geometrischen Folge. O

b) Es ist (partielle Integration):
1 ) 1
an :/ nlre "dr = —nxe”z}o—i—/ ne” "dx
0 0

=-n-e "+ (—e_”x)‘(l) =-—ne"—e"+1l=1—(n+1)e™

n n

Ahnlich wie in Teil a) folgt: lim, .one ™ = 0 = lim, ., ™", so dass sich

ingesamt lim,, .., a, = 1 ergibt.

c¢) Die Funktion f,, ist differenzierbar mit

fi(x)=n*e™ —n* 2-ne™=(——x)-n e

Wegen n® > 0, e > 0 folgt daraus: f(z) > 0 fir 0 < z < L und

fi(z) < 0 fir z > % Dann ist f,, im Intervall [0,%] monoton steigend
und im Intervall [1, 00) monoton fallend. Deshalb hat f,, sein Maximum bei

n
z=2 dh esist | fu] = fu(2) =n?-L.e7' =n-e!. Daraus ergibt sich,

n



dass die Folge der Normen unbeschrankt wachst. Die Folge f,, konvergiert
deshalb nicht gleichmaBig gegen die Nullfunktion.

Das ist tibrigens schon klar nach a) und b): Wire die Konvergenz gleich-
maBig, so wiirde sich aus der Vertauschungsregel fiir Integration und Grenz-
wert von Funktionenfolgen der Widerspruch ergeben

= lim 1 fo(x)dx = /1 (hm fn(a:)> dr = /10 dx = 0.
0 0

n—~o0 0 n—oo

Aufgabe 14) Losungsskizze: Es ist:

322 — 3y? 6x

Die Determinante der Jacobimatrix ist
det Jf(X,y) = (32° — 3y*)* — (~6ay) - bxy
=92t — 182%y* + 9y* + 362%y* = 9(z* + v*)*.
Die Determinante ist = 0 fiir (z,y) = (0,0) und > 0 fir (z,y) # (0,0). Fir

alle Werte P = (z,y) # (0,0) gibt es nach dem Umkehrsatz eine Umgebung
von P, die durch f bijektiv auf eine Umgebung von f(P) abgebildet wird. [

Aufgabe 15) Losung:
a) Wir benutzen das e-6-Kriterium, um die Stetigkeit von f in einem beliebi-
gen Punkt y € Y zu zeigen:

Sei € > 0 vorgegeben. Nach Aufgabe 10)a) sind die offenen Kugeln A =
K.(f(y)) in X offen. Nach Voraussetzung ist dann B = f~!'(A) in Y offen.
Wegen f(y) € A gilt y € B. Dann gibt es aber § > 0, so dass die offene
Kugel Ks(y) in B enthalten ist. Das bedeutet aber: Aus d(n,y) < 0 folgt
n € Ks(y) C B und daraus f(n) € A, also d(f(n), f(y)) <e. O

b) Sei z € A = U;esA;. Dann gibt es i € I mit x € A;,. Da A;, in X offen
ist, gibt es € > 0 mit K.(z) C A;,. Dann folgt aber K.(z) C A = Uc/A;.
Also ist A offen. O

c) Es gebe eine offene Menge B C X, so dass A = BNY gilt. Sei y € A.
Dann ist auch y € B, und da B in X offen ist, gibt es € > 0, so dass aus £ € X
und dx (y, &) < € folgt, dass £ € B gilt. Fiir £ € Y mit dx(y,§) < € gilt dann
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aber £ € BNY = A. D.h. die offene Kugel K.y (y) ={n € Yl|dy(n,y) < €}
in Y um y mit Radius € ist in A enthalten. Damit ist A eine in Y offene
Menge.

Sei nun A eine offene Teilmenge in Y. Fiir jeden Punkt y € A wéhlen wir
ein €, > 0, so dass K, y(y) C A gilt. Sei

B = |JK,x(y) c X

yeA

Als Vereinigung von in X offenen Kugeln ist B eine in X offene Menge
(Aufgaben 10)a) und 15)b)). Wegen y € K, x(y) fiir alle y € A gilt A C B.
Alsoist AC BNY.

Wir zeigen jetzt BNY C A: Sei b € BNY. Dann ist b € Y und nach
Definition von B gibt es y € Amit b € K, x(y). Wegen b € Y gilt aber sogar
be K, y(y), und diese Kugel ist nach Konstruktion von ¢, in A enthalten.
Also folgt b € A. Damit ist BNY C A gezeigt. O

Aufgabe 16) Losungsskizze: a) Sei I = A; U Ay mit offenen Mengen
Ay # 0 # Ay und A; N Ay = (0. Wir fithren diese Annahme zu einem Wider-
spruch. Dabei benutzen wir die Charakterisierung offener Mengen durch die
Eigenschaft, dass sie mit jedem Punkt x auch immer eine offene Kugel um =z
enthalten.

O.B.d.Aseil € A;. Da Ay C I durch 1 nach oben beschriankt und nicht leer
ist, existiert das Supremum M = sup(A,).

(Bemerkung: Hier geht die Vollstdndigkeit der reellen Zahlen ein.)

Da A; offen ist und 1 enthélt, enthélt A; auch eine offene Kugel

K((l)={zel] |Jr—1<e}=(1—¢1l].

Wegen A; N Ay = () gilt dann Ay N (1 — €, 1] = 0, woraus Ay C [0,1 — €] und
damit M <1 — e < 1 folgt.

Es gilt M € A;, denn ansonsten ware M € A,. Da A, offen ist, wiirde dann
aber auch [M, M + §) C Aj gelten fiir geeignetes § < 1 — M. Dann wére
aber M keine obere Schranke von Aj;.

Weiterhin ist M > 0. Denn im Fall M = 0 wiirde A kein Element > 0
enthalten. Da aber M = 0 € A; und damit 0 ¢ A, gilt, wire Ay dann die
leere Menge im Widerspruch zur Annahme.



Wegen 0 < M € A; enthélt die offene Menge A; noch ein offenes Intervall der
Form (M — ¢, M + ¢") fiir geeignete §',0” > 0. Wegen Ay N (M — ¢, M] =10
ware dann aber auch M — ¢’ eine obere Schranke von Aj, so dass M nicht
das Supremum von A sein kann. Damit ist die Annahme, dass [ nicht
zusammenhangend ist, endgiiltig zu einem Widerspruch gefiihrt worden. [

b) Wir nehmen an, dass V' nicht zusammenhéngend ist: V = A; U Ay mit
nichtleeren offenen Mengen A;, A, und A; N Ay = (). Sei etwa x € A; und
y € Ay. Wir betrachten die stetige Abbildung

p: 1 -V, t—ax+t (y—ux).

Diese Abbildung ist affin linear und damit stetig (20.4.1 und 20.4.3). Deshalb
sind die Urbildmengen B; = ¢~ (A;) und By = ¢ '(Ay) offene Teilmengen
von I. Aus V = A U A, folgt I = By U By, und aus A; N Ay, = () folgt
By N By = 0. Wegen ¢(0) =z € A; und ¢(1) = y € A, gilt 0 € By und
1 € Bs, so dass beide Mengen nicht leer sind. Dann ware aber das Intervall
I nicht zusammenhéngend im Widerspruch zu a). ]

¢) Sei X = A; U Ay mit offenen Mengen A; und A, sowie A; N Ay = ().

O.B.d.A. gelte (0,—1) € A;. Wir wollen zeigen, dass X = A; und Ay = ()
gilt: Zunéchst betrachten wir die stetige Abbildung

¢1: 1 — X, t— (0,—-14+2t) € X.

Dann ist (wie in b) I = ¢7' (A1) U¢; ' (Ay) eine Zerlegung in offene disjunkte
Mengen. Da I zusammenhingend ist, folgt I = ¢;'(4;) und damit ¢;(I) =
{0,9)ly € [=1,1]} € Ay,

Wir betrachten jetzt die Folge

P, = <%,sin(7m)) _ (%,sin(wn)) € X,

welche gegen (0,0) € A; konvergiert. Da A; offen ist, muss P, € A; fiir ein
n € N gelten, denn sonst wére mit P, ¢ A; fiir alle n auch (0,0) = lim P, ¢
Ay

Ist nun P = (z,sin(2)) € X ein belicbiger Punkt in X\¢;(I), so betrachten

wir die stetige Abbildung

1 1
T— X, te ((1—t)— 41,5 .
pr:l =Xt (( ) T x’sm((l—t)-%th-x))




Es gilt ¢2(0) = P, und ¢2(1) = P, und wie in b) folgern wir aus P, € Ay,
dass P € Ay gilt. Damit ist dann aber X = A; gezeigt, so dass Ay = () folgt.
Also ist X zusammenhangend. O



