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Bearbeiten Sie: erstens 32 oder 33, zweitens 34 oder 35, drittens 36, viertens
37 oder 38

Aufgabe 32 ) Die Konstruktion der reellen Zahlen: Vollstiandigkeit

Sei K ein archimedisch angeordneter Korper. F' bezeichne den Korper der
Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen mit der Anordnung aus Aufgabe 23.
(An)n>o sei eine Cauchyfolge von Elementen A,, € F. Es gelte A,, = [(al,)m>0]
fir geeignete Cauchyfolgen (al’,)m>o mit a, € K.

(a) Zeigen Sie: Ist (A,),>0 eine geometrisch abklingende Cauchyfolge (siehe
Aufgabe 20 (c¢)) in F und sind alle Folgen (a}},)m>0 geometrisch abklingende
Cauchyfolgen in K, so ist die Diagonalfolge A = (a),,>0 ebenfalls eine
Cauchyfolge, und es gilt A = lim,, .o, 4,,.

(b) Beweisen Sie, dass der archimedisch angeordnete Korper F' vollsténdig
ist.
(6 Punkte=4+-2)
Aufgabe 33) Sei K ein beliebiger angeordneter Korper (nicht notwendig
archimedisch).
(a) Zeigen Sie, dass

R={a€ K|esgibt n € Nmit |a] <n}

unter den von K induzierten Verkniipfungen + und - abgeschlossen ist und
sdmtliche Korperaxiome bis auf das Axiom (K3') erfiillt.



(b) Zeigen Sie, dass die Teilmenge

I = {aGK

1
fir alle n € N;n > 1 gilt |a| < —}
n

die Axiome (I1), (I2) und (I3) aus Aufgabe 16 erfiillt.

(c) In den Notationen aus Aufgabe 16 zeige man, dass durch
ale P <= a>0unda¢l

eine Menge positiver Zahlen P C F' wohldefiniert ist, die den Axiomen (P1),
(P2), (P3) aus Aufgabe 6) geniigt.

(d) Zeigen Sie, dass der Korper F' mit der Anordnung aus Teil (c) das
archimedische Axiom erfiillt.

(6 Punkte= 2+1+2+1)

Aufgabe 34) Sei f : [a,b] — R eine stetige Abbildung.

(a) Zeigen Sie: Das Bild f([a, b]) ist ebenfalls ein Intervall der Form [¢, d] mit
c,d e R.

(b) Zeigen Sie: ist f zusétzlich streng monoton wachsend, so ist f eine bijek-
tive Abbildung von [a, b] nach [f(a), f(b)] und die Umkehrabbildung g = f~!
ist ebenfalls stetig.

(c) Zeigen Sie, dass die Funktion

VA [0,00) — [0,00), z+— V&
stetig ist.
(4 Punkte=1+42+1)

Aufgabe 35) Zeigen Sie: jede Polynomfunktion der Form

2n+1
P: R — R, xHZai-xi mit a; € R,  ag,1 #0
i=0

hat mindestens eine reelle Nullstelle. (4 Punkte)
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Aufgabe 36) Untersuchen Sie mit Beweis, ob die folgendermaflen definierten
Funktionen f;; R — R gleichméBig stetig sind: (zu tanh siehe Aufgabe 31)

filz) =z, fo(z) = 22, f3(x) = tanh(z).

(3 Punkte=1+41+1)

Aufgabe 37) Zeigen Sie: Ist f : (a,b) — R eine stetige, beschriankte und
monoton steigende Funktion, so ist f gleichméaflig stetig.

(4 Punkte )

Aufgabe 38) Sei X = {+ | n € N, n > 1}, aufgefasst als Teilraum des
metrischen Raumes R. Sei Y ein beliebiger metrischer Raum.

(a) Zeigen Sie, dass jede Abbildung f: X — Y stetig ist.

(b) Zeigen Sie, dass eine Folge (a,,),>1 in Y genau dann eine Cauchyfolge ist,
wenn die Abbildung

f X =Y,

1
— — an
n
gleichmafig stetig ist.

(4 Punkte=1+3)

Wir wiinschen allen Horern der Vorlesung Analysis I ein frohes Weihnachts-
fest und ein erfolgreiches Jahr 2006!



