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Aufgabe 21) Sei (y,)n>0 eine Folge positiver reeller Zahlen, so dass

q = lim Ynt1

n—oo y?’L

existiert.

(a) Zeigen Sie eine der beiden folgenden Aussagen:
(al) Wenn ¢ < 1 gilt, so konvergiert > 07 .
(a2) Wenn ¢ > 1 gilt, so divergiert > 7 yn.

(b) Untersuchen Sie drei der folgenden Reihen auf Konvergenz oder Divergenz
und bestimmen Sie jeweils das oben definierte ¢:
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(5 Punkte = 2+43)

Aufgabe 22) Die alternierende harmonischen Reihe

00 _1)m
Z G, mit Ay, = (1) soll umgeordnet werden.

m=0
Bearbeiten Sie entweder (a) und (b) oder aber (c¢) und (d):

(a) Sei M € N mit M > 2 gegeben. Zeigen Sie, dass die folgendermafien
definierte Abbildung 7 : N — N bijektiv ist:

Tn-M+k) = 2(M-1)n+k) firn>0,0<k<M-2

Tn-M+M-1) = 2n+1 fir n > 0.



(b) Zeigen Sie, dass die umgeordnete alternierende harmonische Reihe Y~ ° ) ar(n)
konvergiert und dass fiir den Grenzwert oj; folgende Abschatzung gilt:

U SN L < 14l 4t
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(c) Zeigen Sie, dass durch folgende Gleichungen eine bijektive Abbildung
p: N — N definiert wird:

. 1 “(n—1
p(n (7”;+)+k> _ 2(%4%_1) firn>1,0<k<n
. 1
p(n (7;+ >> =  2n+1 fir n > 0.

(d) Zeigen Sie, dass die umgeordnete Reihe "7 a,(n) divergiert.
(5 Punkte: (a)l, (b)4 oder (¢)2, (d)3)

Aufgabe 23 ) Sei K ein archimedisch angeordneter Korper. Eine Cauchy-
folge (an)nen heiBe positiv, wenn es k > 0 und N € N gibt mit a,, > k fiir
alle n > N. Wir benutzen die Bezeichnungen von Aufgabe 16.

(a) Zeige Sie: Ist die Cauchyfolge (b,,) zur positiven Cauchyfolge (a,,) dquivalent,
so ist auch (b,) positiv.

(b) In der Menge F der Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen ist deshalb eine
Teilmenge P (wohl-)definiert durch:

[(a,)] € P < (ay) ist eine positive Cauchyfolge.
Zeigen Sie: P geniigt den Axiomen (P1), (P2), (P3) aus Aufgabe 6.

(c) Wir versehen den Kérper F' mit der durch die Teilmenge P festgelegten
Anordnung (Aufgabe 6). Zeigen Sie, dass diese Anordnung archimedisch ist.

(6 Punkte = 24+2+2)



