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Bearbeiten Sie vier der fünf Aufgaben!

Aufgabe 45) (a) In den Bezeichnungen der Aufgabe 39 zeige man, dass
durch

π : Sn−1 →M, (b1, . . . , bn) 7→ A = (bµ · bν)1≤µ,ν≤n

eine differenzierbare Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten definiert wird.

(d) Zeige, dass π surjektiv ist, und dass genau dann π(b) = π(c) gilt, wenn
c = ±b ist.

(4=2+2 Punkte)

Aufgabe 46) Für eine Funktion f ∈ C∞(Rn) sowie 0 ≤ i ≤ n und I =
{1, 2, . . . , i} zeige man:

4(f · dxI) = (−1)n ·

(
n∑

j=1

∂2f

dx2
j

)
· dxI ,

wobei der Laplaceoperator 4 = d◦δ+δ◦d bezüglich der euklidischen Metrik
gebildet wird. Dabei wird die Koableitung gegeben durch

δ = (−1)i(n−i+1) ∗ d ∗ : Ai(Rn) → Ai−1(Rn).

(4 Punkte)

Aufgabe 47) (a) Auf U = I1 × I2 ⊂ R2 für zwei offene Intervalle I1, I2 ⊂ R
sei eine Riemannsche Metrik der Form

g(x, y) =

(
h(x, y) 0

0 k(y)

)
mit h ∈ C∞(U), k ∈ C∞(I2)
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gegeben (h und k strikt positiv). Seien x0 ∈ I1 und y0, y1 ∈ I2 gegeben. Zeige,
dass für jeden Weg φ : [0, 1] → U mit φ(0) = (x0, y0) und φ(1) = (x0, y1) gilt:

L(φ) ≥
∫ y1

y0

√
k(y)dy mit L(φ) =

∫ 1

0

‖φ′(t)‖dt.

(3 Punkte)

Aufgabe 48) Auf der oberen HalbebeneH = {(x, y) ∈ R2|y > 0} betrachten
wir die Poincaré-Metrik

g(x, y) =

( 1
y2 0

0 1
y2

)
(a) Zeige, dass die folgenden Transformationen die Metrik in sich überführen
(b ∈ R):

τb : (x, y) 7→ (x+ b, y), σ : (x, y) 7→
(

−x
x2 + y2

,
y

x2 + y2

)
.

(b) Finde einen Weg φ minimaler Länge zwischen den Punkten P0 =
(

1
2
,
√

3
6

)
und P1 =

(
1
2
,
√

3
2

)
sowie einen zwischen P ′0 =

(
−1

2
,
√

3
2

)
und P1 und berechne

diese minimale Länge.

(6=3+3 Punkte)

Aufgabe 49) Berechne den Pullback k∗(gE) der euklidischen Metrik gE im
R3 unter der Kugelkoordinatenabbildung k : R2 → R3 aus Aufgabe 4) (b)

k(φ, ψ) = (cos(φ) · cos(ψ), cos(φ) · sin(ψ), sin(φ)).

Welche Aussage über den kürzesten Weg zwischen 2 Punkten auf der Sphäre
S2 kann man mit Hilfe der Aufgabe 47) aus dieser Formel gewinnen?

(4 Punkte)
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