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Aufgabe 32) Eine offene Teilmenge U einer n-dimensionalen Mannigfaltig-
keit M heiße kohomologie-endlich, wenn alle H i(U) endlich dimensional sind.
Für diese U definiert man die Eulercharakteristik durch

χ(U) =
n∑

i=0

(−1)i · dimR(H i(U)).

Zeige: sind für offene kohomologie-endliche Mengen U, V ⊂ M auch U ∪ V
und U ∩ V kohomologie-endlich, so gilt:

χ(U ∪ V ) + χ(U ∩ V ) = χ(U) + χ(V ).

(3 Punkte)

Aufgabe 33) (a) Formuliere und beweise eine zu Aufgabe 28)a) analoge
Aussage für die Kohomologie mit kompaktem Träger.

(b) Berechne die Kohomologie mit kompaktem Träger H i
c(M) für M =

Rn − Rk (0 ≤ k ≤ n − 2) sowie für die in Aufgabe 28)b) konstruierten
Mannigfaltigkeiten M1, M2, M3, M4 ⊂ R3.

(5=2+3 Punkte)
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Aufgabe 34) Ist U ⊂ M eine offene Teilmenge einer N -dimensionalen Man-
nigfaltigkeit M , so wird durch TrU : HN

c (U) → R, [ω] 7→
∫

U
ω eine Linear-

form definiert. Seien U, V ⊂ M offen und 1 ≤ ν ≤ N .

Zeige, dass für ρ ∈ Hν−1(U ∩ V ) und φ ∈ HN−ν
c (U ∪ V ) gilt:

TrU∩V (ρ ∧ δc(φ)) = (−1)ν · TrU∪V (δ(ρ) ∧ φ)

mit den Verbindungshomomorphismen

δ : Hν−1(U ∩ V ) → Hν(U ∪ V ) δc : HN−ν
c (U ∪ V ) → HN−ν+1

c (U ∩ V ).

(4 Punkte)

Aufgabe 35) (a) Sei I ⊂ R ein Intervall mit 0, 1 ∈ I und φ : U → V
differenzierbar mit U, V ⊂ Rn offen. Zeige, dass mit den Abbildungen η aus
Aufgabe 27 das folgende Diagramm für alle k ∈ N kommutiert:

Ak(I × V )
η−−−→ Ak−1(V )

(id×φ)∗
y φ∗

y
Ak(I × U)

η−−−→ Ak−1(U)

(b) Sei M eine Mannigfaltigkeit ohne Rand. Für t ∈ I sei

ft : M → I ×M, m 7→ (t,m).

Zeige, dass für alle k ∈ N die Abbildungen f ∗0 und f ∗1 als Abbildungen von
Hk(I ×M) nach Hk(M) übereinstimmen.

(c) Sei g : I × M → N eine differenzierbare Abbildung zwischen Mannig-
faltigkeiten. Für t ∈ I setzen wir: gt : M → N, m 7→ g(t,m). Zeige: g∗0 = g∗1
als Abbildung von Hk(N) nach Hk(M) für alle k ∈ N.

(4=2+1+1 Punkte)
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