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Aufgabe 28) (a) Seien A1, A2 ⊂ Rn abgeschlossen und disjunkt. Sei

Mi = Rn\Ai für i = 1, 2 sowie M = Rn\(A1 ∪ A2).

Zeige, dass für i ≥ 1 gilt:

H i(M) = H i(M1)⊕H i(M2).

(b) Betrachte die folgenden Teilmengen vom R3:

S1 = {(x, y, 0)|x2 + y2 = 1}, G1 = {(0, 0, z)|z ∈ R},

G2 = {(2, 0, z)|z ∈ R} und P = {(1, 0, 0)}.

Berechne die Kohomologie H i(M) folgender Mannigfaltigkeiten M :

M1 = R3\(G1 ∪ P ), M2 = R3\S1,

M3 = R3\(S1 ∪G1), M4 = R3\(G1 ∪ P ∪G2).

(4=2+2 Punkte)

Aufgabe 29) (a) Gegeben sei ein endlicher Komplex endlichdimensionaler
Vektorräume:

0 → V 0 → V 1 → . . .→ V n → 0.

Zeige:
n∑

i=0

(−1)i · dim(V i) =
n∑

i=0

(−1)i · dim(H i(V •)).

(3 Punkte)
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Aufgabe 30) Folgere aus dem Satz von Stokes und den Aufgaben 18) und
25), dass ein komplexes Polynom f(z) vom Grad n genau n Nullstellen in C
hat, wenn man diese mit ihrer Vielfachheit zählt.

Tipp: Benutze Aufgabe 19), wobei x0 = 0, und x1, . . . , xk die Nullstellen von
f in C = R2 seien.

(4 Punkte)

Aufgabe 31) (a) Seien M =
⋃

i∈I Mi und N =
⋃

j∈J Nj Mannigfaltigkeiten
mit Kartenabbildungen φi : Mi→̃Ui ⊂ Rm und ψj : Nj→̃Vj ⊂ Rn. Wir
versehen P = M × N mit der Produkttopologie, setzen K = I × J und
definieren für k = (i, j) ∈ K:

Pk = Mi ×Nj, Wk = Ui × Vj ⊂ Rn+m,

σk : Pk → Wk, (m,n) 7→ (φi(m), ψj(n)).

Zeige, dass damit ein Atlas für eine Mannigfaltigkeitsstruktur auf P definiert
wird. P heißt Produktmannigfaltigkeit von M und N .

(b) Für ω = (ωi)i∈I ∈ Aα(M) und η = (ηj)j∈J ∈ Aβ(N) sowie k = (i, j) ∈ K
definieren wir:

σk = π∗1(ωi) ∧ π∗2(ηj),

wobei π1 : Wk → Ui die erste und π2 : Wk → Vj die zweite Projektion sei.
Zeige, dass σ = (σk)k∈K eine Differentialform auf P ist: σ ∈ Aα+β(P ).

(4= 2+2 Punkte)
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