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Aufgabe 13) Seien A, B ⊂ X Teilmengen eines metrischen Raumes. Wir
definieren:

d(A, B) = inf
a∈A,b∈B

d(a, b).

Seien jetzt A ⊂ X abgeschlossen und B kompakt.

(a) Zeigen Sie, dass genau dann d(A, B) > 0 gilt, wenn A ∩B = ∅ gilt.

(b) Sei jetzt A ∩B = ∅. Zeigen Sie, dass die Abbildung

f : X → R≥0, x 7→ d(x, A)

d(x, A) + d(x, B)

wohldefiniert und stetig ist, und dass f(x) = 0 genau dann gilt, wenn x ∈ A
ist, und f(x) = 1 genau dann gilt, wenn x ∈ B ist.

(4=2+2 Punkte)

Aufgabe 14) Ein topologischer Raum X heißt zusammenhängend, wenn er
sich nicht als Vereinigung X = A1 ∪ A2 offener Mengen A1 6= ∅ 6= A2 mit
A1 ∩ A2 = ∅ darstellen lässt.

(a) Zeigen Sie: ist X zusammenhängend und f : X → Y stetig und surjektiv,
so ist auch Y zusammenhängend.

(b) Zeigen Sie: ist X wegzusammenhängend, so ist X auch zusammenhängend.
(Tipp: verwenden Sie Ana II, Aufgabe 16)a))

(c) Zeigen Sie, dass die Menge

X = {(0, y) | y ∈ [−1, 1]} ∪ {(x, sin(
1

x
)) | x > 0}
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mit der von R2 induzierten Topologie nicht wegzusammenhängend ist. (Sie
ist nach Ana II, Aufgabe 16)c) aber zusammenhängend!)

(5=2+1+2 Punkte)

Aufgabe 15) Sei

ω =
u · dv − v · du

1 + u2 + v2
∈ A1(R2).

(a) Berechnen Sie η = dω.

(b) Berechnen Sie i∗ω für i : R → R2, v 7→ (0, v) sowie für R > 0 den Pullback
j∗Rω mit

jR : [0, π] → R2, φ 7→ (−R sin φ,R cos φ).

Berechnen Sie auch I1 =
∫ R

−R
i∗ω und I2 =

∫ π

0
j∗Rω.

(c) Berechnen Sie IF =
∫

KR
η mit KR = {(x, y) ∈ R2|x ≤ 0, x2 + y2 ≤ R2}

sowie IF − I1 − I2.

(d) Für festes R > 0 sei f ∈ C∞c (R2) eine Funktion mit f(u, v) = 0 für
u2 + v2 ≥ (R+1)2 und f(u, v) = 1 für u2 + v2 ≤ R2. Berechnen Sie mit Hilfe
des Satzes von Stokes ∫

KR+1−KR

d(f · ω).

(7 =1+2+2+2 Punkte)
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