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Aufgabe 9) (a) Fiir eine Matrix A = (a;;) € GL(n,R) bezeiche A;; die
Matrix, die durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht.
Zeigen Sie, dass A genau dann eine orthogonale Matrix ist, wenn

det(A) c Qi = (—1)i+j . det(A”)
fir alle 1 < 14,5 < n gilt.

(b) Durch die Identifikation von 1 und 2-Formen im R? mit Vektorfeldern
wie in Aufgabe 3) erhélt man einen Isomorphismus:

I: AR} = A%(RY)
fidxy + fodxs + f3dxs +—  fides Adxs + fodxs A dxy + fzdzy A das.

Fir A € GL(3,R) sei l4 : R — R? die zugehorige lineare Abbildung, die fiir
0 <4 < 3 die Pullbackabbildung I, ; : A*(R*) — A*(R?) induziert.

Zeigen Sie: Es gilt genau dann A € O(3,R), wenn

I (Iqw) = det(A)~" - I ,(I(w)) fiir alle w € A'(R?) ist.
(5=1+4 Punkte)

Aufgabe 10) Sei f : R? — R? definiert durch:

f(fcay)=<

2x 2y 2 4+y? -1
1+224y?" 14+a2+y? 224y>2+1)

Berechnen Sie f*w mit w =z -dzAdy +x-dyANdz+y-dz Ade € A%(R3).
(3 Punkte)



Aufgabe 11) (a) Seien U,V C R" offen sowie V sternférmig. Es gebe einen
Diffeomorphismus ¢ : U — V| d.h. eine bijektive Abbildung, so dass sowohl
¢ als auch ¢~ ! beliebig oft stetig differenzierbar sind.

Zeigen Sie, dass auf U das Lemma von Poincaré gilt, d.h. dass es im Fall
r > 1 fir jedes w € A"(U) mit dw = 0 ein n € A 1(U) gibt mit w = dn.

(b) Zeigen Sie, dass V' = (0,1) x (—m, m) C R? offen und sternformig ist, dass

R —=R? f(x,y) = (" cos(y), e” - sin(y))

einen Diffeomorphismus V' — f(V) induziert, dass jedoch das Bild f(V) C
R? nicht sternformig ist.

(4=2+2 Punkte)

Aufgabe 12) (a) Zeigen Sie, dass U; = R*\{(0,y) € R*ly > 0} und U, =
R*\{(0,y) € R?|y < 0} sternférmige und in R? offene Teilmengen sind, dass
jedoch U = Uy U Uy = R*\{(0,0)} nicht sternformig ist.

(b) Sei Z}(U) = {w € AY(U)|dw = 0} der Unterraum der geschlossenen 1-
Formen auf U. Ein w € Z'(U) lasst sich nach dem Lemma von Poincaré auf
U; in der Form w = df; mit f; € C*°(U;), auf Us in der Form w = df; mit
fo € C*°(Uy) schreiben. Zeigen Sie, dass die Abbildung

H:Z'U)— R, w = fi(1,0) = fi(=1,0) = fo(1,0) + fo(=1,0)

wohldefiniert und linear ist und dass Kern(H) = {df|f € C®(U)} gilt.
(¢) Berechnen Sie H(w) fiir w = 244 (yg]. Ana IT Aufgabe 48(b))

z2+y?

(5=1+42+2 Punkte)

Bemerkung: die Aufgabe 9(b) wurde durch Einfiigen eines Exponenten —1
bei dem Faktor det(A) gedndert. Sie ist aber auch in der urspriinglichen
Formulierung richtig und 16sbar (allerdings benotigt man eine zusétzliche
Uberlegung im Verhaltnis zur gednderten Version).



