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Bearbeiten Sie 3 der folgenden Aufgaben:

Aufgabe 13) Beweisen oder widerlegen Sie, dass fiir beliebige Folgen (ay, )nen
reeller Zahlen die folgenden Implikationen zwischen den untenstehenden Aus-
sagen gelten:

(@)= (), B)=(), (=)

(a) Die Folge (ay,) ist eine Cauchyfolge;
(b) Die Folge (b,) mit b, = a,+1 — a, ist eine Nullfolge;
(c) Fiir jedes k € N ist die Folge (b*),cn mit b* = a,,41 — a, eine Nullfolge.

( 4 Punkte)

Aufgabe 14) Sei z > 0 ein Element eines archimedisch angeordneten voll-
standigen Korpers K. Fir n € N sei a, die kleinste natiirliche Zahl mit
a2 > x - 7*". Warum existiert diese? Weiterhin sei

by=a,-7" und c¢,=(a,—1)-7".
Zeigen Sie:

(a) by, ist eine monoton fallende, ¢, eine monoton steigende Folge rationaler
Zahlen; beide Folgen sind beschrankt; beide Folgen sind konvergent.

(b) Ist y = lim,, o0 b, € K, so gilt auch y = lim,, ., ¢, und y? = z.

(c) Folgern Sie daraus, dass der archimedisch angeordnete Kérper Q der
rationalen Zahlen nicht vollstandig ist.

(6 Punkte)



Aufgabe 15) Fiir eine endliche Menge M gebe es eine injektive, aber nicht
surjektive Abbildung von der Potenzmenge P(M) in das kartesische Produkt
M x M. Wie viele Elemente hat M7 Begriinden Sie das Ergebnis.

Tipp: Benutzen Sie die Definitionen sowie Theorem 2.1 aus der Vorlesung LA
I von Prof. Kreck, um die Voraussetzung in eine Ungleichung zu tibersetzen.

(4 Punkte)

Aufgabe 16) Sei K ein beliebiger angeordneter Korper.

(a) Zeigen Sie: Fiir eine Cauchyfolge (a,) und eine Nullfolge (b,,) ist (a,b,)
eine Nullfolge.

(b) Auf der Menge R aller Cauchyfolgen sind durch die gliedweise Addition
und Multiplikation zwei Verkniipfungen definiert, fiir die alle Korperaxiome
bis auf das Axiom (K3’) gelten. Fiir die Teilmenge I der Nullfolgen gilt:

(I1) 0 € I und aus a,b € I folgt a + b € I sowie —a € I (Vorlesung);
(I2) Aus a € R und b € I folgt ab € I (Teilaufgabe (a));
(I3) Fiir jedes a € R,a ¢ I gibt es b € R mit ab— 1 € I (Aufgabe 11).

Wir definieren eine Relation ~ durch a ~b < a—b € 1.

Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.

(c) Sei F = R/ ~ die Quotientenmenge. Die Aquivalenzklasse eines a € R
werde mit [a] bezeichnet. Wir definieren auf F' zwei Verkniipfungen + und -
durch [a] + [b] := [a + b] und [a] - [b] := [ab] fiir a,b € R.

Zeigen Sie, dass - wohldefiniert ist: aus a ~ ' und b ~ ¥ folgt ab ~ a'b'.
(d) Zeigen Sie, dass in F' das Kérperaxiom (K3’) gilt.

Bemerkung: Auch die Verkniipfung + ist wohldefiniert (vgl. Aufgabe 11 zur
LA 1), und die iibrigen Kérperaxiome gelten ebenfalls, weil sie bereits in R
gelten. Somit ist [’ tatsachlich ein Korper. Startet man mit K = Q, so ist
der hier konstruierte Kérper F' eine von mehreren moglichen Beschreibungen
des Korpers R der reellen Zahlen.

(6 Punkte)



