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Bearbeiten Sie drei der vier Aufgaben!

Aufgabe 33) Fiir n € N sei a,, = foﬂﬂ cos™(x)dx. Zeigen Sie:

1
(a) Upio = Zi 5 fur alle n € N.
Tipp: Zeigen Sie mittels partieller Integration: a,. = a, — ‘;"If
(b) ap =%, a; =1 und
n+1)-apy - ap :g fiir alle n € N.
(c) Upro < api1 < ay, fiir alle n € N und lim,,_, “221 =1.
- 4k*
(d) g = lim H 1 (Wallissches Produkt).

(6=241+142 Punkte)

Aufgabe 34) Wir benutzen die Notationen aus Aufgabe 33). Zeigen Sie:

(a) Die Funktionenfolge

2 n
fni R=R, z+— (maX{O; 1_ac_}>
n

ist eine monoton steigende Folge, die punktweise gegen die Funktion f(x) =
exp(—z?) konvergiert.
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(€  lim [ fi@)dz = nm\/f.%.L _ g

n—oo 0 n—oo

(6=2+42+2 Punkte)

Aufgabe 35) Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(a) Zeigen Sie, dass fiir eine nichtleere Teilmenge A C X die Abbildung

d(.,A): X —->R, z—dz A =infd(x,a) stetig ist.

acA

(b) Zeigen Sie, dass fiir n € N durch f,(x) = max{0, 1 —n -d(z,A)}
eine monoton fallende Folge von stetigen Funktionen auf X definiert wird,
die gegen die charakteristische Funktion x4 des Abschlusses A von A in X
konvergiert. Dabei ist

A = {a € X| Es gibt eine Folge (a,) mit a, € A und lim a, = a}.

n—oo

(c) Falls B(X) = C(X) aus den stetigen Funktionen auf X besteht, zeige
man, dass die charakteristische Funktion xy einer Menge Y C X genau dann
zu B~ (X) gehort, wenn Y in X abgeschlossen ist.

(6=2+42+2 Punkte)

Aufgabe 36) Betrachte die natiirlichen Zahlen X = N als metrischen Raum
mit der von R induzierten Metrik d(n,m) = |n — m)|.

(a) Was ist C.(X)? Zeigen Sie: die Linearform I : f +— " _ f(n) ist ein
Daniel-Integral.

(b) Zeigen Sie: eine Funktion f : N — R ist genau dann beziiglich der
Linearform I Daniel-Lebesgue-integrierbar, wenn die Reihe

> (k)

00
k=0

absolut konvergiert. In diesem Fall konvergiert die Reihe gegen I(f).
(6=2+44 Punkte)



