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Bearbeiten Sie drei der vier Aufgaben!

Aufgabe 5) Zeigen Sie: für y ∈ (0,∞) konvergiert die Reihe

∞∑
k=0

2

2k + 1
·
(

y − 1

y + 1

)2k+1

gegen log(y). Die Konvergenz ist gleichmäßig auf jedem abgeschlossenen
Intervall I ⊂ (0,∞).

(4 Punkte)

Aufgabe 6) Zeigen Sie:

a) Für normierte Vektorräume V1, V2 ist

L(V1, V2) = {l : V1 → V2 | l ist linear und stetig }

zusammen mit der Norm ‖.‖ : l 7→ ‖l‖ ein normierter Vektorraum.

b) Ist V2 ein Banachraum, so ist auch L(V1, V2) ein Banachraum.

c) Ist V ein Banachraum und A ∈ L(V, V ), so konvergiert die Reihe

exp(A) =
∞∑

k=0

1

k!
Ak,

wobei Ak = A ◦ A ◦ . . . ◦ A die k-fache Komposition von A mit sich ist.

(6=2+2+2 Punkte)
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Aufgabe 7 ) Für eine Folge ai reeller Zahlen definieren wir:

M1 = {r | r ≥ 0 und
∞∑
i=0

|ai| · ri konvergiert }

M2 = {r | r ≥ 0 und
∞∑
i=0

ai · ri konvergiert }

M3 = {|r| | r ∈ R und
∞∑
i=0

ai · ri konvergiert }

M4 = {|r| | r ∈ R und ai · ri ist Nullfolge }
M5 = {r | r ≥ 0 und |ai| · ri ist beschränkte Folge }

a) Zeigen Sie: M1 ⊂ M2 ⊂ M3 ⊂ M4 ⊂ M5.

b) Zeigen Sie: sup M1 = sup M2 = sup M3 = sup M4 = sup M5.

c) Geben Sie für j = 1, 2, 3, 4 Folgen reeller Zahlen (aj
i )i≥0 an, für die jeweils

Mj+1 6= Mj gilt.

(6 = 2+2+2 Punkte)

Aufgabe 8) Mit den am Anfang von Kapitel 17 definierten Bernoullipoly-
nomen Bn(t) bilden wir für t, z ∈ R die Reihe:

ft(z) =
∞∑

n=0

Bn(t) · zn

n!
.

a) Zeigen Sie, dass für jedes t ∈ R und jedes a > 0 die Reihe gleichmäßig in
z ∈ [−a, a] konvergiert.

b) Zeigen Sie: ft(z) ist in der Variablen t differenzierbar, und es gilt

∂ft(z)

∂t
= z · ft(z).

c) Zeigen Sie:
∫ 1

0
ft(z)dt = 1 für alle z ∈ R.

d) Zeigen Sie:

ft(z) =
z · etz

ez − 1
für z 6= 0, ft(0) = 1.

(6=2+1+1+2 Punkte)
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