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Bearbeiten Sie drei der vier Aufgaben!

Aufgabe 1 ) Zeigen Sie: Sind Vi, V3, V3 drei normierte Vektorrdume und
Ly : Vi — V5 sowie Ly : Vo — Vi3 stetige lineare Abbildungen, so ist auch
L = Lyo Ly : V} — V3 eine stetige lineare Abbildung, und es gilt:

LI < (1Lafl - ([ Zall-
(4 Punkte)

Aufgabe 2) a) Zeigen Sie: Fiir alle Paare (z,y) € R? mit 22 + y? = 1 gibt
es genau ein ¢ € [0, 27) mit x = cos(¢), y = sin(¢).

b) Zeigen Sie: fir z =z + iy € C mit z,y € R gilt:

exp(z) = exp(x) - (cos(y) + i - sin(y)).

c) Zeigen Sie: die Abbildung exp : C — C* = C — {0} ist surjektiv; es gilt
genau dann exp(z;) = exp(z2), wenn es n € Z gibt mit 2o = 2z, + 2min.

(6=242+2 Punkte)

Aufgabe 3) Die Abbildung f : R? — R sei definiert durch:

o
flz,y) = Y i (z,y) # (0,0) und f(0,0) = 0.

x2_|_y2

a) Zeigen Sie, dass fiir jedes feste y die Funktion = — f(z,y) stetig differen-

zierbar ist. Bestimmen Sie die Ableitung f,(z,y) = %(m, Y).
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b) Zeigen Sie, dass fiir jedes feste x die Funktion y — f(z,y) stetig differen-

zierbar ist. Bestimmen Sie die Ableitung f,(z,y) = %(x, Y).

c) Zeigen Sie, dass fiir jedes feste + € R die Funktion y — f.(x,y) stetig
differenzierbar ist und dass fiir jedes feste y € R die Funktion = — f,(z,y)
stetig differenzierbar ist.

d) Bestimmen Sie die Ableitungen von y — f,(0,y) und von = — f,(x,0) im
Nullpunkt.

(6=2-+142+1 Punkte)

Aufgabe 4) Fiir vorgegebene k,ap,a; € R werde die Folge a, rekursiv
definiert durch:

nn+1)—k
n+2)(n+1)

(pio = ( ~a, firn>0.

a) Zeigen Sie, dass es fiir jedes k € R ein ng € N gibt, so dass |a, 42| < |ay|
fir alle n > ng gilt.

b) Zeigen Sie, dass die Reihe

fl@) =) an-a"

fiir alle z € (—1,1) konvergiert und dass die Grenzfunktion f zweimal stetig
differenzierbar ist und die Differentialgleichung

(1—2?) - f'(x) = 22f'(z) + k- f(x) =0 erfiillt.

Zusatzfrage: welche Besonderheit ergibt sich, wenn k von der Form k =
m(m + 1) mit m € N ist?

(6=2+44 Punkte)



