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Bearbeiten Sie drei Aufgaben:

Aufgabe 47) Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte, wobei a > 0 eine
reelle Zahl sei:

A(a) = lim /a B(a) = lim n- ({/a —1)

n—oo n—oo

C = lim (n (\’Vﬁ— 1) —logn) D(a) = lim n2~(C/a— "Rl/a)

n—oo n—o0

(4 Punkte)

Aufgabe 48) Ist f : I — R eine zweimal differenzierbare Funktion, so heifit
(x, f(x)) ein Wendepunkt des Graphen von f, wenn f”(z) = 0 gilt.

Berechnen Sie die Wendepunkte und die Steigungen der Wendetangente fiir
die Funktionen:
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fi:R—=R, x—e™, fo:(0,00) =R, x+— Va3 —222+5x
(4 Punkte)

Aufgabe 49) Fir a € R definieren wir f, f, : R — R durch:
fal@)= fi(x)=
fo(@) =—[ (@) =|x|*  firz<0;

f30) = fa(0)=0.

N . _
Y
|| fir x > 0

(a) Zeigen Sie, dass f;F und f, genau dann stetig sind, wenn a > 0 gilt.
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(b) Sei n < aw < n+ 1 mit n € N. Zeigen Sie, dass f} und f, genau n mal
differenzierbar sind.

(4=1+43 Punkte)
Aufgabe 50) Seien ¢, s : R — R differenzierbare Funktionen, fiir die gilt:
(%) s =c, d = —s, s(0) =0, c(0) = 1.

(a) Zeigen Sie, dass c(x)? + s(z)? = 1 fiir alle x € R gilt und folgern Sie
daraus, dass |c¢(z)| < 1 und |s(z)] <1 fiir alle x € R gilt.

(b) Zeigen Sie, dass s(z) > 0 fiir alle z mit 0 < x < 2 gilt, und dass ¢(2) < 0
ist.

(c) Zeigen Sie, dass ¢ im Intervall [0, 2] genau eine Nullstelle 2y hat und dass
fiir diese Nullstelle s(zg) = 1 gilt.

(d) Zeigen Sie von einer der beiden folgenden Gleichungen, dass sie fiir alle
x € R gelten:

s(x) = ;H)”-m ox) = g—m- (;’n)!.

(e) Folgern Sie, dass das Paar (s,c) durch die Gleichungen (*) eindeutig
bestimmt ist. Zeigen Sie, dass fiir alle x € R gilt:

s(—x) = —s(z)  und o(—1) = c(z)
s(x 4+ x9) = c(z) und c(x+ ) = —s(x)
(f) Mit ™ = 2 - 2 zeige man:
s(r+7) =—s(z), clz+r)=—clz) firallezeR

0<s(z)<1 fir 0 <z <.
(7 =142+1+41+41+1 Punkte)



