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Aufgabe 11) Sei K ein algebraischer Zahlkörper, p ⊂ OK ein Primideal,
K̂ = K̂p sei die p-adische Komplettierung von K, m ⊂ OK̂ das von p erzeugte
maximale Ideal. Zeige, dass für alle n ∈ N die Abbildung OK ↪→ OK̂ einen
Isomorphismus

OK/pn →̃OK̂/mn

induziert.

(4 Punkte)

Aufgabe 12) In den Bezeichnungen von Aufgabe 11) sei 2 /∈ p sowie a ∈ O∗
K̂

vorgegeben. Sei b ∈ OK̂ mit b2 − a ∈ m.

Zeige: die durch

x0 = b, xn+1 =
x2

n + a

2xn

rekursiv definierte Folge ist eine Cauchyfolge in K̂, und für ihren Grenzwert
β = limn→∞ gilt: β2 = a.

Tipp: leite rekursive Formeln für |xn|p und |x2
n − a|p her. (4 Punkte)

Aufgabe 13) In den Bezeichnungen von Aufgabe 11) sei q = N(p) =
#(OK/p). Für a ∈ O∗K sei Ma = {α ∈ OK̂ |α ∼= a mod m}.

(a) Zeige, dass F : x 7→ xq eine kontraktive Selbstabbildung von Ma ist.

(b) Zeige, dass sich jedes Element a ∈ O∗K eindeutig in der Form a = ζ · b
mit ζq−1 = 1 und b ∈ M1 darstellen lässt.

(4=2+2 Punkte)
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Aufgabe 14) Konstruiere explizit eine Folge ganzer Zahlen xn ∈ Z mit∣∣∣∣xn −
1

7

∣∣∣∣
5

≤ 1

5n
und

∣∣∣∣xn −
1

5

∣∣∣∣
7

≤ 1

7n
.

Tipp: man konstruiere zunächst Folgen yn bzw. zn, die nur eine der beiden
Ungleichungen erfüllen. Dann konstruiere man Folgen αn, βn ∈ Z mit

5nαn + 7nβn = 1

und betrachte die Folge

xn = 5nαnzn + 7nβnyn.

(4 Punkte)
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