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Der Tangentialraum des Thetadivisors

Im folgenden sei (X,©) eine unzerlegbare hauptpolarisierte abelsche Varietit.
Dann ist der Thetadivisor © irreduzibel (dies ist sogar dquivalent zu unzerlegbar;
siehe Marini p.21). Beachte ©, = © <= z = 0, da © eine Hauptpolarisierung
X = X definiert. Bis auf eine Translation gilt dann © = (#) fiir die Riemannsche

Thetafunktion
9(2) _ Z eﬂz(n’7n+2n’z) )
nez9

Wegen 6(—z) = 0(z) ist © symmetrisch.
Lemma: Fiir D € Lie(X) gilt

Do(z)
0(2)

@
¢(z+7) = ¢(2) + Dlog(f)(2,7) -

Hierbei hingt Dlog(f(z,7)) nicht von z ab. Also ist ¢(z) affin C-linear (Ablei-
tungen sind konstant). Dann ist ¢(z) aber konstant, denn ¢(z) invariant ist unter
n € Z9. Ein Widerspruch zu Dlog(f(z,7)) = 2i¢mm’D (im Fall D # 0).

Beweis: Anderenfalls wére

(z) holomorph auf C9 mit

Benutzte Notationen: 0(z + v) = f(z,7)0(z) mit f(z,v) = exp(imm/tm +
2imm/z) fiir ¥ = n + m7 aus dem Periodengitter I' = Z9 + Z97.

Folgerung: Der Nullstellenort' von 0 und DO definiert einen Divisor DO
DOSOCX
der Dimension g — 2 fiir jedes nichtverschwindende D € Lie(X).

Beachte (D0)(z +v) = D(f(z,7))0(z) + f(z,7)(D0)(z). Es gilt daher sogar
Db|e € H°(©,0(0)).

Singularititen: Nach Ein-Lazarsfeld hat ©;,,, Kodimension 2 in ©. Insbesondere
ist © normal. Beachte

T(©), = Kern (gmd(G)(m))

Die Gleichung D6 = 0 ist nicht wohldefiniert in X, aber wohldefiniert in © C X.
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fiir den Gradient grad(6(z)) = (016(z), ..., 0,6(x)) beziiglich der Standardbasis
des CY. Also gilt D € T(©), <= DO(x) = 0(x) = 0 fir D € Lie(X). Dies
bleibt richtig, wenn man © durch ein Translat ©,, ersetzt

Folgerung:

D eT(0,), = zecDO,|.

Adjunktionsformel: J = O(—0) gibt J/J? = Og(—0), also (J/J?)V = Og(O)
(Normalenbiindel). Somit ist wg = Og(O) die dualisierende Garbe von ©.

“Lemma: Die natiirliche Abbildung D — D0|g induziert einen Isomorphismus

Lie(X) = H°(©,0(0)) .

Injektivitdt: (D6) 0= 0= D =0.

Surjektivitit: Wegen H°(X, 0(0)) = C-fund 0 — O % O(0) —> 0o (©) — 0
sowie H'(X,0(©)) = 0 ergibt sich der Isomorphismus

H°(©,06(0)) = H'(X,0) = C7.

Bemerkung: Man erhilt eine ‘bemerkenswerte’ Gaussabbildung?

Oreg PI1(C) .

Nach dem folgenden Satz von Ein-Lazarsfeld gilt (!)

dzm(@smg) S g — 3

fiir unzerlegbares X. Insbesondere ist daher © als vollstindiger Durchschnitt
normal und Cohen-Macaulay.

Lemma: D:0© C D,0 im schematischen Sinn impliziert D1 = D..

Beweis: Folgt aus CDfg — H°(0,w) — H°(DO,w) — CI — Clthe/2 —

2Man kann zeigen, dass die Gaussabildung dominant ist.
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Riemann-Roch

Sei C ein glatte irreduzible Kurve und sei © = W,_; + « ein geeignetes Translat,
dann gilt nach Riemann

{11»'1, ceey J}g} = 0N 630
fir alle x € X = Jac(C) in allgemeiner Lage. Weiterhin gilt
T+ ...+ x4 = x + const. € Pic(X) .

Vielfachheiten sind dabei zugelassen (Mumford Theta II, S.149). Das heisst das
Linienbiindel x wird representiert durch den Divisor

D=xz+..+x4

vom Grad ¢ auf C'. Anders formuliert 77(C' N ©,) = x + const. oder

Riemann-Roch: a(C, 0) = idy.

Bemerkung: Mit Hilfe von Fay 2.10, Formel 38 oder Mumford Tata II, 3.224 und
3.226 Formel (1b) erhélt man damit folgendes bemerkenswerte Bild!




Riemannsche Thetarelation
Aus der Transformationsformel folgt
Iz — )z +¢) € H'(X,0(20)) .
Also 9(z — O)9(z + ¢) = 32, ei(O)Ui(2) fiir geeignete 9; € HO(X,0(20)). Die

linke Seite ist symmetrisch in z und (. Bei geeigneter Wahl (Diagonalisierung)
gibt es daher N + 1 linear unabhingige 9;(z) € H°(X,0(20)), so dass gilt

— —

0(z — )0z +¢) = S, 0:(O)il2) = U(C) - () |.

Hierbei bezeichne J(z) die vektorwertige Funktion mit den Komponenten 9;(z).
(Die genaue Rechnung zeigt N +1 = 29, was wir aber nicht brauchen. Ausserdem
dim(H°(X,0(20))) = 29 mittels Riemann-Roch oder Fourierreihen).

Die Kummerabbildung

Wie bisher sei (X, ©) unzerlegbare ppav. Mit Hilfe der C¥+!-wertigen Funktion
Y(2) auf CY definiert man die Kummerabbildung

K:X — PYN(C).

Es ist wohlbekannt, dass diese Abbildung glatt ist ausserhalb der 2-Torsionspunkte
in X[2] und dass auf dem Niveau der C-wertigen Punkte gilt

K(X)(C)2X(C)/+ .
Beweis: U((;) = A - U(Co) liefert (; = +(, mittels der Riemannschen Thetarelati-

on. Benutze auf der linken Seite, dass © irreduzibel und prinzipal ist.

Das Artinschema Y': Die 2-Torsionspunkte in X sind ausgezeichnet beziiglich der
Kummerabbildung. Fixiere einen, etwa Py = 0, im folgenden. Sei

Y = Spec(Cle]/e*) — X

(abgeschlossene Immersion) Artinsch mit Triager in Fy, d.h. in lokalen formalen
Koordinaten z; bei F,

Cllz1, .., 7)) » C+e-C+e*- C = Clg]/e*,
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sagen wir via z; — € - Dy; + €2+ Dy, fiiri = 1, .., g. das heisst

Y = Y(D,D,) , D;#0].

Die Immersionseigenschaft bedeutet Dy = (D1, .., Da,) # 0 fiir den zugehdrigen
Tangentialvektor D; € Lie(X). Insbesondere ist dann durch Translation in X ein
Jetfeld definiert mit dem Jet v + Y im Punkt v € X (C).

Definition: K, (u + Y') definiert ein Jetfeld entlang K (X) \ {K(X[2])}. Die se-
kanten Punkte u ¢ X|[2| sind die Punkte, wo der Jet linear im P™ (C) ist.

Genauer: Das Translat u + Y heisst sekant, falls gilt

K*(Z*OL) - Ou+y

fiir eine Gerade L. C PV (C) = |20).

Kurzschreibweise:

Umformulierung: Fiir nichtsingulires w ist das Jetfeld im Punkt K (u) durch die
Taylorentwicklung von 9(u + Dy + £2D,) gegeben, also durch

— — —,

Y(u) + (eDy +2Dy) - grad(V)(u) + §Hess( )(u)[D1e + Dac?

= J(u) + D), - grad()(u) + £ <D§ - grad () (u) + %Hess(ﬁ) (u) [Dl]) :

Dieser Jet ist genau dann linear im Punkt K (u), wenn es eine lineare Relation mit
(Ao, A1, A2) # 0 existiert

— — 1 —
Wegen der Riemannschen Thetarelation ist dies dquivalent zu

o + M Dy + Az(%Df D)0+ 00— —0.

(=u
Ausgeschrieben - nach der Substitution z — z +uund D = A\{ D1 + Ao Dy

Mo (2)024(2) + DO(2)02,(2) — 0(2) DOsy(2)
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—i—%[D%H(z)ng(z) + D10(2) D105y (2) + 0(2) D302,(2)] = 0 .

Behauptung: Ao # 0 (fiir u ¢ X[2)).

Beweis: Andernfalls wire D6 - 65, = 0 auf ©. Daraus folgt entweder D = 0 oder
2u = 0 (letzteres widerspricht der Annahme v ¢ X[2]). Aus D = Ound Ay = 0
folgt das Verschwinden von )\, und damit aller \; = 0. Ein Widerspruch. Damit
ist die Behauptung bewiesen.

Einschrinken der Relation auf © N O, zeigt, dass D10(z) D165, (2) € (0, 6,) auf
O N O4, im schematischen Sinn verschwindet. Es folgt

Lemma: Ist u ¢ X|[2] sekant beziiglich Y = Y (D1, D) mit Dy # 0, dann gilt
schematisch

1©N6,, C DIOUD;6,,].

Bemerkung: Umgekehrt folgt aus © N ©,, C D10 U D,0,, (fiir D; # 0) die
Existenz eines Dy € Lie(X) so dass u + Y (Dy, D,) sekant ist, wie man leicht
zeigt.

Satz von Welters: Hat die algebraische Varietdit
C={2ueX|3LCPY mit u+Y CK (L)}

positive Dimension, dann ist jede irreduzible Kurve C' C C eine glatte Kurve
durch den Nullpunkt Py (!), und es gilt (X, 0) = (Jac(C), Wy_1).

Der Beweis des Satzes erfolgt mit dem Kriterium von Matsusaka-Ran.

Beweisskizze: Wihle Kurve C' in der Varietit C und zeige fiir den Endomorphis-
mus

Oé(C, @) = ZdX .

Dazu zeigt man in einem ersten kohomologischen Schritt o(C, ©) = k-idx fiir ein
positives k£ > 0. In einem zweiten geometrischen Schritt wird x = 1 berechnet.
Dazu geniigt es D1a(C,©) = D; zu zeigen. Als Beiprodukt des Beweises ergibt
sich 2F) = 0 € (), denn anderenfalls wiirde gelten x = 0. Aus Matsusaka-Ran
folgt daher, dass (X, ©) die Jacobische von C'ist und C' glatt ist. Insbesondere hat
die algebraische Varietit C in der Formulierung des Welterschen infinitesimalen
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Kriteriums die Dimension 1, und bis auf endliche viele Punkte ist sie Vereinigung
von zu C' isomorphen Kurven®. Wie schliesst man die endlich vielen Punkte aus?
Mit Shiota nur, wenn diese ‘dick’ genug sind (fiir eine natiirliche Schemastruktur
von C sollte man C in K (X),, definieren).

Aus Shiota folgt
Theorem: HP-Hierarchie = dim/(C) > 1.

Pointe: Dann Shiota: Formale Losung folgt aus infinitesimaler Losung der Ord-
nung 3. Infinitesimale formale Losung in allen Ordnungen impliziert, dass die
algebraische Varietit positive Dimension hat.

Wir kommen nun zum eigentlichen Satz von Welters.

3Man kann zeigen, dass fiir glatte Kurven durch Null in C der Tangentialvektor in Null propor-
tional zu D; sein muss. Damit kann dieses Resultat noch verbessert werden.



Der kohomologische Schritt (nach Welters)
Beachte: ©, = O gilt genau dann, wenn = = 0 ist (Hauptpolarisierung). Also
0Nne, & 6 ¢ X
fiir # # 0 mit Chernklasse c/(©)? in X.

Fix- und Kofixkomponenten: Variiert x in einer Kurve C' (oder auch allgemeiner),
erhilt man eine Zerlegung des Divisors in Komponenten

ONe,=FaF(x) , 2#0

mit festem Divisor /' und einem beweglichen * Anteil F”(z) (F heisse Fixdivisor).
Analog definiert ©_, N © C O einen Divisor (den Kodivisor). Wieder hat man
©_,NO = F"® F(x) fir x # 0 mit einem festen Anteil (Kofixdivisor) und
einem variablen Anteil F'(z). Im allgemeinen hat man daher eine Zerlegung in
Komponenten

0N, =F& (F +z)® D(z)

mit einem Divisor D(z), so dass weder D(x) noch D(z) — z feste Komponenten
enthélt unter Benutzung folgender Konvention: Wenn F' unter C' translationsinva-
rianten Komponenten enthilt - jede solche Komponente ist invariant unter Trans-
lationen aus der von C' erzeugten abelschen Untervarietit von X - definieren wir
F" hierbei einfach so, dass wir die entsprechenden Komponenten weglassen und
nur in £’ + z zdhlen.

Beispiel: In der Situation des Satzes von Welters © N 0O, C D0 U D0, gilt
F2(©nNnO,)NDO®und F' 2 (6NO_,)N D;O. Somit gilt dann D(x) = ()
und (mit obiger Konvention)

ONO,=F® (F +uz).

Annahme: Wir nehmen nun an, C' sei eine Kurve in X so dass fiir 0 # x € C
der Divisor © N ©, = F & (F' + z) in den Fixdivisor und das Translat des
Kofixdivisors zerfillt. Dann gilt

a(C, ©) ein positives Vielfaches der Identitiit id .

4Man kann leicht zeigen, dass der bewegliche Teil immer nichtleer ist.
>Geht C durch Null folgt F, F' C DO (mengentheoretisch) fiir 0 # D € T'(C)g
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Bemerkung: Da «(C, ©) nur von der Chernklasse ¢/(C') von C' abhingt (siehe
Appendix), geniigt es fiir den Beweis zu zeigen

cl(C’):m-% , Kk>0].

Beweis: Die © N O, iiberdecken® O. Ditto fiir ©_, N O C O. Also hat man (obdA
sei F' nicht leer) eine Surjektion

—-CxF X x X
i '
(-C)+F=0 X

und folgende induzierte Abbildung ist ein Isomorphismus
H*7%(0,Q) = H**(C x F,Q) = H*(C,Q) ® H* *(F,Q) .
Hopfalgebra: Die Addition X x X — X induziert auf der Kohomologie eine
Abbildung H*(X) — H*(X) ® H*(X) und via Poincare Dualitit das *-Produkt
H*(X,Q) x H'(X,Q) — H*™(X,Q)
Es folgt fiir c/(C) € H*972(X,Q) und cl(M) € H*(X,Q)
A(C)*cl(F)=r1-c(©) , c(=C)*cl(F')=ky-cl(O).

Hierbei ist k; > 0 genau dann, wenn F' resp. F” nicht leer ist. Somit erhilt man
wegen cl(F)+cl(F') = cl(F+x)+cl(F') = cl(0)? und wegen cl(C) = cl(—C)
c(C) xcl(0%) = k3 -cl(®) , K3>0
fiir k3 = k1 + Ko > 0. Die Gleichung z * cl(0?%) € Q- cl(O) fiirz € H*97%(X,Q)
hat aber nur den eindimensionalen Losungsraum

Q-cl(ev )

Beweisskizze: *cl(©?) induziert einen Isomorphismus H297%(X, Q) = H?(X,Q)
(dualer Hard Lefschetz). Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe in elementarer linea-
rer Algebra.

® Andernfalls wire F'(z) konstant und ©,, N © konstant. Dies ist nicht mdglich. Man fiihrt dies
zuriick auf die Tatsache, dass Pic’(X) — Pic’(©) ein Isomorphismus ist fiir ¢ > 3. Benutze
0=H%X,L) — H°©,Le) — H' (X, Lw™!) = 0 (Kodaira vanishing) fiir £ € Pic’(X).
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Der geometrische Schritt (nach Marini)

Die Aussage

= [6n6,C D,6UDO,|

ist unter Translation von © invariant. Auch der Endomorphismus

a(C,0)=kr-idx , K>0

andert sich durch diesen Wechsel nicht.

Ausschluss des entarteten Falls: Betrachte D € Lie(X) und C. Sei

D,CCC

die Menge der Punkte in C, die tangential zu dem Fluss D; sind. Dies sind endlich
viele Punkte, da andernfalls C' eine elliptische Untergruppe von X wire, und da-
mit Bild(a(C, ©)) C C wire (Marini Lemma 0.26 part 2)) im Widerspruch zum
Ergebnis x > 0 des kohomologischen Schritts!

Vorbereitungen: Wir wollen nun den Thetadivisor um ein x € O,,, = —06,,
verschieben, so dass fiir den verschobenen Thetadivisor ©,) folgende zusitzlichen
Bedingungen (kurz ZsBd) erfiillt sind:

o C ; O, und die folgenden vier tangentiellen Bedingungen
O CNOyings =0 <= 2 ¢ C — Oy

® 20 =0€ 0O, &= 7€ O,y

® D, transversal zu 1(0,) <= = ¢ D,0

® DICNDB, =0« 2z ¢ D;C— DO,

Die Ausnahmemenge zu den Bedingungen 2-5 hat Dimension < g — 2 und ist
daher unproblematisch (im Fall 2 folgt dies aus dem Satz von Ein-Lazardsfeld).

Zur ersten Bedingung: Wir benutzen, dass die Differenzabbildung

A:CxO =X
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surjektiv ist. [Beachte, dass fiir z € X der Durchschnitt ©, N C nicht leer ist, da
© ample ist. Also z € C' — O].

Angenommen C' C O, fiir alle x € ©,.,4, dann enthilt
A={z e X |CCO,}

alle Punkte von ©,.,, und hat damit die Dimension > ¢ — 1. Dann erfiillt die
Differenzabbildung
A:CxO —X

aus Dimensionsgriinden die Eigenschaft

AT (A)=0x06,
denn die Fasern iiber A haben Dimension > 1. Wegen dim(A) > g — 1 folgt
dim(A) =g —1

und
C-0=A.

Ein Widerspruch. Dies zeigt ZsBd 1.

Wir nennen nun den verschobenen Thetadivisor wieder © der Einfachheit halber.
Endlichkeit: Der Schnitt © N C' ist endlich nach ZsBd 1.

Aus den zusitzlichen Bedingungen ZsBd 4,5 folgt

Behauptung: Schneiden sich C und © im Punkt 2P, = 0, dann schneiden sie sich
transversal im Punkt 2Py, und dieser Punkt ist glatt in C' und ©.

Es ist a priori nicht klar, ob dieser Fall iiberhaupt vorkommt. Wir werden aber in
Kiirze zeigen, dass Py = 0 in C liegen muss! Angenommen 0 liegt in C'. Dann ist
0 € © N C und die Taylorentwicklung in Freitag’s Vortrag zeigt

0£C-D;, = T(C)ol.

Nach ZsBd 4 gilt

Dy ¢ T(©)].
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Ausserdem ist © glatt im Punkt Null (ZsBd 3) wegen 0 € ©,.,.
Behauptung: Sei 0 # x € C' N O ein anderer Schnittpunkt. Dann gilt

D, €T(O),
und x ist ein glatter Punkt von C und ©.
Beweis: Wegen 0 € O (ZsBd 3) und = € O folgt dann

reEONO,,
also wegen C' > x # 0

re®©nO, C DIUDO,.

Wegen 0 # 2 € © N O, und v € © N C gebt es dann nur folgende Alternative
1.Fall: x € D1© <= (z, D) € T(O),.

Nach ZsBd 2 ist z in O ein glatter Punkt! Nach ZsBd 5 schneiden sich C' und ©
in z, so dass z ein glatter Punkt’ von C' und X ist. Beachte D; liegt also jetzt im
Tangentialraum von © und nicht im Tangentialraum von C, gerade anders herum
als im Nullpunkt.

[2.Fall: x € D10, <= 0 € D0 < D, € T(0),.

Ein Widerspruch zu ZsBd 4! Also kommt der 2.Fall iiberhaupt nicht vor.]

"Marini behauptet, dass aus ZsBd 5 automatisch die Transversalitit des Schnitts folgt. Dies
sehe ich nicht. Es scheint mir aber auch nicht nétig zu sein dies anzunehmen. Siehe dazu die
Rechnungen zum Verschwinden der lokalen Beitriige von «(C, ©) im Appendix.
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Abbildung 1: Der Nullpunkt
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Die Formel fiir D,«(C, O)
Fiir D; € Lie(X) gilt jetzt

D1a(C,0) = fim L72lC - (Osn, = ©))

6—0 )
xeCNO

Fiir alle Punkte z € C'N O fiir die D, € T(0O), liegt ist der Summand Null. Es
folgt entweder
0¢CNO = Da(C,0)=0

(im Widerspruch zu « = & - idx, k # 0), oder somit erzwungen
2P0 - O € C N @

mit
Tro(C - (Osp, — ©))

5 .
Wegen der Transversalitét des Schnitts C' N © bei 2P, = 0 und

DlOé(C, C"‘)) = (lgll)%

D, € T(C)O
ist Tro(C - (© S oD 0
lim ro(C - (Osn, —0)) _ lim ———— = Dy = Dyidy .
§—0 1) 6—0 1)

Wegen Dya = Jac(a)(Dy) folgt 2Py = 0 € C' N O und

)

denn o(C,0) = k- idx mit K > 0. Also D1a(C,0) = k- Dyidy = kD;. Da
wir andererseits gezeigt haben D;a(C,0) = 1,0 (je nachdem ob 2P, € C' N O
oder nicht, folgt « = 1 und 2F, € C'N O wegen des kohomologischen Kriteriums
(k > 0).
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Abbildung 2: Die anderen Punkte
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Appendix zu den verschwindenden lokalen Termen®

Man kann «(C, ©) fiir
1:C—X

auch so definieren, dass man das Linienbiindel L = Lg des Divisors O betrachtet.
Dann gilt

Lemma:

a(C,0)(x) =i (i*(L, @ L)) |.

Hierbei sind i* : Pic®(X) — Pic’(C) und i, : Alb(C') — Alb(X) die kanoni-
schen funktoriellen Abbildung.

Beachte Pic®(Y) = HY(Y,0)/HY(Y,Z) und AIb(Y) = QYY)*/H,(Y,Z) fiir
projektive glatte Varietiten. Fiir die Kurve ist C' dabei gegebenfalls durch die
Normalisierung zu ersetzen und ¢ durch die Zusammensetzung. Beachte dann
Alb(C) = Pic(C) und Alb(X) = Pic’(X), letzteres da X hauptpolarisiert ist.
Die obige Formel folgt unmittelbar aus a(C, ©) = 7,1~ 'i*);, aus dem Diagram

YL

Alb(X) =X = X = Pid®(X) .
i Q a(C,0) i*
AI(C) v Picd(C)

Die Polarisierung v auf Jac(C') wird in kanonischer Weise vom Cupprodukt auf
H'(C,Z) induziert.

Beweis: Der Schnittdivisor C' N ©, wird durch seine Klasse i*(L,) und die
Spur durch i, (i*(L,) — deg(i*(L,)))O(P). Die Zahl d = deg(i*(L,))) hidngt
nicht von x ab, und P ist ein fixierter Punkt Hilfspunkt auf C. Durch dieses
Ansatz ist «(C, ©) auch ‘explizit’ erklirt in den Fillen, wobei C' den Divisor

8Dieser Abschnitt ist tentativ und bedarf noch genauerer Priifung
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O tangentiell beriihrt, aber nicht in © enthalten ist. Beachte, dass die untere
Abbildung die Klasse eines Linienbiindels £ links abbildet auf die Linearform
A swe>n, flf” w, wenn L zu O(D), D = > n, - [P,] isomorph ist. Das
Bild unter Albanese Abbildung i, ist gerade die Spur ) | n, - i(P,) € X(C).

Korollar: «(C.0) =idy = (X,0) = (Jac(C),W,_4).

Beweis: Ist « = a(C,0©) = idx, dann ist obiges Diagram kommutativ! Insbe-
sondere splittet Jac(C) = i*(X) @ Kern(i,). i*(X) und Kern(i,) sind ortho-
gonal beziiglich ¢ wegen der Definition der Abbildungen 7, und ¢* in Termen
von Poincare Dualitit (sieche Milne, Etale cohomology S. 283, Remark 11.6). Die
Kommutativitéit des obigen Diagrams zeigt daher, dass die Splittung mit der Po-
larisierung vertriglich ist (Jac(C'),v) = (X, ¢r) & (Kern(i.),?). Daraus folgt,
dass der Theta Divisor W,_; von Jac(C') reduzibel wire, falls Kern(i*) # 0. Ein
Widerspruch. Also ist ¢* ein Isomorphismus polarisierter abelscher Varietiten.

Lokale Beitriige: Wir betrachten nun den lokalen Fall, wo C' den Divisor © mit
hoherer Multiplizitit in einem Punkt P beriihrt. Wir nehmen an P € ©" und
P € C". Dann ist die lokale Gleichung von © obdA z, = 0 fiir holomor-
phe Koordinaten bei P. Die Kurve ist gegeben durch x(t) = (x1(t), .., z,(t)) mit
z,(t) = cet® + O(t*™) und ¢, # 0 (e ist die Beriihrordnung). ObdA dann durch
Abéndern des lokalen Parameters ¢ von C' bei P

z(t) = (x1(t), ..., xg-1(t), 1) .

Wir verschieben nun © um 0D; entlang eines Tangentialvektors Dy # 0. Wir
erhalten als Gleichung fiir den Schnittpunkt ¢ auf C'

t° = Z ai5i s
=10
fiir ein 79 > 2 mit a;, # 0. Also
t = (00/(0)

fiir die e Einheitswurzeln. Dies definiert einen F' = C((5'/¢)) rationalen Divisor
vom Grad e welcher der Beitrag in der Nihe von P des Divisors

i*(0,) € C°
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(definiert mittels C' x x ©,.) darstellt. Die Abbildung 7, faktorisiert iiber
C* — C/S; — Alb(C) — Alb(X) .
Der lokale Beitrag bei P faktorsiert daher iiber
C¢— C°/S, — Alb(C) — Alb(X) .
Der F' = C((6%/¢)) wertige Punkt von C* definiert durch
(21, .0y 20) = (G0, ..., (.6%/¢)

geht bei der ersten Abbildung auf (0(z2),...,0.(2)) = (0, ...,0,%c°) € F°in
lokalen Koordinaten. Es folgt fiir den lokalen Beitrag bei P

apsp, (C,Osp, ) (x) = O(6™)
fiir 7o > 2. Somit

T . _
D1QP<G, @) _ (152% TI(C (25D1 6))

=0,
falls D; € Tp(O).

Lemma: Ist P € C™9 N O™ und C £ ©. Dann verschwindet fiir Dy € T(0)p
der lokale Beitrag von o(C, ©) bei P

Dlozp(C', @) =0].

Lemma: Ist i : C — X eine irreduzible projektive Kurve. Dann ist o(C, D)
durch die Chernklasse cl(C') € H*¥ (X, Q(g — 1)) sowie die Chernklasse von
O eindeutig bestimmt.

Beweis: Wir haben o = «(C, ©) also Komposition von Homomorphismen zwi-
schen abelschen Varietiten geschrieben. Homomorphismen sind durch ihre Kennt-
nis auf den Torsionspunkten eindeutig bestimmt. Insbesondere o« € End(X) ist
durch seine Wirkung oy, auf X, festgelegt. Beachte die kanonischen Isomor-
phismen X,,, = Hy(X,Q)/H;(X,Z) und X,,, = HY(X,Q)/H'(X,Z). Die
waagrechte Abbildung wird von der unimodularen Polarisierungspaarung des Di-
visors © induziert, welche man auch als einen Isomorphismus Ag : Hy(X,Z) =
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H'(X,Z) auffassen kann wegen H'(X,Z) = Hom(H,(X,Z),Z). Man erhilt
also folgendes kommutatives Diagramm

Ao

Hl(X,@/Z):Xtor ~ XtoT:Hl(XaQ/Z>

Hﬂi)T lHl(i)

H1<Cv Q/Z) = Alb(o)tor < Pico(c)tor = Hl (Cv Q/Z)

Der untere Isomorphismus wird durch Poincare Dualitit gegeben. Im Falle der
Kurve sind wir in der mittleren Dimension und haben eine unimodulare cup-
Produkt Paarung H*(C,Z) x H'(C,Z) — Z, welche einen kanonische Isomor-
phismen H,(C,Z) = Hom(H'(C,Z),Z) = H'(C,Z) definiert. Man erhilt da-
her durch Ubergang zum [-adischen Tatemodul 7;(X) folgende Push-Pull Formel
fiir die Wirkung von a auf 7)(X) = H>""(X,Q,). Wir sind iiber C und igno-
rieren daher Tate-Twists! Dann ist « die Zusammensetzung der Polarisierung und
des Cup-Produkt mit der Chernklasse cl(C) € H> (X, Q)

Ao

—U cl(C)
Ti(X) = HZ (X, Q) ~ HL(X,Q)

Hgiq_l(Xv Ql) :

Siehe Milne, Etale cohomology, prop.6.5(a) S.250 im Fall, wo C' glatt in X ist.
Den allgemeinen Fall erhélt man, indem man C' eingebettet desingularisiert in X
(es geniigen einfache Aufblasungen, welche C' durch die Normalisierung C—X
ersetzen mit H,(X,Q;) — H(X,Q;). So wird die Aussage im allgemeinen Fall
gezeigt.

Bemerkung: Die Wirkung auf der Kohomologie sollte sich daher als Zusammen-
setzung des Cupprodukt mit der Chernklasse von C' mit dem dualen Lefschetz
Operator von ©

Hl (X7 R) U c(C) H29—1 (X) R) c(g9)-Ae

HY(X,R)
fiir eine universelle Konstante ¢(g) > 0. Sicherlich ldsst sich dies einfach direkt

ohne den Umweg iiber die etale Kohomologie zeigen mit Hilfe von Strémen mit
Triiger in C' etc. zur Beschreibung der Abbildung H!(i,).
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Die KP-Hierarchie
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Der Satz von Shiota

Wir betrachten eine beliebige nichtzerlegbare ppav (X, ©), deren Thetafunktion

0(z) die folgende KP-Gleichung erfiillt

Py(z)=0, z€ CY

Hierbei ist P3(z) der kleinste nichttriviale Spezialfall der Ausdriicke P,,(z), die

wie folgt definiert sind.

Zur Erinnerung: Im Fall einer Jacobischen X = Jac(C) liefert die Sekantenbe-

dingung die Taylorbedingungen entlang eines analytischen Kurvenstiicks in C'

(=0

Pu(2) = [AnDy = 8piBy + Y dZAm_Z-] 0+ 00— =0
=3

(Ableitungen nach ) fiir Parameterdarstellung > D; - €' der Kurve C, wobei

B Dil .. DZ
Ap = AT
il 1,
1424 .nin=n 1 n

Beispiele: Ag =1, Ay = Dy, Ay = Dy + $D7 und

1
As = 6Di’+DlDQ+Dg.

Es gilt dann im Fall m = 3

A3A1 — AQAQ + d() = —%D% — D% + D3D1 + d() .

Die KP-Gleichung fiir die Riemannsche Thetafunktion (das heisst der kleinste Fall
m = 3; beachte m = 2 ist trivial) lautet daher (nach Reskalieren D, — 2D, und

do — —%do was die Gleichung einfacher macht)
Py(z) = D10-0—4D3}0- D10+ dob - 0 + 3D370 - D36
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Bemerkungen:

e Per Definition dndert sich P,,(z) nicht, wenn man (D1, .., D,,,) durch (—Dy, .., —D,,)
ersetzt.

e Beachte
Pn(2) € H(X,0(20))
wegen 0(z+C+7)0(z —(+7) = f(2,7)%0(z + ()0(z — ¢). Dies gilt dann
auch fiir alle Ableitungen nach ¢ (in einem beliebigen Punkt { = 2u).

Satz von Shiota: Ist (X, 0) unzerlegbar, dann impliziert die KP-Gleichung Ps(z) =
0 alle hoheren K P-Gleichungen P,,(z) = 0 fiir m > 3 bei geeigneter Wahl der
d; € C,i > 1und D; € C9,i > 4. Insbesondere ist daher (X, ©) eine Jacobische.

Kohomologischer Bootstrap

Sei

D16 := {0 =0}N{D:6 =0}

im schematischen Sinn (Idealgarbe erzeugt von 6 und D;0). Beachte D,0|o €
H'(©, 06(©)) definiert das Schema D;© (Cohen-Macaulay).

e Der Automorphismus z — —z von X operiert auf dem Schema, und erhlt

tibrigens den Schnitt P, (2).

Einschrinkungslemma:
S e Kem(HO(X, 0(20)) — H°(D, 6, oDle(z@)))
impliziert die Existenz von E € C9 = Lie(X) und d € C, so dass

S+2(EDy0-0— EO-Dy0) +do* =0 € H°X,0(20)).

Beweis: 0 — Og(0) — 0g(20) — Op,e(20) — 0 mit der ersten Ab-
bildung 1 +— Difle, und 0 — Ox(0) — Ox(20) — 0g(20) — 0 lie-
fern Kern(resg) = C - 60) und Kern(resp,e) = D10 - H'(©,w) = D40 -
{E0} periex)- O
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Das Einschrinkungsargument: Beachte P = A, D1 —A,,_1Ao+> " o diA,; =

)

Dle -+ dm + S(Dmfl, ceey Dl> dmfl, N, dd) Also gllt

Pp(2) =S +2(DywD10 -0 — D,,0 - D16) + d,,0°

fireinS = S(Dy_1, ..., D1,dmm_1,..,d3)0(24+)0(2—()|c = 0 € H(X,0(20)),
welches nur die Operatoren Dy, ..., D,, 1 und die konstanten djs, .., d,,_; invol-

viert.

Aus dem Einschrinkungslemma folgt die Aquivalenz folgender Aussagen
P,.(z) = 0 auf X (fiir geeignetes D,,, und d,,)

P,(z) =0auf D,©

S(Dp-1, .., Didy—1,..,ds)(z) = 0 auf D;©

Fiir den Beweis des Satzes von Shiota geniigt es daher, wenn P;(z) = ... =
P,,_1(z) = 0 impliziert, dass der Schnitt S oder &dquivalent P,,(z) nach Ein-
schrinken auf D0 verschwindet! Dann kann man ndmlich wegen dem Ein-
schrankungslemma D,,, und d,, finden so dass P,,(z) auf X identisch verschwin-

det.

Lemma(Arbarello-deConcini): P, (2) + A1 Pp—1(2) + ... + A Po(2) ist gleich

1
<A1Am6 O A0 Ale) -3 (D%Am,le 042D Ay 10Dy — A0 D%@)

- (DgAm_le -0 + Am_10 : DQ@) + Zm: ciAm_,H -0 .
1=3

Beweis: Eine Potenzreihenidentitit, die fiir alle Funktionen gilt.

Einschrinken auf den Thetadivisor ©: Auf O sind alle durch 6 teilbare Terme

Null.

(%)m

Das heisst auf © gilt

S AP, (2) = —Di6- (Ame + DlAm_10> YN (—%D%Q n D20> .

Durch Wegstreichen aller Terme im Ideal (6, D16) erhdlt man
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Korollar: Die Einschrinkung® von P,,(2) + A1 P_1(2) + ... + A Po(2) auf das
Schema D0 ist

Aprf - (%D% - D2>9

D16 ’

Im Fall P; = 0 fiir alle i < m ist diese Einschrinkung gleich Py,|p,e. Das heisst
in diesem Fall ist das Verschwinden von P,,(z) auf D1© dquivalent zu

Aperf) - (%D%-Dz)e —po 0.

D.1©

Beweisidee: Will man daher aus Ps(z) = 0 die Existenz der KP-Hierarchie von
Gleichungen P,,(z) = ableiten, geniigt es mittels Induktion nach m aus den Glei-
chungen P3(z) = ... = P,,_1(z) = 0 die Kongruenz

=0

st (1),

auf D0 zu zeigen. Mit Hilfe des kohomologischen Bootstraps folgt daraus dann
sofort die Existenz von D,,, und d,,, so dass P,,(z) = 0 gilt. Der Induktionsanfang
ist natiirlich die KP-Gleichung Ps(z) = 0.

Die KP-Gleichung(Der Spezialfall m = 3): Aus der KP-Gleichung P;(z) = 0
folgt unter Beriicksichtigung von A, = %D% + Dy

(%D%_,_Dz)g.(%D%—DQ)H —0.

D.1©

Infinitesimale Zerlegung: Das heisst, dass D{0 wiederum in zwei Teile zerfillt,
die Nullstellenorte'® von (5D7 + D2> 6 auf D, ©.

Diese Bildung ist nicht translationsinvariant, und lebt a priori erst einmal auf C9 und nicht auf
X.ImFall P3(z) = ... = Pp,—1(2) = 0 - was wir im folgenden per Induktion annehmen wollen -
ist dann aber A,,_160 - (3D} — D2)0|p,e € H*(D10,w?).

0Beachte D?0|p,e € H°(D10,w) und D2 € H(D10,w).
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Eine allgemeine Bemerkung

Das Schema D; 0O ist Cohen-Macaulay und hat die dualisierende Garbe wp,e =
w? fiir w = we = O(O). Man hat folgende exakte Sequenz

0— H°(©,0) % H(O,w) — H(D,6,w) > H'(0,0) — H(O,w).
Der Abbildung links bildet 1 auf D;6 ab. Der Raum
H°(O,w) = Lie(X)

wird erzeugt von den Ableitungen E6 fir E € Lie(X), ist also ungerade. Be-
achte, dass die erste Abbildung der Sequenz 0 — O > w — w|p,e — 0
Multiplikation mit D6 ist, also ungerade. Somit ist die Randabbildung § unge-
rade!. Die Abbildung x — —z operiert wie —1 auf diesem Raum. Andererseits
liegen auch alle ED;6 in H'(D,0,w). Diese Elemente sind aber gerade! Es gilt
also

H(D0,w)_ =< E,F € Lie(X) > .

H(D,0,0), — HYO,0)= Lie(X).

Die Elemente
ED.0 € HO(D1®,w)+

fir £ € Lie(X) liegen in H°(D,0,w).

Man hat die nicht ausgeartete Dualititspaarung H'(©,0) x H9"17(0,w) —
H91(O,w) = C. Man zeigt leicht § : H(O,w) = H(X,0) und res :
HY(X,0) = H(©,0) fir alle 0 < i < g — 1 mittels Kodaira vanishing. Der
Raum ist daher genau dann gerade, wenn 7 ungerade ist.

KP-Bootstrap: Aus der KP-Gleichung P;(z) = 0 folgt in H°(D;0,w?) die Iden-
titét
(D30)? =p,e (D20)* .

Gilt umgekehrt diese Identitit (fiir ein D; # 0), dann folgt mittels kohomologi-
schem Bootstrap die KP-Gleichung P3(z) = 0 fiir geeignetes d und Ds. Frage:
Kann fiir eine nicht Jacobische gelten (D16)* €< D;# - D;# >? Man kann so
etwas auch liften. Gibt es eine hohere KP in diesem Fall? Ein guter Test wire der
Fall einer Gleichung (D3?0 — D,0)(D36 — D40) = 0 in H°(D,0,w?), welche
man durch Polarisierung der KP-Gleichung erhilt. In diesem Fall konnte es eine
Hierarchie geben, wiederum durch Polarisierung. Beachte

0— HO,w) 5 HYO,w?) — H'(D,0,w?) > H'(0,w) = CIt/2
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Der multiplizititenfreie Fall

Wir wollen nun den Satz von Shiota beweisen (nach Arbarello, deConcini und
Marini). In diesem Abschnitt nehmen wir an, dass der Divisor

D1@ = a1K1 + ...+ aTKr

von © mit den irreduziblen Komponenten K; multiplizititenfrei ist, d.h. a; =
... = a, = 1. Dann ist jede Komponente ein Teiler entweder von (5D} + D,)0
oder von (3D} — Ds)f. Dies gruppiert die Komponenten. ObdA

Kla B Ks
worauf (3D} — D)0 nicht verschwindet und
Ko, ., K, .

Der Automorphismus x — —z erhilt D, und auch P,,(z) ist invariant. Es ent-
spricht der Vertauschung (D;, ...D,,) — (—Ds, ..., —D,,). Insbesondere gilt aber

| 1
(—idx) (§Df + Ds) = (§D% — Dy)
Also gilt r > 25 und obdA

Ki = (—idx )" (Kiss) -

Beachte P,,(z) dndert sich nicht bei (Dy, ..., D,,) — (—=Ds, ..., —D,,) (entspricht
¢ +— —(). Man kann daher die Gleichung auf jeder Komponente 16sen, obdA
durch Ubergang zum Negativen, denn

P.(2) =p,e Am_16- <1D3—D2>9

L 1
2 o =D:0 (_ZdX) Am—19<§D%+D2>9

Dy
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Mehrfache Komponenten von D; = D0

O ist normal und regulir in Kodimension 1 (Lazarsfeld). D0 ist ein Cartier Divi-
sor in © (Krullsituation). Seien K; die irreduziblen Komponenten dieses Divisors.
Wir fixieren eine solche irreduzible Komponente X C ©O. Im generischen Punkt
1 von K wird K durch eine lokale Gleichung h = 0 gegeben (obdA in X bei n
durch die Gleichungen h = 0,60 = 0), d.h. h erzeugt das Primideal des diskreten
Bewertungsrings

09777 = OXJ?/(Q) , Ok = OXm/]

fir I = (h%,0). Beachte Ox , reguldrer lokaler Ring der Dimension 2. Sei dann
obdA

1. D10 = h® + ¢10 (a Multiplizitit der Komponente i = 0 von D10 in ©)
2. D29 = €2hb + 929 fiir g; € O;(ﬂ?
3. D39 = €3hc + 939
Annahme: Die Multiplizitit « ist immer > 1. Der einfache Fall « = 1 wurde

bereits erledigt. Nehmen wir daher im folgenden grundsitzlich an ¢ > 2. Wir
betrachten die Ideale I = (h%,6) und J = (6% h0, h’) in Ox,, fiir feste Zahlen

a, (.

Kompatibilitat DyD0 = ah“’ng(h)—I—sgglhb mod [ und D1 D56 = EgbhbilDl(h)—F
Dy (g9)h® mod 1. Also

ah® Dy (h) + e2g1h® = e2bh* 1Dy (h) + Dy(e2)h® mod I = (he,0)|.

Beachte Dy (e2) € (h, ), falls h|D;(h).

Kompatibilitits-Korollar: Wegen a > 1 gibt es im Fall b > 0 nur die beiden
Moglichkeiten

e b>a
e oder h|D1h

Analog gilt im Fall ¢ > 0 gibt es nur die beiden Moglichkeiten
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e c>a
e oder h|D1h

und

ah® 1 D3(h) + e391h¢ = e3ch* Dy (h) + Dy(e3)h¢ mod (h%,0)|.

Lemma A: Gilt h fD1(h), dann gilt a = 1 oder

a=2,c=0,b>a.

Beweis: ObdA a > 2.

Die Bedingung b > a: P; = 0 mod I, = (6, h??) schliesst den Fall b = 0 fiir
a > 2 aus (siehe Appendix I). Also gilt entweder b > a nach voriger Bemerkung,
wegen der Annahme h D1 (h).

Die Bedingung ¢ = 0: Wire ¢ > 0, dann folgt fiir h /D;h analog wie fiir b die
Ungleichung ¢ > a, also a < min(b, ¢). Somit liefert P; mod I die Bedingung

a=4.

Der minimale Term von P; modulo /? mit dem Koeffizienten ist der Term a(a —
1(a—2)h*3D;(h)? (siche Appendix). Dies liefert im Fall o /D (h) einen Wider-
spruch. Also gilt ¢ = 0 im Fall 4 fD;(h). Nochmalige Inspektion der Gleichung
P3 = 0 modulo [ liefert dann die Aussage 2a — 2 = a+ ¢ = aim Fall b fD;(h).
Das heisst also @ = 2. Damit ist Lemma A bewiesen.

Das Verschwindungskriterium: Wir betrachten nun die Einschrinkung von P,,(z)
auf ©. Unter der Annahme Ps(z) = ... = P,,_1(2) = 0 gilt auf ©

D10 (A0 Dy 20) = Ayl <—%D%9 +Duf) = 0.
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Auf © gilt ausserdem im Fall & [D;(h),b > a = 2:
1. =Dy = —h® = —h?
2. Dyf — 1 D70 = esh® — sah* Dy (h) = —hD;(h) + O(h?)
3. A,_20 = s - h (nach Induktionsvoraussetzung), somit
4. D1A, 20 = a9 Di(h) + O(h)

Induktionsschluss: Wegen i [D;(h) folgt aus diesen Gleichungen auf O die Be-
ziehung

p2. (Am_10 + am_ng(h)> L O(R) = —am_oh?Di(h) .

Also
—h3A,,_10 = O(h3) )

das heisst es folgt der Induktionsschluss
Am,16 O 7 I h.

Insbesondere gilt A, 10 - (3 D30 — D20) = O(h?). Das heisst: Aus Py(z) = ... =
P,._1(z) = 0 folgt
Pm(z)‘Dle =0.

Aus dem Einschriankungslemma folgt P,,(z) = 0 auf X fiir geeignetes D,,,, d,,.

Zusammenfassung: Damit ist jetzt Shiotas Satz bewiesen fiir alle einfachen Kom-
ponenten und alle mehrfachen Komponenten, fiir die gilt h D1 h.

Zur Erinnerung: (h%,0) ist in einem generischen Punkt von K das definierende
Ideal der Komponente (mit Multiplizitit).
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Der Fall 1| D, h
Wir nehmen jetzt an h|D;h und a > 2.
Lemma B: Gilt a > 2 und h|D1h, dann gilt auch h|Dsh.

Beweis: Schritt 1. Aus der D; D, Kompatibilititsbedingung folgt ah®=Dy(h) =
O(h®) mod I. Also entweder h|Dy(h) oder a — 1 > b. Daher obdA

a>b+1.

Schritt 2. Es gilt 2b = a + c und £3 = 3 mod (6, h). Beweis: Aus P; = 0 mod
I? folgt wegen a > b + 1 die Beziehung e3h*"¢ — c2h?* = 0 mod h?®. Alos
20 = a+ cund g3 = €2 mod (6, h).

Schritt 3. Es gilt 0 < ¢ =a — 2\ < b = a — A < a nach Schritt 1 und 2.

Schritt 4. Beachte Do(h®,6) C (h?*~1 he=10,6%) C (h*,0) wegen a > b + 1.
Damit berechnet man leicht Dy P; = 0 modulo (h?°, 9) (siehe Appendix II) und
erhilt

(b—c)eaesh?™ I Dy (h)+(e3¢—e2b)h?* "1 Dy(h)+esh“™ Dy (e9) —9 Dy (e3) R = 0

modulo (h?,0). Beachte D;(¢) € (h,0) fiir Einheiten . Man erhilt somit die
Kongruenz (*)

(£ _ bﬂ)hb—c—lDQGL) + (b—C)Dl(h) + D1(€2) o D1(53)

E9 €3 h E9 €3

0

modulo (6, h?*).

Schritt 5. Dy D;-Kompatibilitit liefert

a o D1<h) D1 (82)
—h 1Dy (h —b =
SR + (o~ b ) = T
modulo (h*, ).
Schritt 6. D3 D;-Kompatibilitit liefert
a 1 Dl(h) D1<€3)
—h* D — =
83}1 3(h) + (g1 — ¢ 3 ) e
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modulo (h*, 0).
Schritt 7. Aus den letzten beiden Schritten folgt die Kongruenz (*%*)

a Dy(h) _ Di(e2) Diles)
g—zhA Dy(h) + (c —b) = T .

modulo (h*, 0). Beachte h*=¢ € (h*,0).

Schritt 8. Kombiniert man die Kongruenzen (*)und (**) aus Schritt 4 und Schritt
7, erhilt man die Kongruenz

modulo (6, h*). Es folgt wegen a — gb—l— ¢ = a—b+c = bmodulo (0, h) (benutze
Schritt 2) somit
h|Da(h) .

Damit ist Lemma B bewiesen. Wir konnen daher h|D;(h) und h|Ds(h) anneh-
men.

Folgerung: Dann ist entweder b > a und damit < Dy, Dy > (h*,0) C (h*,0)
(dieser verbleibende Fall ist sehr einfach). Oder es gilt b < a und damit wie beim
Beweis von Lemma B Schritt 2 oder 3 auch ¢ < b < a. Insbesondere gilt dann
wegen a # b also dim < Dy, Dy >> 2.
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Appendix I: Die KP-Terme modulo />

Zur Erinnerung: I = (h,0) und I5 = (h°,0) fiir 3 < 2a und J = (6% h0, hP),
wobei wir annehmen o < a und < a + a. Fiir @ = a und # = 2a erhilt man
J=(0,h)? = I2

Der Fall h|D; (h): Wir nehmen an h|D;(h) und o < a und $ < a + «. Dann gilt
0-1IC Jundh®-1 C J.Also

I’cJ.
Aus D76 € I folgt daher dann D36 - 0, D36 - D16, Di0D36,6% € J.

Der allgemeine Fall: Macht man keine Annahmen, so sind die ersten vier Terme
der KP-Gleichung modulo I = (h?,0) = (D,0, §) kongruent zu

D?0 = Dy(h* + ¢10) = ah® ' Dy(h) mod I .
Oder modulo I3 = (h”,0) fiir 8 < 2a erhdlt man 6%, D16 - 6 € I3 sowie
(D30)* = a®h** 2Dy (h)? + 2ag; D1 (R)h**™'  mod I .

—4/3D30-D10 = —4/3a(a—1)h** 2D, (h)*~4/3h** *a(D?(h)+g1D;(h)) mod I .
Fiir die letzten vier Beitrdge der KP-Gleichung gilt ohne irgendwelche Annahmen

1. —(D29)2 = —€&9 - <€2h2b + 292hb9> mod J

2. D200 =ey0- (DQ(h)bhb‘l + gohl + %j?’hb) mod .J

3. D19 . Dge — D1D39 0= 83ha+c+9 . (8391]10 — D1(€3>hc —€3Chc_1D1(h))
mod J

KP-Gleichung modulo I5: Modulo 6, genauer modulo (J,6) = (h?,0) = I gibt
die KP-Gleichung die Aussage, dass fiir 3 < 2a der folgende Ausdruck in /3 liegt

P3 = —4/3@(& — 1)h2a_2(D1h)2 + GQhQG_Q(Dl(h))2+

+12Y (2091 D1 (h) — 4a/3(DF (k) + 1 Dy (1)) — 30 + 25h*** = 0 mod I,
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Eine miihsame Rechnung zeigt, dass P;(z) kongruent ist modulo (h?*, h*0,6%) =
(h®,0)? zu A + B - 0 fiir A gleich

—3e2h?® + 3e3h®*¢ + (4a — a®)h*2h% 2Dy (h)? + 2g1ah** L D1 (h) — 4ah®*~*D3(h)

und B gleich
ala—1)(a—2)h* 3Dy (h)*+3a(a—1)h* 2Dy (h)Di(h)—4a(a—1)g h* 2Dy (h)?

+ah® 'D?(h) — 4giah® ' D1 (h) — 4agih® D3 (h)
+329bh" " Dy (h) 4 (3 — 6e3)goh” + 3Dy (g2)R"
—3636hc_1D1(h) + Shc(&ggl — Dl(ég)) .

Appendix II (D, P; = 0)

Wir nehmen nun an h|D; (k) und somit 2b = a + ¢, sowie ¢ < b < a (siehe dazu
Schritt 3 und beachte \ > 1).

Leitet man die K P-Gleichung P3(z) = 0 nach D, ab, erhilt man die Identitt
Dng(Z) = 0 oder —2D§9 . Dge + D%(g -0 + D%@ . D29 -+ D1D29 . D39 + D19 .
D3Ds0— DDy D360-0— Dy D30 Do) = — D326 Dy0+ D30-0+ Dy Do6- D30+ D1 0-
Do(I - T) C (6, he*?). Liest man dies modulo (0, h?*) erhiilt man

—CE9E]3 - hc+b_1D1(h) — 82D1 (83)hb+c

—e3b - W71 Dy(h)
+e9e3h - RPTTID(h) 4 £5 - KDy (e3)
tegc- AT Dy (h) =0 mod (6, h*®) .

Beitrige liefern nur der letzte Terme, der erste Term, dritte Term und vierte Term.
Beachte 3 - h*t? Dy (g5) = 0(het**1 ) wegen Dy (h) € (h, 6). Zusammengefasst
gibt dies wegen 2b = a + ¢

(b —c)ezes - heTP7ID () + (e3¢ — €3b) - h® 71 Dy(h) + O(RH*H1) =0 mod (6, h%)|.
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