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8 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

1.1 Ganze Ringerweiterungen

Sei ¢ : R — S ein Homomorphismus zwischen kommutativen Ringen mit Eins,
im folgenden kurz Ringerweiterung genannt (per Definition werden Einselemente
aufeinander abbildet). Wir schreiben dann r € S anstatt p(r) € S fiir Elemente
r € R, obwohl ¢ nicht notwendigerweise injektiv sein muf.

Definition. Ein Element s € S heifit ganz iiber R beziiglich einer Ringerweiterung
R — S, wenn rq,..,7, € R existieren so da} s eine sogenannte GANZHEITS-
GLEICHUNG in S erfiillt

S"rs" 4, =0,

Definition. Die Ringerweiterung R — S heifit ganz, wenn jedes s € S ganz iiber
R ist. R — S heif3t endlich, wenn S als R-Modul endlich erzeugt ist.

Satz. Sind R — S, S — T endliche Ringhomomorphismen, dann ist die Zusam-
mensetzung R — T wieder endlich.

Beweis. Wie fiir Kdrpererweiterungen. U
Hilfssatz. Jede endliche Ringerweiterung R — S ist ganz.

Beweis. Seien by, ..., b, Erzeugende des R-Moduls S und obdA b; = 1g. Dann
gibtesr;; € Rmits-b; =Y ", rj - b;. Dies definiert eine Matrix R € M,,,,(R).
Setzt man M = R — s - E und ist M die Komplementirmatrix von M € M,,,(S),
dann gilt M - M = det(M) - E (klar im Korperfall! Es geniigt dies iiber ei-
nem Polynomring R in endlich vielen Variablen iiber Z zu beweisen, den man
aber in seinen Quotientenkorper einbetten kann). Die urspriinglichen Gleichun-
gen » . M;; - b, = 0 multipliziert mit Mkj liefern daher nach Summation iiber
j die Gleichungen det(M) - by = 0. Fiir k& = 1 folgt wegen b; = 1g daraus
det(M) = 0. Dies liefert iiber R die Ganzheitsgleichung

(—1)"det(M) = s™ — spur(R)s" ' £ ... + (—=1)"det(R) =0 .

Lemma. Fiir R — S und s € S sind dquivalent

a) s ist ganz iiber R.
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b) Die von s und R in S erzeugte Teilalgebra R[s| C S ist endlich iiber R.

¢) R — S faktorisiert R — S — S, wobei R — S eine endliche Ringerweite-
rung mit s € S (genauer im Bild von S).

Beweis. Klar. AuBer dem Hilfssatz benutzt dies nur, dal R[s| als R-Modul von
1,s,52,...,s" ! erzeugt wird im Fall einer Ganzheitsgleichung vom Grad n. [

Korollar. Sind R — S und S — T ganze Ringhomomorphismen, dann ist auch
die Zusammensetzung R — S ganz.

Beweis. Fiirt € T seien sy, ..., s, € S die Koeffizienten einer Ganzheitsgleichung.
Dann gilt ¢ € R[sy, .., S,,t]. Da R[sq] endlich iiber R ist, R[s1, s2] = R[s1][s2]
endlich iiber R[s,] etc., ist am Ende R][sy, .., s,,t] endlich iiber R und somit ¢
ganz liber R. Benutze Teil (c) des Lemmas. ]

Ganzer Abschluf3. Fiir eine Ringerweiterung R — S bilden die liber R ganzen
Elemente von S einen Teilring Intr(S) von S mit Eins, den ganzen Abschlufl
von R in S. [Sind s1, s ganz iiber R, dann sind R[s;] und R[ss] endlich tiber R
in S. Somit ist auch R[sy, s2| = R[s1][s2] endlich iiber R. Da 1, s - s9,51 £ 59 €
R]s1, s5], sind diese Elemente wieder ganz iiber R wegen Teil (c) des Lemmas].

1.2 Hilbert Satz 90

Fiir separable endliche Korpererweiterungen /;/ K sei L = [[, K; eine kommu-
tative endlich dimensionale K '-Algebra. Sei 0 : L — L Automorphismus von
K-Algebren der Ordnung n mit Fixring L7 = {z € L | o(x) =z} = K.

Satz. Unter diesen Voraussetzungen gilt fiir Einheiten x € L*

n—1

Hai(a:)zl — Jyel', x=y/o(y).

=0

Beweis. < ist klar. =—>. Setzt man rekursiv x;,; = zo(z;) mit zo = 1, gilt
2, = 1. Der K-Endomorphismus f(z) = Y7 2;0%(2) ist nicht identisch Null
(lineare Unabhingigkeit der o%). Sei y = L(z) # 0, dann gilt o (y) = . O
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Lineare Unabhdingigkeit von 1, .., 0™~ '. Durch Tensorieren mit K sind obdA alle
K; = K = K algebraisch abfgeschloBen. o permutiert die Faktoren K; (Idempo-
tente oder maximale Ideale !), und zwar transitiv mit genau n Faktoren, da K der
Fixring ist! Dies realisiert o als Permutationsmatrix auf L = K™ von der Ordnung
n. (Siehe die Matrix auf Seite 88 fiir A = 1). Also Z?:_Ol \io? =0 <= \; = 0Vi,
denn die zirkulare Matrix Z?;Ol A;o' hat als Eintriige die Zahlen )\; (jede kommt
genau n mal vor; alle Eintrdge der 2n — 1 Nebendiagonalen sind gleich). [

1.3 Endlich erzeugte abelsche Gruppen

Fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen E gilt bekanntlich
Satz. E ist isomorph zu einem endlichen Produkt E = [ [, E; zyklischer Gruppen.

Der Rang. Die Zahl r der Faktoren E; = Z nennt man den Rang von E. Es gilt
E ®7 Q = Q. FE ist endlich genau dann, wenn r = 0.

Charaktergruppe. Die duale Gruppe E” von E ist die Gruppe der Homomorphis-
men 7 € EP = Hom(E,S") von E in den komplexen Einheitskreis S'. Die
Auswertung < 7, z >= n(x) ist biadditiv in  und z. Da x € F auch als Charak-
ter (., ) € (EP)P von EP aufgefaBt werden kann, definiert (., .) eine kanonische
Abbildung E — (EP)P.

Die Einschrinkungen 7; = n|E; auf die zyklischen Faktoren F; bestimmen einen
Charakter € EP. Genauer Hom(E, S*) = [[, Hom(E;, S*). Fiir zyklisches
E; = (o) istn; € (E;)” durch den Wert z = 7,;(0) des Erzeugers o bestimmt. Ist
die Ordnung n von o endlich, gilt 2™ = 1 wegen ¢" = 1; eine n-te Einheitswurzel
z € C definiert einen Charakter 7;(¢”) = z¥ von F;. Fiir E; = 7Z kann z = (o)
in S' = R/Z beliebig vorgegeben werden. Fiir 2y # 0 in £ gibt es daher immer
einn € EP mit n(xo) # 1 (Punktetrennung). Also ist £ — (EP)P injektiv.

Endliches E. Obige Rechnung zeigt #(E;)” = n = #FE;, und damit #EP =
[L#(E)” =11, Ei = #E. Alsoist (.,.) : EP x F — S* fiir endliches E nicht
ausgeartet. Es folgt > . (n, ) = # L, und dual

> (nx)=#E 6.
neEpb

[Klar fiir z = 0. Fir z = zy # 0 existiert 79(xg) # 1 (Punktetrennung). Also
2o xo) =22, (n,x) = (1o, zo) 32, (n, ©) und somit 3 (n, zo) = 0].
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2.1 Zahlkorper

Ganze Ringerweiterungen. Eine Ringerweiterung R — S heiit endlich, wenn
S als R-Modul endlich erzeugt ist. Eine Ringerweiterung R — S heilit ganz,
wenn jedes Element s € .S ganz iiber R ist, d.h. einer Ganzheitsgleichung iiber R
geniigt. Ein Element s € S ist genau dann ganz iiber R, wenn der von s und R
erzeugte Unterring R[s| C S ein endlich erzeugter R-Modul ist, oder allgemeiner
in einem Unterring Scs liegt, der ein endlich erzeugter R-Modul ist. Daraus
folgt, dal die Komposition ganzer (resp. endlicher) Ringerweiterungen wieder
ganz (resp. endlich) ist. Siehe Appendix IV.

Zahlkérper. Eine endliche Korpererweiterung /& /Q nennt man einen Zahlkorper.
Zahlen x € K, welche ganz iiber Z sind, heilen ganz algebraisch, und definieren
einen Teilring 0y in K. Beachte: Fiir 2,y € og ist Z[z,y] = S = Z[z][y] als
Komposition ganzer endlich erzeugter Ringerweiterungen endlich erzeugt, und
damit sind z + y, zy € S wieder ganz iiber Z. Sieche Appendix IV.

Nenner. Fiir jede Zahl x € K gibt es eine natiirliche Zahl m # 0 mit mx € ok.
[Ist 2" + a1z + - - - + a,, = 0 ein Minimalpolynom iiber Q, wihle dazu m so,
daB gilt ma; € Z.] Insbesondere ist daher /K der Quotientenkorper von 0.

Der Fall K = Q. Istz = p/q € Q ganz iiber Z, d.h. 2" + a2 1 + -+ a, =0
mit a; € Z, dann gilt z € Z. [ObdA p und q teilerfremd. Aus p" = g(—a;p" ! —
— a,q" ') folgt ¢ |p fiir jeden Primteiler von g. Also ¢ = +1].

Die Diskriminante Dy q. Sei [K : Q] = nund K = Q(«). Dann gibt es genau n
verschiedene Korpereinbettungen o; : K — C definiert durch o;(a) = o'?) in Ter-
men der n komplexen Nullstellen o) des Minimalpolynoms f(X) = [](X —a®)
eines primitiven Elements . Unter allen Zahlen wy, .., w, in 0 wihle solche, fiir
die

w,; Wy
D = |det EZ
W™ W

minimal ist, aber ungleich Null. Dieses Minimum D = D g nennt man die Dis-
krimante der Erweiterung. Beachte: 1) Die Zahl D ist invariant unter allen Galois-
substitutionen, und liegt daher in Q. 2) D liegt in o, (Leibnitzformel fiir die De-
terminante). Somit D € Z. 3) Sei « ein primitives Element der Korpererweiterung
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K /Q. Durch Multiplikation mit einem n € N obdA « € ok. Setzt man w; = o,
dann ist die obige Determinante vom Vandermonde-Typ und damit nicht Null.

Der freie Z.-Modul oy . Elemente wy, ..,w, € o0, fiir die obiges D minimal und
nicht Null ist, bilden eine Z-Basis von og. [Beachte: Die w; sind linear un-
abhingig iiber QQ, bilden also ein (Q-Basis von K, da anderenfalls D = 0 wire.
Wire also die Behauptung falsch, konnte man x = ) ;ZTjw; € o finden mit
(1, ..,x,) ¢ Z™. ObdA kann man dann aulerdem annehmen z; ¢ Z (Umnum-
mering) und 0 < z; < 1 (Subtraktion einer Zahl in ) ; Lwj). Setzt man dann

@y = &,09 = Wa, .., Wp = wy, dann gilt 0 < D = Da? < D wegen

h Wn, w§ Wn, 1 O 0
i) 1 0

= I3 0 1 0

. . 0 0
o o)\ L) a0 o

Widerspruch zur Minimalitédt von D!]

Beispiel. Fiir quadratfreies D € Q* und K = Q(v/D) ist o = Z + Z+/D mit
Dgjg=4D fir D =2,3mod 4,und ofx = Z + Zl%@ mit Dy /g = D sonst.

Der Durchschnitt I N Z. Sei I ein Ideal von o und 0 # = € I. Dann erfiillt der
Koeffizient aq einer Ganzheitsgleichung (von minimalem Grad) ag = z(—a; —
--—x" 1) € (z) C I. Wegen der Minimalitit des Grades, und da K nullteilerfrei
ist, folgt 0 # ao € INZ. [Allgemeiner: Ist 0 # I ein Ideal in einem nullteilerfreien
Ring S, und R — S eine ganze Ringerweiterung, dann ist R N I # 0. Man zeigt
leicht: Ist 7 Primideal von S, dann ist R N I Primideal in R.]

Ideale sind freie 7-Moduln. Insbesondere also apox C I C ox. Da o /agox =
(Z/aoZ)™ endlich ist, folgt: 1) I hat endlichen Index in o, 2) I ist endlich erzeugt
als Z-Modul mit < (ag)™ + n Erzeuger. Aus dem Hauptsatz fiir endlich erzeugte
abelsche Gruppen folgt daher fiir Ideale / # 0, daB3 [ ein freier Z-Modul vom
Rang n ist (denn wegen [ C K ist die Torsionsgruppe von [ Null).

Primideale. Jedes Primideal I # 0 in ok ist ein maximales Ideal. [ Anderenfalls
sei [ ein Primideal in o5 und I & I ¢ oy ein echtes Oberideal. Dann ist 0 # [ =
I/1 ein Ideal des nullteilerfreien Rings oy /I, und R = Z/(Z N 1) < S = ok /I
ist eine ganze Ringerweiterung. Der SchluB von oben zeigt RN # 0.Dal C ox
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ein Primideal ist, ist Z N I # 0 ein Primideal in Z. Das Urbild I NZvon 1 ist ein
echtes Oberideal von / N Z. Da jedes nichttriviale Primideal von Z ein maximales
Ideal ist, folgt Z N I = Z und damit 1 € I. Widerspruch!]

2.2 Die Divisorengruppe Divy

Idealmultiplikation. Sind I, J Ideale von o, dann ist das Produkt /.J das Ideal
erzeugt von allen endlichen Z-Linearkombinationen von Produkten zy, z € I,y €
J.Sind I = (ay,..,a,) und J = (by, .., bs) endlich erzeugte o -Moduln, dann gilt
IJ = (a1by, ashy, - - -, a,bs). Offensichtlich gilt (I.J)K = I(JK).

Teilbarkeit von ldealen. Man schreibt [
lerordnung gilt

J, falls gilt J C I. Beziiglich dieser Tei-

kgV(I,J)=INnJ , ggT(I,J)=1+J.

Dies sind wieder Ideale in 0. Fiir Hauptideale () = zox gilt (z)|(y) <= (y) C
() <= y = z2z,2 € 0g <= z|y. Zwei Hauptideale (x) = (y) sind daher gleich,
genau dann wenn gilt x = yz mit einer Einheit z € o%.

Primideale. Ist P ein Primideal und gilt P|IJ, dann gilt P|I oder P|J. [Andern-
falls gibe es wegen / ¢ Pund J € P Elemente z € I,z ¢ Pundy € J,y ¢ P.
Aus zy € IJ C P folgt aber x € P oder y € P, da P ein Primideal ist. Wider-
spruch!]

Gebrochene Ideale. Ein ox-Untermodul I # 0 heifit gebrochenes Ideal in K,
falls es eine Zahl 0 # x € K gibt mit x/ = J C o. Offensichtlich ist dann J
ein Ideal von ox und I = x~'.J. Multipliziert man z mit einer geeigneten Zahl
n € N, kann man obdA annehmen = € 0. Durch Multiplikation mit Elementen
aus K* iibertragen sich obige Aussagen zur Multiplikation und Teilbarkeit sofort
auf gebrochene Ideale.

Das inverse Ideal. Fiir ein gebrochenes Ideal / definieren wir den o x-Modul
I''"'={r e K|zl Cox}.

Fiir I C ox gilt ™! 2 og. Insbesondere ist I~ nicht Null, dann sogar ganz all-
gemein fiir gebrochene Ideale /. Fiir 0 # y € [ gilt wegen (y) C [ offensichtlich
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J =yl ' CII' Cog.Alsoist 7' = y~1.J ein gebrochenes Ideal. Man setzt
I7" =I71... 71 (n Kopien).

Zur Teilbarkeit. Fiir ein Ideal I # 0 existieren endlich viele Primideale Py, .., P,
mit [|P; - -+ P,,. [Wire die Aussage falsch, betrachte unter allen Gegenbeipielen
I ein maximales. Dann ist / nicht Primideal, klar! Also existieren =,y € o0x
mit zy € [,aberz ¢ [undy ¢ I. Also ! & ([,z)und I & (I,y), und
es gilt P,---P,, C ([,z) und P ---P; C (I,y) fiir geeignete Primideale
P, P, ﬁl, e ﬁm (I war maximales Gegenbeispiel). Pl . PmPl - P, C
(Ly)(I,z) =1+ yl +xl + xy C I liefert einen Widerspruch!]

Schliissellemma. Fiir ein Primideal 0 # P C ox gilt P~' D og.

Beweis. Fiir 0 # a € P gilt P|(a)|P; - - - P, fiir geeignete nichttriviale Primideale
Py, .., P,,. ObdA sei m minimal gewihlt. Wegen P|P; - - - P, gilt obdA P|P;, und
da P, maximal ist sogar P = P;. Im Fall m = 1 folgt daher P = (a) und damit
P7' = (a'). a™! ¢ oy ist klar, denn wiire a eine Einheit, wiire P = (a) = og.
Widerspruch. Also zum Fall m > 2. Da m minimal gewihlt war, gilt dann (a) 1
Py---P,.Wihleb € Py--- P, mith ¢ (a). Dannist x = b/a ¢ ox. Anderseits
isteP Ca'bPCa 'Py---P,P=a'PP---P, Ca'(a) =og. O

Folgerung. Fiir jedes Primideal P # 0 gilt P7'P = (1) = ok.

Beweis. Wegen o C P71 gilt P C J fiir J = P7'P C og. Da P prim, also
maximal ist, folgt entweder J = oy, was wir zeigen wollen, oder J = P~1P =
P. Den letzteren Fall kann man durch das Schliissellemma ausschlieBen. Denn
fireinxz € P~x ¢ ok giltdann xP C P.Da P =2 Z" C Q" = K ein
freier Z-Modul ist, kann man Multiplikation mit x als eine Matrix mit ganzen
Koeffizienten (beziiglich der Z-Basis von P) auffassen. Nach Cayley-Hamilton
ist x dann eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms dieser Matrix. Dies
liefert eine Ganzheitsgleichung fiir x. Also x € 0. Ein Widerspruch! 0

Folgerung. Jedes Ideal I # (0), (1) ist ein Produkt von Primidealen.

Beweis. Wihle m minimal mit /|P; - - - P,,. Sei P 2 [ maximal. Dann gilt wegen
P|Py--- P, obdA P = P;. Multiplikation mit P~ gibt (1)| P~ | P, - - - P,,. Also
ist J = P~'] C oy ein Ideal. Per Induktion nach m koénnen wir auferdem bereits
annehmen, da3.J ein Produkt von Primidealen ist. Durch Multiplikation mit P ist
dann auch P.J = PP~' = I ein Produkt von Primidealen. O]
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Eindeutigkeit. Aus Py ---P,, = P,--- Py, folgt m = m und P, = P, fiir alle
i (bei geeigneter Vertauschung). [Beachte P|P; --- P, = ]51 cee Pm, also obda
P1|]51 und damit sogar P, = 151. Multiplikation mit P~! und Induktion nach
max(m,m) zeigt dann die Behauptung.]

Jedes gebrochene Ideal I schreibt sich obdA in der Form I = 71 mitx € og
und J C og. Zerlegt man (z) und J in ein Produkt von Primidealen, schreibt sich
jedes gebrochene Ideal I als ein Produkt I = P, --- P,P;!--- P> von Primidea-
len und inversen Primidealen. Also I.J = (1) fiir I = P! --- P *P; - P, Es
gilt dann iibrigens /! = J (mittels Induktion). Es folgt jetzt

Satz 1. Jedes gebrochene Ideal I schreibt sich auf eindeutige Weise als ein endli-
ches Produkt von Primidealen [[p_ i, P°F fiir Exponenten ep = vp(I) € Z.
Die Menge Divy der gebrochenen Ideale bilden eine Gruppe unter der Multi-
plikation. Die Abbildung I +— (--- ,vp(P),---) definiert einen Gruppenisomor-
phismus

DivK = @P#O,prim Z|.

Der obige Isomorphismus ist zusitzlich ordnungserhaltend.

Zusatz. Unter dem Isomorphismus Divk = @p 20 prim & entspricht die Teiler-
ordnung (Div, |) der auf der direkten Summe von der Anordnung (Z, <) auf den
Summanden 7. induzierten Anordnung. Insbesondere gilt

kgV (I, J)w— (--- ,maz(vp(l),vp(J), )

ggT(Ia J) = ( 7min(vP(I)’UP(‘])>"') :

Beweis. Dazu ist zu zeigen [[, P*? C [[p P"? <= pup < vpVP. < ist tri-
vial. Zum Beweis von = kann durch Multiplikation mit Primidealen obdA an-
genommen werden min(vp, up) = 0. Dann benutze P|IJ —> P|I oder P|J
(Ubungsaufgabe). O

Eine exakte Sequenz. Den Quotientengruppe Cl(K) = Divg/K™* der Gruppe
aller gebrochenen Ideale modulo der Untergruppe aller gebrochenen Hauptideale
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nennt man die Klassengruppe des Zahlkorpers K. Man erhilt folgende exakte
Sequenz
0 — o} — K" — Divg — CI(K) — 0.

Wir werden zeigen: Die Gruppe CI(K) ist endlich, und die Einheitengruppe o,
ist endlich erzeugt als abelsche Gruppe.

Beispiel. C1(Q) = 0 und og = {£1}.

2.3 Die Idealnorm N (/)

Wir haben gesehen, daf} jedes Ideal 0 # I C oy endlichen Index in ok besitzt.
Dies definiert die Norm N (/) eines solchen Ideals [ als die natiirliche Zahl

N(I) = #(ox /1) < 0.

Insbesondere ist fiir Primideale P # 0 der Restklassenkorper (! siehe 2.1) kp =
ox /P ein endlicher Korper mit N (P) Elemente.

Lemma. Fiir teilerfremde Ideale I # Ound J # Oinog gilt N(IJ) = N(I)N(J).
Dies folgt unmittelbar aus dem folgenden Satz

Chinesischer Restsatz. Fiir Ideale I, .J C ox mit ggT(1,J) = (1) gilt

o /IJ = ok/IBok/J|.

Beweis. Die natiirliche o x-lineare Abbildung o — o /I ® ok /J, definiert durch
x +— (x mod I,x mod J), ist surjektiv. Dazu geniigt, dal das Bild die Erzeuger
(1,0) = (1 mod I,0) und (0,1) = (0,1 mod J) enthdlt. Wegen ggT'(1,J) = I +
J =(1)gibtesi € I,j € Jmiti+j = 1. Das Bild von i ist (i mod I, i mod J) =
(0,74 j mod J) = (0, 1). Das Bild von j ist analog (1, 0).

Der Kern der Abbildung besteht aus allen x € I N J. Beachte /J C I N J. Es gilt
sogar Gleichheit,denn firx € INJgiltx =xi+ x5 € JI+1J C 1J. U

Lemma. Fiir ein Primideal P # 0 gilt N(P™) = N(P)" fiir alle n > 0.
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Beweis. Wihle z € P" !\ P" Dann ist (x) C P"!, also (z) = P™I mit
ggT(P,I) = (1)und m > n—1. Wire m > n, dann folgt wegen x € P™[ C P"
ein Widerspruch. Also (z) = P"'I. Dies ist ein zyklischer o,-Modul erzeugt
von z. Also ist auch der Quotient M = P" 'I/P"[ # 0 ein zyklischer ox-
Modul. Wegen P - M C (P - P"')/P™ = 0 ist M sogar ein zyklischer kp =
0/ P-Modul (also ein xp- Vektorraum, da P maximal ist), also ein eindimensio-
naler x p-Vektorraum. Es folgt dim,,, (M) = 1 oder M = oy /P. Aus der exakten
Sequenz

0— M=P" ' I/P"I] — ox/P"I] — og/P" ' -0

folgt daher N(P"I) = N(P"'I)#M mit #M = N(P). Aus dem letzten Lem-
ma folgt dann N (P")N(I) = N(P" )N (I)N(P). Kiirzt man N (I), folgt sofort
(Induktion nach n) die Behauptung. O]

Die Zetafunktion. Die beiden letzten Lemmata zeigen N ([ [, P°7) = [ [, N(P)°",
und damit

N(IJ) = N(I)N(J)

fiir alle nichttrivialen Ideale I, J C og. Dies zeigt - Konvergenzfragen ignorierend
- die schone Formel

((K,s):= ZO;&IQUK,I raea NU)™° = Ho;éP pTim(l — N(P)™*)7'.

Diese Formel benutzt die Existenz und Eindeutigkeit der Zerlegung in Primideale
und die Multiplikativitdt der Norm.

Fortsetzung der Norm auf Divy. Man kann jetzt die Norm fortsetzen zu einem
Gruppenhomomorphismus

N : Divkg — (Q%,-) .

Fiir ein gebrochenes Ideal I = I; ' I, mit I}, I, C o setzt man einfach N(I) =
N(I;)"'N(I,). [Dies ist wohldefiniert, denn aus I = I;'I, = I;'I, folgt
LI, = I, 13 und damit N(L)N(I)) = N(IL) = N(I,I;) = N(I,)N(I3). Also
N(I,)"'N(Iy) = N(I3)"*N(1}).]

Lemma. Fiir 0 # x € K* gilt N((z)) = |Ng/o(2)| fiir Ngjg(z) = T

1=

),
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Beweis. ObdA x € o und = : o = Z" — o0x = Z" ist eine ganzzahlige
Matrix. Nach Elementarteilertheorie' ist die Anzahl #(ox /xox) = |det(z)|. Die
Determinante ist der nullte Koeffizient des charakteristischen Polynoms, also das
Produkt Ng o() der Nullstellen 29 (Cayley-Hamilton). O

Zerlegung von Primzahlen. Fir P # 0 prim und das Primideal pZ = Z N P
in Z gilt (p) = pox C P, oder P|(p). Die Primideale P iiber pZ entsprechen
daher den Primteilern P; in der Faktorisierung (p) = [], P des Hauptideals
mit e; > 0. Wegen N(p) = p™ und p" = [[, N(P)% gilt daher n = > e f;,
falls f; = #~p,. Eine rationale Primzahl p zerfillt also in ok in ein Produkt von
hochstens n Primidealen.

2.4 Bewertungen von K

Bewertungen. Fiir z € K* und ein Primideal P bezeichne vp(z) = vp((x)) die
Vielfachheit des Primideals P in der Primfaktorzerlegung des Hauptideals (z).
Setzt man formal noch vp(0) = +o00, dann gilt

1. vp(z) € Z U +o0.
2. vp(zy) = vp(z) + vp(y)
3. vp(z +y) > min(vpe(x),vp(y)).

Zum Beweis kann man obdA annehmen x, y # 0. Dann ist 1. und 2. klar. Beachte,
3. folgtaus (z +y) € (z) + (y) = 99T ((x), (y))-

P-adische Norm. Setzt man
j2lp = N(P)"r@,
dann ist |.| p eine Norm

l. |z|p € Rypund |z|p =0 <= 2 =0.

'Ein anderes Argument: Sei n = [K : Q] und K/Q galoissch. Das Produkt @ = () - .. z(®) =
Ngjg(z) liegt in Q*. BEs gilt N((a)) = N((zM))---N((z™)) = N((z))". Anderseits
N((a)) = #(ox/aok) = #(Z/aZ)™ = |a|™. Durch Ziehen der n-ten Wurzel folgt die Behaup-
tung! Wir werden spiter sehen, dal man den allgemeinen Fall auf den Galoisschen zuriickfiihren
kann.
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2. |zylp = |z[plylp
3. | +ylp < max(|z|p, |y|p) < |z|p + |y|p (scharfe Dreiecksungleichung).

Somit definiert d(z,y) = |x — y|p eine Metrik auf K, die sogenannte P-adische
Metrik auf K. | — 1|p = 1 (Multiplikativitit) und die Dreiecksungleichung zeigen

llzlp = lylp|p < 1z —ylp .

Approximationssatz. Gegeben seien Zahlen x4, .., z, € K und natiirliche Zahlen
ni,..,n, € Nund r paarweise verschiedene Primideale P, .., P, in 0x. Dann gibt
esein z € K mit

e vp(x —x,) >n, firv=1--r

e vp(x) > O fiir alle Primideale P # Py,--- , P,

Beweis. Durch Multiplikation x +— ¢z und z, — tz, und n, — n, + vp,(t) kann
obdA angenommen werden die x, seien alle ganz (eventuell vergroBert sich dabei
r). Sind alle z,, € o, folgt die Aussage aus dem chinesischen Restsatz

.
ox > @ox/P .
v=1

Aquivalent. ¥e > 03x € K mit |x — x,|p < ¢ fir P = Py,.., P, und |z|p < 1
fiir alle P # Py, .., P,. Beachte auBerdem |z|p < 1 fiir alle P beziehungsweise
vp(x) > 0 fiir alle P ist gleichbedeutend mit (1)|(z) oder x € 0.

2.5 Komplettierungen von K

Cauchyfolgen. In dem Ring C aller Cauchyfolgen in K (bzgl. der P-adischen
Metrik) ist die Menge A/ C C aller Nullfolgen ein Ideal.

Der Betrag einer Cauchyfolge. Fiir eine Folge ¢ = (x,) € C bilden wegen
d(|x|p, ly|p) < |z — y|p die Werte |z, |p eine reelle Cauchyfolge. Thr Grenzwert
sei [¢|p := lim |x,|p. Offensichtlich gelten fiir |£|p fast alle obigen Eigenschaften
einer Norm mit einer Ausnahme: |£|p = 0 <= ¢ ist eine Nullfolge. Dies definiert
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aber eine Norm auf dem Quotientenring K p = C/N . Die Normabbildung |.|p ist
eine stetige Funktion auf Kp.

Korpereigenschaft. Der Quotientenring Kp = C/N ist ein Korper. [Beweis: Fiir
£ ¢ N gilt |x,]p — |{]p # 0. Daher sind fast alle x, # 0. Also kann man
¢ = (x,) so um eine Nullfolge abindern, so daB die komponentenweise inverse
Folge ¢t = (z;!) existiert. Wegen |z,! — 2. p < |2,|p|Tm|plTn — Tm|p ist
£~1 wieder eine Cauchyfolge, da |z,,| p beschrinkt ist. Es gilt £ - €71 = 1.]

Dichtigkeit. Die konstanten Folgen definieren eine natiirliche Korpereinbettung
K — Kp. Obige Norm auf Kp ist eine Fortsetzung der Norm von K. K liegt
dicht in Kp beziiglich der P-adischen Metrik auf Kp. [Fiir eine Cauchyfolge
£ = (z,) gilt |z, — x| p < € fiiralle n,m > N(e). Also | — z,,|p = lim,, |2, —
Tm|p < € fiir m > N(e). Also konvergiert die Folge =, € K in Kp gegen &].

Vollstindigkeit. Mit einem DiagonalschluB3 fiir Doppelreihen zeigt man, dal Kp
beziiglich seiner P-adischen Metrik Cauchy-vollstiandig ist. [Sei (&) in Kp ei-
ne Cauchyfolge, obdA (durch Ubergang zu einer Teilfolge) mit |&,, — &,| <
2-min(nm) Die Cauchyfolgen &, = (,,,) mogen obdA dieselbe Eigenschaft ha-
ben. Dann gilt |2, — Tpn | p < limy |0 — Tk P+ | Tk — Trk | P+ | Tk — Ton| p <
277 4 27min(mn) 4 9" Somit ist ¢ = (2,,,) eine Cauchyfolge. Bildet man den
Limes n — oo folgt £, — &|p < 27™. Also konvergiert §,,, gegen € Kp.]

Man nennt den Kérper Kp := C/N die P-adische Komplettierung von K.

Bemerkung. Die Konstruktion ist analog zur Konstruktion von R als Komplettie-
rung von Q beziiglich des tiblichen reellen Absolutbetrags |.|.

P-adisch ganze Zahlen. op = {x € Kp | |x|p < 1} definiert einen Ring. Dal3
op unter Addition abgeschlossen ist, benutzt die scharfe Dreiecksungleichung!
Wegen der Multiplikativitit der Norm ist o}, = {x € K | |z|p = 1} die Ein-
heitengruppe. Die Norm |.|p nimmt genau die Werte N (P)% U {0} an. Fiir ein
beliebiges Element 7 € Kp mit |7|p = N(P)~! < 1 gilt daher

Xk oAY Z *

Der Ring op ist ein Hauptidealring, und jedes nichttriviale Ideal hat die Gestalt
7o p fiir eine natiirliche Zahl n, und (7) = 7 - 0p ist das eindeutig bestimmte
maximale Ideal. Der Quotientenkorper von op ist K p.
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Der Restklassenkiorper. Die natiirliche Abbildung o — o0p/(7) induziert einen
Isomorphismus

Kp = OK/P%J Op/(ﬂ') .

[Offensichtlich ist 0 x N (7) die Menge aller z € ox mit |x|p < 1 <= vp(x) > 0
gleich dem Ideal P = {z € ok | P|(x)}. Die induzierte Abbildung oy /P —
op/(m) ist daher injektiv. Zur Surjektivitit. Sei £ € op. Aus der Dichtigkeit von
Kin KpfolgtV0 <e <13z € K|{ —x|p <e. Aus [{|p < 1 folgt |z|p < 1.
Aus dem Approximationssatz folgt 3y € K |y —x|p < e und |y|pr < IVP' # P.
Beachte |y|p < max(|z|p, |y — z|p) < 1. Alsoy € ox mit | —y|lp < e < L.
Also & — y € (m), und £ und y haben dasselbe Bild in 0 modulo (7).]

Analogon von Heine-Borel. Der metrische Raum K p ist lokalkompakt. Eine Teil-
menge ist kompakt genau dann wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist. Ins-
besondere sind op und die Ideale (7") kompakte Teilmengen. Analog ist 0}, =
{z € K| |z|p < 1} kompakt in K}, = Kp \ 0. [Zum Beweis. Ein metrischer
Raum ist kompakt genau dann, wenn er folgenkompakt ist. Wie beim klassischen
Satz von Heine-Borel geniigt es dann zu zeigen, da} die abgeschlossenen Quader
Q = {z € K| |z|p < C} folgenkompakt sind. ObdA C' = 1 und @ = op. Der
SchluB benutzt wie im reellen Fall ‘Intervallschachtelung’. Wir teilen jetzt aber
() nicht zwei Teile sondern in N (P) Teilquader. Seien r; € R endlich viele Re-
priasentanten eines Reprisentantensystems R C oy des Restklassenkorpers xp.
Dann gilt ) = Lﬂﬁ'l (r; + 7 - Q). Fiir eine Folge z,, € () kann man daher immer
ein ¢ finden, so dal unendlich viele Folgenglieder in r; + 7 - () liegen. Durch Ite-
ration erhélt man wie im Reellen eine Teilfolge, welche eine Cauchyfolge ist, also
in () konvergiert.]

Bemerkung. Die Beweismethode des letzten Abschnitts liefert iterativ () = R+ -
R+---7~1- R modulo (7*)Q. Es folgt: 1) 0 /P” = op/(7") . 2) Man kann jede
P-adisch ganze Zahl in eine konvergente Potenzreihe > :° ;7" mit Koeffizienten
r; € R entwickeln.

Der Satz von Heine-Borel beruht damit letztlich auf der Tatsache, daf} ein projekti-
ver Limes (siehe Appendix III) von endlichen Mengen kompakt ist (ein Spezialfall
des Satzes von Tychonoff). In der Tat gilt

Op = hmOP/(TFV) = limoK/P”.
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2.6 Adele

Sei [K : Q] = nund K = Q(«), und seien o; : K — C die n verschiedenen
Korpereinbettungen o;(a) = o'”) definiert durch die n komplexen Nullstellen o”)
des Minimalpolynoms f(X) = [[(X — o) eines primitiven Elements «. Jede
der Einbettungen o = o; definiert einen Betrag |z|, := |o(z)|c auf K.

Archimedische Stellen. Eine der Einbettungen o heifit reell, wenn gilt o(K) C R,
ansonsten heiflt die Einbettung komplex. Ist 7y die Anzahl der reellen Einbettun-
gen, und r, die Anzahl der komplexen Einbettungen, und es gilt offensichtlich
n = ry + 2ry. Ist o reell, setzen wir K, = R. Ansonsten setzen wir K, = C. Im
letzteren Fall ist mit 0 auch & := U o o eine komplexe Einbettung mit demselben
Betrag |z|, = |z|s. Fiir jede komplexe Einbettung wihlen wir einen der zwei Re-
prasentanten und erhalten auf diese Weise r; + r, archimedische Betrige |x|, auf
K. Wir schreiben fiir diese v|co. Es gilt

R@q K = RIX]/(F(X)) = [[ K, = Ax

v|oo

(das Produkt lauft iiber die ry + 75 archimedischen Stellen v von K).

Adele. Im Kartesischen Produkt [, Ko x [[p Kp = [], K, (v durchlduft alle
sogenannten Stellen von K, d.h. P durchlduft die Primideale P # 0 von oy, und
die r; + ro archimedischen Betréige |.|, fiir v|co) betrachten wir Quader

QC:HQU ) Qv:{xEKv‘|x’v§Cv}-
Hierbei sei C' = (C,), fiir reelle Zahlen C,, > 0, und fast alle C,, seien gleich 1.
Wir definieren den Adelring A i (als eingeschrdnktes kartesisches Produkt)

Ag=][E x[[&r = | Qc
C

v]oo P

als Teilring des kartesischen Produktes [ [, K. Es giltalso Ax = A x{(zp) | 2p €
Kp,fastalle zp € op}. Speziell A = Ag = R X H; Q, .

Restringierte Produkttopologie. Seien (G, lokalkompakte abelsche Gruppe, und
seien fiir fast alle v offene und kompakte Untergruppen H, C G, gegeben. Das
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eingeschrinkte Produkt [, G, = [[,(G, : H,) besteht aus allen () € [], Go»
fiir die fast alle =, in H, liegen. Man nennt eine Teilmenge U C H; G, of-
fen, wenn sie zu jedem Punkt auch eine Teilmenge der Gestalt [ [, s Uy [[,¢5 Ho
enthilt fiir S endlich und U, offen in G, fiir alle v € S. Die Produkte H%é s H,
sind kompakt nach dem Satz von Tychonoff!

Adeletopologie. Wir setzen H, = o, fiir alle nichtarchimedischen Stellen v von
K. Beachte op ist offen und kompakt in Kp. Wir versehen auf diese Weise
Ag = H; K, mit der eingeschrinkten Produkttopologie der von den Normen
induzierten Topologien auf den Komplettierungen K ,,. Addition und Multiplikati-
on auf A sind dann stetige Abbildungen.

Quader. Alle Quader ()¢ sind kompakte Teilmengen von Ag. [Die auf einem
Quader Q¢ = [], @, induzierte Teilraumtopologie ist gerade die Produkttopolo-
gie von ) = [[, @,. Die Quader @), C K, sind kompakt (Heine-Borel). Also ist
Q¢ kompakt nach dem Satz von Tychonoff (Produkte von Kompakta sind kom-
pakt)]. Als Vereinigung der Quader () ist daher Ay lokalkompakt.

Lemma. K C Ay ist diskrete Untergruppe mit kompaktem Quotienten K\A.

Beweis. Diskretheit. Der Korper K ist durch z — (z), diagonal in den Ring
A eingebettet. Nach 2.4 ist der Durchschnitt von K mit der offenen Teilmenge
V =A, x[[pop C Ag gerade ox = K N V. Projektion auf den ersten Faktor
Aw = [l Ko = R x C2 = R1+2r2 & RIKQ yon VV definiert damit eine
Inklusion in den Euklidschen R-Vektorraum

O — Aoo = R[K:Q] .

Wie bereits in 2.1 gezeigt, ist das Bild von 0 = Zw;+- - - Zw,, ein Gitter in A, =
R™ aufgespannt von R-linear unabhingigen Vektoren w; (wegen Dy /g # 0). Also
findet man eine offene Umgebung U,, C A, von Null mit ox N U,, = {0}. Es
folgt K N (Uss X [[pop = {0}. Somit ist K eine diskrete Untergruppe von A,
insbesondere also auch abgeschlossen.

Kokompaktheit. Wir versehen K\ Ak mit der Quotiententopologie. Insbesondere
ist dann A — K\Ag stetig. Es geniigt daher zu zeigen, daB es einen Quader
Qoo C A gibt so, daB das Kompaktum @) = Qs X [[p 0p sich surjektiv auf den
Quotienten A /K abbildet.
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Konstruktion von (). Wegen dem Approximationssatz 2.4 gilt Ay = K + V fiir
V = Ax x[[pop. Dannist K\Axg = V/(VNK) = (Ax x [[pop)/ok und
A = Q + o fiir einen geniigend grofen Quader in A . ]

Bemerkung. Letztlich zeigt der obige Beweis die Existenz eines Isomorphismus

(OK\AOO) X HOP SN K\AK

Fiir die Gruppenstruktur ist dies bereits klar. Es stimmt aber auch in Bezug
auf die natiirlichen Topologien auf beiden Seiten, welche beide Seiten zu kom-
pakten Gruppen macht. [Benutze nun: Ein bijektiver stetiger Homomorphismus
A — B zwischen kompakten topologischen Gruppen, mit separiertem B, ist ein
Homo6omorphismus; denn man zeigt dann leicht, dal das Bild einer abgeschlos-
senen Menge in A abgeschlossen in B ist].

2.7 Haarmal

Jede lokalkompakte abelsche Gruppe G besitzt ein translationsinvariantes Maf3
dx, d.h. ein positives R-lineares Funktional auf C,(G, R) mit

/Gf(x+x0)dx—/Gf(x)dx.

Modulus. Ein solches Haarmaf; dx ist eindeutig bestimmt bis auf eine Konstante.
Fiir jeden stetigen Automorphismus ¢ : G — G gibt es daher einen Modulus ||¢||
in R mit vol(p(U)) = ||p|lvol(U) fiir alle U C G offen.

Beispiele. Wir benotigen die Existenz des Modulus und des HaarmaBles nur in den
folgenden Situationen, wo die Existenz evident ist

1. G diskret, dz diskret und ||¢|| = 1.

2. Fiir kompaktes GG sei angenommen dz existiert und sei eindeutig. Dann ist
l¢l] = 1 (denn ||.|| ist ein Homomorphismus von G nach R ).

3. G = R und dz LebesguemaB und ||¢|| = |y|r fir (z) = yz, y € R*.

4. G =Cund ¢(x) = yr,y € C*. Dann ist || ¢|| = |y|2.
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5. G = Kp. plx) =y firy € Kp. Dann? st ]| = [yl

6. G = Ak und dz = [], dx,. Dann ist fiir p(z) = yz mity € A} und
y = (p),y € K, der Modulus [|¢|| = [T, [lu]l-

Fiir die Multiplikation ¢(z) = yz in den Fillen 3.-6. schreiben wir auch ||y||
anstelle von ||¢||. Offensichtlich gilt ||y 32| = ||y ||lv2]|-

Zum Fall 5. ||ly|| = 1 fir y € o} wegen ||y||lvol(op) = vol(yop) = wvol(op).
Fir y = 7 gilt ||7||vol(op) = vol(mop) = N(P)vol(op), denn op ist die dis-
junkte Vereinung von N(P) Translaten von wop. Also ||| = N(P)™'. Da-
mit allgemein |y|| = N(P)™**® = |y|p. Wir werden vorerst nur Treppen-
funktionen integrieren, insofern geniigt uns als Definition | Kp Loy(yn (@)dx =
|7 pvol(op) = |7"|p. Mit Hilfe des Integrals iiber Treppenfunktionen kann man
durch den Daniell-Prozel3 Lebesgue integrierbare Funktionen definieren.

Produktformel. Fiir jedes y € K* C A gilt|]], ||yl = 1|

Beweis. [, lyllo = I1,. ke lo(@)| I1p |z|p wegen 4. und 5 (das erste Produkt
lduft iiber alle Einbettungen o : K — C). Also® [, [lyllo = |Nk/o(x)|N(z) ™ =
1 nach 2.3. [

2.8 Minkowski Lemma
Quader. Fiir den nicht archimedischen Quader Q¢ rin = [[p{z € Kp | |z|p <
Cp} und den archimedischen Quader Q¢ o = Hv|oo{a7 € K, ||z], <C,} sei

® Qc = Qoo X Qo fin-

L Q/C - %QC,OO X QC,fin-

2Beachte fiir A € Q, gilt daher | A7) = || \|| p analog zu 4.
3Alternativ folgt aus Fubini und 0 — K — Ay — K\Ag — 0 die Formel ||y||s, =
lyll & [|¥|la, /x = 1 auch aus 1. und 2. oben.
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Dann gilt @, — Qs € Qe
Quadervolumina. Es gilt

vol(Qc) = [|C|lvol(Q1) ,

wobei ||C|| = [, C. (komplexe Stellen wir in diesem Produkt doppelt beriicksichtigt).
[Fir £ € A% und [€,], = C, gilt Q¢ = Q1. Also ||C]| = [[£]]1.

Lemma. Sei C = (C,) mit C, > 0 und C,, = 1 fiir fast alle v. Dann existiert ein
nur von K abhéingiges 0 > 0 so, daf gilt: ||C|| > 0 = Qc N K # {0} |

Beweis. Im Fall Q- N K = {0} die Projektion Ay — K\A injektiv auf Qf,
denn ¢ € ¢+ K und ¢ # ¢ in Q, wiirde sofort (Q, — Q) N K # {0} und damit
Qc N K # {0} implizieren wegen Q) — Qx C Q¢. Aus Fubini folgt daher

vol(Qe) = [|Cllvol(Qy) < vol(K\Ak) .

Also gilt Qc N K # {0}, falls ||C]| > vol(K\Ak)/vol(Q}) =: 9. O

Bemerkung. § = (2772\/| D o)/ (2" 7227") = (2)"2/| Dk ql. *

Endlichkeit der Klassengruppe. Fiir ein gebrochenes Ideal I € Divg setze Cp =
N(P)~*" fiir die Primideale P # 0 von K. Wihle C,, fiir v|oo mit ||C|| > 6.
Dann existiert 0 # 2z € K mitz € Q¢ N K = I. Fiir das Ideal J = 21! C og
gilt dann JI = (z). Also N(J)N(I) = N((z)). Aus N((z)) = |Ngo(x)|c
(siehe 2.3) und [Nk /q(z)|c = [l [I2lle < 1,100 Co = [[C]|N(I) folgt daher
N(J) < ||C||. Fiir die groBte ganze Zahl [6] > § gilt somit

Satz. Die Klassengruppe Cl(K) ist endlich. Jede Klasse besitzt als Reprisentanten
eines der endlich vielen Ideale J C o mit N(J) < [d].

*Beachte dazu vol(K\Ak) = 27"2,/[D q|. Der erste Faktor 22 kommt von dxdy =
1dzdz. Andererseits vol(Q)) = 2 "wol(Q;) = 27"2"x"2 = (Z)"2. SchieBlich gilt
vol(Q1) /vol(K\Ak) = 2~1%72 /5 = (2m)™22" /,/|D o[ Normiert man die MaBe dz,, so,
daf die Volumina der lokalen 1-Quader gleich 2, 2, | Dk q|v /2 Gind fiir K, =R,Cund v { o0,
folgt vol (K\Ag) = 1.
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2.9 Die Idelklassengruppe

Die Einheitengruppe A} des Adelrings A i nennt man die Idelgruppe I von K.
Ein Adel z = (z,) liegt in [x genau dann, wenn |z,|, = 1 gilt fiir fast alle v.
I ist daher das eingeschriinkte Produkt [T, K = [],(G, : H,) fir G, = K;
und H, = o} (kompakt offen in K fiir alle v 1 0c0). Man versieht [ daher nicht
mit der Einschrinkungstopologie aus A, sondern mit der feineren Topologie des
eingeschrinkten kartesischen Produktes. Nur dadurch wird [ zu einer topologi-
schen Gruppe (Stetigkeit der inversen Abbildung!) Setze C'x = K*\I.

Die Idelnorm. Fir x = (z,) € Ik gilt |z,|, = 1 und daher ||z,||, = 1 fiir fast
alle v. Daher ist das Produkt ||z|| = [], ||zv||» wohldefiniert. Man erhilt einen
Homomorphismus ||| : I[x — R?%, die sogenannte Idelnorm

0—T —»Ix - R, —0.
Wir haben bereits gezeigt, daB K* im Kern I} der Idelnorm liegt.
Lemma. K* liegt diskret in T}, mit kompaktem Quotient C, = K*\Ik.

Beweis. K* liegt diskret in A g, also diskret in A}, fiir die Einschrinkungstopologie,
und damit erst recht fiir die feinere Ideletopologie.

Der Hilfsquader (). Wihle einen Hilfsquader () = Q¢ vom Volumen vol (@) > 4.
Fiir jedes ¢ € T, gilt vol(£Q) = wvol(Q) > § wegen ||€]| = 1. Also existiert
0#xze K*'N(Q),d.h. ¢ € Q. Wir wollen jetzt etwas analoges fiir den Kehrwert
£ zeigen. Wegen Il = 1 gibt es auch ein 0 # y € K™ N £Q. Nur endlich viele
Yy = v, ..,y aus der diskreten Menge K* liegen in dem Kompaktum ()2 von
Ag. Wegeny € fQ CQ -Q=CQcgiltalsoy =y, fireini =1,..,r.

Kokompaktheit. Es folgt % € Q = QUU,_, vy, 'Q. Die Menge 2 ist kompakt in
Ay (daher obdA selbst ein Quader), und enthilt % und % Damit liegt % in dem
Kompaktum 2 N Q! von I . Der SchluB zeigt, daB K*\I}; im Bild dieses Kom-
paktums liegt, und daher selbst kompakt ist beziiglich der Quotiententopologie
von Ij,. O
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2.10 Idelklassencharaktere

Charaktere. Ein Quasi-Charakter einer topologische Gruppe X ist per Definition
ein stetiger Homomorphismus

n:X—C".

Hat 7 seine Werte im komplexen Einheitskreis S' C C*, dann nennt man 7 einen
Charakter von X. Produkte von (Quasi)charakteren sind (Quasi)charaktere. Die
Charaktere von X definieren durch Multiplikation eine Gruppe X 7.

Die Gruppe Z. Beachte Iy C I und damit [y, = RY, C Ix. Wir nennen
diese Untergruppe Zx, und wihlen eine konkrete Einbettung

LKZR;(]%ZKQHK

fiir die gilt ||ux(t)|| = t. Setze dazu ix(t) = (tV/7,--- /") C A* C g
fir t € R:, und n = [K : Q. Die natiirliche Abbildung Zx x I}, — Ix
ist ein Isomorphismus. Der Quotient X = Zx\Cf ist kompakt, da isomorph
zZu C}(. Jeder Quasicharakter von X hat daher beschrinktes Bild, und ist so-
mit ein Charakter. Jeder Quasicharakter von 1 : Zx = R, hat die Gestalt
t s t(mF2r2)s/n — g5 — ||¢||® fiir eine komplexe Zahl s € C.

Lemma. Die Gruppe X = Z\Ck ist kompakt. Jeder Quasicharakter 1 von C
besitzt eine eindeutige Zerlegung n(x) = x(z)||z||* in eine Potenz der Idelnorm
und einen Charakter x(x) von Xf.

Beweis. Die Einschrinkung 7|z, (t) auf Zx hat die Gestalt ¢ — ¢* fiir ein s € C,
x(x) = n(x)||x|~* ist daher trivial auf Zj. Als Quasicharakter der kompakten
Gruppe X = Z\Ck liegen die Werte von y in S O]

Fiihrer. Sei V eine Umgebung von 1 € S*, welche als Untergruppe nur {1}
enthlt. Fiir einen Charakter ¥ € (Ix)P gibt es ein Ideal I = IL, P} C ok,
fiir das die die offene Menge 1 (V') C I eine offene Umgebung U = U, x U;

enthalt mit
UI: H {1+7TZUOU}X H 0:

Ny, >0,vt00 v,ny=0
(nach Definition der Topologie von [ ). U ist eine Untergruppe von vaoo o) (mit

endlichem Index). Somit ist n(U;) eine Untergruppe von V' C S*, also trivial.
Also
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Lemma. Jeder Charakter x € (X )P faktorisiert iiber einen Quotienten

M; = (K*Zi)\Ik /Ur |.

Das kleinste Ideal I = ], .q P} in ox mit dieser Eigenschaft ist eindeutig be-

stimmt und heifst FUHRER des Charakters .

Beispiel. Der Fall K = Q. Hierist Ig & Q" x RYy x [] 05, also Xo = [], 05 .
Also ist M; = 7y(M;) endlich, ndmlich die Einheitengruppe des Rings Z /17

My = [[op/vn=[]@/pyzy = z/12)" .

veS

Dies ist im allgemeinen nicht mehr richtig. Dies hat folgenden Grund.

Komponenten. Sei Uy, = (I )" die topologische Zusammenhangskomponente
RZ, x €™ von [  (eine offene Untergruppe). Das Bild von U, U; in Xy ist
daher eine offene Untergruppe der kompakten Gruppe. Das Bild ist isomorph zu
(oF Z\U Uy fiir of = K* N (UxU;). Endlich viele Nebenklassen iiberdecken
daher den Raum. Also zerfillt die kompakte Gruppe X i in eine endliche disjunkte
Vereinigung von offen-abgeschlossenen Teilmengen Xy = ]_[f:1 (oF Zx)\UsUr.

Somit
k

M = H (07 Zxk)\Uss , #mo(Mp) =k .
i=1
Da U, zusammenhéngend ist, ist dies die Zerlegung von M in endlich viele topo-
logische Zusammenhangskomponenten. Wir werden in 2.12 sehen, dal3 jede Kom-
ponente (07 Zx)\Us isomorph ist zu einem Produkt von Kreisringen (S*)" ! fiir
n = [K : Q. Also fiir die endliche Gruppe 7y(M;) der Ordnung k

0— (SH" ' — My — mo(M;) — 0.

Punktetrennung. Daher gibt es jedes 1 # o € X einen Charakter x € (Xg)”
mit x(xg) # 1. [ Es gibt ein [ mit nichttrivialem Bild von z; in M;. Also geniigt,
daB Charaktere von endlich erzeugten abelschen Gruppen M; = 7o(M) x (S1)"~!
Punkte trennen(siehe 1.3)].

SEine Gruppe M dieser Gestalt zerfillt in das Produkt von (S1)"~! und der endlichen Gruppe
der Komponenten. Ist 7o(M) zyklisch von der Ordnung n, wihlt man einen Erzeuger z in M.
Dannist nz € (S1)"~! gleich ny fiireiny € (S*)"~ L. Also M = (£)x (S1)"~1. Der allgemeine
Fall geht analog.
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Dirichlet Charaktere. Man nennt y € (Xf )" einen DIRICHLET Charakter, wenn
x auf der Zusammenhangskomponente Uy, = I . C I trivial ist. Aquivalent
dazu ist: x oder x|r, . haben endliche Ordnung. Dirichlet Charaktere, deren
Fiihrer [ teilt, entsprechen eineindeutig Charakteren der endlichen Gruppe mo(M).

2.11 Der modulare Turm

Wir schreiben kurz M fiir M; im Fall [ = op. Sei J|I ein Idealteiler. Dann hat
man kanonische Surjektionen

M = Xg /Uy — mo(My)

i i

M; = XK/UJ 4>>7T0(MJ)

i !

MIXK/U*»’T('()(M>

Wir schreiben U; = vaoo Ur,, und wieder kurz U = Uy im Fall I = op. Sei S
eine nichtarchimedische Stellenmenge von /', welche alle Teiler von [ enthilt.

Quotienten. Aus M = M, /U folgt mo(M) = mo(M;)/U. Fir K* N (U U) =:
0% g gilt Bild(U) = o0} ¢\([T,eg Uv/Us) [Um das Bild von U in mo(M;) zu
bestimmen, mufl man die Bedingung ku.,u1u = us analysieren fiir k € K*, uy €
Uso,w € Uy und uy,ug € U. Dies erzwingt k € K* N (U, U)], also (¥)

0— 0}“{\(U/U1) — mo(My) — mo(M) — 0.

Notation. Die Untergruppen I'; = o}; N U; definieren eine absteigende Filtration
durch Kongruenzgruppen auf der arithmetischen Gruppe I' = 0. Beachte o}; ist
eine Untergruppe der Einheitengruppe 0% (vom Index 2! mit [ < r;). Es gilt (**)

0 — oft/Ts — [[Vu/UL, — o;\(U/UI) 0.

vES

Fiir J|I folgt aus (*) und (**) folgt fiir die Projektion py; : mo(M;) — mo(My)
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Lemma. Fiir J|I hat man eine exakte Sequenz

0—1,/T'— HUJJ,/ULU — Kern(m;(]\/[j) —» WO(MJ)> — 0.

vll
2.12 Dirichlets Einheitensatz

Sei S eine endliche Stellenmenge von K, welche die Menge S, aller archimedi-
schen Stellen enthilt. Wir betrachten die offene Untergruppe

Us = (I_IK:)1 x [ os € Tk
vES vegS
und die kurzen exakten Sequenzen

0 K I — "> L 0
J :
0 0% Us C 0

Das Bild C = 7(Ug) ist kompakt, da abgeschlossen in dem Kompaktum Cf,.
[Beachte: C ist (offen) abgeschlossen in C'}, genau dann, wenn das Urbild U =
7 }(C) = K* - Ug (offen) abgeschlossen in I}, ist. & und sein Komplement ist
eine Vereinigung von Nebenklassen der offenen Untergruppe Usg, also offen. Also
ist U offen und abgeschlossen. Somit ist auch C offen und abgeschlossen in C'].

S-Einheiten. Bezeichne o3 3 = K* N Us die Untergruppe von K™ aller S-
Einheiten (fiir S = S ist o) 3 = 0} die Einheitengruppe), dann gilt C =
Us/ 0y g (siche Diagram). Die Abbildung

L((z,)) = €D log(llx.|l.)

veS
definiert dann folgende exakte Sequenzen

C €

|

[TAzo | 2] =1} Us — ([Toes.. (R +) X ves\ s L10g(Fy))"

L

() Ok,s 0% s/ (1)
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Der Quotient () des Kompaktums C ist wieder kompakt. Somit ist L(o ) ko-
kompakt in([T,cq (R, +) X [T eq 5., Z1og(P,))" = R¥S==1 x Z#57#5= also
ein Gitter isomorph zu Z#5~1,

Satz. Die S-Einheitengruppe 0} s ist eine endliche erzeugte abelsche Gruppe

0% = L x p(K) |,

wobei (K die endliche Gruppe aller Einheitswurzeln von K ist.

Beweis. Der Kern p(K) von Lig: o+ 0% g — ([l es R)? ist eine Gruppe. Als
Durchschnitt der diskreten Gruppe 03 ¢ C K™ mit der kompakten Teilmenge
[1,{xv | |#s]» = 1} von I ist sie endlich. Somit besteht p(K) genau aus den
Einheitswurzeln in K. []

Bemerkung. Der Quotient der kompakten Gruppe C' nach der offenen Unter-
gruppe C ist endlich. Anderseits C' /C = Divg s/ K* =: Cl(K, S) fiir Divgk g =
@D,¢sZ. Fir S = Sy ist dies die Klassengruppe CI(K). Dies beweist noch-
mals Satz 2.8. Die endliche Klassengruppe CI(K) = CI(K,S) (siche 2.12)
wird von endlich vielen Primidealen P erzeugt. Wihlt man S so grof3, daf die-
se endlich vielen Primideale und die Stellen v|oco in S liegen, gilt C}/Us =
CI(K)/Bild(Us\s..) = 0 und somit

O%( = US/OF(,S .

Charaktere mit Fiihrer I. ObdA C} = Usg /07 ¢ wie oben. Fiir M; = (K*Zy)\Ik /U;
hat man dann die exakte Sequenz

0 — Hv{xv ’ ’mv’v = 1} N M[ - (H’UESOO RH’UGS\SOO Z)O
p(K)U; 0%

— 0.

Links steht ein Produkt von (S*)™2 und einer endlichen Gruppe, rechts ein Produkt
von (S1)"*72~1 mit einer anderen endlichen Gruppe. M; & mo(M) x (S1)"~!
ist also das Produkt einer endlichen Gruppe (M) mit der Zusammenhangs-
komponente (S')"~!. Die Gruppe der Charaktere von M ist daher isomorph
zu mo(M)P x Z"~1. Variiert man I, folgt: Die Charaktergruppe von X =
(K*Zk )\ g ist abzdhlbar.
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3.1 Normierung der Haarmable

Sei dxy = [], dz, ein additives HaarmaB von A mit vol(o,, dx,) = 1 fiir fast
alle v. Die dz, seien so normiert (etwa wie in der Fu3note von Seite 27) daf3

dx
vol(K\Ag, d—Af) =1

gilt fiir das Quotientenmal} von dz 4, nach dem diskreten ZihlmaB dy von K.

Wir fixieren eine globale invariante nicht verschwindende algebraische 1-Form
der algebraischen Gruppe G,, = Spec(K][t,¢t']) iiber K. Dieser eindimensio-
naler K -Vektorraum wird erzeugt von der Differentialform %. Jede andere Wahl
unterscheidet sich daher nur um eine Konstante A € K*.

Lokale Mafe. Fiir additive HaarmaBe dx,, auf K, ist dz = 92y oin HaarmaR der

llz]]o

multiplikativen Gruppe K. Sei v eine nicht archimedische Stelle von /K. Nach
Annahme gilt vol(o,, dz,) = 1 fiir fast alle v. Aus vol(o,, dz,) = 1 folgt

_#tmy _NB) =L )

vol(oz,dx:)—#ﬁ = NP lim

Globale Maf3e. Das Produkt dieser Zahlen iiber alle P, ist Null (klar im Fall K =
Q). Alsoist I C Ay beziiglich des additiven MaBes | [, dx,, oder auch beziiglich
IL, chlfﬁv eine NULLMENGE! Daher definieren wir das Haarmall dgx auf dem

restringierten Produkt I[;, (nach Wahl von additiven HaarmaBen dx,, auf K,) durch
die Formel

dore = T o % IO - N (R
v| vfoo

ol ¥ (el

Jetzt gilt vol(o}, dg,) = 1 an allen nicht archimedischen Stellen. Eine andere Wahl
)\%t dndert die lokalen MaBle um einen Faktor A € K. Das globale Maf} éndert
sich wegen A € K* wegen der Produktformel [], ||A||, jedoch nicht!

Induzierte Maf3e. Wir definieren nun das Mal} dxx = Zfl—f; als das Quotientenmal}

auf Xy = Zx\Cg = Ck fir dag = 03 (%) und 1x : Zx = R%, im Sinne von
2.10 (dxj sollte man nicht verwechseln mit dem additiven Maf} dx) nach dem
diskreten Ma dy auf K*. Also dgx =[], dg, = dxk - % - dy.
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3.2 Zetafunktionen

Sein(x) = ||x||*x(z) ein Quasicharakter von C, x ein Charakter der kompakten
Gruppe Xx = Zi \Ck. AufgefaBit als Charakter der Idelegruppe I gilt

x(@) = [ [ xo(a)

fiir die Einschrinkungen y, := x|k: von x auf den Faktor K} C Ix. Nach 2.10
gibt es eine endliche Stellenmenge S mit y,(0}) = 1 fiirv ¢ S.

Lemma. Sei v eine nichtarchimedische Stelle und x,, : K} — S ein Charakter
mit Xy|o: = 1. Dann gilt fiir Re(s) > 0 und f,(x) = 1,, ()

[ nana@lal; - dafe) = (1= (m)N(P) )

(bei der Normierung vol(o?, dg,) = 1 des HaarmafSe dg; von K).

Beweis. K; = i), m, -0} liefert [.. 1, (x)x0(x)||x||5dg, () oder die geometrische
Reihe 7% [, xul(mia)l|mialidgu(e) = vol(ot, dgy) - 352 xa(m) Imul. Diese
konvergiert fiir alle Re(s) > 0 gegen (1 — x,(m,)N(P,) )", denn |x(7,)| = 1
und 0 < |7, ||* = N(P,)~* < 1. O

Bemerkung. Fiir v 1 oo ist eine beliebige lokalkonstante Funktion f,(z) mit kom-
paktem Triger auf K, von der Gestalt f,(z) = const - 1,,(x) 4+ h,(x) mit einer
lokalkonstanten Funktion A, mit kompaktem Triger auf K. Das lokale Integral

Zy(fo: Xv: 8) = . fo(@)xo(@)|[z][5 - dgo(2)

ist daher holomorph' fiir Re(s) > 0 fiir alle solchen Funktionen f,(z). Fiir
gegebenes sp mit Re(sg) > 0 ist bei geeigneter Wahl von f,, offensichtlich a
Zy(fus Xu, So) # 0. Dafiir werden die f,, iiberhaupt nur eingebaut!

Der globale Fall. Sei f(x) =[], fo(z,) mit f,(x) = 1,, () fiir fast alle nichtar-
chimedischen Stellen v. Sei dabei f,(z) lokalkonstant mit kompaktem Tréger auf

'Fiir archimedische Stellen bleibt das auch richtig. Fir K, = R und x, = 1 und
fo = exp(—mz?) etwa Zy(fo, Xv,5) = Zoo(s) = m%/?T(s/2), fiir x, = sign dagegen
Zy(fosXvs8) = Zoo(s +1).
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K, fiir alle v 1 oo. Fiir v|oo sei f,(z,) eine unendlich of differenzierbare Funkti-
on, fiir die alle Ableitungen schneller als jedes Polynom gegen Null konvergieren
im Limes ||z,||, — oo (fiir jedes v|oo). Solche Funktionen definieren den Raum
der SCHWARTZfunktionen S(Ag). Fiir Re(s) > 1 existiert dann nach obigem
Lemma eine endliche Stellenmenge S, so dal3 das Produkt

Z(f, X, S) = HUES Z’U(fln Xv> S) HvéS <1 B N(Pv)is) h

absolut und gleichmissig in Re(s) > 1 konvergiert. [ Eine Majorante ist bis
auf eine Konstante die Potenz ((s)!“%! der Riemannschen Zetafunktion ¢(s). ]
Z(f,x, s) ist daher holomorph als Funktion der Variable s im Bereich Re(s) > 1,
und besitzt dort keine Nullstellen.

3.3 Analytische Fortsetzung

Sei Re(s) > 1.Nach2.10und 3.1 gilt [ dgx = [5. % [0 dovk 32 . Wegen
>0 K
X(Zk) = x(K~) = 1 folgt

259 = | Han ||g|rdgK—/ ([, 3 roationne)e

Ck veK*

Wir zerlegen das t-Integral in Teilintegrale floo und fol. Wir formen das zweite
Integral um mit Hilfe der

Poissonformel. Fiir Schwartzfunktionen f = [[, f, € S(Ak) gibt es Schwartz-
funktionen f = 1], f, € S(Ak), so daf fiir alle x € I gilt

FO) = [zl F(0) + 2 e FOy@) = 27 S e Fr D) |

=

Wegen fol t*% = L etc. ist daher (fc;{ x(@)drg) (12 + L9 1 Z(f, x, s) gleich

+
Jdt ) L
([, 5 s [ ([ 1 5 o)

K veK* yEK*
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Wegen ||z|| = 1 fiir z € C liefern die Substitutionen ¢ +— ¢t~ z — z~! somit
dt

L[ S ttwnnd)eS+ [ ([ 3 Tt a5
210k ek >IN Ck ek t

oder zuriickverwandelt fir 17" = {z € I | ||z| > 1}

[ t@x@lelbane+ [ Fon @loldoc.

(I )=t (Ix)=!

Da f an den nichtarchimedischen Stellen kompakten Tréger besitzt, klingen fiir
g = xt die Integranden beider Integrale f (tx) — Ound f(tx) — 0fiirt — oound
x € C} schneller ab als jedes Polynom in ||tz|| = t. (In Bezug auf f siehe dazu
Abschnitt 3.5). Daher zeigt der Satz von der dominierten Konvergenz, dal beide
Integrale nicht nur fiir Re(s) > 1, sondern auf ganz C holomorphe Funktionen in

s definieren. Also wegen )(1 =X

Satz. Z(f, x, s fX x)drg) (f (02 + 1 (50)) ist holomorph auf ganz C, und
erfiillt die Funknonalglelchung

Z(f,x,s) :Z(f,y,l—s) )

3.4 Die Poissonformel

Faltung. Wir betrachten Mafe wie in 3.1. Sei f(x) = [[, fu(z,) und sei f,(z,) €
C>(K,), wobei darunter Treppenfunktionen zu verstehen sind im Fall v { co. Die
Funktion f operiert durch Faltung

(Rfdza)e)(e) = [ o= v)olu)dys = /K Ky

auf dem Hilbertraum der quadratintegrierbaren Funktionen L?(Ag /K, dz). We-
gen K (z,y) = Y e (@ —y + &) ist die Spur von R(fdx,) daher®

Spur(R(fdis)) = /A K)o = vol(a /K de) 3 (9

{eK

2Siehe Appendix I
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Charaktergruppe. Ist )(x) ein Charakter von K\ A, dann auch ¢ (yz) firy € K.
Die Charaktergruppe von K \Af ist daher ein K-Vektorraum. Jeder Charakter
(z) ist trivial auf einem geeigneten Quader Vo = [, Qc, (analog zu 2.10).
Der Approximationssatz liefert y € K* mit ¢(zy)|y., = 1. Die Charaktere, wel-
che auf V] trivial sind, entsprechen Charakteren von A, /0. Sei ¢ einer davon.
Die Charaktere 1)o(xy) mity € ox bilden einen Untermodul von endlichem Index.
Charaktere der Form vq(yx),y € K bilden daher einen Untergruppe von endli-
chem Index in der Charaktergruppe von K\ A . Der endliche Quotient ist gleich-
zeitig ein K'-Vektorraum, also gleich Null. Wegen K\Ax = A /ox X [[pop
gibt es nichttriviale Charaktere. Es folgt

Lemma. Sei g # 1 ein Charakter von A /K. Dann durchliuft 1(z) = 1o(yx)
fiiry € K alle Charaktere 1 € (K\AK)D von K\Ag.

Spurformel. Beachte [ , 1 (x by (2 = Jupe U1/ ¥2)()dz = 6y, 4, denn
wegen der Translationsinvarianz des MaBes ist dieses Integral vol(K\Ag) oder

Null, je nachdem ob v, = 1, oder nicht. Die Charaktere ¢ : K\Ax — S! bilden
daher eine orthogonale Hilbertraumbasis (Punktetrennung!)

LX(K\Ag,dz) = @, Cv |

Wegen( (fdl’A) J(x) = P(fdra)-(x) mit R(fdxs) = fA (—y)dya =

~

L, F@)o(—yx)dys = f(2) gilt

Poissonformel. Fiir f(y) =1L ﬁ,(yv) mit

o~

fv(%) = K fy($)¢0,v(_$vyy>d$v
gilt

> Jty) = Spur(R(f.dzs) ) = vol( K\, dz) >~ f(€) = > £(€)

yeK €eK ¢eK

Dies ist im Prinzip bereits die im letzten Abschnitt benutzte Poissonformel, denn
fir f,(y) = g(ny) mit n € K ist ( fv T,) fK gy Yo(—zy,)dy, =
Im|7*G(z,n~"). Es bleibt zu zeigen, da die Fourier Transformation den Schwartz-
raum (siehe ndchster Abschnitt) erhilt, und die Spurformel auch fiir Schwartz-
funktionen richtig bleibt (Ubungsaufgabe). Fiir unsere Anwendungen reicht aus
fo € C*(K,), obwohl dann die Fouriertransformierte im allgemeinen fiir v|oco
nur eine Schwartzfunktion ist.
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3.5 Fourier Transformation

Zur Bezeichnung. Wir fixieren jetzt eine Stelle v des Zahlkorpers /', und betrach-
ten fiir den Korper K, die (lokale) Fourier Transformation

fly) = Kf(fff)%(—xy)dl’: Kf(fv)%(fcy)dx

Ist der globale Charakter ¢y nichttrivial, dann auch ¢, = | K, (Approximation
D). In den Bezeichnungen lassen wir jetzt die Indizes v weg.

Eigenschaften der Fourier Transformation. Fir f € C*(K,) und n € K, sei

(Tof)(x) = flz+n). (Myf)(z) = Yo(nz) f(x) sowie (R, f)(z) = f(nx) im Fall
n # 0. Es gilt

T,f(y) = wolmy) - fly) = M, f(y)

—

2. Myf(y) = fly—n) =T, f ().
3. Rof(y) = I~ Forty) = [l - Ryr f(y).

1.

S

Beweis. T, f )= [, fz+m)do(zy)de = [i f(2)d, (fvy—ny)drc:@/)o(qy)f(y)-
Analog M, f(y) = [, to(1z) f () (zy) dr= [y, F (2)o(w(y—n))dz= f(y—n).
Wie bereits im letzten Abschnitt gezeigt, gllt R f = [ f K, () (zy)dr =

Il =" fie, £ @) o (an™ y)da =l = f(n~1y)-

Sei K, = R oder C. Der Schwartzraum S(K,) ist dann der Raum aller C'*°-
Funktionen auf /,, deren Ableitungen schneller als jedes Polynom gegen Null
geht fiir |x|, — oo. Die Fourier Transformation ist fiir alle f € S(K,) erklirt.
Obige Identititen bleiben richtig. Man kann die Identitdten nach 1 Ableiten. Dies
zeigt, dal} Fourier Transformation Polynom-Multiplikation transferiert in eine ite-
rierte Ableitung. Daraus folgt sofort

O

feSk,) = feS(K,).

Im nichtarchimdischen Fall ist S(K,) = C2°(K,,) der Raum der lokalkonstanten
C-wertigen Funktionen auf K, mit kompaktem Triger (Treppenfunktionen). Bei-
spiel: f(xz) = 1,, () in S(K,). Dieser Raum ist invariant unter den R,, M,, T,,.
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Die Bilder von 1, (x) erzeugen S(K,) als C-Vektorraum, und fes (K,) folgt
aus f € S(K,). Dazu geniigt

R
Lo, = Lupo, = Rom1o, .

Hierbei ist m = m, der Fiihrer von v/, die kleinste Zahl m € Z mit {70, = 1.

Beachte [, vo(yz)dr = 0, falls o (z)|yo, # 1, und [, vo(yx)dr = vol(o,) =1
sonst. Zweimaliges Anwenden der Fourier Transformation liefert daher

/1\0'0 = Tﬂ@”ov = [|m |3 - Rep lamo, = N(P,)™™ 1, .

Daraus folgt f(z) = N(P,)~™ - f(—z) fiir alle f € S(K,). An der archimedischen
Stelle sind exp(—mz?) und exp(—n27z) die Analoga der Funktionen 1,,.
Globaler Fiihrer. 1y € (K\Ag)P istkonstant 1 auf einer Menge Q = [Tope %o,
mit C’y/\ = 1 fiir fast alle v (wie in 2.10). Also m, < 0 fiir fast alle v. Be-
achte 19 = 1QU ~mvq. Es folgt dann aber m, = 0 fiir fast alle v [Sonst wiire
v € K N[, 7" @ nicht diskret in Ay und > @(7) divergent fiir geeig-
netes fo, € C°(A). Widerspruch!]

Korollar. Der lokale Fiihrer m,, von 1y erfiillt m,, = 0 fiir fast alle Stellen v.

Fiir globales f(z) = [], fo(2y) mit f,(z,) = 1,,(z,) fiir fast alle v (wie in 3.2)

o~

impliziert dies f, = 1,, fiir fast alle v.

Mit anderen Worten. Sei S(Ag) der Raum der endlichen Linearkombinationen
von Funktionen f = [], f, mit f, € S(K,) und f, = 1,, fiir fast alle Stellen v.
Dann gilt

f € S(AK) - f € S(AK) .

Diese Eigenschaft ist wesentlich (!) fiir die Existenz einer holomorphen Fortset-
zung des Integrals

22 (1 %09) = |, Flax(@)lgll™ dgx
K

auf ganz C im Beweis des Heckeschen Satzes 3.3.
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3.6 Das Tamagawa MaB

Der Fall x # 1. Nach 3.3 sind die Funktionen Z(f, x, s) holomorph bei s = 1
fiir alle nichttrivialen Charaktere x : Cx — St der Ideleklassengruppe Ck ist.

[X 7& 1 1mpllzlert Jx x(@)dzx = 0 wegen [, x(z)dzg = [y x(xxo)drg =
x(20) [ x(@)dwg.] Durch geeignete Wahl von f,, v € S folgt:

[T = xu(m)N(R) ™)

vgS

ist holomorph bei s = 1 fiir y # 1.

Der Fall x = 1. Die Funktion Z(f,1,s) hat bei s = 1 héchstens einen ein-

fachen Pol mit dem Residuum vol(X,dz) - f(0) fiir f(0) = = | ay J(@)dzs =
I, fK fo(xy)dz,. Siehe 3.3. Wihle alle fv mit fK fo xv)da:v + () 3.3 zeigt
dann lim,_ .y Z,(f,,1,s) = (1 — N(P, 1S K fo(x)dzx,. Diese Terme kiirzen

sich weg. Es folgt

Satz. Die Zetafunktion ((K, s) des Zahlkirpers K
(K, )= ] a-NE@)*) = NI
0#P prim I1#0

hat einen einfachen Pol bei s = 1. Fiir dzy = ||, dz, und das Zdhimaf3 dy von
K sei drg das Quotientenmaf} auf Xy = K*Zg\lg von dgk /dax nach dem
Ziihlmaf3 von K*, wobei da, = 1*(%) und

H Hd% H (1- N(P)fl)ilﬂ

o 0P prim e

Dann gilf?

vol(X, dzrk)
vol (K\Ak, dxy/dy)

— res,_: (H(1 . N(PU)‘S)‘1> — res,_; (C(K, s)) .

vfoo

3Das zeigt vol(X) = 1 fiir das regularisierte MaB (dxp /|| |)reg = dgrc /ress—1((K, s), das
sogenannte Tamagawa Mal3.
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3.7 Dirichlet Dichte

Einer Menge von nichtarchimedischen Primstellen Y. des Zahlkorpers K 1d6t sich
die Grofe unter dem reellen Limes

N(P,)™*
my(X) = limsup Lovex N(o)

<1
s—1+ - IOg(S - 1) B

zuordnen. Konvergiert die rechte Seite, sagt man X besitzt die Dirichletsche K-
Dichte mg (X). Es gilt

—1log(¢(K,s)) = Y log(1— N(P)™*) =Y N(P)™+ .,

P#£0 P#£0

bis auf die Summanden > -, >~ p_ o N(FP) "™ /m, der Teilsumme aber im Limes
s — 17 beschriinkt bleibt*. Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben ist die
Dichte aller Primstellen von K gleich 1, da ((K, s) bei s = 1 eine einfache Pol-
stelle besitzt! Allgemeiner, 143t man Primstellen aus einer endlich Stellenmenge
S weg, gilt immer noch

#S <00 — dK<{v|v¢S}>:1.

Ein analoges Argument zeigt

Satz. Die Menge aller Primstellen P, von K, fiir die K, nicht isomorph ist zu ei-
nem der Korper Q,, besitzt die K-Dichte Null besitzt. Die komplementire Menge
Y. der total zerfallenden Stellen v hat daher die K-Dichte 1

dK<{v

K, = Q, fir v|pund pGN}) =1.

4Zm22 YppoNP)T/m <L K]y, 502,07 ™ /m S [L K]S, 03, p7™ <
L KIS, 2l <91 K]S, p < 911 - KIG(2)

1-p—* P




Kapitel 4

Relative Theorie

45



46 KAPITEL 4. RELATIVE THEORIE

4.1 Divisoren in Erweiterungskorpern

Fiir Zahlkorper Q C K C L definiert i(/) = o,/ einen ordnungserhaltenden
Homomorphismus

i Divg — DiUL‘.

Beachte i(/J) = o lJ = oporlJ =oplorJ = i(I)i(J). Wir behaupten
Lemma. Es gilt i(I) N K = 1.
Folgerung. i ist injektiv und i(I) C i(J) <=1 C J.

Beweis. I C i(I)N K ist klar. Andererseits gilt J = i(I) N K € Divg mit [ C J.
Alsoi(I) Ci(J) = o (K Ni(I)) C ol = i(I), und damit i(I) = i(.J). Wire
I # J, kann man durch Multiplikation mit i(/~") obdA I = ox und oy & J
mit o, = i(I) = i(J) erreichen. Fiir jedes = € J gilt damit x € i(J) = oy.
Da z somit einer Ganzheitsgleichung iiber Z geniigt, folgt wegen x € K daraus
x € o, = I. Also I = J im Widerspruch zur Annahme [ # J. U

Man hat die Normhomomorphismen, und folgendes kommutatives Diagram

DivgC ' Divy,

(Nm A

*
R>o

Relativnormgesetz. | Np(i(I)) = Ng(I)"| firn = [L : K].

Beweis. Ni(i(v)) = Np((z)) = |Nrjo()| = |Nkjo(@)|[" = Ni((x))" gilt fiir
Hauptideale / = (x) nach 2.3. Dies geniigt wegen der Endlichkeit von CI(K).
[Sind die h-ten Potenzen zweier Zahlen in R gleich, dann die Zahlen selbst. ]
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4.2 Primidealzerlegung

Sei P # 0 ein Primideal in Divg und sei

i(P) =P By’

die Produktzerlegung von ¢(P) C oy, in Potenzen paarweise verschiedener Prim-
ideale P; in Divy. ObdA e; > 0. Man nennt P in ok verzweigt in L/K, wenn
eine der Zahlen e; > 1 ist, ansonsten unverzweigt.

Die Teiler von i(P). Wegen P, |i(P) gilt P C i(P) C P,,und damit P = P,Nog,
da P maximal ist. Ist umgekehrt P’ ein Primideal von o7, mit P = P’ N oy, dann
gilto, P C P', also P'|i(P) und damit P’ = P, fireinv =1, .., g.

Fiir ein Primideal P’ € Divy, sind also dquivalent
1. PP= P, fireini=1,..,g
2. P'n O = P.

Insbesondere gilt o5 /P — o0,/ F;. Das heifit der endliche Restklassenkorper xp,
ist ein Erweiterungskorper von kp.

Die Gradformel. Mit folgenden Bezeichnungen
o fi= fp/p = dim,.,(kp,), die sogenannten Restklassengrade von P
e ¢; = ep,/p, die sogenannten Verzweigungsgrade von P
e g, der Zerlegungsgrad von P

gilt die Formel

[L . K] = i’}:l eifi .

Beweis. Wegen N, (i(P)) = [[, Np(P)¢ folgt die Behauptung aus dem Relativ-
normgesetz und Ny (P;,) = #kp, = (#kp)'i = Ng(P)i. O

Transitivitdt. Fiir einen Korperturm £ € K C L und primes ) € Divy gilt
offensichtlich durch Einsetzen iy x(Q) = i/ (P7/e ...) = (P,"/")ere
Es folgt €p/Q = €P,/PEP/Q- Analog gilt fpl/Q = fpl/pr/Q.
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4.3 Der galoissche Fall

Sei L/ K eine galoissche Korpererweiterung mit Galoisgruppe G. Dann gilt

U(UL) =0y

fiir alle 0 € G. [Elemente x € L, welche eine Ganzheitsgleichung iiber Z erfiillen,
werden auf ebensolche Elemente unter o abgebildet].

Insbesondere bildet o € G (Prim)ideale I auf (Prim)ideale o(/) ab. Analog fiir
gebrochene Ideale aus Divy. AuBerdem gilt o(I.J) = o(I)o(J) sowie o(i(])) =
O'(OLI) = O'(OL)O'(I) =o,l = Z(I) fiir alle I € Divg.

Sei i(P) = []_, P{* die Faktorierung eines Primideals P € Divg in Divy.
Wegen o(i(P)) = i(P) gilt i(P) = [[{_, o(P;)%. Wegen der Eindeutigkeit der
Faktorisierung permutiert ¢ € G die g Primteiler Py, .., P, von i(P). Primideale
P; im selben Orbit haben denselben Exponenten e;.

Lemma. Die Galoisgruppe G operiert transitiv auf den Primteilern Py, - - - | P,

Beweis. Angenommen es gibe zwei disjunkte nichtleere Orbiten X und Y. Auf
Grund des Approximationssatzes findet man ein x € oy, mitx € P, fiir P, € X
und x ¢ P; fiir P; € Y. Dann gilt P; { [[ .o(o(x)) = (y) firy = [[ s 0(2).
Beachte y € Z und ply wegeny € P;;i € X und P,NQ = PN Q = (p). Dies
liefert wegen P;|(p)|(y) dann einen Widerspruch. O

Restklassenkiorper. Da o einen Ringisomorphismus o, /P — o(o)/c(P) indu-
ziert, folgt wegen o(0;) = or und ko(p) = o1/0(P) daher kp = Kq(p). Insbe-
sondere hingt der Restklassengrad f = f; wegen dem letzten Lemma nicht von ¢
ab. Es folgt

Korollar. Sei L/K galoissch mit Galoisgruppe G. Sei P € Divy prim und P,
einer der Primteiler von i(P) € Divy, und Gp, der Stabilisator von Py in G (der
sogenannten Zerlegungsgruppe). Dann gilt i(P) = ] .. e o(Py)¢ sowie

[L:K]=efg|,

wobei e der Verzweigungsgrad, [ der Restklassenkorpergrad [kp, : Kkp| von Py
ist, und g = #(G/Gp,).
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4.4 Limiten und Tensorprodukte
Sei K/ L eine Erweiterung von Zahlkorpern und P # 0 ein Primideal von ox.
Projektive Limiten. Wir betrachten den projektiven Limes R = op

op = ligan, , R,=o0p/(7")

beziiglich der kanonischen Abbildungen ¢, : R, — R,_; definiert durch die
Ringhomomorphismen x mod (7*) + x mod (7"~ ').

0 op " >op R, 0
ﬂ'l idl @ui
0 OP 71.1/71 OP RV—I . 0

Y

Alternative Beschreibung. Wegen R, = o /P¥ = op/(7") hat man

0 Pre e R, 0

R

04>PV—1C—> 0K 4>RV71 —()

Also R = lim,, o/ P" definiert durch die Ringhomomorphismen x mod P” — x
mod P¥~ L.

Endlich erzeugte R-Moduln. Wegen op/(7") = o0y /P” = R, ist die natiirliche
Abbildung S — lim, S, = S/7¥S ein Isomorphismus fiir S = R oder Quotienten
von R. Da R = op ein Hauptidealring ist jeder endliche erzeugte R-Modul S
isomorph zu einer direkte Summe von Quotienten von R. Es folgt

Lemma. Fiir jeden endlich erzeugten o p-Modul S ist die kanonische Abbildung
S —lim, S,, S, = S/7"S ein Isomorphismus.

Beispiel. oy, ist endlich erzeugt als Z-Modul, daher endlich erzeugt als o -Modul.
Also ist der op-Modul S = op ®,, 0 endlich erzeugt als op-Modul. Es folgt
S = lim S,.. Beachte, S ist als Tensorprodukt von Ringen sogar ein Ring.
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Berechnung von S,,. Das Tensorprodukt ist rechtsexakt, d.h.: Ist M/ % M’ surjek-
tiver Homomorphismus von R-Moduln, dann ist auch M ®p N PN QKr N

surjektiv. Es folgt (M'/M) ®@r N = (M' @r N)/(M &g N). Also

S:0P®0K0LL>SZOP®0K0L Sy = R, ®q 0, —0

o al o

v—1
S =0p Ry 0, —>5 =0p Qg 0, —>Sy_1 = Ry_1 Qg 0, —>(

Alternative Beschreibung. Beachte ox ®,, 0, = or. Das Bild der Abbildung
P"®,,. 01, — 0k o, 01, = 0, gegeben durch z @ A — xAist o, P = i(P") C
07,. Man erhilt

i(PY)C or, Sy, =R, Qo) 0, ——0

R

(P )0 —=5,1=Ry_1 Qo 0, —=0
Wegen dem letzten Lemma also
S — limoy /i(P")

beziiglich der kanonischen Abbildungen oy, /i(P*) — o /i(P*~!) induziert von
2 mod i(P") — x mod oy, /i(P"~1).

Chinesischer Restsatz. Aus i(P?) = Py**--- P, und dem chinesischen Rest-
satz folgt die Existenz von Ringisomorphismen S, = [[/_, 0;/P/“. Die ex-
plizite Beschreibung dieses Isomorphismus hatte uns gezeigt, daB es sich hier-
bei auch um die kanonischen Projektionen handelt, und dafl die Abbildungen
v, S, — S,_1 unter dem obigen Isomorphismus das Produkt der entspre-
chenden kanonischen Abbildungen o;/P"% — o /P""V% sind. Also § =
lim,, S,/ = ?:1 hm,,(OL/PZ-Vei) = ?:1 op,. Das heilit S = 0p Qop 0 =
lim, S, = le op,. Der kanonische Ringhomomorphismus

g
=1

induziert von den kanonischen Abbildungen op < op, und den natiirlichen Ab-
bildungen o7, < op, ist daher ein Isomorphismus!
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4.4.1 Korperfall

Beziiglich der Inklusionen K — L — Lp, besitzt jede Cauchyfolge aus (K, |.|p)
einen Limes in der Komplettierung L p,. Man erhilt eine Einbettung Kp — Lp,.
Anderseits hat man die natiirliche Einbettung L — L p,. Zusammen definiert dies
einen natiirlichen Ringhomomorphismus

g
KP@KLHHLB-

=1

Wegen dem Approximationssatz ist das Bild von L dichtin @?_, Lp,. Also erzeu-
gen Bild(1 ®k L) und [[7_, op, die rechte Seite [[{_, Lp,. Aus der Surjektivitit
0p ®ox 01 — [[1_, 0p, folgt daher die Surjektivitiit

g
KP®KL - :l_‘[LpZ

i=1

Injektivitdt. Wir wollen nun zeigen, dal diese Abbildung injektiv ist. Dazu konnen
wir L durch seine galoissche Hiille L ersetzen, also obdA annehmen L/K sei
galoissch mit Galoisgruppe GG, da Kp, K, L, L Korper sind.

4.4.2 Der galoissche Fall

Die o € G p, definieren stetige Korperautomorphismen von (L, |.| p, ), welche sich
zu (verschiedenen) Automorphismen von Lp, /K p, fortsetzen. Also gilt #Gp, <

dimg,(Lp,) mit Gleichheit nur im Fall Lglpl = Kp (Artin’s Lemma). Aber
Gleichheit tritt genau dann ein, wenn L p, / K p galoissch mit Galoisgruppe G p, ist.
Andererseits: Da G transitiv auf den Primidealen P, .., P, operiert, gilt Lp, = Lp,
fiir alle ¢ = 1, .., g und somit die linke Gleichung

g
#G =g #Gp, < dimye, ([ [ Lr,) < dimic,(Kp @5 L) = [L : K] .

=1

Wegen g#Gp, = #G = [L : K| hat man also in allen obigen Ungleichungen
Gleichheit. Also dimg, (Kp ® L) = dimg, ([[7_, Lp,), und somit folgt die In-
jektivitit der betrachteten Abbildung aus Dimensionsgriinden. Zusitzlich haben
wir gezeigt

Gr,
LPI :KP .




52 KAPITEL 4. RELATIVE THEORIE

Zuriick zum allgemeinen Fall. Wir fassen zusammen

Satz. Sei L/K eine Erweiterung von Zahlkirpern und i(P) = [[{_, P{". Dann
induzieren die kanonischen Abbildungen Ringisomorphismen

g g
KP ®K L = Hi:1 LPi ) op ®0K or, = Hizl oPi .

Ist L/ K galoissch mit Galoisgruppe G und dem Stabilisator Gp, C G von P,
dann ist die Erweiterung Lp, | K p galoissch mit Galoisgruppe G p,.

Bemerkung. Der erste Aussage des letzten Satzes schreiben wir kurz in der Form

K, @k L= Hw\v Ly

Diese Schreibweise zeigt (im Fall K = Q und K, = R, dann aber auch allgemein)
die Analogie zur archimedischen Stelle A, = R ®x L = Hw|oo L.

Bemerkung. In Analogie zur archimedischen Stelle kann man das umformulie-
ren. Sei L = K[X]/(f(X)) nach dem Satz vom primitiven Element. Dann gilt
Kp ®x L = Kp[X]/(f(X)) = [[, L; mit L, = Kp[z]/(f;(X)) wegen des
chinesischen Restsatzes, wenn f(X) = [, fi(X) die Zerlegung des iiber K irre-
duziblen Polynoms f in irreduzible Faktoren f;(X) iiber dem Erweiterungskorper
Kp ist. Die Zahl der Korper L; resp. irreduziblen Faktoren f;(.X) ist daher genau
der Zerlegungsgrad g, und bei geeigneter Nummerierung gilt

Lp, = Kplz]/(fi(z)) .

4.5 Der Frobenius

Sei L/ K galoissch mit Galoisgruppe G und dem Stabilisator Gp, C G von P;.
Dann ist die Erweiterung L p, / K p galoissch mit Galoisgruppe G p,. Jedes o € G p,
operiert normerhaltend auf Lp, . Insbesondere bleiben die Ideale (7}") und op,
invariant unter o. Dies induziert eine Operation von G p, auf kp, = 0, /(7). Man
erhdlt also kommutative Diagramme von G p,-Moduln

Rp Op ——= Kp

|

O —> KRp Op ——>RPp

or
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und dies induziert einen Gruppenhomomorphismus

Gpl - Gal(/ipl//{p) .

Lemma. Dieser Homomorphismus ist surjektiv.
Der Kern dieses Homomorphismus ist die sogenannte Verzweigungsgruppe 1.

Zur Erinnerung. Die Gruppe G p, hat die Ordnung e f. Die Korpererweiterung der
endlichen Korper rp, /kp ist vom Grad f. Also gilt bekanntlich

Gal(kp, /kp) 2= L] fZ .

Somit ist die Verzweigungsgruppe / ein Normalteiler von G'p, der Ordnung e.

Diagram. Fiir den Fixkorper (Lp,)! folgt

Lp,
(LP1)I kpy
f f
Kp Rp

mit Gal((Lpl)I/Kp) = Gal(lfpl/lip> = Z/fZ

Sei ¢ = #rp. Die Galoisgruppe Gal(kp,/kp) wird von dem Automorphismus
x +— z9 des Korpers kp, erzeugt. Die inverse Substitution nennen wir den geome-
trischen Frobenius

17p1 S Gal(lipl//ip) .

Sein Urbild in Gp, ist eine wohldefinierte /-Nebenklasse in G p,, kurz:

Fp - 1CGp CG.
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Beweis des Lemmas. Wir miilen zeigen: unter den Automorphismen o € Gp,
invariante Elemente aus r}, liegen in x}. Wegen (Lp, )" = Kp geniigt dazu
das Lemma des nédchsten Abschnitts

4.6 Der lokale Einheitensatz

Lemma. Sei P = piP(Lp,) die Gruppe der Einheitswurzeln mit zu p teilerfremder
Ordnung in Lp,. Dann gibt es eine G, -invariante Zerlegung

* o~ D 1
op, = P xUp |.

Up, = {x € op, | x € 1+ (m)} ist die Untergruppe der I-Einheiten in o}, . Der

Restklassenhomomorphismus © induziert einen Isomorphismus pP(Lp,) = Kp,.
Die G p, -dquivariante Umkehrabbildung

t:Kp =P
nennt man den Teichmiiller Lift.

Bewelis. Sei ¢ = #kp,, a € 0 mit Restklasse @ = m(a) in v}, . Beachte @ = a.
Fiir X = n~!(a) C o}, gilt daher fiir die Abbildung F'(y) = y*

F:X—X.

F ist kontraktiv. Wegen |27 — y?|p, = |v — y|p, |29 + y2xi™2 + -+ + 3971 p,
geniigt dazu, daB} der P;-adische Betrag der folgenden Zahl < 1 ist

2yt 4y = e = et mod () .

Somit besitzt /' nach dem Banachschen Fixpunktsatz einen eindeutig bestimmten
Fixpunkt. Dieser Fixpunkt ist eine (¢ — 1)-ste Einheitswurzel, also der gesuchte
Teichmiiller-Reprisentant ¢(a).

Bestimmung von piP. Sei schlieBlich a € p” und obdA @ = 1. Dann gilt a¥ = 1
mit (N,q) = 1. Also a = F(a") fir 1 = ug + vN. Somit gilt v" = 1(N)
fiir geeignetes r, und damit a = F"(a), wegen (u, N) = 1. Als Fixpunkt der
kontraktiven Abbildung F" ist a eindeutig bestimmt in X. Also a = 1. ]
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4.7 Unverzweigte Stellen

Das fundamentale Lemma. Sei w eine nicht archimedische und in L/ K (obdA
galoissch) unverzweigte Stelle, dann gilt fiir die Norm N, /i, (2) = [[,cq, 0(2)

Beweis. Wir wihlen ein Primelement 7x € K, welches das maximale Ideal von
0, erzeugt. Da die Erweiterung L /K unverzweigt ist, ist 7x = 7, auch ein Er-
zeuger des maximalen Ideals von o,.

Die lokale Einheitengruppe o7 besitzt eine absteigende Kette von Untergruppen
of 2 1470, 2 1+750, 2 -

Analoges gilt fiir 0. Die sukzessiven Quotienten sind o, /(1+7x0,,) = K sowie
(1+7"0,)/(1+7M0,) = 04/Twow = K. Letzteres kommt von den Bijektio-
nen (1 4+ z7™ ') mod (1 + 7™"0,,) — = mod 7,0, Dies sind Homomorphismen
wegen

(I+ar™ D1 +yr™h) € 1+ (z+y)a™ ' + 7", .

Somit schreibt sich jedes x € o}, als ein konvergentes Produkt

x= lim (- H(l + zy7)
i=1
fiir gewisse z; € o,,. Hierbei ist ¢ ein Teichmiiller Représent des Bildes von x im
Restklassenkorper r.,,. Man zeigt nun leicht durch Induktion nach m die Existenz
von ¢ und y,,, € o, mit N(C - []", (1 + mpyi)) = limy—oo ¢ - [0, (1 + z7").
Der Limes y € o} ist das gesuchte Element mit N (y) = z.

Induktionsbeginn. Zur Konstruktion von ¢ mit N({) = ¢ geniigt, daB die Norm
N : k), — K, surjektiv ist. [Der Kern der Norm ist gegeben durch die Gleichung
1

XFat+a""" = 1, enthilt also hochsten (¢" —1) /(¢—1) Elemente. Wegen #x* =
q" — 1folgt #N (k) > q — 1 > #(x%)].

Der Induktionsschritt auf m fiihrt auf eine Losung der Gleichung S(y,,) = b,
fiir b, € Ky, welche 16sbar ist, da die Spur S = Sp,,, /.., surjektiv ist. [Der Kern
der Spur ist gegeben durch die Gleichung X + X7+ --- X """ = 0, enthilt also
hochstens ¢! Elemente. Also dim,,,, (Kern(S)) < n—1.Die Spur S : k, — £y
ist x,,-linear, also surjektiv wegen dim,,,, (Bild(S)) > 1.] O
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Analog zeigt man

Lemma. Fiir einen nicht archimedischen lokalen Kérper K, und r > vp,(q) + 1
induziert Potenzierung mit ¢ € N einen Isomorphismus

r q—Potenz
1+ 7,04 =

1+ 7,q0, .

Insbesondere bildet dann x — z9 offene Teilmengen von K, auf offene Teilmen-
genvon K ab, und die Gruppe aller Einheitswurzel von K ist endlich'.

Beweis. Wegen q € w505 und = € o, gilt (1+a7%)! = 1+zqr} mod xqrl, o,
im Fall s + 1 < r (Binomische Entwicklung). Fiir r > s + 1 zeigt dies p,(/,,) N
(1 + 7l 0,) = 1 (Injektivitit), und obige Produktdarstellung liefert die Surjekti-
vitit. [

4.8 Verzweigte Stellen

Die nilpotenten Elemente eines kommutativen Rings R bilden ein Ideal, das Nil-
radikal N des Rings. Ringhomomorphismen R — S bildet nilpotente Elemente
auf nilpotente Elemente ab. Teilt man 12 durch sein Nilradikal N, so erhélt man
einen reduzierten (d.h. nilpotenzfreien) Ring R,.; = R/N.

Beispiel. Ist P ein Primideal in o, dann ist R, = ox/(P") nur fir v = 1 redu-
ziert. Genauer: Das Nilradikal ist

N = P/P"
und (Ru)red = R1 = Kp.

Kriterium. Sei L/ K ein Erweiterung von Zahlkorpern und sei P prim in Divg.
~ g

Der Restklassenring oy, /i(P) = [[_, o1,/ P ist genau dann reduziert, wenn das
Primideal P in der Erweiterung L/K unverzweigt ist.

Lemma. Nur endlich viele Primideale P € Divy sind verzweigt in L]/ K.

Beweis. Ist P verzweigt in L/K und (p) = P N Z, dann ist p verzweigt in L/Q.
Wegen der Transitivitéit der Verzweigungszahlen ist obdA K = Q. Fiir ein ganzes

"1 + 77 0,, enthilt keine p-ten Einheitswurzeln mehr. Als bildet sich die Gruppe der der p-
Potenz Einheitswurzeln injektiv ab in die endliche Gruppe o7, /(1 + 7},0,).
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a mit L = Q(«) und Minimalpolynom f(z) € Z[z] ist N = [0y, : ox|a]] < o0
nach 2.1. Sei M € Z der Nenner von g, h € Q[z] mit gf + hf' = 1. Firpt NM
ist 0, /p reduziert und damit p unverzweigt in L/Q. O

Variante. Sei f(x) € ox[z] Ganzheitspolynom und 7' = og[z]/(f) < oy habe
endlichen Index in dem Ring o, (gleichbedeutend L = Quot(T')). Fiir eine Prim-
stelle w von ok erhalten wir eine induzierte endliche Ringerweiterung ¢, sowie

Ow g Ow[x]/(f<l')) = T®0K Oy _L) or, ®0K Oy = HOU p$ 0,

vjw
¢ ist injektiv (betrachte die analoge Abbildung fiir die Korper!).

Das Bild von pr, o . Fiir z, € o0,, welches nicht im Bild von pr, o ¢ liegt, gibt
esr,s € R = o,[z]/(f(z)) mit z = r/s (denn L = Quot(T)). Die Klasse [r]
von r = xsin R/(s) ist dann von Null verschieden [r| # 0 [Andernfalls gibe es
7 € R mit zs = rs in 0,. Da o, nullteilerfrei ist, wire x = 7 im Widerspruch
zur Annahme.] z erfiillt eine Ganzheitsgleichung =™ + .. = 0 liber R. Multipli-
kation mit s” gibt 7" + s - [...] = 0 in 0,, und damit wegen der Injektivitit von ¢
auch in R. Also [r]* = 0in R/(s), d.h. R/(s) besitzt nilpotente Elemente. Das
Ideal (s) N o, ist verschieden von o,,, da sonst (s) = R und damit [r] = 0. Also
(mw) € (s) N0y, und damit 7, € (s) C R. Damit ist erst recht die Restklasse von
rin R/(my) = kyw|x]/f(z) ungleich Null (und ist nilpotent modulo (s). In der
Situation des ndchsten Lemmas ist so etwas unmoglich. Unter den Bedinungen
des Lemmas ist also pr, o ¢ surjektiv und o, ein Quotient von R, insbesondere
also 0,/ P ein Quotient von R = R/(m,,). Das Lemma erzwingt dann die Redu-
ziertheit mit der Konsequenz e, = 1.

Korollar. Sei f(z) € ox[z] ein Ganzheitspolynom, dessen Restklassenpolynom
f(z) € kyl|x] keine doppelten Nullstellen besitzt, und es gelte K|x]/f(x) = L.
Dann ist w unverzweigt in L/ K.

Lemma. Fiir ein Ganzheitspolynom f(x) € og|z], dessen Restklassenpolynom
L (x) € Kw[;'L‘] keine doppelten Nullstellen besitzt, ist jeder Quotientenring von
R = kylz]/ f(x) reduziert.

Beweis. Aus der Annahme folgt, daB die #,,-Algebra R = k,[x]/f(z) ein Pro-

dukt von Korpern ist. Dann ist aber jeder Quotientenring von 2 ein Produkt von
Korpern, also reduziert. U
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Wir benutzen diese Variante nur in dem folgendem Spezialfall

Abhyankars Lemma. Sei L = K (a'/?). Fiir w { q sowie o € o, ist dann w
unverzweigt in L/ K.

Beweis. Die Reduktion f € k,[x] des Polynoms f(z) = X7 — o hat ist separabel
wegen

F=q-a""#0.
Wegen @ # 0 ist daher gg7'(f, 7/) = 1. Benutze dann Korollar 4.8. ]
Appendix

Eine quadratische Form. Beachte Spyo(z) = > i 29 € Z fiir x € o7, Somit
definiert Spy,g(xy) eine Z-Bilinearform auf dem Z-Gitter o;. Die zugehdrige
ganzzahlige symmetrische Matrix S = (Spy,g(w;w;)) hat die Determinante

(1) (n) (1) (1)

W1 . (/L)I wl .o Wn
det(S) = det =+Dr .
W W) e LW

Fir K = Q gilt Spr/q : o — oy (fiir die Galoishiille E). Nilpotente Elemente
von oy,/p werden daher von Spy, g auf nilpotente Elemente in o; /p abgebildet;
da die Werte aber bereits in Z/pZ liegen, somit auf Null. Das zeigt, daB} die Form
Sprjo(xy) auf o7 /p eine ausgeartete IF,-Bilinearform mit Werten in F, induziert,
wenn oy, /p nicht reduziert ist. Es folgt p| Dy, /g, falls p in L/Q verzweigt.

Ubungsaufgabe. Zeige umgekehrt, daB jede Primzahl p| Dy, g in L/Q verzweigt.
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5.1 Die zerfallenden Stellen X7

Man sagt, eine Stelle w eines Zahlkorpers K zerfillt in der Erweiterung L/ K,
wenn eine der folgenden dquivalenten Eigenschaften erfiillt ist

1. L®k Kyund]],,, K, sind isomorph als Ringe.

v|w
2. L, = K, fiir alle v|w
3. Uber w liegen genau g = [L : K| Stellen v von L.

Sei Xk die Menge der in L / K zerfallenden Stellen von K.

Vererbung. Gegeben seien Zahlkorper K C K’ C L. Fiir w € ¥,k und Stellen
v|w'|w gilt wegen L, = K, (siehe 2. oben) sofort L, = K, und K,y = K,.
Dies zeigt die Implikation —

we X g < w' € YLK (V' |w) , w € YK |-

Die Riickrichtung folgt aus L ®x K, &2 L Q@ K' @ K\, 2 L Q- Hw,|w K,=
Hw,‘w Hv‘w, K, wegen K., = K,, und L, = K. (Benutze dann 1. von oben).

Isomorphe Erweiterungen. Angenommen w zerféllt in L/K. Ist L’ = L ein K-
Isomorphismus, dann gilt ebenfalls L' ® x K,, = [[ K. Also zerfillt w auch in
L'/K. Also gilt

Yk = XL /K -

Komposita. Zerfillt w in zwei Erweiterungen L/K und L'/K, dann auch in
LL'/K. [ Benutze: Das Kompositum ist ein Summand von L ®x L'. Es gilt
K, ®x (Leg L) = (K, ®k L) ®x L' = ([[ Kw) ®x L' = []]] Kw.] Die
Umkehrung folgt aus den oben formulierten Vererbungseigenschaften. Somit gilt

Yrvk =Yk N Xk

Galoishiille. Aus den beiden letzten Bemerkungen folgt fiir die Galoishiille /K
von L /K, welche ein Kompositum zu L/ K isomorpher Erweiterungen L'/ K ist
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5.2 Der Dichtesatz

Satz. Sei L/ K galoissch. Dann gilt fiir die K -Dichte (siehe 3.7)

dK(ZL/K> = [L : K]_l .

Beweis. Sei S = S,k die endliche Menge der archimedischen und in L/K ver-
zweigten Stellen w von K. Da L/K galoissch ist, gilt fiir unverzweigte Stellen
daher

w ¢ Xk = Volw fow>2.

AuBerdem
wEZL/K<:>N<Pw):N(Pv)7VU|w <:>>fv|w:1 7vv|w .

Da obendrein jedes w € Xk genau [L : K] Fortsetzung besitzt, gilt fiir das
Produkt iiber die nichtarchimedischen Stellen aus Xy, x daher

[1 a-n@Eyot= I -NE)=) e,

v|w,weX K weSL /K

Nach der Vererbungseigenschaft 5.1 enthalten links die Stellen v|w mitw € Xy,
alle total zerfallenden Stellen v € ¥;, im Sinne von Satz 3.7. Nach Satz 3.7 hat
daher die linke Seite einen einfachen Pol bei s = 1. Bildet man daher von obiger
Identitdt den Logarithmus und berechnet die Dichte, folgt sofort die Behauptung.

O

Korollar. Fiir L/ K (nicht notwendig galoissch) gilt

dK(EL/K):l — L=K|.

Beweis. Fiir die Galoishiille L/ K folgt di (37, ) = 1 wegen £ = ¥/ Der
letzte Satz zeigt daher [L : K] = 1, und somit L = K. O
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Proposition. (1) Die Zuordnung

Galoiserweiterungen L/K +— ¥k

definiert eine Injektion der Isomorphieklassen von Galoiserweiterungen L/ K in
die Teilmengen der Primideale von K (modulo Mengen der K-Dichte Null).

(2) Fiir galoissche Erweiterungen L,/ K und Lo/ K gilt

Ly C Ly <= Y,k €Y1 /K |-

Beweis. (1) Angenommen Y7, /x und Y7/ x stimmen iiberein, dann gilt dies auch
fir Xp/und X = Y/ N Xk (bis auf Mengen der K-Dichte Null). Da
LL'/K und L/K galoissch sind, folgt daher aus dem Dichtesatz [LL' : K|™' =
[L : K]7" und damit [LL' : L] = 1 oder L = L'. Aussage (2) zeigt man analog.

O

Korollar. Sei L/ K galoissch und S eine endliche Menge von Stellen von K, wel-
che alle archimedischen und verzweigten Stellen enthalte. Dann erzeugen die Fro-
beniuselemente F,, v|w fiir w ¢ S die Galoisgruppe G = Gal(L/K)

(Fy,vtS) =Gal(L/K)]|.

Beweis. Sei H die von den F,,v ¢ S erzeugte Untergruppe. Jede Stelle von
LT /K, die nicht iiber S liegt, zerfillt. Aus dem letzten Korollar folgt L7 = K.
Also H = Gal(L/K). O
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5.3 Die automorphe Menge N/ D Xk
Lemma. Sei L/ K eine galoissch und S = Sy k die endliche Menge der archi-
medischen und in L] K verzweigten Stellen w von K. Fiir w ¢ Sg/i sind dann
dquivalent

(1) weXpk

(2) ord(F,) =1oder|L,: K,| =1

(3)  myistim Bild der Norm N : Ly, :=T],,, Ly — K.

(4)  my ist im Bild der Norm Nk, - Ly — K.

(5)  N:L, =], L, = K ist surjektiv.
Beweis. Die Eigenschaften (1) und (2) respektive (3) und (4) sind offensichtlich
dquivalent. Angenommen es gilt (2). Aus ord(F,) = 1 folgt dann L} = K und

damit (3) und (4). Angenommen es gilt (3). Wegen w ¢ Sy k gilt N(L},) =
N(wZ . o7) = w2 U N(or) C xliv % o2 | Gilt daher (3) oder #quivalent

w v

dazu (4), d.h. m,, € N(L%), so folgt fiir den Exponenten [L, : K,] = 1, d.h. (2).
Die Aquivalenz von (4)mund (5) folgt aus dem fundamentalen Lemma. O

Aus den obigen Aquivalenzen folgt insbesondere

wGZL/K———>7Tw€K*-N(]IL) .

Bezeichne wir die Stellen w von K mit m,, € K*N(I,) mit
N = {w|me K NI},

so bedeutet dies

Nik 2 X0k |-

Also nach dem Dichtesatz dx (N k) > [L : K]
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5.4 Der Normenindex

Satz. Sei L/ K galoissch und die Ordnung m der Gruppe E = 1 /(K*N (1)) sei
endlich, dann gilt

m < [L: K]|.

Zusatz. Gilt m = [L : K, dann auch dg(Np k) = [L : K] oder

dx(Ni/k) = drg(Ep/k) |-

Beweis. Seien x4, ..., xm € EP die Charaktere von F, aufgefaBt als Charaktere
von C'x. Nach Annahme ist E endlich, also E” = E (siehe 1.3). Wihle S endlich
und geniigend groB , so daB S den Fiihrer (sieche 2.10) der Charaktere y; € EP
enthilt. Dann gilt asymptotisch! bei s — 17

- 1
- Z 10g(Z(K,X, Z Z X Z N(Pw)s ’

x€EP x€EDP w¢S w8 mpeK*N(Ig)

denn die Summe iiber alle Charaktere einer endlichen Gruppe E ist nach 1.3 nur
auf dem trivialen Element von Null verschieden und dort gleich m = # FE. Beach-
te, fir w € Nk <= m, € Ix wird 1, Null im Quotient Ix — E, und damit
Xi(mw) = 1. Da L(K, x;, s) nach 3.6 nur fiir den trivialen Charakter x; = 1 einen
Pol bei s = 1 besitzt, folgt nach Teilen durch —log(s — 1) im Limes s — 17

—1 K
1> Z ords—1(L(K, x,s)) > limsup Z o8 X 5)) > me-dg(Npjk)

+ log(
x€ED s—1 YEED g )

und damit % > di(Ni/k). Wegen N ik D Xk liefert der Dichtesatz

1

dx(Npjx) > dg(Xp/k) = LK)

dann die Abschitzung 1 > m/[L : K], und damit m < [L : K]. Ist zusitzlich
= [L : K], gilt Gleichheit und es folgt dx (N1 k) = dx (X1/x)- O

'Summen vom Typ 3 (p**/2 4 p**/3 4 - - - ) bleiben beschriinkt bei s — 17
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6.1 Spektralzerlegung von L?(X)

Sei L/ K galoissch mit zyklischer Gruppe G = (o). Sei L*(X) der Hilbertraum'
der kompakten Gruppe X = (L*Zp\I.,dxy) mit dem Skalarprodukt (f,g) =
Jx f(@)g(z). Jedes k € I, mit N(x) € K* induziert einen Automorphismus
0(z) = k- o(x) von X der Ordnung n = #G.

Charaktere. Die Charaktere 1 : X — S! von X bilden eine Hilbertraumbasis

LQ(X):@n(CU )

d.h. sie spannen einen dichten Teilraum von L?(X) auf (Satz von Stone-WeierstraB
und Punktetrennung 2.10), und man hat Orthogonalitit (n',n) = 0 fir ' # n

[(Benutze {1, n)x = [ (i /n)(x) = (' /n)(xo) [c(n'/n)(x) wegen der Translati-
onsinvarianz von dzy ].

Testfunktionen. Betrachte Funktionen f(x) = [[, fo(z) auf I, mit f, € C°(L})
an den unendlichen Stellen, fiir die f, an den Stellen v { oo Treppenfunktion (lokal
konstant mit kompaktem Trdger) sind mit f,(x) = 1,, () fiir fast alle v. Integriert
iiber Z, spannen diese f einen Raum C°(Z;\I) auf.

Faltung. Fiir f € C>°(Z\I1) und ¢ € L?(X) ist

(Re)(y) = / A 09) el 4o

dCLL ’

wieder in L*(X) wegen ||Rp||% < (fZL\JIL |£(9)[2992) - ||o||%. Wegen Fubini

- d(lL

fZL\]IL = fL*ZL\HL > ser- gilt fiir den Integralkern K (y, z) = > 5. f(y06(x))

(Ro)(y) = /X Ky, 2)pla)

Eigenvektoren. Fiir Charaktere n(z) von X gilt Rn(z) = n(f) - n°(x) mit der
Konstante

n(f)z/z . f(9(£/))77(9)dﬂ

dCLL .

Hierbei ist n’(x) = n(c~*(z)) wieder ein Charakter von X.

'Fixiere HaarmaBe dg;, auf I, da; = LE(%) auf Z;, (letzteres wie in 2.10 und 3.3). Sei
dzy, das Quotientenmal von dgr, /day, nach dem diskreten MaB auf L*. ObdA vol(X,dxr) = 1.
Dadurch weicht jetzt dg;, von der Wahl in 3.1 ab, und ist ein Tamagawamal3.
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6.2 Die Spur des Operators R

Spektrale Seite. Beziiglich der Basis L?(X) = &, C-n schreibt sich R als Summe
(im Hilbertraum-Sinn) endlicher Permuationsmatrizen. Nur die invarianten Cha-
raktere 7 = 7, liefern nichttriviale Beitrige zur Spur, d.h.

Spur(R) = n(fdgy) -
n=n’
Geometrische Seite. R ist von der Spurklasse® mit Spur(R) = [, K (z,z), d.h.
Spur(R / > flate0(x
X ser>

Die Abbildung = — o(x)/x definiert eine Injektion (0 —1) : K*\L* = (0 —1)L*.
Beppo Levi (obdA ist f > 0) liefert daher

> /X S fatow) -

seL*/( AE(o—1)L* seL*/(o—1)L*

/Z o, J00)).

\IL - ﬁIK\HL fZLK*\]IK und Zx = Z, glbt das
innere Integral f 7, KA\Ic Ur einen konstanten Faktor, und es bleiben

Benutzt man nun Fubini |, 0K

Orbitalintegrale. Fiir [ [, f,, mit fo, = [[,,, fo setze L}, = [],,, L; und

O5 (fuw) = / Ao (va 166(g0)) d%)/dgw,

v|w
sowie O (f) =11, Of (f.)- Mit diesen Bezeichnungen gilt dann’

Spurformel. Fiir [, f, € C(Z\I1) und OF(f) = T1,, OF(f.) ist

ZU:WGG(XL)D n(f) = [L:lK_] ZéeL*/(o—l)L* OaL(f) .

2Siehe Appendix I
3Der natiirliche Isomorphismus i(t) = tf o (1)~ (tFE]), dh. i © Zx < Zp, liefert
einen Volumenfaktor i*(dar)/dax = [L : K]. Hierbei sei dgx = ][], dg., analog normiert

mit UOl(dCCK, ZKK*\HK) =1.
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6.3 Matching

Die Norm. Sei w eine Stelle von K. Fir K, L = Hv‘w L, (siehe 4.4) gilt
(Kw ®x L) =I1,,, Ly = L3, Der Automorphismus ¢ = idy, ® o operiert auf
L;, = I1,,, L Fiir Elemente 0, = (d,)o) in diesem Produkt definiert N (d,,) =
[, Ne./x, (6,) einen stetigen Homomorphismus N : Ly, — K. Fiir 6 in L* gilt

N(6) = Npjk(9) -

Wegen Kern(N : L} — K) = (0 — 1)L} (Hilbert Satz 90 nach 1.2) definiert
N einen Isomorphismus

N: Lo —1)L N(L:) CK; .
Matching. Fir HaarmaBe dg, auf L}, dg,, auf K und Funktionen f, € C°(L})
fiir v[w und h,, € CZ°(K7,) nennen wir f,, = [, fo und h,, assoziiert, falls

o hy(Vw) =0 fir v, ¢ N(LZ)
o hy(Yw) = OF (fu) fir v, = N(6,) und 6, € L.

Man kann dabei f,, vorschreiben. Die dazu durch obige Bedingungen eindeutig
bestimmte Funktion h,, liegt ndmlich in C2°(K). [Benutze, daB das Bild N (L)
offen und abgeschlossen in K ist. Beachte, bereits die Untergruppe (K)" des
Bildes hat endlichen Index in K. Zum Beweis benutze 4.7]. Umgekehrt legt A,
aber f,, nicht fest.

Idelsituation. Fir N : I./(c — 1)I, = N(I;) C Ik heiBen f = [], f, und
h = 1], hw assoziiert, wenn wa f» und h,, assoziiert sind fiir alle w. Man kann
f vorschreiben mit f, = 1, fiir fast alle v.

Zur Existenz. Wesentlich fiir die Existenz assoziierter Funktionen f € C'°(Z;\1,)
und h € C°(Zk\Ik) ist Lemma 4.7. Es zeigt

Fundamentales Lemma. [ [ . 1,: und 1, sind assoziiert fiir unverzweigte w.

vjw

~Y

Beweis. Benutze die triviale Aussage F*\L* = (o0 — 1)L sowie dann auch die
Aussage (1 — )0, € [[,1, 95 < 0w € F:]1,., 05 ObdA sei dabei an den

vjw “v vjw v

unverzweigten Stellen fF*\F* Q ‘ or Lo d90) /dgw = 1. O
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6.4 Spurformelvergleich

Wir betrachten nun die getwistete Spurformel einerseits fiir /K, und anderer-
seits im trivialen Fall L = K. Fiir assoziierte f und h wollen wir die ‘getwistete’
Spurformel fiir den Operator R = R(fdgr) (Korpererweiterung L/K) mit der
Spurformel fiir den Operator R(hdgy) (triviale Korpererweiterung K/K) ver-
gleichen. Wegen der Assoziiertheit von f und h gilt

Trigerbedingung. h hat Triger in N(Z;\I;) C Zg\I;. Fiir das Bild Y” von
N(Z\Lp) in X = Zx K*\Ik hat man eine exakte Sequenz

0— K*NN() — N(Z\L) — Y —0.

Wegen 0 — L* — (Z\I) X N(L*)\N(Z\I) — 0 liefert dies daher fiir
Y#= N(L*)\N(Z\L) = (¢ — 1)X, die exakte Sequenz

E'NNI) o o
Spurformel fiir h. Fir L = K und £ = 1 gilt O,(hdgx) = h(7), und damit
Spur(R(h)) = > cx- h(7). Fiir die Berechnung von x(h) sind die Charaktere
X € (Xg)P, iiber die auf der linken Seite der Spurformel summiert wird, nur
relevant auf dem Triger Y° C Xg von h. Gilt x|y» = X'|y» <= X'/x = 1
auf Y”, nennen wir y und ' dquivalent. y'/x(Y”) = 1 bedeutet, daB x’ und
sich nur um einen Charakter der endlichen Faktorgruppe C /Y” der Kardinalitiit
m = [Xg : Y’] = [Ck : N(Cp)] unterscheiden. Es gibt also genau m Elemente in
jeder Aquivalenzklasse. Die Einschrinkungen x|Y? durchlaufen andererseits alle
(!) Charaktere x* von Y. Setzt man x’(h) := fZK\N(HL) Xb(t)h(t)flg—ﬁ, ist daher

m - Z Y’ (h) = Spur(R(h)) = Z h() .

Xbe(Yb)D yeK*NN(IL)
Insbesondere also m < oo.

Spurformel fiir f. Im einfachsten Fall ist x = 1 und 8 = o. Die rechte Seite
der Spurformel Spur(R(f)) = g 2sersjo—1) O5 (f) ist wegen der Assozi-

iertheit von f und h gleich [L—lK] > en(z-) (). Hilbert Satz 90 zeigt ndmlich
N : L*/(o—1)L* = N(L*). Die linke Seite der Spurformelist ) _ , n(f). Hier-

bei bedeutet 7 = 7, daB} 7 als Charakter von Z\[; auf (¢ — 1)I;, = Kern(N),
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genauer Kern(N : I, — I), verschwindet. [Benutze Hilbert Satz 90 fiir L,, =
Hv‘w L,]. Somit ist = 7 ein Charakter des Quotienten I, /L*Z; Kern(N). Die
Norm N definiert eine Bijektion zwischen Z; Kern(N)\I, und Zx\N(I;). Man
kann daher 7 = X* o NV als einen Charakter x* der Gruppe Z\ N (1) auffassen,
der auf N (L*) verschwindet. Jeder solche Charakter \* definiert umgekehrt einen
Charakter 7 = x* o N von I, welcher auf L* und Kern(N) verschwindet. Der
Summand 7(f) = |, 2L n(g)f(g) Zg—i zum Charakter = ) ist nach Fubini

dgr,
nlg / flgn)dn
/ZLKern(N)\]IL ( ) ( Kern(N) ( ) ) dndaL

_ dgL(h) dgL
= n(g / f(htga(h
/ZLKern(N)\]IL ( >( Ix\IL ( ( >> dgK ) dnday,

dn. Assoziiertheit von h und f impliziert daher

dgr __

furdg—K =

dgr dgx
n( ) Zr Kern(N)\IL 77( ) ( ( )) dndaL ZI\N (L) ( ) ( ) dCLK

fiir einen Volumenfaktor ¢ definiert durch c - fl%{ = diﬁ. Also liefert uns die
Spurformel

X W= =g O k).

xte(yh)P n=n° YEN(L*)

Fiir k # 1 erhélt man (bis auf eine Translation von f und h) im Prinzip dieselbe
Formel. Summiert man iiber Reprédsentanten aller moglichen x € I; modulo L*
mit v = N(k) € K*, welche zu den m Nebenklassen (K* N N(I))/N(L")
korrespondieren, erhédlt man

e 3 () = SpurndRU) = g D hla).

X E(YP)D yeK*NN(I)

Fiir geeignetes f mit Tridger in einer geniigend kleinen Umgebung der 1 ver-
schwindet A(~y) auBer fiir v = 1. Der Vergleich der letzten Formel mit der Spur-
formel fiir L = K zeigt daher [L : K]cm = m, also

Korollar.
[Ck : N(Cp)]

[(K*NN(IL)): N(L*)]

[L: K] c=
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6.5 Der Volumenfaktor

Um den Volumenfaktor ¢ aus den Formeln c - ;%L( = dffg;K und SLIL( = dn zu
berechnen, kann man jetzt die bisherigen Normierungsbedingungen an die Malle
dgr, und dgg ignorieren. Im Abschnitt 6.2 haben wir benutzt, dafl die Inklusion
[x — I die Untergruppen Zx = Z; und MaBe day, und day bis auf den Faktor
[L : K] identifiziert. Der Quotient day,/day im Abschnitt 6.4 entstand dagegen
durch den Isomorphismus N : Z; = Zx. Wegen N o 1 = i ist jetzt der
Faktor fﬁT’z = 1. Der verbleibende Term ¢ = di% dagegen entsteht durch die
Abbildungen der exakten Sequenz

0— Gy Resp/k(Gy,) A Kern(N) — 0

0 — Kern(N) — Resy/k(Gp) 2 G, —0

zwischen den algebraischen Gruppen G,, und 7' = ResL/K(Gm) und V =
Kern(N) iiber K. Fixiert man HaarmaBe dgx und dn auf I;c und (1 — o)(Ig),
werden durch beide Sequenzen HaarmaBe auf [, induziert. Wir behaupten, diese
stimmen tiberein, d.h. es gilt

c=1.

Dazu geniigt es algebraische Differentialformen hochsten Grades auf den Grup-
pen zu vergleichen, denn diese definieren Mal3e dg; resp. dgx und dn (welche
allerdings an fast allen Stellen mit Konvergenz erzeugenden Faktoren normali-
siert werden miissen nach dem Rezept von 3.1). Da sich diese Konvergenz er-
zeugenden Faktoren beim Vergleich aber wegkiirzen, geniigt es zum Beweis den
Tangentialraum* der algebraischen Gruppen im Nullpunkt zu betrachten!

Wegen ¢ = 1 liefert somit Korollar 6.4 zusammen mit Satz 5.4

Normensatz von Hasse. Fiir zyklische Erweiterungen L/ K gilt

K*NN(I) = N(L*)

Normenindexsatz. Fiir zyklische Erweiterungen L/ K gilt

[CK . N(CL)] = [I[L . K*N<]IL>] = [L . K]

Kern(p) reduziert man dann auf die Formel e A (1—0)*(B) = ef A(es—e)A--- (el —ef_q)
efN-Nel =[ef ANl A (e +---+ef) =BAp*(A4).
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6.6 Zyklischer Basiswechsel

Sei L/ K zyklisch mit G = Gal(L/K) = (o). Der Spurformelvergleich im letzten
Abschnitt ergab den Normensatz m = 1, und damit a posteriori Y? = Y. Eben-
falls folgt dann: Die Aquivalenzklassen y ~ )’ der Charaktere von X i enthalten
genau m = [L : K] Elemente. Also wegen (X5 )? = (Ck)P dann

Satz. Die durch x — 1n = x o N definierte Zuordnung

{xery/~ = {nec”in=v}
induziert eine kanonische Bijektion (und erhdlt Charakter endlicher Ordnung).

Eine analoge Eigenschaft besitzen die Charaktere der absoluten Galoisgruppe
G = limg; Gal(L/K) von K (siche Appendix).

Satz. Die durch px — p = pi |G definierte Zuordnung

{pce@Py/a® = {pe(@n)? o=}
induziert eine kanonische Bijektion von Charakteren endlicher Ordnung.

Beweis. Diese Aussage gilt fiir beliebige® Korper K, also nicht nur fiir Zahlkorper.
Klar, zwei Charaktere p’, px werden nur gleich auf GG, wenn ihr Quotient trivial
auf G, und damit ein Charakter von G = G /G ist. Umgekehrt sei p ein o-
invarianter Charakter von Gal(L/L) fiir eine endliche Galois Erweiterung L /K
(Stetigkeit). Wihle o € Gal(L/K), das G erzeugt. Setze px (67g) = A”p(g) fiir
veZund g € Gal(L/L), wobei A® = p(0") fiir n = [L : K].°. O

SFiir nicht zyklisches L/K kann man etwas dhnliches nur fiir projektive irreduzible Darstel-
lungen p der Gruppen G i machen, sagen wir die bei Einschrinkung irreduzibel bleiben. Fiir
Zahlkorper K kommt nach einem Satz von Serre/Tate wenigstens jede projektive endlich dimen-
sionale komplexe Darstellung von Gi von einer echten Darstellung p.

%Sei p : Gal(L/L) — GI(V) sogar eine beliebige o-invariante komplexe Darstellung des
Normalteilers Gal(L/L) von Gal(L/K), d.h. p(0g0~") = Agp(g)A," fiir eine Matrix Ay €
GI(V). Dann definiert px(0¥g) = Abp(g) fir v € Z und g € Gal(L/L) eine Darstellung
von Gal(f/ /K), deren Einschrinkung p ist, wenn man Ay durch eine Konstante so normieren
kann, daB (Ag)" = p(0™) gilt fir n = [L : K. Dies ist immer moglich, wenn p irreduzibel
ist, wegen dem Schurschen Lemma p() = AAy fiir A\ € C* (und in unserem Fall trivial wegen
dimec(V) =1)
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7.1 Anwendungen vom Normenindexsatz

Wir wenden den Normenindexsatz (siche Abschnitt 6.5)
[Ck : N(Cp)] =[L: K]
fiir zyklische Erweiterungen L /K von Zahlkorpern an, und erhalten

Satz. Die Gruppe
N(Cp) C Ck

bestimmt die zyklische Erweiterungen L/K in K /K eindeutig. Es gilt
2L/K =N, L/K
(Gleichheit bis auf Mengen der K -Dichte Null).

Beweis. Dies gilt fiir X7,/ i (Proposition 5.2). Da wegen dem Normenindexsatz die
Vorraussetzungen des Zusatzes von Satz 5.4 fiir zyklische Erweiterungen erfiillt
sind, gilt X/ = Nt /i (Gleichheit bis auf eine Menge der K-Dichte Null).
Die K-Dichte von X;k ist aber nicht Null nach dem Dichtesatz. Daher bestimmt
N, /i den Korper L C K, und Ni sk wiederum ist eindeutig bestimmt durch die
Gruppe N(Cp) C Ck. O

Bemerkung. Wie wir in 2.12 gesehen haben gibt es fiir jeden Zahlkorper K ei-
ne endliche Menge S von Stellen von K mit S O S, und der Eigenschaft
CIl(K,S)/n = 0 (Endlichkeit der Klassenzahl). Gleichbedeutend damit ist

T = K* - ()" - (H KX x How) .

weS w¢S

Unter dieser Voraussetzung an S folgt aus dem Normenindexsatz

Proposition. Sei L./ K zyklisch von der Ordnung n, unverzweigt aufSerhalb von S
und zerfalle an allen Stellen v € S. Dann gilt L = K.

Beweis. Aus den Annahmen folgt N(Ir) 2 (Ix)" - ([L,es K2 X [Logsom)

wegen dem fundamentalen Lemma (fiir v ¢ S) und wegen 5.3 (fiir v € S). Aus
der Annahme an S folgt daher K™ - (Ix)" - N(I) = Ix. Das heifit L/ K ist eine
zyklische Erweiterung mit m = [Cx : N(CL)] = 1. Aus dem Normenindexsatz
6.5 folgt L = K. O
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7.2 Das PotenzKkriterium

Die wichtigsten Beispiele abelscher Erweiterungen entstehen durch Ziehen von
Wurzeln aus einer Zahl. Entscheidend ist daher ein lokales Kriterium zu besitzen,
wann eine Zahl o € K eine ¢-te Potenz in K ist.

Vorbemerkung. Wie wir in 2.12 gesehen haben gibt es fiir jeden Zahlkorper K
eine endliche Menge S von Stellen von K mit S O S, und der Eigenschaft
CIl(K, S)/n = 0 (Endlichkeit der Klassenzahl). Gleichbedeutend damit ist

HKZK*-(HK)"-(HK;xHo;).

wes wé¢S

Unter dieser Voraussetzung an S folgt als Anwendung vom NORMENINDEXSATZ
das folgende

Potenzkriterium. Sei K ein Zahlkorper, der eine primitive q-te Einheitswurzeln
enthalte, und S O S, U {v|p} eine endliche Stellenmenge mit C1(K,S)/q = 0.
Fiir eine Zahl o in K* sind dann dquivalent

1. « ist lokal eine q-te Potenz
a e (K,)!
fiir w € S und alle (nichtarchimedischen) Stellen w mit der Eigenschaft

a ¢ ol

2. «aist eine g-te Potenz o € (K*)? global.

Beweis. Wegen i, C K ist L = K(a!'/7)/K zyklisch von der Ordnung g. Nach
Abhyankars Lemma (siehe 4.8) sind alle w ¢ S unverzweigt in L/K, und die
Stellen von S zerfallen (unter der Voraussetzung 1.). Die Proposition 7.1 impli-
ziert daher L = K, und damit o € (K*)q. O

Beispiel. In elementarer Form ist der Fall X' = Q und ¢ = 2 wohlvertraut. Hier
istobdA S = S...

Bemerkung. Im Fall ¢ > 2 ist wegen K,, = L, = C, also ist fiir alle w|oo die
Bedingung a € (K,,)? automatisch erfiillt.
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7.3 Das Abzahlargument

Annahmen an K. Sei K ein Zahlkorper. Wir nehmen an p sei eine Primzahl und
die p-ten Einheitswurzeln seien in K.

Annahmen an S (fiir Lemma 1). S sei eine endliche Menge S von Stellen von K
mit S O Sy, und S O {v|p} sowie der Eigenschaft CI(K,S)/p = 0.

Zur Erinnerung. Wir haben in 7.1 die Existenz einer Injektion gezeigt
(L/K)/ ~ +—  N(CL)

von der Menge der Isomorphieklassen von galoisschen Korpererweiterungen L/ K
in die Menge der Untergruppen von endlichem Index in Ck.

Spezialfall. Wir beschrinken uns jetzt darauf, diese Abbildung auf Klassen prim-
zyklischer Erweiterungen L/ K vom Grad p zu betrachten. Wir wissen bereits

1. Fiir unverzweigtes w in L/K enthdlt N(Cp) die Untergruppe o}, C Ix
(fundamentales Lemma).

2. Die Normgruppe N (C}) einer Erweiterung L/K vom Grad [L : K| = p
enthélt immer (K)? fir alle Stellen w (dies ist trivial).

3. Nach dem Normenindexsatz 6.5 gilt [Cx : N(Cp)] = p fiir primzyklisches
L/K vom Grad p.

S-Erweiterungen. Wir beschrianken wir uns jetzt auBerdem darauf nur solche zy-
klische Korpererweiterungen L/ K mit Gal(L/K) = F, zu betrachten, welche
unverzweigt auBerhalb der oben fest gewihlten Menge S sind (da S ja beliebig
vergroBert werden kann, stellt dies letztlich keine echte Einschriankung dar). Dann
gilt fiir die Normengruppe N (C';) wegen der obigen Aussagen 1.-3.

Ix 2 N(Cr) 2 K* - (Ix)? - Ng ,
wobel

Ns =[] (&5 <[] o € Ik .

wes vgS

Lemma 1.

Iic /K*(Ix )’ Ng = (F,)#5].
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Also gibt es nach Satz 7.1 hochstens (p#° — 1)/(p — 1) Erweiterungen L/K mit
obigen Eigenschaften (bis auf Isomorphie):

\ L/K mit Gal(L/K)~ F,
unverzweigt fir w ¢ S

} «—— P#¥U(F,) = P(Ix/K*(Ix)"Ns) .

Diese Inklusion ist sogar eine Bijektion wegen

Lemma 2. Es gibt genau (p*° — 1)/(p — 1) verschiedene Erweiterungen L|K
vom Grad [L : K| = p, welche durch Ziehen aller p-ten Wurzeln aus S-Einheiten
@ € 0 g entstehen L = K(a'/?). Jeder dieser Korper ist unverzweigt auferhalb
von S und enthalten in Lg = K(o}é’;).

Also

\ L/K mit Gal(L/K)= F, ~ ]P’#Sfl(F )
unverzweigt fir w ¢ S b7

Durch sukzessives Vergroern von S folgt daraus

Korollar. Die Klassen primzyklischer Korpererweiterungen L/ K vom Primzahl-
grad p entsprechen eineindeutig den Untergruppen von C'x vom Index p.

Beweis von Lemma 2. Beachte Kern(oj ¢ — K*/(K*)?) = (0} )" Der Di-
richletsche Einheitensatz liefert

O%,s ~ MP(K> % FzﬁéS—l ~ F;/:S

(0;(,5)17

wegen #/1,(K) = p. Daraus folgt sofort Lemma 2 mittels Kummertheorie. [

Beweis von Lemma 1. K* (] ,c5 K7, X [1,¢s ofﬂ)/K*NS — I /K*Ng hat zu p
teilerfremden Index, und ist gleich

(HwES K;:) X ngs 0:))/NS
(Tues Ko % Tags 00 N K /(Tues(K2)7 % Tags 03) N K

 ues (Bo/(K3)P)— Tlaes (Ko /(KG)P) _

°?{,5/(Ns N K*) 07(,5/(0?(75)27
Entscheidend ist NgK* = (0% ¢)? (das nichttriviale Potenzkriterium 7.2).
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Nun zur Struktur von K, /(K )P. Wir unterscheiden drei Fille.

Fall 1. w { p, co. Dann hat (K3,)/(K})P = 7% /aP% x (of,/(0},)P) die Kar-

dinalitét p*>. Wegen p, C K C K ist die p-Torsionsgruppe von 0,,* nicht-
trivial (aus 4.6 folgt dann o} /(0%,)? = &% / (k)P = F,.

Fall 2. w|oo. Dann ist (K})/(K})P=1 im Fall p > 2, da dann K,, = C,
beziehungsweise hat Kardinalitit 2 fiir p = 2 und K, = R.

Fall 3. w|p. Der Beitrag ist nZ /7% x o /(0% )P. Beachte pu,\oZ /(1 +

7 0y) = (0X)P/(14p7! 0,) fiir geniigend groBes r. Dies liefert 0% /(0% )P =
FLR0 0] egen plie @l = [(1+m0,) ¢ (1+1p0,)] = S0oF Ky =
pew|pf’w\p_

Die Beitriige aller w|p liefern F2#1P} analog zu den Stellen w € S, und noch
einen zusitzlichen Beitrag IF,[)K:Q] der [F,-Dimension

D Ky Q) = [K: Q] =11+ 2ry =245 — 11 .
wlp

Die unendlichen Stellen liefern den Beitrag IF'. Es folgt

Ky o ross
ey = =7
weS

Es ist klar, daf} die kanonische Projektion

" Ky,
]IK—> HKw—> H (K*)P

weS weS w

tiber den Quotienten I /(I ) faktorisiert. Da Irc /(K™ ([ ,cs Ko X[ Lhgs 00w)) =
Cl(K, S) teilerfremd zu p ist, wird I / K* (I x)? modulo K*(Ix )P N isomorph auf
F2#5 /F#5 abgebildet. O
Folgerung. Lg = K (0}(/7%) ist die maximale elementar-p-abelsche Erweiterung
von K, welche unverzweigt auflerhalb von S ist.

Folgerung. Die kanonische Abbildung 0% 5/(0% 5)P — [l,es ([I((—w)p ist injektiv,
und hat als Kokern' die Gruppe (Cx /N5s)[p].

"Nach Satz 7.5 folgt daraus das N5 = N(Cp,) C Ck.
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7.4 Zyklische Erweiterungen

Wir wenden erneut den Normenindexsatz (sieche Abschnitt 6.5)
[Ck : N(Cp)] =[L: K]

fiir zyklische Erweiterungen L/K von Zahlkorpern an, und erhalten zusammen
mit dem Abzédhlargument das

Lemma. Fiir zyklisches L/ K gilt Gal(L/K) = Ck /N(CYp).

Beweis. Nach dem Normenindexsatz haben G = Gal(L/K)und G’ = Cx/N(Cp)
dieselbe Kardinalitit. Es geniigt Erweiterungen von Primpotenzordnung zu be-
trachten. Also G = Z/p"Z und G/pG = F,. Wire G’ nicht zyklisch, wire
G'/pG' = (F,)* fiir ein k > 2. Wegen Proposition 5.2 und Lemma7.1

N(CL)QN(CL/)QOK < KQL’QL

gibe es daher eine Untergruppe N mit N(C) € N C Ck vom Index p in
Ck, welche nicht die Normengruppe einer Erweiterung L' vom Grad p ist (diese
miisste ndmlich zwischen L und K liegen, und da gibt es nur eine). Dies ist ein
Widerspruch zu Korollar 7.3, zumindestens wenn p-te Einheitswurzeln ¢, # 1 in
K liegen. Im Bild der Fall Gal(L/K) = Z/p*Z

¢, € K konnen wir aber obdA annehmen! Ersetze einfach K durch K’ = K ((,).
Dies ist eine Erweiterung vom Grad d mit dd’ = p — 1. Multiplikation mit d
ist ein Isomorphismus auf Cx/p, da d teilerfremd zu p ist. Fiir die natiirliche
Abbildung i : Cx/p — Cg//p gilt N oi = d - id. Ck/p ist also ein direkter
Summand von Cg//p = Cgk/p & Kern(N). Da die Zwischenkoper von L/K
den Zwischenkorpern von LK’/ K’ entsprechen (durch Korper-Kompositum), und
sich die p-Potenzquotienten von C (mittels der Norm) treu nach K’ vererben,
geniigt der obige Schlufl angewendet auf K’ anstelle von K. ]
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7.5 Das Hauptresultat

Im letzten Abschnitt wurde bereits der nachfolgende Satz fiir zyklische Erweite-
rungen L/ K von Zahlkorpern bewiesen. Aus dem zyklischen Fall leitet man aber
sofort - wie wir sehen werden - alle weiteren Aussagen dieses Satzes fiir abelsche
Erweiterungen L/ K von Zahlkorpern ab.

Satz. Fiir abelsche Erweiterung L/ K mit Galoisgruppe G = Gal(L/K) gilt
1. Yk € NL/K stimmen bis auf eine Menge der K -Dichte Null iiberein.

2. Zwischenkorper K C K' C L entsprechen eineindeutig den Untergruppen
N(Ck)/N(Ckg) der Gruppe Cx /N (Cp).

3. Zwischenkorper K C K' C L entsprechen eineindeutig den Quotienten-
gruppen Ci /N (Cy) der Gruppe C /N (C1).

4. G und Ck/N(CL) sind isomorph

G =Cx/N(Cp)].

Insbesondere gilt [Cx : N(CL)] = [L : K.

Beweis. Offensichtlich sind 2.) und 3.) sind dquivalent.

Wir benutzen. Eine endliche abelsche Gruppe G ist festgelegt durch die Familie (!)
Q(@G) ihrer zyklischen Quotientengruppen: a) Q(G) C Q(G') = #G < #G'.
b) Q(G) C Q(G') und #G = #G' = G = G'. [Der Hauptsatz fiir endliche
abelsche Gruppen]. Wir wenden dies an fiir G’ = C /N (Cy).

Fiir zyklische Erweiterungen gelten diese Aussagen. Jeder zyklischen Erweite-
rung K'/K in L ist die Zwischengruppe N(CL) C N(Cg/) € Ck zugeord-
net. Die zyklische Erweiterung K’/K in L ist auBerdem durch N(Cx/) C Ck
eindeutig bestimmt! Oder alternativ durch den Quotienten C'x — Ci /N (Ck).
(Siehe 7.4). Zyklische Erweiterungen entsprechen aber zyklischen Quotienten
G — Gal(K'/K) der Galoisgruppe G. Dies definiert eine Injektion

Q(G) € Q(Ck/N(L)) .
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Es folgt Q(G) C Q(G’), und damit #G < #G'. Wegen #G’ < [L : K| = #G
(Satz 5.4) folgt #G = #G'. Aus Q(G) C Q(G’) folgt daher sogar G = G.
Dies zeigt 2.),3.),4.), insbesondere daher m = [L : K| = [Cx/N(C})]. Letzteres
impliziert Aussage / dann nach Zusatz 5.4 fiir beliebige abelsche Erweiterungen
L/K.). 0

Zur Erinnerung. Fiir eine Stelle w von K gilt

(i) wezerfilltin L/ K = Bild(K} — Cx) C N(Cyp)

(ii) w ist unverzweigtin L/K = Bild(o}, — Ck) C N(Cp).
Hierbei folgt (i) aus 5.3 und (ii) aus 4.7.

Ein Ausblick. Man kann zeigen, daf fiir beide Implikationen (i) und (ii) auch die
Umkehrung gilt! Man reduziert dies auf zyklische Erweiterung L /K. In diesem
Fall hat man wegen dem Hasseschen Normensatz eine exakte Sequenz

Zum Beweis der eben erwihnten Umkehrungen braucht man eine genaue Be-
schreibung der im Moment noch mysteriésen zusammengesetzten Abbildung

Entscheidend wird es dabei sein diese Abbildung richtig zu deuten (das Bild von
K} ist die Zerlegungsgruppe G,, C G = Gal(L/K), wie sich in Kapitel 2?
herausstellen wird). Entscheidend wird dabei sein das

Artinsche Reziprozititsgesetz. Fiir alle unverzweigten Stellen w von K wird
dieser Homomorphismus gegeben durch
— F, € Gal(L/K) .

Tw * Oy

Das heifit ein PRIMELEMENT 7, in K7 wird auf den FROBENIUS F,, in Gal(L/K)
abgebildet. Beachte - da w unverzweigt angenommen wurde - ist das Bild von o},
unter dieser Abbildung notwendigerweise trivial (siche oben).
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7.6 Appendix

Satz. Sei L/K eine primzyklische Erweiterung vom Grad p und seien die p-ten
Einheitswurzeln in K. Sei x € K* und sei x € N(L})) fiir alle Stellen w # wy
von K. Dann gilt x € N(L").

Nach dem Hasseschen Normensatz geniigt dazu x € N (L, ).

Beweis. Im Fall K,,,/N (L}, ) = 0ist die Aussage trivial. Im anderen Fall betrach-
te

00— K*/N(L*) ——=1Ig/N() ——F, = Cx/N(C) —=0

F

Koy /N(Ly,) b
Wiire pry, (v) # 0 in Ky, /N(Ly, ), dann erzeugt es K., /N (L}, ), da nach loka-
ler Klassenkorpertheorie gilt K., /N (L, ) = F, und die untere Abbildung wire
Null. Also geniigt es zu zeigen, da3 die untere Abbildung surjektiv ist.

Wiire dies nicht der Fall, wire K von z und N (L}, ) erzeugt. Also K =
N(Lz,) - (pruwy(x)) € N(L%,) - (x) - N(I.), da nach Annahme z - pr,(z) ™" €
N(I.). Also K, € K*-N(I). Nach dem Zerlegungskriterium zerfallt wy in der
Erweiterung L/ K. Es folgt pr,,(z) € N(L}, ) = K, . Ein Widerspruch. O

Zerlegungssatz. Sei L/ K eine primzyklische Erweiterung vom Grad p und seien
die p-ten Einheitswurzeln in K. Sei K,, C K* - N(I), dann zerfillt L/ K bei w.

Beweis. Siehe Lang p.215-217.
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8.1 Definition von Z(p, s)

Sei K/Q eine galoissche Korpererweiterung von Zahlkdrpern mit Gruppe G. Fiir
einen endlich dimensionalen C-Vektorraum V' sei

p: Gal(K/Q) — GI(V)

ein Gruppenhomomorphismus (eine sogenannte komplexe Darstellung von G).
Nach dem Vorbild der RIEMANNSCHEN ZETAFUNKTION konstruieren wir ein
Produkt, welches als Funktion der komplexen Variable s absolut konvergiert fiir
Re(s) > 1. Das Produkt lauft iiber alle Stellen v von K

Z(p, 3) = HZv(p’ S)‘

Der einfachste Fall. Fiir Z(s) = Z(Q, 1, s) und die triviale Darstellung p(g) = 1
und dim (V') = 1 sind die lokalen Faktoren Z,(s) = (1 —p~*)~! fiir die endlichen
Primstellen und Z,.(s) = 7 *?I'(s/2) gerade die Faktoren der Riemannschen
Zetafunktion.

Zerlegungsgruppen. Fiir jede (!) Stelle v von Q sei nun G, C G der Stabilisator
von v in G (Zerlegungsgruppe). Sei I, C G, die Tragheitsgruppe. Hier sei /., per
Definition trivial. 7, # 0 nur fiir Primzahlen v = p, welche in K/Q verzweigen.
Ist I, # 0, dann ist I, ein Normalteiler in ). Daher operiert G, (und damit
G, /1,) auf dem Fixraum

Vi ={veV|plov=vVo € l,}.

[Beachte p(h)v = v fiir h € I, impliziert p(h)p(g)v = p(g)(p(g~ hg)v) = p(g)v,
also p(g)v € V] Die Quotientengruppe G, /I, =< F, > ist zyklisch. Dies gilt
fiir alle Stellen. Fiir archimedische Stellen hat G, /1, die Ordnung f, = 2 oder
fo = 1,jenachdemob L, /K, = C/Rist oder nicht). Der Erzeuger F, ist hierbei
im letzten Fall die komplexe Konjugation. Fiir nicht archimedische Stellen erzeugt
der geometrische Frobenius F;, die Gruppe G,/ I,, der Ordnung f,,. Wir wollen nun
fiir jede Stelle v von Q einen lokalen Faktor Z, (p, s) definieren, welcher beziiglich
p nur abhingt von der Operation

p(F,) € GI(V™) .
Ansatz. Wir zerlegen dazu V!* in die F,-Eigenrdume

V=BV, , veV, = p(F)w) =X -v.
7



8.2. VERALLGEMEINERUNG 85

Die Eigenwerte sind offensichtlich gewisse f,-te Einheitswurzeln A, = exp(2Z2£).

. fU
Wir setzen
fo—1

H Z ( log ))dim(Vu)

log(pv)

fiir die durch die Riemannsche Zetafunktion definierten Faktoren Z,(s). Hierbei
sei formal auBerdem log(ps,) := i fiir v = 0.

Absolute Konvergenz. (Per Definition) konvergiert ein Produkt komplexer Zahlen
absolut, wenn die Reihe der Logarithmen absolut konvergiert. Dabei kann man
obdA endliche viele Faktoren ignorieren. Sei daher v = p unverzweigt. Dann
ist Z,(p, s) ein Produkt von dim (V') Faktoren der Gestalt (1 — \,p~*)~'. Wegen
|[Aulc = 1 besitzt log(1 — A\,p~*) die Majorante ) p~™°/m = log(l — p~*).
Also ist dim(V') log(¢(s)) eine fiir Re(s) > 1 absolut konvergente Majorante von
log(p, s). Somit konvergiert Z(p, s) absolut fiir Re(s) > 1, und ist insbesondere
nicht Null in diesem Bereich.

[]

Isomorphieinvarianz. Zwei Darstellungen (p;, V) und (p2, V5) einer Gruppe G
heilen isomorph, wenn es eine C-linearen Isomorphismus 7" : V; = V; gibt mit
Tpi(0) = po(o)T fiir alle 0. Die Dimensionen der Frobenius-Eigenrdumen sind
fiir isomorphe Darstellungen dieselben. Also hingt Z(p, s) nur von der Isomor-
phieklasse von p ab.

Summen. Fiir die direkte Summe der Homomorphismen p = p; @ py gilt V), =
(V1) @® (V). Daher offensichtlich Z(p, s) = Z(p1,5)Z(pa, 3).

8.2 Verallgemeinerung

Sei allgemeiner L/K eine galoissche Korpererweiterung von Zahlkorpern. Fiir
einen endlich dimensionalen C-Vektorraum V' sei

p:Ga(L/K) — GI(V)

ein Gruppenhomomorphismus (eine sogenannte Darstellung von ). Wir wollen
nun als Produkt iiber alle Stellen v von K eine Funktion definieren

Z(K,p.s) = [[2(L/K,p,s).
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Bemerkung. Jede Surjektion Gal(L/K) — Gal(L/K) definiert durch Kompo-
sition einen Homomorphismus 5 : Gal(L/K) — GI(V). Die Definition wird
so sein, daB gilt Z(L/K, p,s) = Z(L/K, p, s). Wir schreiben aus diesem Grund
einfach nur Z(L/K, p,s) = Z(K, p, s). Dies erlaubt es obdA L/Q galoissch an-
zunehmen. Dann ist H = Gal(L/K) eine Untergruppe von G = Gal(L/Q), und
man definiert nun

Z(K,p,s):=Z(Ind(p),s)

durch die von p induzierten Darstellung Ind(p) von G.

Induktion. Sei H Untergruppe einer G vom Index n und p : H — GI(V) eine
Darstellung von H. Wihle Reprisentanten o; der Nebenklassen G = [ [}, 0, H.
Durch p wird V' zu einem H-Modul. Wir definieren nun

W = é O'Z'V
=1

als C-Vektorraum isomorph zu V™. Um die induzierte Darstellung Ind(p) auf
W zu definieren, muss man erklidren wie o € G auf W operiert: Fiir jedes o €
GG und jeden Reprisentant o; gibt es ein eindeutig bestimmtes j = j(i,0) mit
oo;H = o;H (Operation von G auf den Nebenklassen G/H). Also oo; = 0;T.

Dies definiert 7 = o '00; € H. Per Definition

Ind(p)(o) (i o; - Ui> = zj: gj- ,o(aj_laai)vi

fiir die Komponenten v; € V des Vektors > o; - v; € W. Man sieht leicht,
daB Ind(p(.) einen Gruppenhomomorphismus von GG nach GI(W) definiert. Man
zeigt auch leicht Ind(py & p2) = Ind(p1) ® Ind(ps) und Ind(Ind(p)) = Ind(p)
(Induktion in Schritten fiir eine Kette H; C Hy C G von Untergruppen). Es folgt

Induktion. Ist jetzt H = Gal (L/L) Untergruppe von G = Gal(L/K) fiir Krper
K C L C L, dann folgt fiir p : H — GI(W) durch Induktion in Schritten daher
sofort

Z(L,p,s) = Z(K,Ind(p),s)|.

Summen. Fiir die direkte Summe von Homomorphismen p = p; & py wollen wir

Z(K,p,s)=Z(K,p1,8)Z(K,pa,$)|.
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Isomorphieinvarianz. Die Zetafunktion Z (K, p, s) hiangt nur von der Isomorphie-
klasse der Darstellung p ab. [Ein Isomorphismus 7" : (p1, Vi) = (pa, V2) setzt
sich fort zu einem Isomorphismus 7' : Ind(p;) — Ind(py) definiert durch

T(owv;) := o;T(v;). Dimensionen von Frobenius-Eigenrdumen bleiben unter 7’
daher erhalten.] Wir fassen zusammen

Lemma. Die so definierten Funktionen Z (K, p, s) sind kompatibel mit Isomor-
phie, Summen und Induktion, und konvergieren als Produkte absolut im Bereich
fiir Re(s) > 1 der komplexen Ebene.

Lokale Pole. Fiir die lokalen Faktoren gilt
ords—o (ZU(K, 05 s)) = dime(VE)
und Z, (K, p, s) ist holomorph fiir Re(s) > 0.

Globale Pole. Z(K, p, s) ist holomorph fiir Re(s) > 1. Dies folgt unmittelbar aus
der Konvergenz des Produktes und der Gestalt der Majorante (lokal gleichmissige
Konvergenz in s). Fiir die Darstellung p : G — GI(V) gilt

ords—, (Z(K, 0, s)) = dimC(VG) .

Diese Aussage ist alles andere als trivial, und wird erst spiter gezeigt werden
konnen!

Artin Vermutung. Die Funktionen Z (K, p, s) besitzen meromorphe Fortsetzun-
gen auf ganz C und erfiillen eine Funktionalgleichung' der Gestalt

Z(K,p,s)=W(p,s)Z(K,p,1—s)

fiir die konjugiert komplexe Darstellung p von p. Hierbei ist W (p, s) ein Faktor
der Gestalt W (p,s) = C(p)D(p)® fiir Konstanten C(p) und D(p). Die Funktion
Z(K, p,s) ist holomorph in C\ {0, 1}.

Bemerkung. Die verallgemeinerte Riemannsche Vermutung besagt auerdem, daf3
alle Nullstellen der Funktionen Z(K, p, s) auf der Gerade Re(s) = 3 liegen.
Bemerkung. Die Artin Vermutung iiber die Lage der Pole in der komplexen Ebene
ist bis heute unbewiesen. Die anderen Aussagen konnen aber bewiesen werden.
Dies zu zeigen bedarf noch etlicher Anstrengungen.

'Die Funktionalgleichung ist genau genommen selbst nicht Teil der Artin Vermutung.
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8.3 Einige Formeln

Lemma. Fiir p : Gal(L/K) — GI(V) gilt

2(K.p.s)=[[Zl0s) ] det(l — p(Fp)N(P)™*, VIP)_l .

v]oo PeDivg, prim

Beweis. ObdA ist L galoisch iiber Q. Der Einfachheit halber sei p unverzweigt
in L/Q. Im zyklischen Korperturm Q, C K, C L,, erzeugt dann der Frobenius
o = F, die Gruppe Gal(L,,/Q,), und n := f,, erzeugt F,, = F" die Untergruppe
Gal(L,/K,). Wir berechnen die Eigenrdume W, C W = Ind(V') von o. Aus
Ind(p)(c)w = \w folgt Ind(p)(c™)w = A"w.

Induktion. Sei V' ein Modul einer Untergruppe H = (¢") vom Index n in der
zyklischen Gruppe (o). Die ¢ fiiri = 0, ..,n — 1 sind Reprisentanten der Neben-
klassen der Untergruppe (¢"). Auf W = Ind(p) = V™ operiert ¢ dann via

(V1 .oy V) = (0" U, V1, ooy Up1)
Das heifit insbesondere 0" (vy, ..., v,) = (0™v1, ..., 0"Vy).

Eigenwerte. Aus Ind(p)(o)w = lw folgt p(c™)v; = A", fiir alle Komponenten
v, € Vvonw = Z?:_()l v; € V" = W. Also geniigt es den \ Eigenraum von
(Van)™ € W zu berechnen (fiir Vo = {v € V' | p(6™)v = A"v}). Dazu sei obdA

V' = Vi« eindimensional! Die Matrix p(c) hat dann die Gestalt

0 0.0 0 A"
1 0.0 0 O
0 1.0 0 O
C e .0
0 0.0 1 O

und das charakteristische Polynom y(X) = X" — \* = [[/2) (X — ¢} ). Mit
paarweise verschiedenen Eigenwerten.

Zusammenfassung. Die Eigenwerte Ay von o auf der induzierten Darstellung W/
(mit Vielfachheiten) sind daher genau die Losungen der Gleichung A\, = Ay,
wobei \y die Eigenwerte von ¢” auf V' durchliuft (mit Vielfachheiten). Es folgt
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Zy(Ind(p),s) = T, T (1 = G.OW)Y"p) 1 = T, (1= Ayp ™) oder
wegen N(P,) = ##k, = p" (siehe obige Definition von n) und I} = F,,

Z,(Ind(p), s) = det(1 — p(F,)N(P,) ") ™" |
O

Sei G zyklisch oder abelsch. Dann zeigt eine analoge Rechnung: Die von der
eindimensonalen trivialen Darstellung der trivialen Untergruppe induzierte Dar-
stellung Ind(1) ist isomorph zur direkten Summe ) (x,C) aller Charaktere
X : G — S' C GI(1,C*). Fiir abelsche Erweiterungen L/K daher

Z(L,s) = HX;G—>Sl L(K,x,s)|.

Spezialfall. Ist p die triviale eindimensionale Darstellung, dann ergibt sich fiir
Z(K,p,s) = Z(K,s) die Formel

Z(K.s)=[]z(x,s) [ @-nNEP)™)

v|oo PeDivg prim

in vollkommener Analogie zur Definition der Riemannschen Zetafunktion! Da
(1= N(P)=*)~t =" N(P)™ fiir s > 1 nur positive Glieder besitzt, folgt aus
der absoluten Konvergenz durch Umordnung (dann sogar fiir Re(s) > 1)

Z(K,8) = Zoo(8)" " Zoo(s + 1) 321 1aeat N()7°-
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9.1 Appendix I (Fourierreihen)

Sei X eine kompakte topologische Gruppe, zum Beispiel eine endliche Grup-
pe oder die Gruppe S! = R/Z, oder eine der verwandten Gruppen K\Ay oder
Xk = K*Z\lk. Wir fixieren auf X ein HaarmaB dz mit vol(X, dx) = 1. Dies
definiert den Hilbertraum L?(X, dx) aller messbaren quadratintegierbaren Funk-
tionen auf X.

Unitdre Darstellung von X . Auf diesem Hilbertraum operiert X durch Translation
f(y) — R.(©)(y) = ¢(yx). Man zeigt leicht R, ., = R, o R,,, und R, ist ein
unitirer Operator auf L?(X, dx)

X - U(LQ(X, dx)) .
R, besitzt daher im allgemeinen keine Spur (auler wenn X endlich ist).

Faltung. Man betrachtet daher besser eine genl'jgend glatte Funktionen f auf
X und die verschmierte Operation Ry(¢) = [, f ¥ ¢)dz. Man zeigt dann
1e1cht fur stetlges f, daB Rf( ) wieder in L2(X da:) hegt Wegen Rs(o)(y) =
Jx f@)e(yz)de = [, fly~'z)p(x)dr ist Rf(p) dann sogar glatt (nach dem
Satz von der dominierten Konvergenz). Ry ist also ein Glattungsoperator mit In-
tegralkern K (y, ) = f(y 'x).

Eine Variante von Glattheit. Sei U eine abgeschlossene Untergruppe von X und
es gelte f(yu) = f(y) fir alle v € U (Periodizitit beziiglich U). Dann gilt
auch Ry(p)(yu) = Ry(y)(y) fir alle u € U wegen der Translationsinvarianz
des HaarmaBes. Insbesondere erhilt R; dann den Hilbertraum L?(X /U, dz/du)
der U-invarianten Funktionen, und wir konnen im Prinzip zur Quotientengruppe
X/U anstatt X iibergehen.

Abelsches X . Sei von nun an X abelsch. Dann bilden die Charaktere eine Basis
des Hilbertraumes. [Offensichtlich sind sie orthogonal beziiglich des Skalarpro-
duktes (p,¢) = [, ¢(z)¢(x)dz und liegen dicht in L*(X,dx). Dazu geniigt,
daf Dichtigkeit in C'(X). Letzteres folgt aus dem Satz von Stone-Weierstral3, da
nach einem allgemeinen Satz die Algebra aufgespannt von den Charakteren von
X Punkte trennt. Fiir uns geniigt der Fall X = (S')" x F fiir endliches E, wo
dies trivial ist.] Es folgt L?(X, dz) = @Xe +oCx (siehe Skript Analysis III fiir
den entscheidenden Fall X = S'). Beziiglich dieser Basis ist R,(x) = x(z)x
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diagonal, ebenso wie daher die Mittelung

Rf(x)(y) = x(f) - x(y)

fiir die komplexe Konstante x(f) = [, f X x)dzx.

Beispiel. X = K\Ag und U = Hwoo Q, mit Q, = 70, wie in 2.6 mit X /U =
(Ak,o/0K) X [y 00/Us = (S1)" x E fiir endliches £ =[], 0,/U,, oder
Xk = K*Zg\lgund U = Hv)[oo U,mit U, =1+ 7™ mit X/U = (SH)"1 x E
fiir endliches F (siehe 2.10). Alle Funktionen, die wir in diesen beiden Situationen
betrachten, haben eine solche Periodengruppe U. Das heif3t fiir unsere Zwecke ist
nun obdA
X=(SY"xE

ein Produkt einer endlichen Gruppe E und endlich vielen Kreisringen S*, insbe-
sondere also abelsch.

Lemma. Sei E endlich abelsch und X = E x (S')" und f € C'OO( ) dann ist
der Kern Ky(z,y) = f(y~'x) des Faltungsoperator Ry(y) = [, K (x)dx
gleich der auf X x X absolut und gleichmdyfig konvergenten Relhe

Ke(z,y) = Y x(Hx@X() .

xexP

Somit konvergiert die folgende Summe (genannt Spur von R;) absolut
/ Kg(z,x)

Beweis. Beachte XP = EP x (SH)P x ... (SH)P = EP x Z", denn (S1)P =
{Xm(z) = exp(2mimz) | m € Z"} wie man sofort sieht. Man reduziert die Aus-
sage daher leicht auf den Fall X = FE (siehe 1.3) und X = (S")". Im letzte-
res Fall geniigt es wegen |x,,(y)X,,(x)| = 1 die absolute Konvergenz der Reihe
Y mezn @m(f) der Fourierkoeffizienten

XEXD

am(f) = / f(@)exp(@rima)dz = xm(f)

zu zeigen. Aus der L?-Theorie folgt fiir f € C'(X) C L?(X) die Konvergenz von
> @ (f)xm(x) — f(x) im L?-Sinn, daher die absolute Konvergenz der Reihe
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(f, 1) =3, lam|*. Somit |a,,| < const. Fir Af =", gwf € C*°(X) anstatt

f (etc. hohere Potenzen von A) gilt anry = (—47||m||*)*a;. Daher liefert die
L?-Konvergenz sogar |a,,| < const’ - m~""! fiir alle m # 0 (wihle 2k > n + 1)
und damit die absolute Konvergenz wegen > ;. [|m[| ™"~ < oc. .

Variante 1. Fiir einen Automorphismus 6§ : X — X endlicher Ordnung setzt
man Ry(¢)(y) = »(0~*(y)), und man kann analog wie oben R, Ry oder R;Ry
betrachten. Mit demselben Argument gilt dann Rng( ) = (xXO)(f) - X°(y)
fiir die komplexe Konstante (x0)(f) = [, f x (x)dx, sowie fiir den Kern

K(y,z) = fly~'0(x)) = erxoxﬁ(f) (y)x( )undfurdleSpur

= /XK(% x)dx

Variante 2. In vielen Fillen ist X = I'\Y ein Quotient eines einfacheren aber
nicht kompakten Raumes Y nach einer diskreten Gruppe I' (z.B. S! = Z\R oder
Ax = K\Ag fiir Y = Roder Y = Ay etc.). In diesen Fillen ist es oft besser eine
glatte Funktion # : Y — C mit kompaktem Triger h € C2°(Y') zu betrachten,
sowie f( ) > er h(7 + y) firY >y — n(z) = 2 € X. In diesem Fall ist
Ix f z)dx = [, h(y)x(7(y))dy = x(h), wenn dz das Quotientenmal} eines
HaarmaBes von Y nach dem diskreten ZdahlmaB auf I' ist. Formuliert fiir / anstatt
f erhilt obiges Lemma dann die Form einer Spurformel

Z/ K(x,~vx)d
xEXD ~vel

wie in Kapitel 3.4 und 6.2.
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9.2 Appendix II (Kummertheorie)

G-Moduln. Sei G eine Gruppe. Ein G-Modul ist eine abelsche Gruppe (M, +) mit
einem Homomorphismus G — Aut(M,+). d.h. einer Operation von G auf M,
fir die gilt g(my + m2) = gmy + gmo. Eine Abbildung 7" : M — N zwischen
G-Moduln heifit G-linear, falls g7'(m) = T'(gm) gilt fiir alle g € G, m € M.

Invarianten. Fiir einen G-Modul M sei MY = {m € M | gm = m Vg € G} der
maximale triviale G-Untermodul von M. Eine G-lineare Abbildung 7" : A — B
induziert einen Homomorphismus 7" : AY — B¢ abelscher Gruppen.

Die Gruppe H'(G, A). Fiir eine kurze exakte Sequenz von G-Moduln erhilt man
eine exakte Sequenz 0 — AY — BY — CY. [ Beachte AN B% = A%, Fiir
b € B¢ mit verschwindendem Bild in C¢ liegt b € B N A = AY. Also ist
diese Sequenz exakt bei B“]. Im allgemeinen ist B — (¢ aber nicht mehr
surjektiv. Fiir c € C¢ C C gibt es ein Urbild b € B, aber nicht notwendig in B¢.
Das Hindernis a(g) = gb — b ist im allgemeinen nicht Null. Wegen g1g2b — b =
(g1b — b) + g1(g2b — b) ist die Funktion a : g — a(g) € A ein KOZYKEL, d.h. es
gilt fiir alle g1, 90 € G

a(g1g2) = a(g1) + gra(g2) |-

Sei Z'(G) die Gruppe aller Kozykel a : G — A. Offensichtlich bilden die
KORANDER g — ga — a (fiir a € A) eine Untergruppe B'(G, A) von Z(G, A).
Die Kohomologiegruppe H'(G, A) = Z'(G, A)/B'(G, A) ist die Quotienten-
gruppe, und der Kern des Hoimomorphismus

§:C% = HY(G,A),

welcher ¢ € C auf die Klasse von a(g) schickt, ist das Bild von B in C¢,
[Liegt ¢ im Kern von 0, gilt a(g) = ga — a fiir ein @ € A. Ersetzt man b (welches
a(g) = gb — b definiert) durch b — a, gilt ¢ = Bild(b—a) und g(b—a) = (b— a)
fiir alle g € G. Also hat (b — a) € B¢ das Bild c.] Man erhilt daher eine exakte
Sequenz

0— A% - BY - C% — HY(G, A)

Ist H(G, B) = 0, dann ist die rechte Abbildung auBerdem surjektiv, denn jeder
Kozykel a(g) mit Werten in A hat dann die Gestalt a(g) = gb — b fiirein b € B.
Offensichtlich ist dann das Bild ¢ von b invariant unter G. Es folgt [a(g)] = (c).



96 KAPITEL 9. APPENDIX

Hilbert Theorem 90. Ist L/ K galoissch mit Galoisgruppe G, dann gilt

HY(G,L*) = 0].

Beweis. Fiira(g) € Z'(G, L*) wihlez € Lmit y = ", _ a(h)h(x) # 0 (lineare
Unabhingigkeit der ¢ € G). Dann gilt g(y) = >, %gh(m) = y/a(g) oder
a(g) =g(y™)/(y™") € BY(G, L*). Also ist die Klasse [a(g)] gleich Null. O

Sei K der algebraische Abschlu3 von K (Charakteristik Null). Potenzieren mit
einer Zahl ¢ € N liefert eine exakte Sequenz, deren Kern die Gruppe 1, der g-ten
Einheitswurzeln in K ist

OeuqHF*H?*HO.

Dies ist eine Sequenz von G = G-Moduln fiir die absolute Galoisgruppe G/
von K (Appendix I1I). Aus (K )¢ = K* und Hilbert Satz 90 folgt

0— (ﬂq)G_)K* — K* — HY (G, 1g) — 0.

Also § : K*/(K*)? =2 HY(G, ). Liegt i, in K*, operiert G trivial auf 1. Aus
der Definition von Kozykeln folgt dann sofort

Satz. Sei K ein Korper (der Charakteristik Null), der die q-ten Einheitswurzeln

enthdlt, dann gilt
d: K*/(K")? = Hom(Gk, ) -

Bemerkung. Die rechte Seite beschreibt die abelschen Galoiserweiterungen von
K, deren Galoisgruppe von ¢ annuliert wird.

Aquivarianz. Fiir eine exakte Sequenz 0 — A — B — C' — 0 von G-Moduln,
auf der eine Gruppe A #dquivariant operiert, ist der Verbindungshomomorphismus
§: CY — H(G, A) definiert durch §(c) = a(g) = (g — 1)b fiir b € B mit Bild
c. Fiir 0 € A gilt daher 0(6(c)(6071g)) = 0((01g — 1)c) = (g — 1)8(c) = §(fc).
Also ist der Verbindungshomorphismus A-dquivariant.

Anwendung. Fir die Kummertheorie hat dies folgende Anwendung. Sei K ein
Korper (der Charakteristik # p), der eine primitive g-te Einheitswurzel enthilt.
Fiir die absolute Galoisgruppe G'ix von K gilt dann (funktoriell !)

§: K*/(K*)" = Hom(Gg, j1g) ,
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wobei der Nebenklasse z(K*)? der Charakter p(c) = o(z'/?) /29 zugeord-
net wird. Dieser Isomorphismus ist Aut(K)-dquivariant. Die Gruppe Aut(K) =
Gal(K/Q) operiert dabei auf 1, mit dem zyklotomischen Charakter.
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9.3 Appendix III (Projektive Limiten)

Seien X; fiir© = 0,1,2,.. Ringe und p; : X; — X, ; Ringhomomorphismen.
Dann erkliart man den projektiven Limes

als den Unterring des kartesischen Produktes
lim X, € []X.
n=1

aller Elemente (- -+ ,z;,x;_1,---) € [[;2, X, mit der Eigenschaft p;(x;) = z;_;.
Offensichtlich hat man natiirliche Ringhomomorphismen v,, : lim, X,, — X,
definiert durch ¢, (- -+, x;, 251, -+ ) = x,. Diese machen das Diagram

kommutativ. Sind ¢,, : X — X,, Ringhomomorphismen ¢,, : X — X, mit
Dn © @, = 1 fiir alle n, dann existiert ein eindeutig bestimmter Ringhomomor-
phismus ¢ : X — lim, X, so daB gilt p,, = 1, o ¢ fiir alle n. Diese universelle
Eigenschaft des projektiven Limes, bestimmt lim,, X,, zusammen mit allen ),
eindeutig bis auf Isomorphie.

Beispiele. 1) Fir X,, = X mit p,, = idy ist lim, X,, = X.2) Fir X = Z/p"Z
und die kanonischen Projektionen p,, : Z/p"Z — Z/p" 'Z ist lim,, X,, = Z,, der
Ring der p-adisch ganzen Zahlen. 3) Fiir einen Ring 12 und ein Ideal / C R sei
X, = R/I" und p,(x mod I") = z mod I"!. Den projektiven Limes dieses
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Systems nennt man die /-adische Komplettierung von R. Ist der natiirliche Ring-
homomorphismus von R in diese Komplettierung ein Isomorphismus, nennt man
R vollstdndig (beziiglich ). In diesem Sinn ist fiir Zahlringe R = ox und ein
Primideal [ = P eines Zahlkorpers der lokale Ring op die P-adische Komplet-
tierung. Siehe 2.5.

Varianten. Seien p; : M; — M;_; Homomorphismen von R,-Moduln mit der
Eigenschaft p;(rm) = p;(r)p;(m) fir r € R; und m € M; (fiir alle ) und ein
projektives System p; : R, — R;_; von Ringen. Fiir ein solches ‘projektives
System’ (M;, p;) erkldrt man analog wie oben den projektiven Limes lim,, M,, C
I1,, M,,. Fiir den Limesring R = lim,, R,, wird M zu einem R-Modul.

Gruppen. An Stelle der Indexmenge Z kann auch eine andere gerichtete Menge
treten, etwa die Menge aller endlich separablen Korpererweiterungen L/ K eines
Korpers. Setzt man Xk = Gal(L/K), dann hat man natiirliche Gruppenho-
momorphismen X, — Xgx im Fall K € K ' C L. Man kann dhnlich wie
oben wieder den projektiven Limes definieren G = limp x X1 k, die soge-
nannte absolute Galoisgruppe G'i des Korpers K. Versehen mit die endlichen
Faktoren Gal(L/K) mit der diskreten Topologie, und G, mit der vom Produkt
[1;,x Gal(L/K) induzierten Einschrankungstopologie ist G'c nach dem Satz von
Tychonoff in natiirlicher Weise eine kompakte topologische Gruppe.

Exakte Sequenzen. Seien alle waagrechten Zeilen des folgenden Diagramms kurz
exakt, und (A4,), (B,), (C,) seien projektive Systeme abelscher Gruppen, und das
Diagramm sei kommutativ

0 A, B, Ch 0

o

0 4>An71 4>an1 Cnfl 0

Dann ist die Sequenz der Limiten exakt

0—limA, —»1limB, —»1limC, — 0,

falls die Ubergangsabbildungen p,, : A, — A,_; surjektiv sind fast alle n (dies
ist eine leichte Ubungsaufgabe).
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9.4 Appendix IV (H(G,Cr) = 0)

Kozykelrelationen. Sei a(g) ein Kozykel von G. Gilt a(h) = 0 fir alle h € H
in einer Untergruppe H C G, dann implizieren die Kozykel Relationen a(gh) =
a(g) + ga(h) = a(g) und a(hg) = ha(g) + a(h) = ha(g) firh € Hund g € G.
Aus den Relationen folgt im iibrigen a(1) = a(1 - 1) = a(1)a(1), also a(1) = 0.

Normalteiler. Ist H ein Normalteiler, gilt sogar ha(g) = a(hg) = a(g(g 'hg)) =
a(g). Also a(g) € M*" und damit

alg) € ZY(G/H, M™) .

Zyklisches G. Ist G = (o) zyklisch von der Ordnung 7, setze a = a(c). Aus den
Kozykelrelationen folgt N(a) = ac(a)---0""!(a) = a(c™) = a(1) = 0. Gilt
a € (o — 1)M, folgt sofort a(g) € B'(G, M). [Beachte, a(g) ist durch den Wert
a = a(o) eindeutig festgelegt].

Lemma. Fiir beliebige galoissche Erweiterungen L/ K von Zahlkorpern mit Ga-
loisgruppe G gilt

HY(G, ) =0].

Beweis. L/ K zyklisch. Fiir x € I, werde die Restklasse in C', von der Norm N
annuliert, d.h. N(z) € L* oder N(x) € L* N N(Iy) = K* N N(I,). Wegen
dem Normensatz von Hasse 6.5 gilt dann N(z) = N(J) fiir ein § € L*. Also
N(x/6) = 1 und damit x/6 € (o — 1)I;, wegen H'(G,1;) = 0 (siehe 1.2).
Somit ist die Klasse von x in C, bereits in der Untergruppe (o — 1)C'. Es folgt
HY(G, Cr) = 0 fiir zyklische Erweiterung L/ K mit Galoisgruppe G.

L/ K auflosbar. Fiir auflosbares G (etwa eine p-Sylowgruppe) ist H' (G, Cr) = 0.
[G besitzt einen zyklischen Normalteiler H # 0. Fiir zyklisches H = Gal(L/L™)
gilt H'(H,Cp) = 0. Fiir a(g) € Z'(G,C}) gilt daher obdA a(h) = 0 fir h € H
durch Abidndern mit einem Korand. Nach den Vorbemerkungen ist dann a ein
Kozykel der Faktorgruppe G/H = Gal(L” /K) mit Werten in Cpn = (Cp)?
(H'(H,L*) = 0 liefert (C1)” = I;u/(L7)* = Cpu). Man schlieBt dann per
Induktion nach #G.]
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Allgemeiner Fall. Wire H'(G, M) # 1 fir M = C, so existiert eine Klas-
se [a(g)] # 0 in H'(G, M) mit Primzahlordnung p. Sei H eine p-Sylowgruppe
von G. Da H auflosbar ist, liegt wie bereits gezeigt a(h) € B'(H, M). Durch
Abiéndern mit einem Korand gilt obdA a(h) = 0 fiir alle h € H.

Nach obigen Vorbemerkungen ist dann folgendes Element m € M wohldefiniert

m = Z a(gH) .

GeG/H

gm = ZgGG/Hga@H) deG/H( a(ggH) — a(g ) — [G : H]a(g) liefert
(G : Hla(g) = m — gm € BY(G, M). Also [G : H][a( ) :O Dapund [G : H]
teilerfremd sind, folgt [a(g)] = 0. Ein Widerspruch! O



