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Kapitel 1

Grundlagen



1.1 Vorbemerkungen

Dieses Skript zur Vorlesung Einfiihrung in die Differentialgeometrie (SS 2005)
endet leider sehr abrupt. Grund: Die geplante Fortsetzung der Vorlesung im WS
musste einer Anfangervorlesung weichen.

Viele Kapitel sind mit einem Stern versehen, sind optional und kénnen daher beim
ersten Lesen libersprungen werden. Wer nur an der Riemannschen Geometrie in-
teressiert ist sollte Kapitel 1 und 5-9 lesen.

In diesem Abschnitt werden einige fundamentale Konzepte der Riemannschen
Geometrie eingefiihrt, nimlich der Begriff des Zusammenhangs, der Torsion und
der Kriimmung.

Da diese Begriffe differentialgeometrischer und nicht topologischer Natur sind,
sind sie bereits fiir offene Teilmengen des R” interessant. Sie werden daher zuerst
fiir offene Teilmengen des R eingefiihrt. Erst am Ende des Kapitels wird dann,
ohne dabei gross auf Details einzugehen, angegeben wie sich allgemeiner diese
Begriffe fiir Mannigfaltigkeiten definieren lassen.

Der Begriff der kovarianten Ableitung V ist fiir die Analysis auf Mannigfaltigkei-
ten von fundamentaler Bedeutung, da nur kovariante Ableitungen von Tensoren
wieder Tensoren definieren.

Als Ausblick wird schliesslich der Begriff des Vektorbiindels eingefiihrt. Da wir
spiter — bis auf wenige unvermeidbare Stellen — den Begriff des Vektorbiindels ei-
gentlich nicht benodtigen, beschrénkt sich der Ausblick darauf die spiter niitzliche
Aussage, dass jedes Vektorbiindel auf einem reellen Intervall trivial ist. Einige der
Bilder und anschauliche Erlduterungen, welche im Rahmen der Vorlesung gege-
ben wurden, fehlen leider (sic) in diesem Teil des Skripts.



1.2 Einsteinkonvention

Sei E ein reeller n-dimensionaler Vektorraum. Ist eine Basis eq,..,e, von E
gewihlt, schreiben wir Vektoren! v in E in der Form v = (v!,..,v™). Beziiglich
der Dualbasis €7, .., e; des Dualraums £ schreiben sich die Vektoren w € £™ in
der Form? w = (wy, ..., w, ). Wir schreiben kurz e’ := e} € E*.

Beachte die Konvention: Ist M/ = (,;) eine Matrix in der sonst iiblichen Schreib-
weise, so schreiben wir jetzt M = (M}).

Ublicher Weise gilt fiir die Matrizenmultiplikation (Mwv); = > i1 Mijv; fiir Vek-
toren v = (vy, .., vy,), bzw. M (e;) = 2?21 Mj;e;. Da wir aber fiir Vektoren v € F
generell v = (v',...,v™) schreiben, lautet fiir die neue Schreibweise M die Ma-
trixmultiplikationsformel

(Mv)" = ZM;N .
j=1
Entsprechend ergibt sich die Formel M (e;) = > 7, Me;.

Diese neue Schreibweise mit oberen Indices suggeriert die Einsteinkonvention:

v M = My = E Mo’

J

Untere und obere Indices, welche gleich sind, werden summiert! Analog M (e;) =
MZJ €j.

Anderes Beispiel: Fiir Bilinearformen ¢ : £ x I — R, schreibt man g¢;; =
g(e;, e;) wie bisher. Dann ist g(v,w) = v'g;;w’. Wir schreiben auch nur (v, w)
und ||v]] = g(v,v), wenn g fixiert ist. g”/ bezeichne die Koeffizienten der zu g
inversen Matrix.

Das Skalarprodukt schreibt sich dann in der Form |[v| = v'v;, wobei v; = g;;0’
die Koordinaten eines Vektors des Dualraums definiert. Ist ¢ = (g;;) eine nicht-
ausgeartete symmetrische Bilinearform auf F, dann definiert £ > (v!,..,v") —
(vi,..,v,) € E* die iibliche durch g induzierte Identifikation des Vektorraums
mit seinem Dual. Fiir eine Basis e; setzen wir ¢/ = g”e;. Dann gilt g(e’,e;) =
9(g™er, ;) = 9" gr; = 6. Also reprisentieren die e’ die Dualbasis.

'Eigentlich sollten hier Spaltenvektoren stehen
2Und hier nur Zeilenvektoren



1.3 Formen und Felder

Fiir Punkte im RY schreiben wir x = (z!,..,2"). Sei U C R” eine offene Teil-
menge. Funktionen auf U heissen glatt, wenn sie unendlich oft differenzierbar
sind auf U.

Sei F ein endlich dimensionaler R-Vektorraum. Dann bezeichne
EU)=C>U,FE)

den R-Vektorraum aller glatten F-wertigen Funktionen  : U — E. Im Fall
E = R, dann schreiben wir E(U) = C*°(U). C*(U) ist ein Ring!

Modulstruktur: Funktionen aus £(U) kann man mit glatten reellwertigen Funk-
tionen multiplizieren. Auf diese Weise wird F(U) ein C*(U)-Modul. Ist ey, .., e,
eine Basis von E, dann schreibt sich n € F(U) in der Gestalt n(z) = Y, n'(x)e;.
In der Tatist £(U) ein freier C*°(U)-Modul vom Rang dimg(E) aufgespannt von
den ¢;.

Sei E* der Dualraum von E und ¢! € E* sei eine Dualbasis der e; € E, dann
definiert (3~ w;(w)e’, - 0/ (x)e;) = >, wi(w)n'(x) eine C>(U) bilineare nicht-
ausgeartete kanonische Paarung

(,.): E*(U) x B(U) — C=(U)..

Vektorfelder: Wir sind an dem Spezialfall besonders interessiert, ndamlich dem
Fall wo wir Vektoren in £ als Tangentialvektoren interpretieren. In diesem Fall
schreiben wir T" anstelle von E. Das heisst also 7" = RY. Anschaulich stellen
wir uns in diesem Fall X (x) als einen Vektor vor der im Punkt x seien Ursprung
hat. Da der Vektor X (z) glatt von = abhingt, bekommt man auf diese Weise ein
Feld von Vektoren, ein Vektorfeld auf U. Die kanonische Basis von 7" bezeichnen
wir mit Oy, ...,dy. Dies hat im Moment nur eine symbolische Bedeutung: Wir
schreiben also
X = XYz)- 01+ ...+ XN(z)- Oy

fiir Vektorfelder X . Spéter werden wir aber in der Tat Vektorfelder als Differen-
tialoperatoren interpretieren! Die Koeffizienten X *(z) des Vektorfelds sind glatte
Funktionen aus C*(U).



Das radiale Eulerfeld £ = x0, + y0, und das Drehfeld R = 20, — y0,.

\\I// /<_\T
T l*\»/

/l\ N

Differentialformen: Der zweite wichtige Spezialfall ist dazu dual &/ = T™*. Vekto-
ren in 7™ heissen Kotangentialvektoren. Die Dualbasis der Basis 01, ..., Oy von T’
bezeichnen wir mit den Symbolen dz1, ..., dz . Elemente € T*(U) bezeichnet
man als Differentialformen auf U. n € T*(U) ist also von der Gestalt

n = mz)de' + ...+ ny(z)dx™
mit glatten Koeffizienten 7;(x) € C*(U).

Tensoren: Allgemeiner interessieren uns auch Vektorrdume £, welche aus dem
Tangentialraum 7" oder dem Kotangentialraum 7™ durch iterierte Tensorprodukt-
bildungen entstehen. Ist £/ von dieser Gestalt, nennt man Funktionen in E(U)
Tensoren auf U. Spiter relevante Beispiele: &' =T @ T oder £ =T @1T" ®
T"@T*oder E=T"QT" T ® T etc.

Tensoren in 7* ® ... @ T* = (T*)®" sind nichts anderes als R-lineare Multilinear-
formen f : 7' x ... x T" — R in r Variablen. Insbesondere hat man den Unterraum
AY(T*) C (T*)® der alternierenden Multilinearformen. Wir werden spiter Ten-
sorprodukte genauer untersuchen und verweisen auf diese Abschnitte in Kapitel
1.



1.4 (C°°(U)-Linearitét

Wir betrachten jetzt C'°°(U)-lineare Abbildungen, d.h. Abbildungen
T:E(U)— EyU),

firdiegit (X +Y) =T(X)+ T(Y) sowie T'(fX) = fT(X) firalle X, Y €
Ey(U)undalle f € C>(U).

Beispiel: T'(3, X*(x)e;) = Y., M (z)X(x) f; ist C(U)-linear, fiir gegebe-
ne Basisvektoren e; von [; beziehungsweise f; von Es. Dieser Abbildung ist die
glatte matrixwertige Funktion mit den Koeffizienten M? () aus Homg(Ey, E)(U)
zugeordnet.

Abstrakter: Sei £ = Homg(E1, Es) = Ef @ Ey .Firl' € E(U)und X € E(U)
ist die Zuordnung 7'(X) =I' - X € E5(U) offensichtlich C*°(U)-linear und man
liefert eine kanonische Abbildung

Homp(Er, E3)(U) — Homeoo oy (E1(U), Eo(U)) .

Da die Moduln £ (U) und Ey(U) freie C*°(U)-Moduln sind, ist diese Abbildung
ein Isomorphismus

Lemma 1. Sei £ = Homg(E1, E3) = E} ® Ey. Dann gibt es einen kanonischen
Isomorphismus

E(U) = Homew (El(U),EQ(U)) .

Beweis: Wir beschrinken uns darauf die Umkehrabbildung anzugeben.

Sei T : Ey(U) — E5(U) eine C*°(U)-lineare Abbildung. Fasst man Vektoren
e; einer Basis von £ als konstante Funktionen auf U auf, so ist T'(¢;) € FEy(U)
erklért. Beziiglich einer Basis f; von Ey gilt daher T'(e;) = }_. M (z)f; fiir
gewisse glatte reellwertige Funktionen M, f (x). Diese Koeffizienten definieren ein
Element in F(U), das gesuchte Bild von 7" unter der Umkehrabbildung.

Bemerkung: Eine Variante des obigen Lemmas besagt, dass C'*°(U )-multilineare
Abbildungen 7' : E1(U) x -+ x E.(U) — FE eineindeutig den Elementen von
(Ef ®---® Ef ®@ E)(U) entsprechen. Einige im folgenden in natiirlicher Weise
auftretende Tensoren, ndmlich die Torsion und die Kriimmung, werden auf diese
Weise erklirt.

10



1.5 Zusammenhange

Zusammenhinge verallgemeinern den Begriff des totalen Differentials einer Funk-
tion auf vektorwertige Funktion. Bei der totalen Differentiation wird aus einer
Funktion eine Differentialform. Beim Ableiten mit einem Zusammenhang nimmt
die Zahl der Variablen ebenso zu: aus einer E/-wertigen Funktion wird eine /-
wertige Differentialform.

Zur Erinnerung: Die totale Ableitung d : C*°(U) — T*(U) einer Funktion f ist
die Differentialform

N
df =) 0if(x)-da’ .
=1

Die Ableitung d ist R-linear und erfiillt die Produktregel d(fg) = df - g + f - dg.

Wir schreiben hierbei kurz 0; fiir die partiellen Ableitungen 8811-.

Definition: Eine Abbildung
V:EU)— (T"® E)(U)

heisst verallgemeinerte Ableitung oder Zusammenhang auf £, wenn gilt

o V ist R-linear

e Verallgemeinerte Produktregel: V(f -n) = df @ n+ f - V(n) fiir alle Funk-
tionen f € C°(U) und alle n € C>(U, E).

Unmittelbar aus der Definition von Zusammenhéngen folgt

Lemma 2. Sei V eine fixierter Zusammenhang auf E. Dann ist jeder andere
Zusammenhang auf E von der Form N + 0 fiir eine C*(U)-lineare Abbildung
0:EU)— (T*® E)U), also fiir ein Element aus 6 € (T* @ End(FE))(U). Fiir
jedes solche 0 definiert V + 0 einen Zusammenhang auf F.

Beispiel: Seien I'; € End(F)(U) glatte matrixwertige Funktionen auf U. Dann
definiert (bei Wahl einer Basis ey, .., e,, von F)

n*(z) o' () n'(x)
\Y :Zda:i® + [i(x) -
n”'(w) 6‘1-77"1(%) 77”'(96)

11



einen Zusammenhang auf E. Fir ' = >, d2* ® I; schreiben wir also kurz

V=d+I , T eC®U T ®EndE))]|.

Aus dem letzten Lemma folgt

Korollar 1. : Jeder Zusammenhang auf E hat die Gestalt V = d + " (wie im
obigen Beispiel).

Einige Notationen: V(7) € (T* ® E)(U) kann man beziiglich der Basis dx; von
T* in Komponenten entwickeln V() = 3, dz' ® V,(n). Die Koeffizienten V(1)
liegen dann in E(U). Obige Formel liefert explizit

Vi(n) = di(n) + Ti(n) |.

Die Matrizen I'; € End(E)(U), oder genauer deren Matrixkoeffizienten, nennt
man die Christoffelsymbole des Zusammenhangs V.

Bemerkung: Seien ip : F(U) — E(U)und pr : E(U) — F(U) zwei C*>(U)-
lineare Abbildungen mit der Eigenschaft pr o ir(n) = n firallen € F(U). Dann
ist die Zusammensetzung Vg : F(U) — (T* ® F)(U)

Vi = (idr. ® pp) oV oip

eine R-lineare Abbildung, und erfiillt V(fn) = df @ n+ fVr(n). Also definiert
V r ein Zusammenhang auf [

12



1.6 Vektorfelder als Differentialoperatoren

Ein Vektorfeld X = Y X(x)d; auf U kann in natiirlicher Weise als Differential-
operator vom Grad 1 auf C°°(U) aufgefasst werden. Dabei soll X = > X" (z)0;
in der naheliegenden Weise durch f — X(f) = >, X"(2)9;(f)(x) operieren.
Der so definierte Operator

X 1 C®(U) — C=(U)

f=X(f)

ist eine Derivation, d.h. er ist R-linear X (f + ¢g) = X(f) + X(g) und erfiillt
X(fg) = X(f)g+ fX(g) firalle f,g € C*=(U).

Bemerkung: Wegen X (1) = X(1-1) =1-X(1)+1X (1) =2X(1) gilt X(1) =0
und dann auch allgemeiner X (c) fiir alle ¢ € R. Das heisst jede solche Derivation
annuliert automatisch die konstanten Funktionen.

Man zeigt leicht?

Behauptung: Die Derivationen X : C*°(U) — C*°(U) entsprechen eineindeutig
den Vektorfeldern X = Zfil X'(z)0; auf U. Die Zuordnung wird gegeben durch
X — X' = X(2') € C>(U) (Komponenten des Vektorfelds).

Der Kommutator zweier Derivationen X und Y
(X,)Y]=XoY —-YoX

ist R-bilinear in X und Y, und definiert wieder eine Derivation. Das zugehorige
Vektorfeld [ X, Y] ist

(X, V] =) [X(@0Y") = YI(9;X7)] - ;.

J

Beweis: Ubungsaufgabe.

SBeweis: Fir f(z) = (2 — (*)g(x) verschwindet (z° — (*) X (g)|s=¢. Aus der Derivationsei-
genschaft folgt daher X (f)|,—¢ = X (2%)g(¢). Taylorentwicklung f(z) = f(¢) + (z° — (%) -
(0:.)(€) + O((z = ¢)?) liefert X (f)(¢) = 32, X*()0i(f)(¢) fiir beliebiges f € C<(U, E).

13



Allgemeiner: Ist V = 0+ I ein Zusammenhang auf F, dann definiert man analog
den Differentialoperator

Vx:EWU)— EU)
durch die Formel Vy = Y, X*(x)- (9; +T;(z)) oder intrinsisch durch die Formel
Vx(n) = (X, V(n)).

Beispiel: Im Spezialfall X = 0; liefert dies die Operatoren Vy = V; = 0; + [';.
Die Kenntnis aller V x bestimmt daher den Zusammenhang V.

Im Gegensatz zum Zusammenhang V sind die V x Differentialoperatoren, wel-
che E(U) in sich iiberfiihren. Man kann also die Operatoren hinter einander
ausfithren, wovon wir in den nédchsten Abschnitten Gebrauch machen werden.
Man erhilt dadurch Differentialoperatoren hoherer Ordnung. Geeignete Bildun-
gen dieser Art liefern dann wieder Differentialoperatoren vom Grad 1 oder O.

Diagramm: Fiir X € T'(U)

Offensichtlich gelten fiir f € C*°(U),n € E(U)und X,Y € T(U) die Formeln
* Vxiv(n) = Vx(n) + Vy(n).
o Vix(n) = fVx(®n)
o Vx(f-n)=X(f)-n+f-Vx(®)

Der duale Zusammenhang: Sei Vg : E(U) — (T* ® E)(U) ein Zusammenhang
auf E. Beziiglich einer Basis ey, .., e, von E gilt “T'; = (”I'};). Sei E* der Dual-
raum von E. Beziiglich der Dualbasis e',..,e" von E* definiert “'T; = (T%,)
mittels

Bk _ _ BTy
ij = ik
die Christoffelsymbole eines Zusammenhangs V- : E*(U) — (T* @ E*)(U).

Man nennt dies den zu V g dualen Zusammenhang. Die Definition ist so gemacht,
dass fiir alle w € E*(U) und alle € E(U) gilt

X(w,n) = (Ve )x(@),n) + {w, (Ve)x(n) .

14



1.7 Die Krimmung

Fiir einen Zusammenhang V : E(U) — (T* ® E)(U) und Vektorfelder X haben
wir im letzten Abschnitt Differentialoperatoren erklért

Vy: E(U) — E(U).

Im Fall E = R und V = d gilt per Definition Vx = X, also per Definition
Vixy) = VxVy — Vy V. Fiir allgemeines (E, V) gilt dies jedoch in der Regel
nicht.

Definition: Die Abweichung R(X,Y’) = [Vx, Vy| — V|x,y) oder ausfiihrlicher

R(X,)Y)=VxoVy —VyoVx —Vixy

nennt man die Kriimmung des Zusammenhangs V. Es gilt R(X,Y") € End(E)(U)
oder

Re (I"@T*® End(E))(U)|.

Mit anderen Worten: Die Kriimmung R(X,Y) des Zusammenhangs V, aufge-
fasst als ein Differentialoperator auf F/(U), ist von nullter Ordnung (d.h. C*(U)-
linear) und daher nach Lemma leine glatte End(E)-wertige Funktion auf U.

Beweis: In Termen der Christoffelsymbole berechnet man 7°(9;, ;) als den Aus-
druck (0;+1,)(0;+1;) — (0;+1,)(0; +1T;). Aus der Symmetrie der Hessematrix
und 0,I'; = (0,I';) + I';0; (Produktregel) folgt sofort R;;(z) = R(0;,0;)(x)

in End(E)(U). Fiir die Behauptung verbleibt als Ubungsaufgabe zu zeigen:

Lemma 3. Die Kriimmung R(X,Y") ist antisymmetrisch und C*(U)-bilinear in
den Feldern X und Y. Somit ist die Kriimmung R eine alternierende 2-Form mit

Werten in End(E), d.h. ein Element R € C*°(U, A*(T*) @ End(E)).

Bemerkung: Per Definition gilt fiir R;;(z) € End(E)(U) die Gleichung

ViVj == VJVZ + Rw(l’) 3

aufgefasst als Identitdt zwischen Differentialoperatoren auf E(U).
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1.8 Lineare Differentialgleichungen

Eine Losung f € C*°(U, F) des linearen Differentialgleichungssystems
0if(x)=-Ty(z)  f(x) , i=1,.,N

nennt man flach beziiglich V. Aquivalent sind die Gleichungen V;(f) = 0, oder
der Gleichung V(f) = 0.

Zum Namen: Sind alle I';(x) Null, dann ist eine flache Losung f nichts anderes
als eine konstante Funktion auf U mit Werten in F, aufgefasst als Graph

U—-UxE |, z~(z, f(x))
oder Schnitt ist sie also ‘flach’.

Obstruktion: Losungen miissen nicht notwendig existieren. Gibt es immer ei-
ne Losung zu vorgegebenen Anfangswerten, heisst der Zusammenhang V flach.
Durchlduft in diesem Fall f(0) = e; eine Basis von £ (obdA 0 € U), kann
man die Losungen zu den Anfangswerten f;(0) = e; zu einer Matrixlosung
F € C*(U,End(E)) zusammenfassen mit dem Anfangswert F'(0) = idg. F
heisst dann Fundamentallgsung.

Existiert eine Fundamentallosung I, so folgt aus VF' = 0 auch V,;V;F(z) = 0,
also insbesondere R;;(x) - F(x) = (V,;V; —V,;V,)F(x) = 0. In einer Umgebung
von 0 ist F'(0) invertierbar, so dass dort folgt R;;(x) = 0. Das Verschwinden der
Kriimmung ist also eine notwendige Voraussetzung fiir die Existenz einer Funda-
mentallosung.

Satz 1. Sei obdA U = IV fiir ein Intervall I C R um Null. Das Verschwinden der
Kriimmung auf U ist notwendig und hinreichend fiir die Existenz einer Fundamen-
tallosung F' der Gleichung V (F') = 0 auf U. Fiir verschwindende Kriimmung ist
die Fundamentallosung eindeutig bestimmt. Fiir eine glatte Familie von Zusam-
menhdngen mit verschwindender Kriimmung hdngt die Fundamentallosung glatt
von den Parametern p € P ab.

Beweis: Induktion nach der Dimension N. Per Induktion existiert eine Losung
der Gleichung 0, F'(z4,0,..,0) = —T'1F(x,0,..,0) mit F(0) = idg, und dann
wieder nach Induktion eine Losung F'(x) = F(x1,..,xy) mit 0;F = —I'; - F fiir
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allei = 2,.., N zum Anfangswert F (xl, 0,...,0). Die Funktion F(x) ist glatt auf
U.Es blelbt zu zeigen 0, F'(x) = —T'y(z) - F(z) oder V1 F' = 0. Aber
) =

V.ViF =V V,F =V,(0 , 1>2.

(Verschwinden der Kriimmung!) Also ist V1 F'(z1,..,2y) flach als Funktion in
Tg,..,xy zum Anfangswert Vi F'(x1,0,..,0) = 0. Wegen der Eindeutigkeit der
Losung (Induktionsannahme) folgt daraus V4 F'(x) = 0. Qed.

Es bleibt also der Induktionsanfang

Satz 2. Sei U = [ ein reelles Intervall und V : C*(I,E) — C>*(I,T* ® E)
ein Zusammenhang. Fiir jeden Anfangswert f(0) € E existiert dann eine ein-
deutige bestimmte flache glatte Losung f auf I (und die Losung hdngt glatt von
eventuellen Parametern p € P ab).

Beweis: (wohlbekannt!) Die Abbildung f(x 0)+/, T t)dt ist kontrak-
tiv auf C(Iy, E), falls |ly| - max(, pyerxp |F(a: p)| < 1 ({o g I Telhntervall). Dar-
aus folgt die Existenz und Eindeutigkeit auf / als stetige Funktion (Banachscher
Fixpunktsatz). Wegen der Eindeutigkeit verheften sich ndmlich die Losungen auf
den Teilintervallen /y zu einer Losung auf /. Die Glattheitsaussagen erhilt man
im Prinzip @hnlich mit Hilfe der Sobolevtheorie. Siehe alternativ aber auch [].

F(xy) F(xy)
7y

7y

zuerst: F(x,0)

' '
NANDNANNNNNANANNANANNNNANNNNNNNNNNNANNAND
AV AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVE AVAVAVAVAVAVSVAVAVAVAVAVAVRVAVAVAVAY
' '
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Bemerkung: Versteckt im letzten Satz ist die Tatsache, dass im eindimensionalen
die Kriimmung immer verschwindet!

F(0,y) (xy)

F(0) F(x,0)

Zwei Wege (xy versus yx) : Auch fiir nicht verschwindende Kriimmung kann man
man die Gleichung V(F') = 0 auf Teilgeraden I16sen. Beispielsweise im R? etwa
zuerst in z-Richtung und dann in y-Richtung: Taylorentwicklung mod O(z?) und
O(y?) liefert

F(z,y) = F(z,0) — yI'y(x,0)F(x,0)
= [F(0) — 2I'1(0)F(0)] — yT'a(z, 0)[F(0) — zI'1(0) F(0)]
= (idE —xI'1(0) — ng(O))F(O) —xy (81F2(O) — myFQ(O)Fl(O))F(O) .

Der lineare Term ist symmetrisch in z und y. Der zy-Term —0,I'5(0)+1'2(0)I"; (0)
ist es dagegen nicht. Lost man die Gleichung zuerst in die y und danach in z-
Richtung, ergibt sich als Unterschied gerade

zy - <R12(0) +0(z, y))
fiir die Kriimmung

Rlz(O) = 81F2(0) — FQ(O)Fl(O) — 82F1(0) + Fl (O)FQ(O) .
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1.9 Zusammenhinge auf dem Tangentialbiindel

Ein Zusammenhang V auf dem Tangentialraum £ = 7' definiert fiir Vektorfelder
X € T(U) die Differentialoperatoren

Vx:TWU)—-T(U).
Insbesondere ist Vx Y — Vy X erklirt.

Definition. Ein Tangential-Zusammenhang V : C*(U,T) — C*(U,T* @ T)
heisst torsionsfrei, wenn fiir alle Vektorfelder X,Y € T'(U) gilt

VxY — VyX = [X,Y]].

Sei V. =) .dx; ® V;und V; = 0; + I';. Beziiglich den Basisvektoren 0; des
Tangentialraums kann man die Endomorphismen I'; als Matrizen schreiben, d.h.
I; = ((T';)%) mit den Christoffelsymbolen (I';)¥ = T';. In der Notation von Ab-
schnitt §1.5 ist dann gerade

Vi(0;) = > Th(x)ok .

Bemerkung: V ist torsionsfrei genau dann wenn fiir alle 7, j, £ gilt

Ffj (x) = Ffl(x) .

Beweis: Fiir die Basisfelder X = 0, und Y = 0, gilt [0;, 0;] = 0. Also T'(0;, 0;) =
Vi(9;) = V;(9;) — 0 =3, (I'}; — T'%) 0. Die Behauptung folgt daher wegen:

Lemma 4. Der Torsionstensor T'(X,Y) = VxY — Vy X — [X, Y] ist antisym-
metrisch und C*(U)-bilinear in X und 'Y .

Beweis: T'(fX,Y)—fT(X,Y) = VxY -Vy fX—[fX,Y]|-f(VxY-VyX—
[X,Y])istwegen V;xY = fVxY gleich Y (fX)— fYX —Vy(fX)+ fVyX.
Wegen den Rechenregeln Y (fX) = (Y /)X + fYXund Vy (fX)=Y(f) - X+
fVy X ist dies dann aber Null.
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1.10 Metrische Zusammenhange

Eine Pseudometrik auf U C R ist eine symmetrische N x N- Matrix g(z) mit
glatten Koeffizienten g;;(x)

g(x) = (9i;(x)) -

Ist g(x) in jedem Punkt x € U nichtausgeartet, nennt man g(x) eine Metrik. Ist
g(x) in jedem Punkt definit, spricht man von einer Riemannschen Metrik. Der
Metrik kann man den symmetrischen Tensor

g=> gylx)dr'®da? € C(U,T" ®T")
]

zuordnen.

Alternativ kann man g¢(z) als Bilinearform auf dem Tangentialraum 7, von U
im Punkt x auffassen. Die Basisvektoren des Tangentialraums identifiziert man
mit den ‘Symbolen’ ;. In diesem Sinn wird fiir Vektorfelder X = X*()d; und
Y = Y7(2)d; eine Metrik (., .) = (.,.), definiert durch

(X,Y), = ZXi(:E)gij (2)Y7(z) in C>(U).

Die Paarung stiftet einen Isomorphismus v, zwischen Vektorfeldern und Differen-
tialformen

Vg - T(U) = T*<U) )
definiert durch der Formel (v,(Y"), Z) = (Y, Z), (fiir Vektorfelder Y, Z € T'(U)).

Links steht die kanonische Paarung zwischen Feldern und Formen, rechts die
durch die Metrik induzierte Paarung. In Koordinaten: v,(X'9;) = X;dz" fiir

Xi(w) = 3 ay(@)X ().

Ableiten der Gleichung (v,(Y), Z) = (Y, Z), nach dem Vektorfeld X € T(U)
liefert uns X(Y,Z), = X(v,(Y),Z) = (Vxvy(Y),Z) + (v,(Y),VxZ) =
(Vxvy(Y),Z) +(Y,VxZ),. Es folgt
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Lemma 5. Bezeichne V einen tangentiellen Zusammenhang und V* den auf den
Differentialformen induzierten dualen Zusammenhang. Der von einer Metrik g
induzierte Isomorphismus vy : T'(U) — T*(U) kommutiert genau dann mit V

wenn fiir alle Vektorfelder X, Y und Z gilt

X(Y,Z)g = (VxY,Z)g+ (Y,VxZ),).

In diesem Fall nennt man N metrisch* beziiglich g ist.

Metriken fiir allgemeines /: Obwohl wir das Konzept einer Metrik bisher nur
im Fall £ = T eingefiihrt haben, ldsst sich dieser Begriff fiir beliebiges £
analog einfiihren. Eine Metrik h auf E definiert analog einen Isomorphismus
v, + E(U) = E*(U). Ein Zusammenhang V auf E vertauscht mit v;, wieder-
um genau dann, wenn er metrisch ist: X (n1,m2)n = (Vxn1,m2)n + (11, Vxn2)p-
Die Beweise bleiben gleich.

Metrische Retraktion: Sei h eine Metrik auf F und ip : F(U) — E(U) eine
C*°(U)-lineare Inklusion. Es folgt i € Homg(F, E)(U), und ip(z) ist definiert
fir + € U. Die orthogonale Projektion auf das Bild ir(x) (beziiglich h(z) im
Punkt € U) zusammengesetzt mit der Umkehrabbildung ir(z)(F) — F de-
finiert eine lineare Retraktion pr(z) : E — F , welche glatt als Funktion von
x € Uistd.hes gilt

proip =1idp .

pr(n)(x) ist eine C*°(U)-lineare Retraktion pr € Homg(E, F)(U).

Retrakte: Sei pr € Homg(E, F)(U) ein beliebiger Retrakt — d.h. es gelte pp o
tp = tdp. Dann definiert ein Zusammenhang V von £ einen Zusammenhang
VE =proVoirvon F. Ist im metrischen) Fall die Einschriankung der Metrik
h(x) auf ip(z)(F) nichtausgeartet, liefert die Einschriankung von h eine induzierte
Metrik auf F. Ist V metrisch beziiglich i, dann ist V metrisch beziiglich der
Einschrankung von h.

“Dies ist auch erklirt fiir Pseudometriken
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1.11 Der Levi-Civita Zusammenhang

Das nachfolgende Lemma ist von fundamentaler Bedeutung. Es ordnet einer Me-
trik g auf U einen eindeutig bestimmten tangentiellen Zusammenhang V zu. Die-
sen eindeutig durch g bestimmten Zusammenhang nennt man Levi-Civita Zusam-
menhang.

Lemma 6. Es gibt einen eindeutig bestimmten torsionsfreien tangentiellen Zu-
sammenhang V, welcher metrisch ist beziiglich einer gegebenen Metrik g auf U.

Beweis: Zum Nachweis der Existenz macht man folgenden Ansatz

(Kostant-Formel):

2. (VxY,Z) = X{(Y,Z)+Y(Z,X) — Z(X,Y)

—(X,[Y.Z)) +(Y,[Z,X]) + (Z,[X,Y]).

Die Kostantformel legt die Christoffelsymbole V;(0;) = F%@l von V eindeutig
fest: Beachte QFﬁjglk = 2(V,;(0;), Ox) ist dann gleich 0;g;x + 0;gir — Orgi; (denn
die letzten drei Terme mit den Kommutatoren verschwinden wegen [0;, 0;] = 0).
Bezeichne g* die zu g inverse Matrix, d.h. g*g;; = 6%, so erhalten wir

Ff](:c) = %gkl (z) [aigjl(x) + 0;g9u(x) — 3191‘;'(35)} .

Dies bestimmt natiirlich V. Offensichtlich sind andererseits die so definierten Fﬁ j
symmetrisch in den Indizes ¢, j, also ist durch diese Christoffelsymbole definierte
Zusammenhang torsionsfrei. Symmetrisiert man die rechte Seite der Kostantfor-
mel in den Variablen Y und Z, so heben sich alle Terme weg bis auf den ersten
Term auf der rechten Seite. Daraus folgt unmittelbar, dass das durch die Kostant-
formel definierte V metrisch beziiglich g ist.
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Zum Nachweis der Eindeutigkeit zeigen wir, dass ein metrischer torsionsfreier
Zusammenhang notwendiger Weise die Kostantformel erfiillt.

Nachweis der Kostant-Formel: Fiir metrische Zusammenhinge gilt

X(Y,Z) = (VxY, Z) + (Y, Vx Z)

Y(Z,X) = (VyZ,X) + (Z,VyX)
Z(X,Y) = (VzX,Y) + (X,V,Y)

Zieht man die dritte Zeile von der Summe der beiden ersten ab, erhilt man rechts
(VyZ = V7Y, X)+(VxZ —VzX)Y)+(Vy X +VxY, 7).
Benutzt man Torsionsfreiheit, ist dies gleich
(Y, 2], X) = (12, X],Y) = (X, Y], Z) + 2{VxY, Z) .

Daraus folgt sofort die Kostantformel.

Beispiel: Sei U die obere Halbebene {(z,y) € R? | y > 0} versehen mit der
Metrik g(z,y) =y =2 - 1.

Beachte Ry; = Ryy = 0 fiir die Kriimmung wegen R;; = —Rj;. Der zugehorige
Levi-Civita Zusammenhang V hat folgende Christoffelsymbole resp. Kriimmung

4 (0 -1 4+({1 0 5 ({0 —1
Flzyl(l O) 3 F2:—y1(0 1) ) R12:y2(1 0)

Also etwa R%,, =y~ 2.

Fiir das Vektorfeld Y = y0, gilt die Gleichung VyY = yV,3(Y) = 0 wegen
VoY) = Va(yo,) = 0, +y - I'2(9,) = 9, — 9, = 0. Dies zeigt uns spiiter, dass
Y parallel zu sich selbst ist, und dass die vertikalen Kurven fiir festes zo € R

() = (o0, €)

wegen 4y = €'0, = yOy|u) = Y|, Geoditen sind. Siehe §5.3 und §7.4.
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1.12 Tensorprodukte

Fiir Zusammenhinge V; = E;(U) — (T* ® E;)(U) definiert

VX = (vl)x (059 idEQ + idEl X (VQ)X

einen Zusammenhang V : F(U) — (T* ® E)(U) auf dem Tensorprodukt £ =
E; ® E,. Die Christoffelsymbole I'”"* und I'?”> bestimmen I'” durch die Formel

¥ =TP ®idg, +idp, @7 .
Anwendung auf Tensoren: Ein Tangential-Zusammenhang V induziert einen dua-

len Zusammenhang auf den 1-Formen. Der Einfachheit halber nennen wir ihn
auch V. Zur Erinnerung

Mit obiger Konstruktion kann daher ein beliebiger Tangentialzusammenhang ka-
nonisch zu einem Zusammenhang fiir beliebige Tensoren fortgesetzt werden. Fiir
r = 0 wird dabei per Definition grundsitzlich V = d angenommen. Dies erklart
die induzierten kovarianten Ableitungen

V:EU)— (T"® E)(U)
fiir beliebige Tensorprodukte
E =T =T ®T*

(oder allgemeiner auch gemischte Tensoren in beliebiger anderer Reihenfolge).
Fiir die gemischten Tensoren in 77 (U) gilt also

V:T/(U) - Tr(U) .
Tensorprodukte: Mittels einer geeigneten Umordnung V' : (T*)®"@T#*®(T*)*“®

T®v = (T*)®0+%) @ T®(+) kann man fiir Tensoren 7' € T7(U) und S € T(U)
ein Produkt 7'« S = V(T ® S) € T, *(U) erkldren. Dann gilt

Vx(S*T) = Vx(S) x T 4 5 % Vx(T) .
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1.13 Die Hessematrix

Wir schreiben 7" (U) = T (U). Fiir eine Funktion f € C>(U) = T°(U) ist die
Hessematrix als Tensor in 7%(U) erklirt durch doppelte kovariante Ableitung

Vif =VV(f) € T*(U) .

Also V2(f) = V(df) = do? @ da' - [ajai( f) = % (2)0%(f)]. Wahlt man fiir f(z)
die Koordinatenfunktionen f(z) = xV, so folgt

Lemma 7. Die Hessematrix V?(f) ist fiir alle Funktionen f € C*(U) ein
symmetrischer Tensor in T*(U) genau dann, wenn V torsionsfrei ist.

Alternierende Tensoren: Wir erwihnen zum Abschluss eine Verallgemeinerung
der letzten Aussage auf alternierende Differentialformen. Eine alternierende Dif-
ferentialform vom Grad i kann als Tensor im Raum 7" (U) aufgefasst werden, der
alternierend ist in allen ¢ Variablen. Sei Q*(U) = A'T"(U) C T*(U) der Raum der
alternierenden i-Formen. Ein solcher alternierender Tensor schreibt® sich in der
Form 1 = frdz’, wobei da! = |I]!- Alty ;(dz" @ -+ - @ da'r) ist fir i; < .. < i,
und I = {iy, .., 0y}

Behauptung: Ist V torsionsfrei, dann kommutiert V

NTHU) —4= AT
i!-Altlw’i T T (i+1)!-Alt1,”,i+1

TH(U) — = T™Y(U)

mit der Cartanableitung d(>", fr - dz') =Y, 0:(fr) - da® A da'.

.....

j = |J|. Also ist dz{*} im Fall i < j gleich

d%i N dﬂfj = dﬂfl ® dﬂfj — d.ilﬁj &® dl’l .

Beweis: Ubungsaufgabe. Man reduziert dies leicht auf den Fall i = 1 und damit
auf Lemma 7.

>Zur Bedeutung der Faktoren |I|! siche auch Paragraph 3.6
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1.14 Kriimmung und kovariante Ableitung

Sei V ein torsionsfreier Zusammenhang auf 7" und V g ein beliebiger Zusammen-
hang auf F, und sei Vp«gp das Tensorprodukt. Sei

oder
EU) — Y5 T*@B(U) — %5 P70 E(U)
R(E) 2-Altq1o
A(T*)@ E(U)

Lemma 8. Bezeichne R;;(E) = R(0;,0;) die Kriimmung des Zusammenhangs
E, dann gilt

R(E) =3, dz' @ d2? Ri;(E) = Dic dz{v7} Ry (E) |.

Beweis: Der Term Alt15[(V ® idg)V g(n)] verschwindet, wenn V torsionsfrei ist
Also R(E)n = 2Alt15[dz’ @ dz?(9; + FT;)(0; + £T;)(n)]. Ein Vergleich mit §1.7
zeigt, dass dies mit der Kriimmung R;;(E) = 2Alt12(9;(FT;) + £T; 0 PIy) =

0i(FT;)—0;(FT;)+FI;05T;— T ;o FT'; des Zusammenhangs V f; libereinstimmt.

Korollar 2. Fiir Vektorfelder X,Y hat die Kriimmung die Derivationseigenschaft

R(E; ® E»)(X,Y) = R(EN)(X,Y) ® idg, + idp, ® R(E»)(X,Y)].

Beweis: Wegen Vx = Vy®id+id@V’ gilt VyVx = Vy (Vi ®id+idoV'’) =
ViV ®id+ V' @ VY + Vi, @ Vi +id®@ VY. V' . Alterniert man jetzt in X und
Y, folgt die Behauptung im Fall [X,Y] = 0. Da dies den Fall X = 0,,Y = 0;
umfasst, folgt die Behauptung.
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1.15 Pullback von Tensoren

Fiir eine glatte Abbildung f : V — U zwischen offenen Mengen V' C R und
U C RY ist der Pullback® von vektorwertigen Funktionen

[ EWU) = f1(E)V)

fiir I-wertige Funktionen 7 : U — E erklért durch

n(y) — n(f(x)) .

Pullback von Formen: Im Fall, dass £ der Kotangentialraum ist, gibt es zusitzlich
eine natiirliche Abbildung

T FHTV) — THV)

welche durch die Jacobimatrix der Abbildung f induziert wird. Ist dyq, ..., dyy die

kanonische Basis von f*(7™) und dx, .., dx ), die kanonische Basis von 7™, dann
M dyi(x

ist die genannte Abbildung gegeben durch dy; — ijl Tj) -da? . Dje zugehbrige
Matrix ist die transponierte Matrix J* von der Jacobimatrix J = (J%) = (0, f*)
oft o Ouf!
J =
N oo O SN

Dies erlaubt es uns einen Pullback von Differentialformen durch Komposition der
obigen Abbildungen

() = fF(1)(V) = 1T°(V)

zu definieren. Das heisst
N N M :
; df*(x) :
w;(y)dy' +— — . w;( flx)) - dz? .
; (y)dy ;; 5 wi(f(@))

6Spiiter im globalen Fall ist f*(E) verschieden von E. Hier im Moment besteht kein Unter-
schied und wir konnten E schreiben an Stelle von f*(E).
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Dieser Pullback ist verschieden vom oben erklérten Pullback vektorwertiger Funk-
tionen, wird aber mit dem selben Symbol f* bezeichnet. Haufig ist aus dem Kon-
text klar, welche Art von Pullback gerade gemeint ist.

Pullback von Tensoren: Der Pullback fiir Tensoren vom Typ 7" = (T™*)®" verall-
gemeinert den Fall 7 der Differentialformen und ist erklirt durch Komposition

T(U) — [T (V) = f1(T)* (V) = (T)*" (V) =T"(V) .

Die zweite Abbildung ist dabei das Tensorprodukt ®"(.J*). Man erhilt durch die
zusammengesetzte Abbildung einen Pullback von Tensoren

frrru)—-17(V)|,

welcher im Spezialfall » = 1 den Pullback von Differentialformen umfasst.

Bemerkung 1: Der Pullback von Tensoren erfiillt f*(77 4+ T5) = f*(T1) + f*(T»),
sowie f*(T} x Ty) = f*(T1) = f*(T3), ist also ein R-Algebrenhomomorphismus.

Bemerkung 2: Aus der Kettenregel” folgt auch die Kontravarianz (fog)* = g*o f*
fiir den Pullback.

Bemerkung 3: Man definiert auf offensichtliche Weise einen Pullback fiir F-
wertige Tensoren f*: T° @ E(U) — T" @ f*(E)(V).

Pullback von Metriken: Wir bemerken, dass eine Metrik g auf U durch einen Ten-
sor ¢ € T?(U) beschrieben werden kann. Ist f : V — U eine glatte Abbil-
dung, dann liefert Pullback den Tensor f*(g) € T?(V). Die zugehérige Matrix ist
J*(z)-g(f(x))-J(z), somit wieder symmetrisch. Es ist allgemein aber nicht rich-
tig, dass der Pullback wieder eine Metrik auf V' definiert. Das Problem ist, dass
die Form f*(g) ausgeartet sein kann. Ist aber g definit, und ist f eine Immersion
(d.h. die Jacobimatrix sei injektiv in jedem Punkt) dann ist auch der Pullback wie-
der definit, und definiert daher eine Riemannsche Metrik, denn die Einschridnkung
einer definiten symmetrischen Bilinearform auf einen Teilraum ist wieder definit
und damit nicht ausgeartet.

T (g (duw)) = fr(I(g)jdvT) = T (9)idu® = (J(9)J (f))ida® = J(g o f)jda® =
(g0 f)"(dw").



1.16 Pullback von Zusammenhéngen

Fiir einen Zusammenhang (£, V) auf U ist der Pullback f*(V) erklirt als Zusam-
menhang (f*(E), f*(V)) auf V. Der Zusammenhang f*(V) ist hierbei definiert
durch seine Christoffelsymbole (noch gilt f*(E) = E)

) = 3 W)

Ist V metrisch bzgl h, dann ist f*(V) metrisch bzgl f*(h).

Die Kriimmung R(f*(V), f*(E)) von f*(V) ist der Pullback f*(R(V, E)) (Pull-
back eines 2-Tensors mit Werten in End(FE)), d.h.

VX (V)y = (Vv [*(V)x = [*(V)ixy) = [F(R(E)(X,Y)

Beweis Ubungsaufgabe: ObdA X = 9; und Y = 9;, da die linke Seite C>°-
bilinear in X, Y" ist. Benutze dann 0;(J;) = 9;(J})).

Lemma 9. Das folgende Diagramm ist kommutativ®

E(U) Y (T3 ®E)(U)
fr frefr
F(E)WV) — (rp e fr(B)(V)

Bemerkung: Der Pullback auf der linken Seite des Diagramms ist der von £-
wertigen Funktionen. Auf der rechten Seite ist es der Pullback von E-wertigen
Tensoren. Das heisst in der ersten Tensorvariable der Pullback als Form, in der
zweiten der Pullback als Funktion.

Beweis: f*(V)f*(n(y)e) = da’ @ (9; + " OT))n(f(2))e = da? ® (9; + &5 -
ET(f(@)n(f(x))e = L dx? @ (0;+PTi(y))n(y))|y=r() Wegen der Kettenregel!
Letzteres ist f*(V(ne)) im obigen Sinn.

Warnung: Fiir eine Metrik g auf U sei V der Levi-Civita Zusammenhang. Dann
ist der Levi-Civita Zusammenhang der Metrik f*(g) auf V' im allgemeinen nicht
f*(V)! Siehe Abschnitt § 7.5 und § 7.6 fiir weitere Details.

8Dies gilti.a. nicht fiir den Pullback von Formen, deshalb gibt es keine solche Formel fiir VoV.
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1.17 Pushforward

Es gibt im allgemeinen keine kovariante Funktorialitédt in der Differentialgeome-
trie, obwohl die Jacobimatrix eine kovariante Abbildung zwischen den Tangenti-
alrdumen definiert! Fiir eine glatte Abbildung

f:V=U
ist beispielsweise nicht erklirt, was f.(X) € T'(U) ist fiir Vektorfelder X auf V.
Man hat nur eine kanonische Pushforward Abbildung
fo i Ty(V) — [*Ty(V)
erklart durch 3~ X7(2)0; +— 3, X7(x) f.(9;) und

Fo(05) = (0, (@) - ;.

=1

Beachte 0; = € T(V)und 0; = aiyi e fH(T)(V).

8mﬂ

D) Fir f.(X) = fi(X"0,) = X"J0n und [(Y) = f.(Y"0,) = YVJaa gilt
f*(X)f*(Y)—f*(Y)f*(X) Z'0; mit Z' = (XY I 5o (Y )YV T e (X T).

Wegen ']33 — = 8 _ st i — Xz/ 2] (Y“JZ) Yu 0] (X“J’) (Xuaiyyu _
Yuaiv )Ji, denn XVY#0,(JE) — Y”X“&,(Jﬁ) Verschwmdet, da 9,(J) =

0,0, f* symmetrisch in v und p ist.

Also

LIX Y] =X LY.

2) Wir zeigen weiterhin fiir (f*(V), f*(7v)) eines torsionsfreies V auf Ty

Beweis: f.Y = Y"J29, und (f*V), = 5% + JITs(f(z)). Also f*(V)x f.Y =
XY (554 J5T, )(Ywﬂaﬂ) und dies ist X 52 (Y* )03+ X Y2 JOT) 50,. Da
[} 5 symmetrisch in a3 ist, folgt durch Altermerung FF(V)x Y=<V )y I« X =
710, fiir Z' = XV 5% (Y*J.) =Y 32 (X*J}) wie oben. Daraus folgt die Behaup-
tung.
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1.18 Diffeomorphismen

Diffeomorphismen: Ist f : V' — U ein Diffeomorphismus, also bijektiv glatt
mit glatter Umkehrfunktion, dann gilt f*(7")(V) = T'(U), und die Abbildung f.
induziert einen Isomorphismus

Die Umkehrabbildung
X!t X1 '
) =0 () U)X =X,
XN XN

bezeichnet man als Pullback
fFru)=ETvV).

Warnung: Dieser Pullback fiir Vektorfelder ist nur fiir Diffeomorphismen f er-
klart.

Sei f : U — U’ ein Diffeomorphismus. f, : T'(U) = T(U’) definiert f* :=
(f)7L f 2 C(U) = C°(U) definiert f. = (f*)~" mit f.(X(h)) = £.X(f.h)
(Kettenregel!).
Jeder tangentielle Zusammenhang V' auf U’ definiert vermoge

ViY = (L) (Vi hY) = (VxY) = Vix LY

einen tangentiellen Zusammenhang V auf U.

In Koordinaten: Fiir die Christoffelsymbole I'; resp I'; ergibt diese Definition

J-Ti-J7 b = JI, + (050) 07

oder f*(dy’ @ (T + (93J)J ") = da' @ JT;J~" beziiglich der Jacobimatrix
J = J(f). Explizit geschrieben also

Ja(x) - Tii(x) = Jl(@) - (D)5, (f(@) - T} (@) + I () - (95F) () -

Torsion: Ist V' torsionsfrei, dann auch V.
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Beweis: Denn wendet man £, auf beide Seiten von VyY — Vy X = [X,Y] an,
ergibt sich V' (.Y — V), . X = [f.X, f.Y] wegen f.(VxY) = V) (f.Y
und wegen [.[X,Y] = [f.X, f.Y] (siehe §1.17).

Isometrien: Sei f eine Isometrie f.g(X,Y) = ¢'(f. X, f.Y) fiir Metriken ¢g und
g auf U resp. U’. Ist V' metrisch fiir ¢/, dann ist V metrisch fiir g.

?

Beweis: Denn f, angewandt auf beide Seiten von X¢g(Y,Z) = ¢(VxY,Z) +
g(Y,V x Z) gibt die dquivalente Aussage f. X ¢ (f.Y, f.Z) = 9V x Y, f.2)+

Aus der Eindeutigkeit des Levi-Civita Zusammenhangs folgt

Lemma 10. Sei [ : U — U’ ein beziiglich der Metriken g resp. ¢’ isometrischer
Diffeomorphismus, und V' der Levi-Civita Zusammenhang von ¢'. Dann ist V
der Levi-Civita Zusammenhang von g = f*(¢'), und fiir V und V' kommutiert
das folgende Diagramm

T(U) ———(T" @ T)(U)

f* f*®f*

T(U) —Y = (T* @ T)(U')
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1.19 Mannigfaltigkeiten

1) Eine N-dimensionale Mannigfaltigkeit M ist ein parakompakter separierter
topologischer Raum (zusammenhéngend falls nicht anders formuliert) mit einem
Atlas, d.h. einer Uberdeckung M = U, <1 M; durch offene Teilmenge M; versehen
mit Homdomorphismen

v M; 2 U CRY

auf offene Teilmengen U; im Euklidschen Raum RY, so dass die Kartenwechsel
Vij + Uiy = thi(M; 0 Mj) — b5 (M; 0 Mj) = U; glatt sind

wij = Tﬂj o wl_l : Uij = Uji .
Per Definition gilt ©);, = 1, o 1y auf Uy; N Uy, und somit
Vi = @/ij © ;k .

Die Mannigfaltigkeit heisst orientiert, wenn det(.J(¢);;)(z)) > 0 gilt fiir alle ¢, j
und alle z € Uy;.
(

S | ¥ \ U
| : : ."‘ 4 (
- | = |
L = - )

.
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Beispiel: Jede offene Teilmenge U C R¥ ist eine N-dimensionale orientierte
Mannigfaltigkeit (beziiglich der Standardkartenabbildung 1 = id).

Beispiel: Reelle projektive Rdume RP™ = S™ /4 sind nicht orientiert, aber die
Sphéren S™ sind orientiert.

Beispiel: M = S3/u,. Beachte S® = {z € H* | 7 = 1} (Hamilton Quater-
nionen). Wegen H = C + C - j operieren die n-ten Einheitswurzeln p,, durch
Multiplikation auf M von Links oder Rechts.

2) Eine Funktion f auf M heisst glatt, wenn alle f o ;! glatt sind. Sei C*°(M)
der Ring der glatten Funktionen auf ). Also gilt

Cx(M) ={fi e C*(Uy),i € I [¢;;(f;) = fiVi,j}
vermége [ — (fi)ier mit fi = f ot

3) Ist M eine Mannigfaltigkeit, dann ist jede offene Teilmenge wieder eine Man-
nigfaltigkeit durch Einschriankung des Atlas von M auf U. Die Einschriankung
glatter Funktion auf U ist wieder glatt, d.h. die Restriktionen res : C*(M) —
C*°(U) definieren eine Ringgarbe.

4) Eine stetige Abbildung f : M — N zwischen Mannigfaltigkeiten heisst glatt,
wenn gilt f*(C>~(U)) € C>*(V) fir V = f~}(U) und alle offenen Teilmengen
U C N.Zusammensetzungen glatter Abbildungen sind wieder glatt.

Zwei Mannigfaltigkeiten M und N heissen isomorph, wenn es eine glatte Abbil-
dungen f : M — Nund g : N — M gibt, deren Zusammensetzung f o g resp.
g o f die Identitit ist. Solche Abbildungen heissen Diffeomorphismen. Beispiel:
Y; » M; — U ist ein Diffeomorphismus.

5) Ein Tensor T € 17 (M) ist per Definition eine Kollektion von Tensoren 7; €
TT(U;) auf den offenen Mengen U; C RY i € I mit der Eigenschaft

vi(Ty) =T,

fiiralle ¢, 7 € I. Dies ist wohldefiniert, da die 1);; Diffeomorphismen sind. Summe
von Tensoren oder Produkte von Tensoren werden dann auf naheliegende Weise
erklirt unter Benutzung von §1.15, Bemerkung 1.
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Ist M = U eine offene Teilmenge das R”, dann bleibt zu zeigen, dass die obige
Definition den urspriinglich definierten Raum 77 (U) liefert. Man reduziert den
Nachweis leicht auf den Fall M; = U; und v;; = idy,. In diesem Fall ist dies aber
unmittelbar klar.

6) Fiir glatte Abbildungen f : M — N ist der Pullback von Tensoren erklirt
ffiT"(N) =T (M)
und respektiert Summen und Produkte von Tensoren.

Begriindung: Man reduziert auf den Fall, dass fiir alle i ein j existiert mit f(M;) C
N; fiir die zugrundeliegenden Uberdeckungen M = |J, M; und N = i N
Mit Hilfe der Kartenabbildungen ¢; : M; = V; und ¢; : N; = U, setzt man
fH(T) = (Si)ier mit S; = (¢ 0 f o ;)" (Tj) € T"(M;), und zeigt dass dies
wohldefiniert ist!

7) Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit ist eine Mannigfaltigkeit mit einem Tensor
g € T%*(M), so dass g in allen Karten eine definite symmetrische Bilinearform
definiert. Auf einer orientierten Riemannschen Mannigfaltigkeit verheften sich
die Formen

det(g)(x)dx

(definiert auf den einzelnen Karten) zu einer globalen Volumenform
dug € AN(T*)(M) .

Wegen Lemma 10 ist auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit der Levi-Civita
Zusammenhang global definiert als Zusammenhang auf dem Tangentialbiindel
T(M).
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1.20 Vektorbiindel

Ein Vektorbiindel vom Rang n auf einer Mannigfaltigkeit M/ wird gegeben durch:
Eine trivialisierende Uberdeckung M = U,e; Vi durch offene Mengen V; C M
und glatte matrixwertige Ubergangsfunktionen ¢;;(x) € Gi(n,R) auf V; NV},
welche die Kozykelrelation

din(x) = ¢ij(x) o pj(x) , Vi hkelVzeV,NV;NV
erfiillen.
1.Beispiel: Das konstante Biindel fiir ¢;;(x) = id.

Definition: Der Raum der globalen Schnitte £/ (/) eines Vektorbiindels F ist

E(M) = {n; € C=(V,R"),i € I| gy(x)n;(2) = mi(x), Vi, j € LYx € ViV; |

Wegen [ -n € E(M) fir f € C*°(M)und n € E(M) mit fn := (f|Vi - n;)ies ist
E(M) ein C*°(M)-Modul. Ein Homorphismus zwischen Vektorbiindeln E nach
F auf M ist eine C°°(M)-lineare Abbildung ¢ : E(M) — F(M). Ist ¢ bijektiv,
nennt man ~ und F’ isomorph.

Variante in Karten: Gilt V; = M; 2 U; C RV und V; = M; = U; C RY,
konnen wir mittels der Kartenabbildung V; mit U; = v;(V;) identifizieren. Auf
diese Weise kann man obige Bedingungen in den Karten formulieren, namlich
jetzt

Gin(x) = ¢ij(x) 0 Pj(Wi(x)) , Vi h ke IVaeU Ny, (U;) Ny (U)

Die Verheftungsbedingungen, welche E(M) definieren lauten nun in Karten
¢ij(x)i;(n;) () = ni(x)

fiir den naiven Pullback v7;(n;)(x) = 1;(¢i;(z)) von E-wertigen Funktionen.

Beispiel: Das Tangentialbiindel 7M mit ¢;;(x) = J(¢y;) " (i(x)).
Beispiel: Das Kotangentialbiindel 7% M mit ¢;;(z) = J(¢;;)* (¢i(x)).
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Restriktionen: Fiir offenes U C M definieren die Einschrinkungen der ¢;; auf
(U NV;) N (UnNYV;) ein Vektorbiindel auf U. Bezeichnung: E|U oder wieder E.
Dies ist ein Spezialfall des

Pullback von Vektorbiindeln: Sei f : N — M glatt und E ein Vektorbiindel auf
M. Die offenen Mengen f~1(V;) iiberdecken N. Die Ubergangsfunktionen

[ (di5) = ¢i(f (7)) € Gl(n, R)

auf f~1(V;) N f~1(V;) definieren daher ein Vektorbiindel vom Rang n auf N,
welches mit f*(E) bezeichnet wird.

Duales Biindel: Ersetzt man ¢;; durch (gbl_jl)* erhélt man das duale Biindel £~
von E.

Fiir Vektorbiindel £, F' ist (bis auf Isomorphie eindeutig) ein Tensorprodukt £ @
F' und die direkte Summe F @ F' erklirt. Hinweis: Ersetze £/ und F' durch iso-
morphe Biindel, welche die gleiche trivialisierende Uberdeckung besitzen!

2.Beispiel: Sei S' = R/Z und 7 : R — S! die universelle Uberlagerung. Sei
V = RY¥ ein Vektoraum mit Metrik g, und 6, eine orthogonale Matrix.

Dann definieren die glatten Funktion f : R — V mit

£+ 1) = b~ £(2)

ein Vektorbiindel F auf S (Verheftung an den Enden erfolgt mit ). g, definiert
eine Metrik auf F. Ausserdem definiert Vg4 = d /dt einen metrischen Zusam-
menhang auf F. Fiir 6, = id erhilt man das triviale Biindel.

Ubungsaufgabe: Jedes Vektorbiindel (E, k) mit metrischem Zusammenhang auf
S entsteht auf diese Weise. Dazu betrachtet man den Pullback 7*(E, h, V) auf R
und benutzt, dass dieses Biindel trivial ist (Lemma 11).
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1.21 Zusammenhinge auf Vektorbiindeln

Um Zusammenhinge fiir globale Vektorbiindel zu definieren, miissen die Verhef-
tungsbedingungen beim Kartenwechsel erklért werden. Dazu geniigt es einen Dif-
feomorphismus f : U — U’ zwischen offenen Teilen U, U’ des RY zu betrachten.
ObdA E(U) = C*°(U,R") und analog E(U’) = C*(U’,R™). Wann kommutiert
das Diagramm

se BU)—Y(T*® E)(U)

@l J/f*@mb

s € B(U") Y~ (T* ® E)(U")

( Verallgemeinerung des Diagramms von Lemma 10) oder dual dazu

se BU)—Y(T*® E)(U)

o

s € B(U) Y~ (T* ® E)(U")

Die Verheftung ®* : s’ — s im letzten Diagramm ist durch Matrixmultiplikation
der R"-wertigen Funktion s'(f(x)) mit einer invertierbaren n x n-Matrix ¢(x)
gegeben, die glatt von x € U abhingt

s(x) = o(z) - ' (f(2) -
Im Fall des Tangentialbiindels £ = T'M ist ¢(z) durch die inverse Jacobimatrix
gegeben.

Fiir die Standardbasis e; € R™ muss folgendes Diagramm kommutieren

b e —> da:“@((aaqb)- ei+Fao¢-ei)>

} A
v/

€ | dy”® ®_F’ﬂ (e")

Die rechte gepunktete vertikale Abbildung ist definiert durch den Pullback als
Tensor in der linken 7T™-Tensorvariable und als naiver Pullback in der rechten E-
Variable
* * dyﬁ o
(f* @ @) (dy” @ Th(e)(y)) = ——=dz* @ ¢(x) o T(f(x))(es) -

dx®
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Wegen f*(dy®) = %das"‘ bedeutet die Kommutativitit des Diagramms fiir die
Christoffelsymbole I von V und I'" von V' die Verheftungsbedingung

_
 dze

(0a9)(x) + Lo o o(z) (z) - ¢(x) o I'y(f(z))

oder (¢~ 10 0,0)(x) + Ty(x) = fgj—i(y) -T3(f(z)). In Worten: Der naive Pullback

von V' (siehe §1.16) muss sich von V um die End(E)-wertige 1-Form w = dz®®
(On¢ © ¢~ 1)(x) unterscheiden

Va+ (0ado¢™)(z) = () 0 f*(V)ao ¢ ()|

In §1.18 wurde im Fall des Levi-Civita Zusammenhangs dieses Transformations-
verhalten fiir ¢(z) = J(f, z)~! verifiziert. Beachte (0.J').J = —J'0.J.

Bemerkung: Wire der Storterm (9,¢ o ¢~')(x) nicht vorhanden, wiirde sich das
Christoffelsymbol wie ein Schnitt des Biindels 7* ® End(F) transformieren!

Pullback von Zusammenhéngen: Ist f : N — M eine glatte Abbildung, E ein
Vektorbiindel auf M und V ein Zusammenhang auf E. Bei Kartenwechesel auf
M erfiillen die Christoffelsymbole obige Relation I'+ (9¢)¢ ™" = ¢ M5, (I")p "
Wendet man darauf den Pullback f* folgt unter Beriicksichtigung von

o [*((00)9) = f*(09)f*(¢~ 1) = (Of*(¢))f*(¢)"! wegen Lemma 9
o [H(o M (T)7) = f5(0) Mo £ (1Y) f*(9) " wegen f Mo = Ny f*
die entsprechende Relation *(T)--(0* () () = £*(6) Vi /() 1*(6) .

Also definiert der naive Pullback in den Karten einen Zusammenhang f*(V) von
f*(E) auf N.
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1.22 *Vektorbiindel auf R

Lemma 11. Jedes Vektorbiindel E mit Zusammenhang NV auf einem reellen Inter-
vall’ I C R ldsst sich durch flache Schnitte trivialisieren.

Beweis: Fiir ein P € [ existiert nach Satz 2 eine Fundamentallosung /' zum
Anfangswert F'(P) = idg. In Matrixsprache — fiir eine feste Basis ey, .., ¢, von F
— heisst das: Die Spalten f; von F sind flach V f; = 0 mit f;(P) = e;.

Sei >, A\ifi(Q) = 0im Punkt @ € I fiir \; € R. Dann verschwindet f(x) =
>; Aifi(x) auf ganz I (Eindeutigkeit der Losung)

Vf=0und f(Q)=0= f=0.

Auswerten in P liefert \;e; = 0, also \; = 0 fiir alle 7. Die f; bilden daher eine
Basis von £ in jedem Punkt () von .

Lemma 12. Ein Vektorbiindel E vom Rang n auf einer Mannigfaltigkeit M sind
dquivalent:

o Eisttrivial, d.h. E(M) = @@._, C°(M) - n.(x) ist frei.

e Es gibt Schnitte ny,..,n, € E(M) so, dass (n,);(x) € R" linear un-
abhdingig sind fiir allev € I,x € V.

Beweis der Richtung (2) = (1): Gegeben sei € E(M ). Fiir jedes x € V; exi-
stieren dann eindeutig bestimmte reelle Zahlen f&(z) mit n(z) = f&(z)n.(z).
Aus Cramers Regel folgt, dass die f/*(x) auf V; glatt sind. Wegen der Eindeu-
tigkeit verheften sich die f{*(z) zu einer glatten Funktion f* € C*(M). Also
n = f*x)n.(z), und die n,(x) sind ein Erzeugendensystem von F(M). An-
derseits sind die 7, offensichtlich C'*°(M)-linear unabhéngig. Sie definieren also
eine Basis des Moduls F(M).

Mit Hilfe einer Partition der 1 kann man zeigen, dass auf jeder glatten Mannigfaltigkeit M ei-
ne Riemannsche Metrik existiert. Also existiert auf dem Tangentialbiindel von M ein Zusammen-
hang. Fiir ein beliebiges glattes Vektorbiindel E auf M betrachtet man das Tangentialbiindel T'E
von E. Auf TE existiert eine Metrik, und damit auf 7T F ein Zusammenhang. Daraus kann man
durch metrische Retraktion auf das Unterbiindel p*(E) — TTE folgern, dass auch auf p*(F)
(iiber dem Raum T'E) ein Zusammenhang existiert. Pullback auf den Nullsschnitt liefert einen
Zusammenhang auf E (liber M). Somit besitzt jedes glatte Vektorbiindel einen Zusammenhang.
Also ist jedes Vektorbiindel auf einem Intervall trivial.
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Kapitel 2

Die lineare Gruppe
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2.1 Vorbemerkungen

In diesem Kapitel klassifizieren wir die endlich dimensionalen algebraischen Dar-
stellungen der allgemeinen linearen Gruppe GI(V') eines endlich dimensionalen
reellen Vektorraums V. Jede solche Darstellung zerfillt in eine direkte Summe von
irreduziblen Darstellungen, welche durch ihre jeweiligen Hochstgewichte eindeu-
tig beschrieben werden.

Der aufmerksame Leser wird sich leicht davon iiberzeugen konnen, dass die gege-
benen Argumente ebenso zur Klassifikation aller endlich dimensionalen differen-
zierbaren Darstellungen der GI(N,R)* = {g € GI(N,R) | det(g) > 0} fiihren.
In den Argumenten muss dazu lediglich die Gruppe D durch ihre topologische
Zusammenhangskomponente ersetzt werden.

Ein Teil der Betrachtungen dieses Kapitels wird spiter in allgemeinere Sitze
einmiinden, welche fiir beliebige Liegruppen gelten.
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2.2 Die Exponentialabbildung

Sei V' ein reeller Vektorraum. Sei G = GI(V) die lineare Gruppe von V. Fixiert
man eine Basis ey, .., ey, so ist die Untergruppe D der Diagonalmatrizen erklirt.
V' zerfillt in Eigenrdume V' = &@;V; unter D, welche von der Basis aufgespannt
werden. Die Eigenwerte sind x;(t) = t; fir t = diag(t,...,ty). D.h. t - e; = te;.

Exponentialabbildung: Auf dem Vektorraum Lie(G) = End(V) der N x N-
Matrizen definiert man

exp : Lie(G) — G,
durch die absolut und lokal gleichmissig konvergente Matrixtaylorreihe
[e.e] X"
exp(X) = Z —.

n!
n=0

Es gilt exp((t + o) X) = exp(tX) - exp(toX) sowie
g exp(X) g =eap(gXg™).
G ist eine offene Teilmenge von My n(R). Also T,(G) = Lie(G)). Die Jaco-

bimatrix der Exponentialabbildung J(exp,0) : Lie(G) — T.(G) = Lie(G) ist
offensichtlich die Identitét

J(@pr, O) - Z.dLie(G) .
Da der Logarithmusreihe nicht iiberall konvergiert ist, ist nicht sofort klar was das
Bild von exp ist (benutze Jordanzerlegung).

Sei B die Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen, N C B die normale Untergruppe
der unipotenten oberen Matrizen, sowie N die Gruppe der unipotenten unteren
Dreiecksmatrizen. Auf den nilpotenten oberen Dreiecksmatrizen Lie(/N) bricht
die Logarithmusreihe ab und konvergiert, und definiert die Umkehrfunktion der
Exponentialabbildung exp. Es folgt

exp : Lie(N) = N,

und analog exp : Lie(N) = N fiir die Gruppe N.
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2.3 Darstellungen und Gewichte

Eine Darstellung p einer Gruppe G auf einem endlich dimensionalen reellen Vek-
torraum W ist ein Homomorphismus p : G — GI(W). Das Tensorprodukt
(1 ® p2)(g) = p1(g) ® p2(g) zweier Darstellungen (p;, ;) ist eine Darstellung
auf W, ® W, die direkte Summe (p1 @ p2)(g) = p1(g) ® p2(g) ist eine Darstellung
auf W, @ Ws. Die duale Darstellung (WW*, p¥) von GI(V') auf dem Dualraum W*
ist erklért durch < p¥(g)w*, p(g)w > = < w*, w > fiirw € W, w* € W*.

Ein G-invarianter Unterraum W; C W einer Darstellung (p, W) fiihrt zu Darstel-
lungen von G auf Wy und Wy = W/Wj. Sind W, = 0 und W, = W die einzigen
G-invarianten Unterrdume von W, nennt man die Darstellung (p, W) irreduzibel.

Eine R-lineare Abbildung 7" : W; — Wy mit T o pi(g) = p2(g) o T fiir alle
g € G heisst G-linear. Zwei Darstellungen (p;, W;) heissen isomorph, wenn es
einen G-linearen Isomorphismus 7" : W, — W, gibt.

Sei nun G = GI(V'). Wir nennen dann p algebraisch, wenn p differenzierbar ist
und W unter D in Eigenrdume W = &, W, zerfillt, d.h. p(t)w = x(t)w fiir
w € W,,t € D, zu Eigencharakteren

X(t) =1 W
mit ganzzahligen Exponenten @ = (nq, ..., ny) € ZV.

Elemente in Z" nennen wir Gewichte. Die Gewichte o = (ny,..,ny) einer al-
gebraischen Darstellung (p, W) sind die Exponenten der Charaktere x(t) = ¢
der endlich vielen Eigenrdume W, # 0 von W. Ist W algebraisch, dann auch die
duale Darstellung sowie auch die Darstellung auf jedem Subquotient einer GI(V/)-
invarianten Filtration. Tensorprodukte algebraischer Darstellungen sind algebra-
isch. Ein Gewicht (ny, .., ny) heisst dominant, wenn gilt

nlzngz....>nN.

Die Gruppe Sy der Permutationsmatrizen (Weylgruppe) operiert auf D durch
Konjugation und permutiert die Eigenrdume W,. Ist (n;, .., ny) ein Gewicht von
W, dann auch jede Permutation (ng(m vy M N)). Unter den permutierten Ge-
wichten gibt es ein eindeutig bestimmtes dominantes Gewicht.
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2.4 Die Liealgebra

Sei p : GI(V) — GI(W) ein differenzierbarer Gruppenhomomorphismus. Die
Ableitung J(p) von p (Jacobimatrix) im Punkt g = idy definiert eine R-lineare
Abbildung J(p) : End(V) — End(W). Wegen J(exp)(0) = id gilt auch

J(p)(X) w = %p(exp(tX))(w)]tzo , X € Lie(G),w e W .

Wir schreiben oft p(X )w oder nur X - w anstelle von J(p)(X) - w.
Lemma 13. Das folgende Diagramm ist kommutativ

End(V) YL End(w)

expl J{ezp

GUV) —L—=GI(W)

Korollar 3. Ein Untervektorraum W, C W (oder ein Vektor w € W) einer al-
gebraischen Darstellung W ist invariant unter G' genau dann, wenn Wy invariant
ist unter (w annuliert wird von) allen X € Lie(G). Ditto fiir die Gruppen N, N
oder D anstelle von G.

Der Fall N (resp. N) ist klar! wegen exp(Lie(N)) = N und Lemma 13. Da
G von Elementarmatrizen aus N, N und D erzeugt wird, gilt wegen Lie(G) =

Lie(N) @ Lie(D) & Lie(N) die Aussage dann auch fiir die Gruppe G = GI(V').

Beweis (Lemma 13): Zu zeigen ist p(exp(tX)) = exp(p(tX)) = >, tn”fl—)f)n

Die linke Seite erfiillt < p(exp(tX))|i—t, = Zplexp(tX))]imo - plexp(teX)) =
p(X)exp(toX), also dieselbe Differentialgleichung 4 f(t) = p(X)f(t) wie die
rechte Seite. Beide Seiten sind daher gleich, da sie fiir ¢ = 0 gleich sind.

Seien X,Y € Lie(G)undsei [ X,Y] = XY — Y X € Lie(G) der Kommutator.
Lemma 14. Es gilt p(g)p(X)p(g)~" = p(9Xg™') sowie

[p(X), p(Y)] := p(X)p(Y) — p(Y)p(X) = p([X,Y]) |

Beweis: Folgt, wegen der Kettenregel, durch Ableiten dctl—fls beit = s = 0von

p(exp(Xt)ea:p(Ys)emp(—Xt)> = p(exp(Xt))p(exp(Ys))p(exp(—Xt)) :

'Im Fall D sind beide Aussagen dquivalent zu Wy = &, (W, N W), da p algebraisch ist.
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2.5 Die Algebra U

Betrachte die adjungierte Darstellung p,q(9) X = gX g~ ! von GI(V') auf End(V).
Behauptung: p,q ist algebraisch.

Beweis: Sei £;; € End(V') die Matrix mit 1 ist an der Stelle (7, j) und 0 an den
anderen Stellen. Die E;; bilden eine Basis des Endomorphismenrings End(V)
bestehend aus D-Eigenvektoren. Es gilt tE;;t 1 = z—] - by fiir alle ¢ € D. Das
zugehorige Gewicht ist ganzahlig.

Bemerkung: Lie(N) wird von den X = E;; miti < j aufgespannt, Lie(N) von

Die einhiillende Algebra: Wir betrachten den nichtkommutativen Polynomring
R < X;; > tiber R aufgespannt von den Variablen X;; fiir 1 < 4,7 < N und das
von den Kommutator-Relationen X;; X, — X X;; = 65Xy — 61, X, aufgespann-
te beidseitige Ideal. Der Quotientenring U ist eine nichtkommutative R-Algebra.
Der Grad eines einzelnen Monoms in U ist dabei wohldefiniert. Der Einsetzung
X; — E;; definiert einen Ringhomomorphismus U — End(V'). V ist daher ein
U-Modul.

Sei (p, W) eine Darstellung von GI(V'). Die zugeordnete R-lineare Abbildung
p o End(V) — End(W) respektiert die Kommutatorrelationen (Lemma 14).
Somit induziert X;; — p(E;;) einen Ringhomomorphismus U — End(W)

/\

End(V End(W)

Auf diese Weise wird W zu einem U-Modul.

Normalordnung: Wegen den Kommutator-Relationen kénnen Elemente von U,
welche ja durch Polynome in den X;; reprisentiert werden, durch Umordnen der
Monome (benutze absteigende Induktion nach dem Grad) in Normalordnung ge-
bracht werden. Damit ist gemeint, dass in allen auftretenden Monomen jeweils die
Variablen X;; mit 7 > j links von den Variablen X; mit z < j stehen.
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2.6 Hochstgewichte

Sei (p, W) eine algebraische Darstellung von G = GI(V) und WY C W der
Unterraum der N-invarianten Vektoren. Wegen Korollar 3 gilt

WY ={weW|X(w)=0 , VX € Lie(N)}.

Alle X € Lie(N) sind nilpotent. Daher folgt aus W # 0 auch

Wy £0].

(Dies wire offensichtlich fiir kommutierende nilpotente Matrizen wegen Existenz
eines simultanes Eigenwerts Null. Benutze daher induktiv W"i+1 C Wi und die
Normalteilerkette N; <i N;,; oberer Dreiecksmatrizen mit abelschen Quotienten
Nit1/N; = RY)

Definition: Wegen p(t)(W") C W fiir t € D zerfillt W¥ in D-Eigenriume
(beachte p(n)p(t)w = p(t)p(t ‘nt)w = p(t)w firw € WY und n € N we-
gen t 1Nt C N). Die Gewichte der Eigenraumzerlegung von ¥ nennt man
Hochstgewichte von 1.

Der Raum U(w): Sei 0 # w € W und U(w) C W der von P(w) aufgespannte
Unterraum fiir die Operatoren P € U. Der Unterraum U(w) C W ist invariant
unter allen X € Lie(G). Aus Korollar 3 folgt

Lemma 15. 1) U(w) C W ist ein G-invarianter Unterraum von W. 2) Ist
w € W ein Hiochstgewichtvektor zum Gewicht x, dann ist der x-Eigenraum
von U(w) eindimensional. 3) Alle vom Hdochstgewicht x(t) = t* verschiedenen
Gewichte X'(t) = t* von U(w) sind von der Gestalt o/ = o — D icj Mijlei =€)
fiir Zahlen n;; € N. Man schreibt

o L.

Insbesondere ist das Hochstgewicht o lexikographisch maximal unter allen in
U(w) vorkommenden Gewichten. Da alle Permutationen des Gewichts « als Ge-
wicht in U (w) vorkommen, folgt

Korollar 4. Hochstgewichte sind dominant.

47



Beweis von Lemma 15: U(w) ist der Aufspann aller P(w), P € U. Hierbei ist P
obdA in Normalordnung. Dann verschwinden aber alle Beitrdge ausser denjenigen

Monomen, welche nur die Variablen X;; € Lie(V) enthalten. Wende nun Lemma
16 an.

Lemma 16. Sei w € W ein Eigenvektor von D vom Gewicht (n1, ..,ny) und sei

E;; € Lie(N), also i > j. Dann ist X;; - w € W ein Eigenvektor zum Gewicht
(n1,.omi — 1, ,n; + 1, ny).

Beweis: Es gilt p(t)p(X;;)w = p(tX;t =) p(t)w = Lx(t)p(X;j)w fiir ¢ € D.

J
Verschiirfung: Sei w € W ein Hochstgewichtvektor in . Dann zeigen wir im
néichsten Abschnitt die schirfere Aussage, dass ganz U(w)" eindimensional ist,
also aus R -w besteht (Lemma 17). Zusammen mit den bisherigen Resultaten folgt
daraus

Theorem 1. Jede algebraische Darstellung zerfdllt in eine direkte Summe von
irreduziblen algebraischen Darstellungen. Fiir irreduzible algebraische Darstel-
Iungen W ist der Raum W eindimensional. Das zugehorige Hochstgewicht o ist
dominant und bestimmt die irreduzible algebraische Darstellung (W, p) bis auf
Isomorphie.

Zur letzten Behauptung?. Man hat eine natiirliche U-lineare Surjektion

[ V(Oé) = U®U(B) (X,R) —- W

Es gilt*: Kern(r) ist der eindeutig bestimmte U-Untermodul K von V() mit
endlich dimensionalem Quotient. Somit legt v den U-Modul W und damit p ein-
deutig bis auf Isomorphie fest (letzteres wie in Korollar 3).

Ubungsaufgabe: 1) Ist W = W («) irreduzibel mit Hochstgewicht o = (ny, .., ny),
dann ist die duale Darstellung irreduzibel mit Hochstgewicht ¥ = (—ny, .., —n1).

2Siehe [5] fiir weitere Details, U (B) C U die von X 45 mit 7 < j aufgespannte Unteralgebra.

*Der Vermamodul V («) ist algebraisch mit Hochstgewicht «, aber ist unendlich dimensional!
Es folgt dimg(Q™) = 1 fiir endlich dimensionalen Quotienten U-Modul @ von V («) (Lemma
17). Gibe es verschiedene U-Untermoduln K7, K5 mit endlich dimensionalem Quotient, dann ist
obdA K; C Ks, indem man K5 durch K7 N K ersetzt. Der Darstellung auf dem Kern Q)7 — Q2
hitte dann keinen Hochstgewichtvektor. Ein Widerspruch!
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2.7 Der Casimir Operator

Der Casimiroperator C' in der Algebra U ist definiert durch

C - ZXUX]Z .
1]

Die Kommutatorrelationen zeigen fiir alle X € Lie(G) und damit fiir alle X € U
> i XapXijXji =30 5 XijXapXjitd ; XajXip—2 2 XipXai = 32 ; Xij XjiXagp.
Also

X-c=C -X|.

Eigenvektoren von C': Wegen X;; X;; = X;;X;; + Xj;; — X}, ist C' in Normalord-
nung gegeben durch

C = Z(X,-,-f Y (X = Xjp) 2> XX

j>i j<i

Angewendet auf einen Hochstgewichtvektor w vom Gewicht o = (nq,...,ny)
folgt wegen Xj;w = 0 fiir j < i und X;w = n; - w

C-w = MNa)-w

fiir die ganze Zahl

Aa) = [(n:)? + (N + 1 = 2i)n,] .

7

Da C mit U vertauscht, ist dann sogar der ganze von w aufgespannte Untermodul
U(w) C W im Eigenraum von C' zum Eigenwert A(«). Ist o’ eine Hochstgewicht
in U(w), gilt daher A\(ar) = A(’). Andererseits o’ < « fiir alle Gewichte o’ von
U(w) (Lemma 15). Aus dem iiberndchsten Lemma 51 folgt daher & = ¢/, und
wegen Lemma 15 folgt

Lemma 17. Sei () eine endlichdimensionale algebraische Darstellung Q) = U(w)
erzeugt von einem Hochstgewichtvektor w. Dann gilt

QN =R-w|.
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Lemma 18. Seien o/, o € Z~ dominant mit o/ < o. Dann existiert eine Folge
dominanter o, € Z» mit o, < «,, welche o = o in o iiberfiihren durch
Modifikationen des Typs: o, entsteht aus «,, durch Modifikation an genau zwei
Stellen v, j mit 1 < i < j < N (welche von v abhdngen)

a, = (ng,...,nn) — apy = (ng,..,n; —1,.n; +1,...,nn) .

Zusatz: Gilt ausserdem \(«) = \(), dann ist « = o/.

Beweis: o < « bedeutet o/ = a — ) _._.n;;(e; — e;) mit ganzen n,;; > 0, oder

i<j
alternativa — o/ = lelv:? my (e, — e,41) fir ganze Zahlen m,, > 0. Insbesondere

a, — al, = m, —m,_;. Der Beweis erfolgt durch Induktion nach Z]V\:l my.

Konstruktion von «y: Sei o/ # «. Dann existiert ein eindeutiges j mit n; > n;
und ny, > n), fir & < j! Wihle danach ¢ < j maximal mit n, > n]. Dann ist
oy = a — e; + e; < o dominant!

Andererseits gilt o' < ay,denn o = oy — > My, (e, — €,41) mitm, =m, —1
fir« < v < jund m, = m, sonst. Wegen m; > m,;_; > 0 und m; < m;_; (und
my = my_q fiire < k < ) giltm, > 0.

Beachte > m, < > m,. Benutze dann Induktion.

Beweis des Zusatzes: Es gilt A(a,4+1) = Ma,) +2(1 +1i — j + n; —n;). Weil
«,, dominant ist, und wegen ¢ < 7 ist dieser Wert < 0 (ausser im Fall 7 =i + 1
und n; = n;, der aber nicht beriicksichtigt werden muss, da dann o, nicht
dominant wire). Es folgt daher A(a, 1) < A(ay) fiir alle v. Somit A(a/) < A(«)
im Widerspruch zur ersten Annahme A(a) = A(a/).
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2.8 Die Hohengraduierung

Sei (p, W) eine irreduzible Darstellung von GI(V') mit Hochstgewichtsvektor w,,.
Wir definieren dann
G'W)Cw

als den linearen Unterraum von W erzeugt von allen u(w,) fiir alle Monome u
vom Grad v in den Variablen X _; (in beliebiger Anordnung). Hierbei sei

X,Z’ = Xi+1’fi S LZ@(N) s 1 < 1 < N-—1.
Analog sei X; := X, ;41 € Lie(N).

Die Gewichte e; —e; 11 (1 <7 < N)der X_; (sieche Lemma 16) sind offensichtlich
linear unabhiingig in Z. Eine Zerlegung in D-Eigenriume zeigt daher die lineare
Unabhingigkeit @) G*(W) — W. Wegen W = U(w,) gilt sogar Gleichheit

Do W) =W . G(W)=R-wy,

denn Polynome in den X;; € Lie(/N) konnen in U ausgedriickt werden durch
Polynome allein in den Variablen X _;.

Benutze dazu die Kommutator Relationen von U
L XiXop — Xin X = X 00
2. XiipoXivo — Xipo X0 = Xjy3, €tc..
3. Analog fiir X_;
4. Xi X j— X ;X =0y - (Xii — Xigri11)-

Auf Grund der letzten Relation (!) gilt ausserdem fiirs = 1,.., N — 1

Xi(G*(W)) € G \(w)].

Bemerkung: Eigenvektoren von D liegen in einem der Raume G* (V).
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2.9 Gewichtsyoga

Wir zeigen

Lemma 19. Seien W («) und W ((3) irreduzible Darstellungen von GI(V') vom
Héchstgewicht o resp. 3. Sei W = W (a) @ W(B) und v = a + 3. Dann gilt

o WV — W(a)N @ W(B) und vice versa WY — W (a) @ W(3)".

o W(~) — W mit Multiplizitcit 1.

Beweis: Fiir die Hohenfiltration gilt

w=@cw) = @ ¢W(a) W ().

=k

D-Eigenvektoren w in IV haben die Gestalt w = . ok Ui ® ;€ G*(W) fiir
geeignetes k. Fir X €< X, > liegt Xw = >, ., Xu; ® v; + u; ® Xvj; in
G*=1(W). Koeffizientenvergleich liefert daher im Fall Xw = 0

X @ i + Ui @ Xvp_j11 =0.
Ist ¢ = 49 minimal mit u; # 0 und v;_; # 0, folgt
XUZ'O X Vg—iy = 0 , also XUZ‘O =0.

Fiir Hochstgewichtvektoren w gilt daher u;, € W (). Das heisst ig = 0. Somit
ist nachfolgend definierte Projektion p auf dem Teilraum W injektiv

WN =G W) ———@,,,_, G'(W(a)) @ GI(W(B))

i+j=k
@j pro,;

W(a)¥ @ W(B) = G*(W(a)) @ W(B)

Daraus folgt die erste Behauptung. Die zweite Behauptung ist eine unmittelbare
Folge der ersten.
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2.10 *Sprungstellen

Lemma 20. Sei die Situation wie im letzten Lemma. Besitzen o und 3 eine ge-
meinsame Sprungstelle beii, d.h. gilt o; > o1 und 3; > [3;11, dann ist

(717 c Vi T 17 Yi+1 + 17 Yit25 -+s FYN)
ein Hochstgewicht von W mit Multiplizitdt 1.

Beweis*: G'(W(a)) C W («a) wird aufgespannt von Y R - X_,w,, und zerfillt
in die N — 1 potentiellen Eigenrdume G*(W).,, = R - X_;w,, zu den Gewichten

Q= (O./l, QG — l,ozi_H + 1, ..,O[N) .

Nach Lemma 21 ist GY(W),, = 0 dquivalent zu o; = «; ;. Ist ¢ daher eine

Sprungstelle von « (d.h. o; > «;41), so kommt das Gewicht ;« in Gl(Wa) mit
Dimension 1 vor.

Ist 7 eine gemeinsame Sprungstelle von a und (3, dann kommt das dominante
Gewicht ;4 mit der Dimension 2 in G* (W) vor, in Form des Teilraums

G (W(a),a @ ws €D wa ® GH(W(5)),5 -

Aus Dimensionsgriinden ist deshalb ;v das Gewicht einer Unterdarstellung von
W zu einem Hochstgewicht v/ # ~ (beachte +' < v, da alle Gewichte # v von W
diese Eigenschaft haben). Insbesondere also ;v < 7. Aber ;7 ist dominant, und ist
maximal unter allen dominanten 7' mit ;7 < 7' 3 7. Daraus folgt 7 = ;7. Somit
ist ;7 das Hochstgewicht einer Multiplizitét 1 Darstellung in W () @ W ().

Der Raum G (W): Sei ¥ = t“. Fiir den Hochstgewichtsvektor schreiben wir
w, = w, etc. Aquivalent zu G*(W),, = 0ist X_,w, = 0. Wegen X, w, = 0
folgt aus der §2.8, Relation 4 dann n,, = n, fiir die Koordinaten des Gewichts
a.

Die Umkehrung gilt auch. Aus n,, = n,, folgt X, X ,w, = 0 (§ 2.8, Relation
4). Aber X, X _,w, € G°(W) ist Null fiir 1 # v aus Gewichtsgriinden: G*(W) =
R - wg. Also X_,w, € W, und ist somit wegen Satz 1 gleich Null.

Lemma 21. Ist (W, p) irreduzibel vom Héchstgewicht o, dann ist G*(W)., = 0
genau dann wenn gilt n; = n;, 1.

4Wird spiter nicht substantiell benutzt
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Kapitel 3

Tensoren
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3.1 Vorbemerkungen

In diesem Kapitel studieren wir Tensoren im Kontext der linearen Algebra. Fiir
einen endlichdimensionalen R-Vektorraum V' sind Tensoren in V* @ V* nichts
anderes als R-Bilinearformen auf V. Man hat bekanntlich eine kanonische Zer-
legung des Raums aller R-Bilinearformen V* @ V* = S*(V*) @ A*(V*) in die
zwei Teilraume der symmetrischen R-Bilinearformen bzw. antisymmetrischen R-
Bilinearformen. Verallgemeinerungen dieser Zerlegung auf die hoheren Tensor-
produkte (V*)®, dies sind die Bestandteile der Tensoralgebra, werden in diesem
Kapitel untersucht.

Die Tensoralgebra 7'(V') eines Vektorraums V' ist eine nichtkommutative Algebra,
deren Struktur stark durch kombinatorische Daten beeinflusst wird. Die symmetri-
sche Gruppe, welche auf Tensoren fester Stufe operiert, zerlegt die Tensoralgebra
in fundamentale Bestandteile. Dies verallgemeinert den oben beschriebenen Spe-
zialfall. Die genaue Beschreibung der Bestandteile erfolgt durch einen Satz von
Hermann Weyl.

Wir geben einen Beweis dieses Satzes. Benotigt wird der Satz von Weyl aller-
dings nur in rudimentédrer Form. Unser spezielles Interesse gilt Tensoren vom Typ
R"*(V), welche in der Riemannschen Geometrie eine Rolle spielen. Einfache
Spezialfalle des Satzes von Weyl, welche wir mit unabhiingigen Beweisen leicht
verifizieren konnen, geniigen fiir viele Anwendungen. Die meisten Abschnitte,
insbesondere 3.8-3.10, konnen also beim Lesen erst einmal tibersprungen werden.
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3.2 Multilineare Algebra

Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension N < oo und V* = Homg(V, K) der
Dualraum aller K-linearen Abbildungen von V' nach K. Allgemeiner kann man
den Vektorraum Multy (V) .., V, K) der K-multilinearen Abbildungen 7" betrach-
ten in k£ Variablenv; €¢ V, =V

T VixVox..xV,— K.
Man nennt 7" einen Tensor (kontravarianten Tensor) der Stufe k.

Allgemein gilt fiir das Tensorprodukt V| Q@ ... @ Vi
M’U/lt}((‘/l, ey Vk,K) = HOTTLK(‘/l ®K ‘/2 ®K ®K Vk,K) .

Eine entsprechende universelle Eigenschaft bestimmt V; @k ... ® ¢ Vj, eindeutig
bis auf Isomorphie.

Der Einfachheit beschrénken wir auf den Fall V; = V. Es sei dann ey, .., ex eine
Basis von V. Fiir Vektoren v; = 3 z’e; gilt daher

N N
T(v1,...,on) = Z - Z (H z]) - T(ejy, €, ) -
a=l  ge=1

=1

Somit ist 7" durch seine Werte 7, ;, = T'(ej,, ..., €;, ) eindeutig festgelegt. Um-
gekehrt definiert jede Vorgabe dieser Werte einen Tensor. Ist dieser Wert Null fiir
alle (j1, ..., jx) mit Ausnahme von (jy, ..., jn) = (i1,....4n5) und T'(e;,, ..., €5, ) =
1, dann entspricht der Tensor T' € Mult(V,..,V, K) der Linearform auf V®* =
V Qk ... @k V, welche ¢e;, @k ... @k e;, annuliert mit aus Ausnahme von
i, Ok ... Ak €;,, und diesen auf 1 abbildet.

Anderseits definiert < v1 @k ... Qg Vg, V] Q... Qg vf >= Hle v} (v;) bei gleicher
Stufe eine nicht ausgearte Paarung (V Q@ ... Qg V) X (V* @k ... @ V*) — K.
Dies identifiziert auf kanonische Weise

Homg(V® .0k V,K) & V@ Qg V*.

Analog: Ist (.,.) eine (definite) symmetrische Bilinearform auf V/, denn definiert
< QK ... Ak Uk, W1 R ... Qe Wy, >= Hf:1<vi, w;) eine (definite) symmetrische
Bilinearform auf V®*,
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3.3 Die Tensoralgebra 7'(V)

Tensoren kann man mit Hilfe des (assoziativen) Tensorprodukts multiplizieren via
(T1 & TQ)(U & w) = Tl(’Ul) . T2(U2> , (S V®k, Vo € V®l .

Dies induziert eine nichtkommutative Algebrenstruktur auf

o0

T(V)=Pve*

k=0

respektive auf 7'(V*) = T'(V)*

T(V)* = é Homg(VE* K) .

k=0

Funktorialitdt: K -lineare Abbildungen f : V' — W induzieren Algebrenhomo-
morphismen

T(f): T(V) = T(W) , T(f)*: T(W)* — T(V)".

Speziell GI(V') operiert auf der Algebra 7'(V') und ebenso auf 7'(V*). Beachte
gv="T(g)(v)und gv* := (T(g)*)"(v*) fiirg € GI(V) und v € V resp. v* € V*.
Betrachtet man allgemeiner gemischte Tensoren in V& @ (V*)®! = T}(V), geht
die Funktorialitit (ausser fiir [somorphismen) verloren.

Die symmetrische Gruppe Si: Auf den Tensoren der Stufe £ operiert die Gruppe
S} durch Vertauschen der Variablen. Diese Operationen kommutiert offensichtlich
mit der durch

(gT>(U17 (RS Uk) = T<gilvl7 sy gilvk>

definierten Operation der Gruppe GI(V). Das heisst, die Permutationen in S, de-
finieren GI(V')-lineare Abbildungen. Dies erlaubt es 7%(V') in GI(V) invariante
Teilrdume zu zerlegen (Lemma 25 oder genauer Satz 4).

Beispiel: Die Zerlegung T2(V*) = A?(V*) @ S*(V*) in alternierende und sym-
metrische Bilinearformen.
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3.4 Symmetrische Tensoren

Ein Tensor T € T*(V') heisst symmetrisch, wenn gilt
T(Ug(l), ceny ’Ug(k)) = T(Ul, ceey Uk>

fiir alle o € Sy, und alle v; € V. Sei S*(V*) der Raum der symmetrischen Koten-
soren in T%(V). Ist T' € T*, dann ist

ein symmetrischer Tensor. Wir schreiben auch Sym = Sym, ;. Die symmetri-
sche Algebra ist erklirt durch

V) =@ sHv).

Erklirt man das Produkt durch 7} é) Ty = Sym(Ty ® T3), erhdlt man eine kom-
mutative Algebra, die symmetrische Algebra von V'*.

Lemma 22. Es gibt einen funktoriellen Isomorphismus zwischen S(V*) und der
Polynomalgebra P(V'). S¥(V*) entspricht den homogenen Polynomen P*(V') auf
V vom Grad k.

Beweis: Der Isomorphismus wird gestiftet durch
1) Polarisierung Pol;, : P*(V) — S*(V*)

Pw) +— T(v,..,0) = klz DF=H Py,

(hierbei durchlduft I die Teilmengen von {1,..,k} mit v; = >, v;) sowie
2) die dazu inverse diagonale Restriktion von diagy : S*(V*) — P*(V)

T(vy,...,v) +— Pl)=T(v,v,.,v).

Der Nachweis ist eine leichte Ubungsaufgabe Um P — T — P zu zeigen,
benutze 2% — (¥) (z—1)*+ () (x—2)*F- - - = A¥(z*) = k! (Differenzenquotient)
fiir z = k. Dies geniigt, da beide Rdume dieselbe Dimension besitzen.
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3.5 *Multipolynome

Betrachte in diesem Paragraphen fiir M/ < N = dim(V") Tensoren
TeS (V)@ - -@S™M(V)
T kann als Polynom auf den Matrizen Mat v 5/ (R) auffasst werden.

Sei V! C V der von den ersten M Basisvektoren ey, .., e, aufgespannten Unter-
raum.

Behauptung: Fiir jeden Tensor 7" wie oben gibt es ein g € GI(V') derart dass die
Einschriankung von ¢7" auf V' nichttrivial ist.

Beweis (Induktion nach M): Wir fassen 7" als Element in P (V*) @ S™(V) ®
-+ @ S™ (V) auf. Der Polynomfall M = 1 ist klar. allgemien konnen wir durch
Anwenden einer geeigneten Scherung ¢, € GI(V') annehmen 7" = ()™ - T1+
Terme kleineren z;-Grades mit 7 # 0in S™(V) ® --- ® S™ (V') (benutze etwa
Induktion nach der Variablenzahl V). Daher obdA

T =20 @x%cy(xg, .., 28) @ - @™ ey (29, .., 2pr) + ... niedrigere Terme in 2

mit homogenen Polynomen ¢, (23, .., x)) # 0 vom Grad 7, = r, — d,,. Sei V=<
Vg, oy >C VundT = ¢, ® ---¢cpy € S2(V) @ --- 5™ (V). Per Induktion
gibtes g € Gl(f/) so dass die Einschrinkung von §7' auf V' nicht verschwindet.
g = gg1 ist das gesuchte Element.

Bemerkung: Der Beweis der obigen Behauptung zeigt, dass in jedem GI(V)-
invarianten Unterraum W (a) C S™ (V) ® - - - ® S"™ (V') ein nichttrivialer Eigen-
raum W (a), existiert zu einem Gewicht x = (r1 +dy + - - dp, 72 — da, ooy T —
dyr, 0, ...0) = r. Aber « = x. Aus der Behauptung und Lemma 26 folgt

Lemma 23. Sei M < N. Dann gilt o, = 0 fiir v > M fiir Hochstgewichte
a=(a,...,an)von ST (V)@ --- @ S™(V) gilt deg(a) = deg(r) sowie

axzr=(ry.,ry,0,.,0)].

Korollar 5. S™(V) ist irreduzibel mit dem Hochstgewichtvektor 5" vom Gewicht

(r,0,..,0).

Bemerkung: In S (V') bzw. P"(V*) kommt jedes Gewicht (‘Monom”) mit Multi-
plizitit < 1 vor.
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3.6 Alternierende Tensoren

Ein Tensor T € T*(V') heisst alternierend, wenn fiir ¢ = sign gilt
T (Vo(1ys s Vork)) = €(0)T (01, ..., Vk)

fiir alle 0 € Sy und alle v; € V. Sei A*(V*) der Raum der alternierenden Tensoren
inTF(V). Ist T € T*, dann ist

1
A(T) = > (@) T (Vo1); s Vo))

ocESk

ein antisymmetrischer Tensor. Wir schreiben auch Alt = Alt,_.

Die Grassmann-Algebra ist erklirt durch
A(V) =P AW

mit dem Produkt 7 ®uw= Alt(n @ w).

Sei ey, .., ex eine Basis von V. Fiir I = {iy,..,i1} C {1,..., N} definieren wir
er = Alt(e;, ® ... ® e;, ), wobei wir annehmen i; < iy < ... < ;. Das Produkt
er é) ey ist ey im Fall I N J = (), und ist Null sonst. Die Vektoren e; bilden
eine Basis der Grassmann-Algebra A(V') aus Eigenvektoren von D. Die Gewichte
sind also die Zahlen o = («avq, .., ay) mit v, = 1 fiirv € T und o, = O fiir v ¢ 1.
Darunter sind nur die (1, ..., 1,0, .., 0) dominant. Es folgt

Lemma 24. A*(V) ist eine irreduzible Darstellung von G1(V') vom Héchstgewicht
(1,1,..,1,0,..,0) mit i Einsern. V ist irreduzibel vom Hichstgewicht (1,0, ..,0).

Bemerkung: Eine definite Metrik auf V' induziert eine Metrik auf V ®* und damit
auf A*(V). Ist e; eine Orthogonalbasis von V, so gilt ||e/||* = 4 fiir |I| = k. Die
duale Basis ist also e/ = k! - e;. Das heisst 7 = @, k! - idx vy beschreibt den
Ubergang zur dualen Basis: 7(e;) = e’.

Definiert man das Dachprodukt durch n A w := 7 (771 () ® 77} (w)) , dann gilt
wieder: el Ae” ist £e/Y/ im Fall I N J = (), und ist Null sonst.
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3.7 Die Zerlegung des Tensorprodukts

V hat Gewichte in N, somit auch V®*. Hochstgewichte o = (s, .., ) von
V& erfiillen also ay > 0 sowie deg(a) = >, = k. Jedes solche dominante
Gewicht ist eine Summe von Hochstgewichte oo(A™ (V) mit k = > k,. ObdA
ki > ko > ---ky > 0. Mit dieser zusitzlichen Annahme ist &k eindeutig durch o
bestimmt!

Aus Lemma 19 folgt, dass die irreduzible Hochstgewicht-Darstellung W («)

®Aky (V) C ®V®ku _ V@k

v

als Summand vorkommt W (a) — &, A% (V). Es folgt

in

Lemma 25. Die Darstellung von GI(V) x S}, auf V®F zerfiillt in Summanden

ver = B (W(a) X aa) ,

«

mit irreduziblen Hochstgewichtdarstellungen W (o) und Darstellungen o, der
Gruppe Sy, auf denen GI(V') trivial operiert. Die Summe durchliiuft alle Gewich-
te o mit deg(a) = k und oy > oy > ... > ay > 0. Insbesondere kommt W ()
mit der Vielfachheit dim(o,) vor.

Beweis: Die Operation von Sy, ist GI(V')-linear, respektiert also den Unterraum
(VERIN = @, (V)N und dessen Gewichtszerlegung. Dies definiert die Darstel-
lungen o, : S, — GI(V®")Y). Die Behauptung folgt dann unmittelbar.
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Bemerkung: Im Fall N = dim(V) > kist a* = (ki, ko, -+, ky) wieder ein
dominantes Hochstgewicht. a* nennen wir das zu o duale Hochstgewicht.

Beispiel: (k,0,..,0)* = (1,1,1,--- ,1,0,---,0) mit k Einsern. Man sieht an dem
Beispiel die Bedeutung der Forderung k£ < N.

Achtung: o* ist aber nicht das Hochstgewicht der dualen Darstellung von W ().

Es gilt (a*)* = a. Sind «, 3 beide dominant (mit dim/(V') > maz(deg(«), deg(3))),
dann gilt @ 5 f <= (" < o* (benutze Lemma 51). Dies gilt auch fiir die lexi-
kographische Ordnung < anstelle von <.

Bemerkung: Fiir £ < 5 stimmt die lexikographische Ordnung auf den Hochstgewichten
mit der Ordnung < iiberein. Fiir £ > 6 ist dies nicht mehr der Fall. Dann ist <
dann im Gegensatz zur lexikographischen Ordnung < keine totale Ordnung mehr.
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(6,0)

(3,1,1,1)

(1,1,1,1,1)

Das Diagram zeigt den Ordnungsverband der Relation <.
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3.8 *Die symmetrische Gruppe

Wir skizzieren folgende wohlbekannte Aussage iiber die Darstellungen der sym-
metrischen Gruppe

Satz 3. (Frobenius 1903) Jede Darstellung der symmetrischen Gruppe G = S,
iiber C zerfillt in eine direkte Summe von irreduziblen Darstellungen. Es gibt eine
Parametrisierung der irreduziblen Darstellungen o, durch absteigend geordnete
Fartitionen o = (v, ..., o) der Zahl r, d.h.

o> g > >, >0 mit Zozyzr

so dass fiir

Ga = Say X Say X -+ XS, C 85,

gilt
e Teila): Homg,(1,0,) = C

e Teilb): Homg,(1,05) =0 fiir § < « (lexikographische Ordnung).

Beweis: Hat man irreduzible Darstellungen o, mit den Eigenschaften a) und b)
gefunden, folgt sofort o, = 03 <= a = [ (denn fiir & # [ gilt bzgl. der
lexikographischen Ordnung 5 < « oder a < [3).

Die Zahl der geordneten Partitionen « von r ist die Klassenzahl der Gruppe S,
(Zahl der Konjugationsklassen =Zykeltypen der Gruppe .S,.). Die Zahl der Klassen
irreduzibler Darstellungen einer endlichen Gruppe ist immer (kleiner) gleich der
Klassenzahl der Gruppe G (siehe unten). Somit durchlaufen die o, bereits alle
Klassen irreduzibler Darstellungen von .S,..

[Es gibt hochstens so viele Klassen irreduzibler Darstellungen m wie Konjuga-
tionsklassen, denn fiir endlich dimensionale komplexe Darstellungen endlicher
Gruppen G ist x(g) = Tr(m(g)) eine konjugationsinvariante Funktion auf G fiir
die gilt

Orthogonalititsrelation: [, X«(9)Xxdg = [, Xror(9)dg = dimHomg(m, ).
Hierbei sei [, = ﬁ > gea]

Die vollstindige Reduzibilitdt von endlich dimensionalen komplexen Darstellun-
gen einer endlichen Gruppe GG — also das Zerfallen in eine direkte Summe irredu-
zibler Darstellungen — zeigt man mit Hilfe von G-invarianten definiten Bilinear-
formen. Diese verschafft man sich durch eine Mittelung iiber G.
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Konstruktion von g,,: Sei a* die zu « duale Partition (siehe Paragraph 3.4). Wir
betrachten die induzierte Darstellung

Ia)={f:G—=C| f(hg) =cq..(h)f(g) firalle h € Gy} .

Auf dem C-Vektorraum I (o) operiert die Gruppe durch Rechtstranslation®. Hier-
bei sei fiir o = (ky, ..., ky)

EGe = Eky X oo X Epy @ Sy X oo+ X Sy — {£1}.

Fakt (kombinatorischer Hilfssatz [10] Seite 98 unten): Sei 3 < o und G - sG g €i-
ne Doppelnebenklasse in S,. Dann ist mit Ausnahme einer einzigen Doppelne-
benklasse G+s,G,, (insbesondere also im Fall § < «) die Einschrankung des
Charakters o+ auf die Untergruppe G- N sGgs™ ' C G- nichttrivial. Dagegen
gilt G, N sGyrs™! = {1} im Fall s = s,,.

Daraus folgt sofort
dim Homg,(1,1(a)) = 0p,a

fir alle 3 < «. Insbesondere ist der Fixraum /(o) C I(a) von G, ein
eindimensionaler Unterraum.

Definition: |0, := G-Aufspann in I(«) von I (a)% |

0, 1st irreduzibel! Und nach Konstruktion erfiillt o, die Eigenschaften a) und b)
des Satzes von Frobenius.

Beweis: 0, = m @, impliziert aus Dimensionsgriinden wiG ® = () obdA fiir: = 2.
Da 7; von (;)% erzeugt wird, folgt dann 75 = 0.

'Eine irreduzible Darstellung 7 kommt genau dann in I(«) als Summand vor, wenn gilt
Homg,.(m,eq,.) # 0. Beachte, f — f(1) ist nichttrivial auf 7.
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3.9 “Der Satz von Weyl

Behauptung: Mit den Bezeichnungen von Lemma 25 sei
W) K7 C W(a)Xo,
ein GI(V) x S,-Unterraum. Dann gilt 7 = o,,.

Beweis: Sei v, € W (o)X Hochstgewichtsvektor. Dann gibt es eine Permutation
o € S, und eine Konstante ¢ # 0 mit

o(Vy) =c (1@ ®e)@(e @ Rey) -
+ anders angeordnete Terme .

Hierbei tritt e; genau a; mal auf. Somit hat
0(ve) € W(a) K7
unter der GI(V') x G,-linearen Symmetrisierung
Ve - SM(V)@ S (V)® -5 (V)

ein nichttriviales Bild! Hierbei operiert G, C S, auf der rechten Seite trivial.
Es folgt Homg, (m,1) # 0. Ist 1 = o4 irreduzibel, folgt dim Homg, (1,m) =
dim Homg, (m,1) # 0 aus der vollstindigen Reduzibilitit. Wegen Satz 3 Teil b)
gilt also

8> a.

Wegen Satz 3 Teil a) ist dann V() ein Summand von S (V) ® --- ® S% (V).
Aus Lemma 23 folgt, zumindestens im Fall N = dim (V') > r,

a>f.

Somit o = 3.

Verschirfung: Das Bild von (e1®- - -®e1)®@(e2®- - -®e2)®- - - unter der Projektion
Ve — W(a) Ko, ist ein S,-‘zyklischer’ Vektor. Also ist o, multiplizitéitenfrei.
Es folgt

Oo =T
Damit ist den Satz von Weyl unter der Annahme dim (V') > r gezeigt. Der all-

gemeine Fall folgt daraus aber sofort mit der Technik der Dimensionsreduktion
(siehe §3.10). Man erhilt daher ganz allgemein
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Satz 4. (Weyl) |VE =P W () Xo,|

Die Summe durchlduft alle « = (a, ..., ) mit a; > ag > -+ > «, > 0 und
> ay, = r, d.h. alle irreduziblen Darstellungen o, der symmetrischen Gruppe .S,
Per Definition sei hierbei W (a) = 0, falls a kein dominantes Gewicht von GI(V')
definiert, d.h. falls gilt a1 > 0. Daher die

Konvention: Eine irreduzible Darstellung zum ‘Hochstgewicht’(ay, .., cv.) mit ay; >
0 fiir # > N sei per Definition die Nulldarstellung.

Bemerkung zu 0,,: Nach Paragraph 3.6 besitzt im Fall N = dim(V) > r jedes
Hochstgewicht « (im Satz von Weyl) ein duales Hochstgewicht o*. Die Konstruk-
tion von Paragraph 3.6 zeigt ausserdem fiir 7 = o,

Homg, . (m,eq+) # 0.

Hierbei ist e, das Produkt der Signumcharaktere.

Tatsdchlich ist m = o, bis auf Isomorphie die einzige irreduzible Darstellung von
S, mit dieser Eigenschaft und der zusitzlichen Eigenschaft

‘Homga(l,ﬂ) # O‘.

Dies folgt aus der Definition von o, in §3.8.

Korollar 6. Es gilt 0, = 0, ® £¢ fiir den Signumcharakter ¢ von S,..

Beispiel: Die eindimensionalen Darstellungen der Gruppe S, liefern die ausge-
zeichneten Summanden S” (V') X 1 beziehungsweise A"(V) K e.

Bemerkung: Sei dim(V') > N.Dann ist « das kleinste in S (V) @ ... ® S*N (V)
vorkommen Hochstgewicht, und es hat Multiplizitét 1. Analog ist « das grosste in
A1 (V) ® ... @ A°N (V) vorkommende Hochstgewicht (wieder mit Multiplizitéit
1. Also ist V' («) der einzige gemeinsame Konstituent von S (V) ® ... @ S*N (V)
und A1(V) @ ... ® AN (V).

Bemerkung: Die Multiplizitit m(v; o, 5) von V() in V(a) ® V() ist gleich der
Multiplizitit der Darstellung 0, X 05 in 0 [Sgeg(a) X Saeq(s) Wegen dem Satz von
Weyl. Aus Korollar 6 folgt fiir N >> 0

Korollar 7. |m(v; a, 8) = m(y*, a*, 5%) |

Aufgabe: Gebe eine kombinatorische Beschreibung fiir m(v; a, 3).
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3.10 *Dimensionswechsel

Seii: V' < V der von den ersten M < N Basisvektoren ey, .., e;; aufgespannte
Unterraum. Sei 7 : V' — V' die Projektion

m(x', . x
Die Abbildungen ¢ und 7 sind Py;-linear fiir

Puy={(53) 2 Qu={(§3)}

(Blockdreiecksmatrizen in GI(V') mit A € GI(V")). Die Gruppe P, operiert auf
V" iiber der Projektion Py — GI(V') = Py /Q . Die Restriktion

res =T(i)* : T*(V*) — T*((V')")

auf den Unterraum V" ist Py;-linear. Wegen 7w o i = idy gilt T'(i)* o T'(7)* = id.
Insbesondere ist 7°(7)* surjektiv und 7'(7)* ist injektiv.

Lemma 26. Sei M < N und W («) eine Hichstgewichtdarstellung von GL(V).
Dann gilt W ()9 = 0, ausser im Fall o = (apy, 0, .., 0) mit apr = (.., ).
In diesem Fall ist W @™ = 0 eine irreduzible Darstellung der Gruppe GI(V') zum
Hochstgewicht oy beziiglich der Gruppe GI(V') C Py C GI(V).

Beweis: Offensichtlich (W (a)@)Y = (W (a)™) V) C (W(a)V) = R - w,.
Somit ist (W (a)?)Y" = 0 und W(a)® = 0, falls (apr41,..,an) # 0; und
(W(a)@)N' =R - w, und damit W ()9 = W (ayy), falls o = (ay, 0, .., 0).

Lemma 27. Es gibt einen Isomorphismus | T (V*)QM =T ((V’ )*)

(@)
TH(V)@u ~ TH((V')")
D —
T(m)*

68



Beweis: Das Bild von 7'(7)* besteht aus den Tensoren, welche nur von v; € V
mod Kern(7) abhingen, somit () /-invariant sind. Zu zeigen ist, dass dies genau
die @) )/-invarianten Tensoren sind. Dazu sei obdA M = N — 1, d.h. Kern(n) =
R - vy. Sei T Qys-invariant. Wir schreiben v; = v, + A; - vy und entwickeln
T(v1,..,vr) = > ; Ti(M, .., Ag; 0], .., v,). Die T; sind Polynome vom Grad i in
A1, .., Ag. Ersetzt man ey durch A - ey (eine Substitution in (),;), reskaliert sich
T; zu \'T}. Die Q ys-Invarianz impliziert also 7; = 0 fiir ¢ > 0. Somit hiingt 7" nur
von 7(vy), .7 (vy) ab.

Beispiel: Fiir V = RY auf V/ = RY~1 gilt P*(V) = @, P"(V'). Daraus folgt

dim(S*(V*)) = ("*F7!) durch Induktion in Analogie zu dim(A*(V*)) = ().
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3.11 “*Tensorideale

In der Tensoralgebra 7'(V') hat man die beidseitigen Ideale
To(V) = @ W(e)Ro,
a,as>0

denn nach Lemma 19 enthilt das Tensorprodukt der Darstellungen W (3) @ W («)
nur irreduzible Summanden mit Hochstgewichten v der Gestalt v = a+ x, wobei
X = (n1,...,ny) eines der Gewichte von W ([3) ist. Wegen n; > 0 folgt die
Idealeigenschatft.

Sei T<4(V') die direkte Summe aller W (a) X o, fiir alle Hochstgewichte v mit
Qg1 =+ :aN:().Esgilt

T(V)=T<s(V)®Tss1(V) .
Wir bemerken (hier ohne Beweis)
T<s(V) @ T<(V) C Tesue(V) -

In der Tat zeigt der Satz von Weyl zusammen mit Lemma 23 die Aussage 7*(V') C
T<s(V) <= T*(V)n (S’(V))®S # 0. Man benutzt dann Lemma 23.

T<s(V') kann als Vektorraum mit der Quotientenalgebra 7'(V') /1.1 (V) identifi-
ziert werden. Wir zeigen im néchsten Abschnitt, dass 7'(V') /T>(V') zur kommu-
tativen Polynomalgebra auf V* isomorph ist. Der Ring 7'(V') /T-3(V) besitzt das
beidseitige Ideal [y = T55(V')/T>5(V). Die Unterrdume

Ih21I, 21, D ...
fiir

I, = EB W(a)X o,

az>v,a3=0

definieren eine absteigende Kette von Idealen in 7'(V') /T5(V'). Man sieht leicht

]v'],u g]u—hu‘

70



3.12 *Appendix (Kovariante Ableitungen)

Sei (M, g) eine metrisierte Mannigfaltigkeit. Der Levi-Civita Zusammenhang V
auf der Tensoralgebra T'(M) von M definiert eine Ableitung

V: THM) - T(M)®THM) .

V induziert Derivationen Vx (73 ® Ty) = Vx(11) @ To + T1 ® Vx(13) und
vertauscht mit den Permutationen aus Sy, welche auf T%( M) operieren. D.h. fiir
o € Sy gibt es ein kommutatives Diagramm

TH(M) Vo T(M) @ TH(M)
o idT(M)Xa
T*(M) Vo T(M) @ T*(M)

Nach dem Satz von Hermann Weyl zerfillt die Tensoralgebra

™M) = @ T(M)Ro, .
deg(a)=k

Die Komponenten 7*(M) = Homg, (04,17 (M)) sind die isotypischen Kompo-
nenten der Operation von S.

Da V mit S, vertauscht, respektiert der Zusammenhang die Zerlegung und defi-
niert Zusammenhénge

Ve To(M) — T(M)® T*(M)].

Es gilt V = @, V. Wir schreiben oft wieder V* = V. Die Ideale 7%, (/) von
T (M) sowie die Ideale I, (M) von T'(M)/T>5(M) werden von V respektiert.
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Kapitel 4

Formale Normalkoordinaten
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4.1 Vorbemerkungen

In diesem kurzen Kapitel werden fiir eine lokal gegebene Metrik ausgezeichnete
Koordinatensystem betrachtet, in welchen die Metrik besonders einfache Gestalt
besitzt. In der Tat handelt es sich dabei nur um infinitesimale Koordinatentrans-
formationen, weshalb wir von formalen Koordinaten sprechen. Die Schlussweisen
sind rein algebraisch und entsprechen dem urspriinglichen Ansatz von Riemann.

Im nichsten Kapitel werden wir auf eine unabhéngige globale Weise die selben
Koordinaten konstruieren mit Hilfe von Geoditen. Dass man zwei verschiedene
Charakterisierung dieser sogenannten Normalkoordinaten besitzt, eine algebai-
sche und eine geometrische, ist bemerkenswert.
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4.2 Koordinatentransformationen

Wir betrachten eine formale Metrik g(z) im Nullpunkt des Vektorraums RY, d.h.
eine formale Taylorentwicklung

g(z) = g(0) + gV (@) +.. € S*(V) e PPRY),

deren r-ter Taylorkoeffizient ¢(")(z) ein homogenes Polynom vom Grad r mit
Werten in den symmetrischen N x N-Matrizen ist. Hierbei sei V = T = (RV)*,
Wir nehmen an ¢(0) sei invertierbar, aber nicht notwendig definit.

Ein Koordinatensystem heisst formales Normalkoordinatensystem der formalen
Metrik g um Null, wenn gilt

N .
> i1 ¥ gji(a) = x|

Hierbei sei x; = Zjvzl 27 g;i(0). Aquivalent ist ) x7 g](.f) (r) = 0 fiir alle r > 1.

Satz 5. Fiir jede Metrik gibt es ein formales' Normalkoordinatensystem. Dieses
ist eindeutig bestimmt bis auf eine lineare Koordinatentransformation.

Folgerung 1. Bleibt g(0) invertierbar, dann ist die Einschrdnkung von g auf einen
linearen Teilraum eines Normalkoordinatensystems wieder ein Normalkoordina-
tensystem.

Die im Zusatz formulierte Bedingung schrinkt im Fall kleiner Dimensionen die
Gestalt von g(z) stark ein:

Der Fall N = 1: Normalkoordinatenbedingung <= ¢g(x) = ¢(0).

Der Fall N = 2: Die Normalkoordinatenbedingung im Fall g(0) = 1 ist dquivalent
zur Existenz einer formalen Funktion 7n(z) (eine nicht notwendig konvergente
Taylorreihe) mit

o) = 1tn(a) (2] )

—X1T2

'Fiir eine glatte Version benutze geoditische Normalkoordinaten. Siche §5.6
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Der Pullback von g(x) auf eindimensionale resp. zweidimensionale lineare Teilrdume
hat daher die angegebene Gestalt.

Beispiel: Wir illustrieren den Einfluss der Metrik in Normalkoordinaten auf die
Winkel. Sei etwa im Punkt () = (¢, 0) auf der x-Achse £ = (u, v) ein Tangential-
vektor.

Sei o der Winkel zur x-Achse beziiglich der Metrik g(; o) und sei alternativ ag; der
entsprechende euklidsche Winkel fiir die Standardmetrik g;; = 1 im Punkt Q).

Dann gilt

t2 - (u? +v° + n(Q)t*v?)
(tu)?

tan®(a) = cos(a) 2 —1 =

—1=(v/u)* (1+n(Q)t)

modulo O(#%) und tan?(ag) = (v/u)?. Also tan(a) = tan(ag) - /1 + 7(Q) - 2
mod O(t?). Dies gibt fiir ay; € (—7/2, 7/2) und kleine ¢ durch Taylorentwicklung
des Tangens die asymptotische Winkelmodifikation

@ = ag + 1-sin(2agy) - n(0) -2 + O(t%)|.

Der allgemeine Fall (findet sich so bei Riemann in kryptischer Form):

g(x) = g(0) + niju(x)(x'de? — 2’ dz") ® (z¥da’ — 2'da®)

fiir 7,1, alternierend in (ij), (k/) und symmetrisch unter (i%)(j!). Hierbei bezeich-
ne do® ® da’ = %(dx“ ® dx® + dz® ® do®) das symmetrische Tensorprodukt.

Fiir N = 2 bleibt im Prinzip nur der Koeffizient n(z) = 11912()

g(x) = 1 + n(z,y) - (vdy — ydr) @ (vdy — ydz) .
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4.3 Beweis von Satz 5

Wir fixieren g(0). Sei R"*(V) C S*(V) @ P"(RY) der Raum aller g () mit

2igl")

i (2) = 0. Gegeben seien Normalkoordinaten der Ordnung r — 1 fiir g(x)

g 0)e R2(V) |, v<r—1.

Behauptung: Es gibt einen lokalen Koordinatenwechsel x = ¢(() so, dass die
neuen Koordinaten Normalkoordinaten der Ordnung r sind

g 0)e R2(V) |, v<r.

Koordinatenwechsel: Wir betrachten x = ¢(()

x! ¢! PY¢)

o)\ \P¥o

PY(¢) seinen homogene Polynome vom Grad r + 1 in (%, .., (V). Die Jacobima-
trix J = (J,,,) ist
, opP”
J=id+X , X= (8@(0)) .

Wegen g(¢(¢)) = g(¢) modulo O(¢") gilt ©*(g)(¢) = (J'gJ)(¢) modulo
O(¢"™™1). Also, da X homogen vom Grad r ist,

P (@) = (1+X) - [9(0) + Y- g (0)] - (14 )

v>1
= g"(0) + (X'9(0) +9(0)X) modO(("™).
v>0
¢ (0) kann also um Terme D(¢) vom Grad r abgeéndert werden der Gestalt

5 (5002 + 005 )

(X'9(0) +9(0)X) = e

v
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Setzt man P, = ¢;;(0)P’ nennt die neuen Koordinaten der Einfachheit halber
wieder x anstelle von ¢, wird man auf folgende Abbildung gefiihrt (Einsteinkon-
vention)

V @ PrHRY) > e®P,(x)
S(V)@LRN > ”@e*‘@(ax#P(Haqu())

Hierbei sei e € V die Standardbasis® des Dualraums V' von RY. Umgekehrt hat
man M( e’ ® e* @ g,,(z)) = € @ 2#g,,(x) mit | R"*(V) = Kern(M)|. Man

zeigt leicht®

MOD - dOm - T‘id\/@'pr+l y
fiir die totale Ableitung d

Pr(RY) 5 P)

| O]

V @ PrTLRY) > €’ ® 3% P(2)

und die Abbildung m(e” ® P,(z)) = 2" P,(x).Es gilt E =mod = (r + 2) -id
(BEuleroperator), also (dom)? = (r+2) - (dom). Beachte auch Dod = 2- Hess.

Lemma 28. Fiirr > 1ist D injektiv mit S*>(V)Q@P"(RY) = Bild(D) ® R™*(V).

Existenz und Eindeutigkeit des gesuchten formalen Koordinatenwechsels, also
Satz 5, folgen daraus unmittelbar.

Injektivitit von D. Fiir ¢ = ¢"P, € Kern(D) gilt ¢ = dF fiir F' = —%x“PH.
Somit ist die Hessematrix Hess(F) = 1D(¢) = 0. Also 8, F = const, und aus
Gradgriinden const = 0. Somit 0, F = 0, und analog folgt F' = 0. Dies zeigt
p=dF =0.

Surjektivitit von M. (d o m + r)(dom — 2r — 2) = —2r(r + 1) - id wegen
(dom)? = (r+2) - (dom) zeugt, dass M o D = d o m + r - id invertierbar ist.

2Mit der Identifikation V' = P1(RY) entsprechen die ¢” den Koordinatenfunktionen z. Al-
ternativ e” = dz” bei der Identifikation V' = T*.
SMoD(e"P,) = e”(x"0, P, +2"9,P,) = (r+1)e’ P, +e"x"8, P, = re’ P, +e"9,(z"P,)
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4.4 *Der Raum R"2(V)

Die Gruppe GI(V) operiert auf Tensoren € T'(RY) vermdge (p(g)n)(x) =
n(g'x). Beachte p(g) = (g*)~', wobei g* den Pullback bezeichne. Die Darstellung
p bildet die Unterrdume der Tensoren mit polynomialen Koeffizienten auf sich ab,
und erhélt dabei den homogenen Grad.

Die Abbildungen d und m sowie 6 und S (siehe Abschnitt §4.3) sind G(V')-linear.
Aus mod = (r +2) - id folgt fiir D"*(V) := Kern(m)

Lemma 29. Fiir alle r > 0 ist
174 ® 'PT—H(RN) — dpr+2 (RN) D Dr,l(v)

eine Zerlegung in irreduzible Darstellungen.

Beweis: P""2(RY), und damit auch dP"2(R¥), ist irreduzibel vom Hochstgewicht
(r +2,0,...,0) (Korollar 5). Fir N > 1 und r > 1 ist Kern(m) nicht Null,
denn m(e*(z¥)" — e¥z#(x¥)""!) = 0. Nach Lemma 19 hat V @ P"(R”) nur die
Hochstgewichte (r+ 1,0, ..,0) und (r, 1,0, .., 0) mit Multiplizitdt < 1. Fir N > 1
ist daher Kern(m) = D"(V) irreduzibel vom Hochstgewicht (r, 1,0, ..,0).

S2(V)®P"(RYN) enthilt die Darstellung D(V ®P"+1) mit den irreduziblen Kom-
ponenten vom Hochstgewicht (r 42,0, ..,0) und (r + 1, 1,0, ..0) (Injektivitit von
D in Lemma 28 ). Nach Lemma 19 gibt es hochstens zwei weitere irreduzible
Darstellungen, jeweils vom Hochstgewicht (7, 2,0, ..) resp. (r, 1, 1,0..) mit Mul-
tiplizitdt < 1. Nach Lemma 23 scheidet letztere aus. Daraus folgen

Korollar 8. R™*(V) = Kern(M) ist irreduzibel vom Hochstgewicht (r, 2,0, .., 0).

Lemma 30. Fiir r > 2 hat man folgende Zerlegung in irreduzible Faktoren

S2(V) @ P (RN) = Hesse(P™H2(RN)) @ D(D™1(V)) @ R™*(V)

mit den Hochstgewichten (r + 2,0, ..,0) resp. (r+1,1,0,..,0) resp. (1,2,0, ..,0).

Also dim(R™*(V)) = (5) (M) = N(UH) = 30 = )NV > 0 fiir

r > 2. % Beachte auch R™?(V) = 0 fiir r = 1.

. N2(N?%-1
“*Insbesondere dim(R>2(V)) = %
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Wir bemerken, dass man A*(V') ® P" mit den polynomialen i-Formen 2. vom ho-
mogenen Grad r auf R” identifizieren kann. Fiir die Cartanabbleitung d : Qf;ll —
Qi gilt d o d = 0. Kern und Bild definieren nichttriviale G(V)-invariante Un-
terrdume von . (fiiralle 1 < ¢ < N —1imFall » > 1). Alle Gewichte von A*(V)
haben Dimension 1. Nach Lemma 19 zerfillt daher A*(V)@P"(RY) mit Multipli-
zitidten < 1 und den Hochstgewichten (r + 1,..,1,0,..,0) und (7,1, ..., 1,0, ..,0)
(vom Grad r + 7). Insbesondere also

Lemma 31. A*(V) @ PT(RY) = D LYV @ D™YY(V) mit Hochstgewichten
(r+1,1,0,..) resp. (r,1,1,0,..) der Multiplizitdit 1.

Lemma 32. Fiir r > 2 definiert die Alternierung A = Alt93 eine exakte Sequenz
0—R2(V) @ X — A (V)@ V@S (V) 2= A3(V)® S Y(V) —0
mit X = A*(V) @ S™(V). Also
R (V) = Kern(Alt93) N Kern(Symay. r12) -

Beweis: V @ S™1(V) = S"(V) @ DM (V). Und X = A*(V) ® S"(V)
DY V) @ DALYV sowie A%2(V) @ DY (V) = RMA(V) & D™VY(V) @
mD™ LB (V) mit m < 1 wegen Lemma 19 (i = 2 ist eine Sprungstelle). Ande-
rerseits ist A3(V) @ ST1(V) = DL (V) @ n D™ HLEH (V) mit n < 1. Es geniigt
zu zeigenn # 0imFall N > 4,r > 2bzw N = 4,r > 2. Im Fall N = 4 ist aber
A3 (V) = V* ® det. Fiir r = 2 ist die Ausage klar: A3(V) @ V. — DVLBL(V) st
nicht trivial. Man zeigt nun leicht n = 1 durch Tensorieren mit S™2(V).

Folgerung 2. Es gilt A2(V) @ A?(V) = R?? & D>LH(V) @ AY(V).
Bemerkung: Die zu g(z) inverse formale Metrik g~'(x) ist definiert als formale

Potenzreihe. Beachte ). ;97'(0) = 2’ wegen Y. gi;(0)g7*(0) = ds. Trivial ist
folgendes

Lemma 33. Fiir eine formale Metrik g(x) sind dquivalent: 1) g(z) = (g:;())

erfiillt die Relationen > ¥ gji(x) = w; und 2) Die inverse Matrix g~'(v) =
(g% (x)) erfiillt die dualen Relationen

Z ;9" (x) = a' = Z z;97(0) .
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4.5 *Appendix

Sei dim(V') > 3. Ein Spezialfall von Lemma 32 ist die exakte Sequenz
0— R¥2(V) = A2(V)@ A2(V) 22 B3V eV —0.
Fakt 1: Diese Sequenz bleibt nach Tensorieren mit S” (V') exakt.

Somit ist R%%(V) @ S"(V') der Kern des ersten Bianchioperators B3

B : N2(V) @ A2(V) @ S"(V) — ANB(V)e Ve s (V)].

Fakt 2: Fir A*(V) @ V @ S"(V) = A% @ [S""! @ D™ gilt nach Lemma 29 und
Lemma 19, modulo dem Tensorideal 7% 4(V)

A3 RV ® K" Dr+1,2,1 D Dr+2,1,1 D
D.h. wir ignorieren alle Beitrdge mit Hochstgewichten «, fiir die gilt ay > 0!

Fakt 3: Beachte A2(V) ® A%2(V) @ S™(V) = A%2(V) ® [D™! @ D™H1]. Modulo
dem Ideal 7% 4(V) gilt wegen Lemma 19

A2 ® DTJrl,l o~ Rr+2,2 D Dr+1,2,1 D Dr+2,1,1 D ..

A2 ® Dr,l,l o~ Dr+1,2,1 D Dr,2,2 D .

Fakt4: R**(V)® S™(V) C S3(V) @ S*(V) ® S™(V) enthilt nur Hochstgewichte
a mit ay = 0 ( Lemma 23). Aus Fakt 1 bis 4 folgt

Korollar 9. R?2(V) ® S"(V) = R'+22gq Drtl2l g pr22,

Der letzte Term ist per Definition Null im Fall r = 1.

Wir betrachten nun den zweiten Bianchioperator Bays

By : (V) @ R2(V) @ S7(V) — AX(V)@ A3 (V)® S (V)

80



Fakt 5: A2(V)@ A3(V)@ ST 1(V) 2 A3(V) ® [D™! @ D"~111] ist nach Lemma
19 modulo dem Ideal 7% 4(V') isomorph zu

Dr+1,2,1 D Dr,2,2 D ...

Fakt 6: Die Abbildung Altsss : A2 @ A2(V)@ S™(V) — A2@ A3(V) @ ST=1(V)
ist surjektiv modulo dem Ideal 7% ,(V') der Tensoralgebra. Dazu geniigt, dass dies
vor dem Tensorieren mit dem linken Faltor A%(V') richtig ist fiir Alt193 : D™ &
Db = A2(V)@S"(V) - A3(V)® S 1(V) = D"b @ DmYB richtig ist. Dies
wiederum ist klar, da es sich bei Alt,93 nicht um die Nullabbildung handelt! Also
ist D" der Kern. Da Altsys bis auf einen Faktor die Abbildung B35 induziert,
gilt
KGTTL(B345) = A2 X D7.+1’1 .

Fakt 7: B3 ist nicht identisch Null auf D"+1%1 C A? @ D"*11, Daher folgt aus
Fakt 3 und Korollar 9

Der zweite Bianchioperator
Bsys - (V)@ N2 (V)@ S"(V) — A2(V)@ A (V)e S HV)
hat eingeschrinkt auf R*?(V') ® S”(V) nach Fakt 5 und 6 den Kern R""22(V/).

Korollar 10. | Kern(Ba3) N Kern(Bsys) = RT22(V) |

Beweis von Fakt 7: Der Raum 2% von allen alternierenden i-Formen auf R mit
polynomialen Koeffizienten vom homogenen Grad r ist als GI(V')-Modul iso-
morph zu Q% = AY(V) ® S"(V), zerfillt also in die zwei irreduziblen Teilriume

QL = dQ @ Kern(d)

vom Typ D"tblb resp. D™bLbl mit ¢ resp. 4 + 1 Eintrdgen. In diesem Sinn
berechnen wir die Abbildung von Fakt 7

B12393®dﬁi+1‘—>93®93—>gg®93‘

Aus Bioz(dzt ANdz? @d(x?) T dat) = Biog(det Adz? @ (r+1)(23) dz® Adxt) =
8D . dat Ada? Nda® @ (27)"dx" # 0 folgt Fakt 7. Beachte da' Ada? Ada' @ da?
verschwindet.
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Kapitel 5

Riemannsche Geometrie
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5.1 Einige Konventionen

Riemannsche Mannigfaltigkeiten sind in diesem Kapitel fiir uns stillschweigend,
wenn nicht anders formuliert, zusammenhéngende differenzierbare Mannigfaltig-
keiten. Glatt oder differenzierbar wird dabei immer im C'*°-Sinn verstanden. Die
Metrik im Punkt P auf dem Tangentialraum sei (., .) p mit || X ||% = (X, X) p.

Im nachfolgenden Kapitel sind wir an lokalen Eigenschaften von Riemannschen
Mannigfaltigkeiten interessiert. Einige der Konzepte — etwa die Léange einer Kurve
— sind nur fiir Riemannsche Metriken definiert. Da einige Rechnungen auch im
Fall indefiniter Metriken sinnvoll sind, benutzen wir folgende Konventionen.

Wir fixieren eine Standardmetrik g,; auf dem RY und bezeichnen Punkte mit
r=(z' ..., o) e RV,

Ist die Standardmetrik in diesen Koordinaten durch die Matrix g;; gegeben, dann
setzen wir
€T; = Z gij.fEJ .
J

Mit diesen dualen Koordinaten gilt ||z||2, = g(z, z)s = D, 2;2". Im definiten Fall
nehmen wir obdA immer an g;; = d;; sei die Euklidsche Standardmetrik. Dann ist
natiirlich z; = 2 fiir alle i.
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5.2 Kurvenlange

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, also g definit. Eine Kurve ~ :
la,b] — M ist eine glatte Abbildung mit () # O fiir alle ¢ € [a, b]. Dann ist die

Lénge
b
L(y) = / 14t

definiert. Ist ¥(t) = ~(s(t)) eine Reparametrisierung der Kurve mit der Eigen-
schaft 2 > 0, dann gilt L(5) = L(~) (Substitutionsformel). Fiir stiickweise glatte
Kurven ist die Linge auf die offensichtliche Weise erklart.

Beispiel: Ist (M, g) der Euklidsche Raum mit Standardmetrik und +y eine Gerade,
so ist L(~y) gerade die tibliche Euklidsche Lange.

Fiir zusammenhéngendes M ist

d(z,y) = inf L(v)

~

definiert als das Infimum iiber alle stiickweise glatten ! Kurven v mit v(a) = x
und (b) = y. Wird das Infimum L(v) = d(z,y) von einer Kurve ~ tatséichlich
angenommen, heisst v Minimalkurve. Ziemlich offensichtlich gilt nun

Lemma 34. Die Funktion d(z,y) definiert eine Metrik auf (M, g).

Bemerkung: Sei v eine Kurve in M. Ist f : M — N eine Einbettung mit g =
f*(gn)- Dann gilt fiir die Lange der Kurve f oyin N

L(fov)=L(v).

Ist insbesondere (NN, gy) der euklidsche Raum mit der Standardmetrik, ist die
Linge L(7) berechnet in M also die normale euklidsche Léinge der Kurve + -
aufgefasst als Kurve im euklidschen Raum.

'Es geniigen glatte Kurven. Betrachte 4 (t) = ¢(c~1t)y1 () + (1 — (e~ 1¢))y2(2) fiir glattes
reelles ¢ mit ¢(¢) = 1 fiir t < —¢1 und ¢(t) = 0 fiir ¢ > ¢; um im Punkt ¢ = 0 zwei glatte Kurven
~i(t) glatt zusammenzufiigen. lim._oL(7y%) = L(y1) + L(72).
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Bemerkung: 1L(v)? < (b — a) - E(v) (Schwarzungleichung) fiir die Energie

Y
B() = [ IlPa
b

(E ist global wohldefiniert, aber im Gegensatz zu L abhingig von der Parametri-
sierung von !).

Exponentialabbildung: (siche Korollar 11)
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5.3 Parallel Transport

Sei V ein Zusammenhang auf M und seien X, Y ein Vektorfelder auf M. Man
nennt X parallel entlang Y, wenn gilt Vy X = 0. Man nennt X parallel® entlang
einer glatten Kurve v, wenn gilt

VX =0.

Paralleltransport: Betrachte die Einschriinkungen X*(t) := X*(v(¢)) der Kom-
ponenten X* des Vektorfelds auf die Kurve ~. Diese sind auch global definiert, da
der Pullback v*(7'M) als Vektorbiindel auf [0, 1] global trivialisiert werden kann
(Lemma 11).

Wegen der Kettenregel und der linearen Unabhéngigkeit der Felder 0; ist die Par-
allelitiat von X entlang ~ daher gleichbedeutend mit dem Gleichungssystem

XH() + 2, THO0) () - XI(t) = 0.

Zu gegebener Kurve v und gegebenem Anfangswert
X(0) e Tp(M) , P =~(0)

hat dieses lineare Differentialgleichungssystem eine eindeutige Losung X (¢) im
Intervall [0, 1]. Man nennt den eindeutig durch (V,~, X (0)) bestimmten Endwert

X(1) eTo(M) , Q@=~(1)

den Paralleltransport X (1) = #.X (0) von X (0) entlang v vom Punkt P nach () .

Beachte: Das Konzept des Paralleltransports ldsst sich auf stiickweise glatte Kur-
ven verallgemeinern, und ist offensichtlich ganz allgemein fiir Funktionen (X7)
definiert, welche nur auf der Kurve -y definiert sind — d.h. fiir Schnitte von *(7T'M).

Der Paralleltransport
6:T(M)p—T(M)g

?In Koordinaten ausgeschrieben bedeutet letzteres >, °V;(X) = 0, oder fiir X = > X*0;
genaer 3,47+ 5, 00310 + D5 00)0 ()| - o1 =
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entlang ~ ist durch die Losung X (¢) einer linearen Differentialgleichung mit An-
fangswert X (0) definiert. (Lineare Differentialgleichungen sind bekanntlich im-
mer l6sbar). Daher definiert der Paralleltransport  eine R-lineare Abbildung zwi-
schen den Tangentialriumen. Es gilt sogar

Lemma 35. Der oben definierte Paralleltransport induziert einen metrischen R-
Algebrenhomomorphismus zwischen den Tensoralgebren von (T'(M) p, g(P)) und

(T(M)q,9(Q))-

Beweis: Gilt V;X; = 0,dann auch V., (X; ®X3) = V., X1 Xo+X; 0V, X, = 0.
Ausserdem gilt

(0X(0),0Y(0)), = (X(0),Y(0)), .

Letzteres beweist man indem man Felder auf der Kurve ausdehnt zu Feldern auf
M. Daher gilt

%V((X ), Y () () = Vi (X, V) = (Vs X, V)i + (X, VY ) = 0.

Beachte dabei 47" (F) = (y.(4),v*(dF)) = 470,F = 4"V, F = V4 F wegen
0,F =V, F fiir reellwertige glatte Funktionen F', sowie

Ein Spezialfall: Besonders einfach ist der Fall, wenn der Paralleltransport die Tan-
gentenrichtung erhilt 0(P) = 4(Q). Dies ist der Fall, wenn v eine Geodite
ist (siehe nichster Paragraph). Im 2-dimensionalen Fall legt dann obige Formel
(0(&1),08) 0 = (&1, &) p den Paralleltransport bereits eindeutig fest. Fiir Flichen
im R3, deren Metrik durch Einschrinken entsteht, liefert dies eine intuitiv leicht
zu handhabende Vorstellung vom Paralleltransport entlang einer Geodite.

Da Winkel und Lédngen im Sinne des ambienten dreidimensionalen euklidschen
Raumes erhalten bleiben, und da die Geoditenrichtung erhalten bleibt, ist optisch
sofort zu sehen wie der Paralleltransport funktioniert!
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Beispiel: Auf der 2-Sphére sind die Geoditen die GroBkreise. Man sieht hier be-
reits, wie wesentlich der Paralleltransport vom Weg v abhéngt!

Holonomie: Ist v eine stiickweise glatte geschlossene Kurve von P nach P. Dann
definiert der Paralleltransport entlang  eine orthogonale Transformation

90 = 90("}/) : TMP — TMP .
Im Bild ist dies eine Drehung um 90 Grad.

Ist v glatt, dann beschreibt diese Matrix 6, das Vektorbiindel v*(7'M/) (siche Bei-
spiel 2 in Kapitel 1.20). Ist y eine Geodite, dann wird auch das Normalenbiindel
von 7y dadurch beschrieben.

Die Menge aller 6y(~y) definieren eine Untergruppe der orthogonalen Gruppe, die
sogenannte Holonomiegruppe.

Ubungsaufgabe: Sei RP® = S"/4 der reelle projektive Raum. Sei 7 ein Gros-
skreis auf der Sphére S™ und ), sein Bild in M = RP". Beschreibe das Norma-
lenbiindel von ;.
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5.4 Geoditen

Eine glatte Kurve v in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit heisst Geodite, wenn
das Tangentialfeld +(t) — aufgefasst als Schnitt von v*(7'M ) — parallel zur Kurve
7 ist

Viy=0.

Gleichbedeutend dazu ist das Gleichungssystem

)+ X, THEOW) -4 ()77 () = 0.

Aus dem Existenzsatz fiir Differentialgleichungen folgt fiir die obige Differenti-
algleichung, dass fiir jeden Punkt P € M und jeden Tangentialvektor & € Tp(M)
fiir gentigend kleine Zeiten ¢ eine eindeutige Losung existiert. Diese hingt diffe-
renzierbar vom Richtungungsvektor ¢ ab.

Folgerung 3. Zu jedem Punkt P und jedem Tangentialvektor § € Tp(M) existiert
lokal um P eine Geodite in Richtung von &.

Der Euklidsche Fall: Sind die Christoffelsymbole Null, dann folgt aus der Geodéten
Gleichung die Geradengleichung 7(t) = 0. Fiir Geraden ist natiirlich die Richtung
v ‘parallel’zur Gerade ~y.

Bogenlidnge: Fiir eine Geodite ist per Definition  parallel entlang . Aus Lemma
35 folgt daher, dass

19l = ¢
nicht von ¢ € [a, b] abhingt.

Lingenformel: Fiir die Geodéte ~y : [0,b] — M von P = +(0) nach Q = ~v(t) gilt
dann

L@%=Anw@mw=cw

fiir alle ¢ € [0, b]. Hierbei ist ¢ > 0 bestimmt durch ¢ = ||£]|2,(0) = ||£]|*(0) fiir
¢ = 4(0). Insbesondere gilt fiir die Geodéten von P nach () dann

SL()? = (b —a)-E(y)
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wegen $c%t? =t - (3c%1).

Reskalierung: Ist y(t) eine Geodite durch P zum Richtungsvektor 4(0) = &, dann
ist ¥(t) = y(\ - t) wegen %’y = )\%’y und %:y = )\Qj—;f? wieder eine Losung der
Geodiitengleichung. Es gilt £5(0) = A¢. Also ist 7 die eine Geodite durch P

zum Richtungsvektor 7(0) = \.

Auf Grund der letzten Bemerkung kann man durch Reskalierung mittels eines
Kompakheitsschlusses obdA annehmen, dass die Geoditengleichung fiir alle Zei-
ten ¢ € [0, 1] eine Losung besitzt, wenn man die Anfangswerte £ = /(0) aus einer
geniigend kleinen Kugel B(0) C Tp(M) wihlt.

Fiir £ € B(0) sei v¢(t) die eindeutig bestimmte Geodite durch P mit Anfangsge-
schwindigkeit . Dann ist die Abbildung

exp: B(0)2¢& — v(l)e M

definiert. Diese Abbildung nennt man die Exponentialabbildung exp = expp im
Punkt P

Tp(M)

erp

B(0)—— M

Aus der Reskalierungseigenschaft folgt die fundamentale Formel

exp(t§) =~(t) . §(0) =¢].

Die Exponentialabbildung expp bildet also die Geraden & - ¢ durch O auf die
Geoditen y(t) = v¢(t) in M durch den Punkt P = expp(0) ab.

Korollar 11. Unter der Exponentialabbildung werden die Geraden durch Null
auf die Geodciten durch P = expp(0) abgebildet.
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5.5 Geoditische Normalkoordinaten

Da die Losung der Geoditengleichung differenzierbar von den Anfangsparame-
tern £ = (0) abhingt, ist die Exponentialabbildung expp (&) = 7¢(1)

expp : B(0) - M
eine glatte Funktion. Thre Jacobimatrix im Nullpunkt ist
J(expp,0) =1id.

Beweis: Sei A\¢(t) = & - t. Wegen der allgemein giiltigen Formel J(F,0)¢ =
L(F o X¢)(t)]1—o folgt die Behauptung aus expp o ¢ = exp(&t) = ¢(t). Also
J(el’pp, 0)5 = 6

Aus dem Satz von der Umkehrfunktion folgt daher

Theorem 2. Zu jedem Punkt P € M gibt es eine offene Kugel B(0) C Tp(M)
um Null, auf der die Exponentialabbildung definiert ist und einen lokalen Diffeo-

morphismus
exp : B(0) — exp(B(0)) C M

induziert. Die zugehorige Kartenabbildung um P ist eindeutig durch die Metrik
g(x) und den Punkt P bestimmt.

Definition: Zugehorige lineare Euklidschen Koordinaten !, .., 2" des Vektor-
raums RY 2 B(0), fiir die

g (0> = st
gilt, nennt man (geoditische) Normalkoordinaten. Diese sind eindeutig bis auf
eine lineare orthogonale Transformation zur Form ¢(0). Im Riemannschen Fall
setzt man ausserdem ¢(0) = 1.

Injektivitdtsradius: Sei P € M ein Punkt. Der maximale Euklidsche Radius
i = pp, fiir den die Exponentialabbildung bei P definiert ist und einen injek-
tiven Diffeomorphismus von B,.(0) (die offene Kugel vom Euklidschen Radius )
auf sein Bild in M definiert, heisst Injektivititsradius bei P.

Der regulire Stern U: Eine Teilmenge von RY heisse sternférmig, wenn sie offen
ist, und mit jedem Punkt () auch die Verbindungsgerade zum Nullpunkt enthilt.
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Wir betrachten nun allgemeiner anstatt einer offenen Kugel eine maximale Teil-
menge V von RY, auf der expp definiert ist. Der Pullback der Metrik und des
Zusammenhangs von M auf diese offene Teilmenge, welche wir manchmal mit
§(z) resp V, im folgenden der Einfachheit halber auch mit g = g(z) resp. V etc.
bezeichnen werden, ist im allgemeinen nur eine Pseudometrik. Sei U die maxima-
le sternformige Teilmenge von V', auf der Pullback der Metrik wieder eine Metrik
ist, d.h. det(g(z)) # 0 erfiillt. Wir nennen U den reguléren Stern. Es ist klar nach
dem Satz von der Umkehrfunktion, dass

expp: U— M
eine unverzweigte Uberlagerung definiert.

Fiir alle € U hat die Pullbackmetrik ¢g(x) und ihr Levi-Civita Zusammenhang
V (der Pullback des Levi-Civita Zusammenhangs von M) folgenden bemerkens-
werten Eigenschaften

1.Bemerkung: In Normalkoordinaten sind die Geodéten () durch 0 wirkliche
Geraden! Somit gilt in diesen Koordinaten d?/dt?v(t) = 0. Aus der Geoditen
Gleichung folgt daher fiiralle x € U und alle k = 1,.., N

inazj Th(z) = 0.
Y]

2.Bemerkung: Auf U gilt ausserdem
Zazixj - gij(x) = lex’ :
irj i

Beweis: Fiir die Geoddte v(t) = xt in U wissen wir bereits, dass Hﬁ(t)”i(t)
unabhingig von ¢ ist! Wegen 4(t) = 2'0; und [[Y()[2,, = ('0;,20i),) =
;22! gij(wt) folgt die Behauptung durch die Substitutionen t = 0 und ¢ = 1.

3.Bemerkung: Setzt man x' = £' - ¢ in Bemerkung 1, so folgt nach Division von

t* im Limes ¢ — 0 fiir alle £ die Bedingung ~, T'};(0)¢°¢7 = 0. Dies gilt fiir alle
&. Wegen der Symmetrie in ¢ und j (Torsionsfreiheit) folgt daher FZ(O) = 0.
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5.6 Der Euleroperator

Im Euklidschen Raum definiert das radiale Eulerfeld

den sogenannten Euleroperator. Fiir eine glatte Funktion f mit f(0) = 0 auf einer
um 0 sternférmigen Menge U gilt 3

E(f)=0<= f=0.

Weiterhin ist £(f) genau dann ein Polynom vom Grad r, wenn f ein Polynom
vom Grad r ist. Fiir homogene Polynomen P in z vom Grad r gilt F(P) =r - P.
Ist umgekehrt £(f) = P ein homogenes Polynom vom Grad r > 0, dann gilt
E(f — tP)=0,also f = L P. Insbesondere

E(f) ist linear <= f ist linear .
Normalkoordinaten: Sei U C R der regulire Stern im Euklidischen Raum ver-
sehen mit der Pullback Metrik g von M unter der Exponentialabbildung expp,

und sei V der zugehorige Zusammenhang mit den Christoffelsymbolen Ffj Dann
ist die Kontraktion von V mit dem Euler Vektorfeld £ der Differentialoperator

Wir behaupten dann
L. Linearitit: V(F) = F auf U C RY.

Beweis: Aus 3 2’/ - 3, I} (z) = 0 (s. voriger Paragraph 5.5) folgt V5 (E) =

IL. Lingenformel: Auf U gilt (E, E), =Y, x;2".

Zur Erinnerung: x; = ), 27 g;;(0). Im Euklidschen Fall gilt also z; = z".

3Aus E(f) = 0 folgt fiir F'(¢) = f(ut) die Gleichung tF(t) = 0 aus der Kettenregel. Also ist
F'(t) konstant und wegen f(0) = 0 daher F'({) =0 und f = 0.
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Beweis: Dies folgt aus (E, E), = ). 2’2/ (0;,0;)(x) = 3 x;a". Letzteres nach
Bemerkung 2 von Paragraph 5.5.

II1. Basisformel*: Auf U gilt die Beziehung
<E7 8z>z = Ty,
das heisst wegen (E,0;), = (32 270;,0;). = 3 ; @ gji(x) also

>0 gji(w) = 2.

Beweis: Es gentigt, dass (£, 0;) = > 27 g;i() linear in x ist (benutze Taylorent-
wicklung in 0). Da der Levi-Civita Zusammenhang V metrisch ist, gilt daher

E(E,0;) = (VE(E),0;) + (E,VE(0)) -

Wegen der Torsionsfreiheit von V gilt T'(E,9;) = 0, d.h. Vg(9;)) = V,;(E) +
[E,0;]. Also Vg(0;) = V;(F) — ;. Setzt man dies in obige Gleichung ein, und
beriicksichtigt Vg (F) = E (Linearitét I), so erhélt man

E(E,0) = (B,0) + ((B.Vi(E)) ~ (E,) )

= (B, V() = 500(E, B)

1 .
J

Die letzte Zeile folgt aus der bereits bewiesen Langenformel II. Da F(E, 0;) linear
ist, ist daher auch (£, 0;) linear und dann gleich x;.

Korollar 12. Geoddtische Normalkoordinaten sind formale Normalkoordinaten.

Wir zeigen im nédchsten Abschnitt, dass in Koordinaten in denen die Basisformel
gilt, alle Geraden duch Null Minimalkurven sind. Da Minimalkurven Geodéten
sind (Korollar 15), folgt bereits aus der Giiltigkeit der Basisformel, dass die zu-
gehorigen Koordinaten geoditische Normalkoordinaten sind.

#Nach Appendix 13.1 gilt dies fiir die Pullback Pseudometrik sogar auf jeder um Null
sternféormigen offenen Menge, auf der expp definiert ist.
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5.7 Die Liange in Polarkoordinaten

Im Euklidschen Raum R” mit der Standardmetrik g, definiert Ableitung in ¢ = 0
des geoditischen Radialflusses ;(z) = e'z das Eulerfeld E.

Im definiten Fall sei ¢,(x) die orthogonale Drehung der 4, j-Ebene z — eV=lty

fir z € Re; + Re; = C. Die Ableitung in ¢ = 0 definiert ein Vektorfeld R;; =
x;0; — ;0; (Drehfeld). Ganz allgemein (nicht nur im definiten Fall) ist R;; ein
Vektorfeld der Drehgruppe® zur Metrik g,; = ¢(0). Klar ist

Lemma 36. Fiir jeden Punkt x # 0 in RY wird der Tangentialraum T,(R")
augespannt von den Vektorfeldern E und R;; im Punkt x.

Sei v : [0,1] — U eine (stiickweise) glatte Kurve im reguldren Stern U. Wir
nehmen an

70)=0 , 1(1)=Q.
Die radiale Projektion von  in Richtung des Vektors () sei
() = [ls() - Q.

SRij(Zaﬁ g(yﬁ(O)Ial‘ﬁ) = ZB(QITQJgIﬁ — 2xjg7ﬁxﬁ) = 2(1‘ZIJ — xjxi) = 0
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Offensichtlich hat v, die selben Anfangspunkt und Endpunkt wie v, liegt aber
nicht notwendiger Weise in U (U ist nicht notwendig unter radialer Projektion
abgeschlossen).

Tangentialzerlegung: Fiir einen Kurvenpunkt 2z = ~(t) zerlegt sich die Tangente
7(t) = At) - E(x) + R(z)

in einen radialen Term A(¢) - E(z) und einen Drehterm R(z) (Lemma 36). D.h.
R(x) ist im Aufspann der Felder R;;(z). Die Tangente von ~; zur Zeit ¢ im Punkt
x1 = 71(t) bestimmt sich durch den selben Koeffizient \(¢):

() = At) - E(x1) -
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Lemma 37. (Gausslemma) Fiir v = (2!, .., 2"V) im reguliiren Stern U gilt

o IBIZ = Xio'wi = |IEIIS

st,x

e (E,Rij)x =0 = (E, Rij)a

Bemerkung: Setzt man y;(v) := ) 27g;;(x), so erweist sich das Gauss Lemma
als dquivalent zur bereits bewiesenen Basisformel y;(x) = x; (Paragraph 5.6).

Beweis: Alle (E, 2,0, — 2,;0;), = 2" g, (2)x; — 2" gui(v)x; = y;(v)x; — yi(z)x;
sind Null genau dann, wenn y;(x) = p(z) - x;. Also | E||2 = 227 g;;(x) = 'y (x)
ist gleich x'x; genau dann, wenn gilt p(z) = 1. Das heisst y;(x) = ;.

Folgerung: Auf U gilt (E,R) = (E,R)s = 0.
Deshalb ist die Zerlegung ¥(t) = A(t)E + R im Punkt z = () orthogonal
Iz = A*(0) - I EIIZ + IR

also® [|[Y]12 > N*(t) - [|1E|IZ = A*(t) - | Ell2, = 51117, (beachte ||lz]|s = [lz1]|s0),
und damit
15112 > 1912, -

Durch Integration iiber ¢ fiir z = (t) resp. 1 = v, (t) folgt

L(’Y) > L(’Yl) ; L(/yl) = dst(Q? 0)

L(y) = L(y1) <= v = 71|, denn Gleichheit gilt genau dann, wenn der Dreh-

term R(x) = 0 fir alle Punkte = der Kurve 7 verschwindet. Dies bedeutet
F(t) = MO E(y(t) = f(t) - 0.. Also gilt y(t) = F(t)Q fiir eine reellwertige
Funktion F'. Zerlege nun [a, b] in Abschnitte [¢;,t;,1], in denen ' monoton wach-
send oder fallend ist oder konstant Null. Durch ‘Weglassen’ geeigneter Abschnitte
konstruiert man eine stiickweise glatte ‘monotone}’Kurve. Dadurch verkleinert
sich die Linge hochstens. Durch eine Reparametrisierung auf den Teilstiicken
erhilt man - ohne die Langen zu verdndern - eine lineare Kurve 7 (¢) von 0 nach
@), welche 1) in U liegt und 2) die Gleichung ||Q||s: = L(vg) < L(m) < L(7)
erfiillt.

®Dieses Argument funktioniert auch noch fiir zeitartige Wege im Fall von Lorentzmetriken
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Folgerung: Sei P € M und r = pp der Injektivititsradius bei P. Sei ) €
exp(B,(0)), P = exp(0) und r der Euklidsche Radius von B,.(0). Eine Kurve ~y
in M von P nach @), welche die Karte exp(B,.(0)) verlisst, hat Lange L(~y) > r.

Korollar 13. Sei () ein Punkt einer maximalen geodditischen Normalkarteumge-
bung exp(B,(0)) um P fiir r = pp. Dann gilt fiir jede stiickweise glatte Kurve ~y
in M von P nach ()

Gleichheit — d.h. -y ist eine Minimalkurve — gilt genau dann, wenn -y innerhalb
von B,.(0) liegt und (bis auf monotone stiickweise glatte Reparametrisierung) eine
Geoddte von P nach () ist.

Beweis: Wegen der letzten Folgerung ist jede Minimalkurve von P = exp(0) nach
Q in exp(B,(0)) enthalten. Fiir Kurven in expp(B,(0)) wurde die behauptete
Ungleichung ja bereits gezeigt.

Anders formuliert liefert das letzte Korollar

Satz 6. Sei ;1 = pp der Injektivititsradius bei P. Fiir r < p sei

B.(P)={Q € M |d(Q,P) < r}
die offene metrische Kugel in M um P. Dann gilt:

1) Die Exponentialabbildung definiert fiir alle r < pup einen Diffeomorphismus
zwischen der offenen Euklidschen und der offenen metrischen Kugel

exp: B.(0) = B,.(P).

Weiterhin gilt im Fall v < pp fiir alle Punkte () der offenen Kugel B,.(P):

2) In M gibt es eine eindeutig bestimmte Minimalkurve von P nach () (bis auf Re-
parametrisierung). Diese Minimalkurve liegt vollkommen in B,.(P). Sie ist (wie-
der bis auf Reparametrisierung) gleichzeitig die einzige Geoddte von P nach @),
welche vollkommen in Bp(r) liegt.

Korollar 14. Die Metrik d definiert die Topologie der Mannigfaltigkeit.
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Warnung: Die Minimalkurve von P nach () in M ist unter obigen Bedingun-
gen eindeutig. Die Geoditen von P nach () dagegen sind es nicht. Es kann sehr
wohl verschiedene (sehr lange) Geoditen von P nach () geben, welche die Ku-
gel B,(P) verlassen; diese haben dann aber grossere Linge als die eindeutige
geoditischen Minimalkurve in B,.(P) von P nach Q.

Siehe Bild

In diesem Bild fiihrt die lange Geodéte aussen um den Schlauch.
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5.8 Strikte Injektivitat

Sei P € M und sei
W= Hp
der Injektivititsradius bei P.

Wir zeigen nun, dass man eine Kugel B.(P) mit Radius ¢ > 0 um P finden kann,
so dass fiir jeden Punkt () der Kugel der Injektivititsradius bei ) die Ungleichung
g > cerfiillt. Betrachte dazu die differenzierbare Abbildung

d:MxRYN - Mx M,
welche (¢, P) auf (expp(§), P) abbildet. Die Jacobimatrix J(®, (0, P)) hat die

Gestalt
id  *
0 i)’

da J(expp,0) = id. Die Nullen im unteren Eck ergeben sich aus der Tatsache,
dass P nicht von ¢ abhingt. Da J(®, (0, P)) invertierbar ist, folgt aus dem Satz
von der Umkehrfunktion die Existenz einer Zahl ¢ > 0 so, dass ® das Produkt der
offenen Kugel B.(0) x B.(P) diffeomorph auf sein Bild abbildet. Daraus folgt
aber pg > cfir alle ) € B.(P).

Durch ein Uberdeckungsargument folgt daraus

Lemma 38. Fiir kompaktes K C M gibt es eine Konstante ¢ = ¢(K) so dass fiir
alle P € K gilt up > ¢ > 0.

Beweis: Uberdecke K durch offene Kugeln B.(P) fiir P € K. Eine endliche
Teiliiberdeckung iiberdeckt dann bereits K. Setze ¢(K) = min(c) (Minimum
tiber die ¢ der endlichen Teiliiberdeckung).

Korollar 15. Jede stiickweise glatte Minimalkurve -y ist eine glatte Geodiite.

Beweis: v kann durch endlich viele Normalkoordinatenkugeln vom Radius ¢ > 0
wie in Lemma 38 iiberdeckt werden. Da ~ auch lokal minimal ist, ist v von jedem
Punkt P ausgehend bis zur Distanz c geoditisch (denn die kiirzeste Verbindung vo
P ist nach Korollar 13 lokal eindeutig und eine Geodite!) Da dies fiir jeden Punkt
P gilt, folgt dann aber, dass « in jedem Punkt eine glatte Geodite sein muss.
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5.9 Vollstandigkeit

Zwei Punkte einer Riemannschen Mannigfaltigkeit konnen nicht immer durch ei-
ne Minimalkurve verbunden werden.

Beispiel: M = C \ 0; die einzig mdgliche Minimalkurve von —1 nach 1 miisste
durch den Nullpunkt gehen, der aber fehlt. Das Problem ist, dass in diesem Bei-
spiel M nicht vollsténdig ist und sich die Geodite von P = —1 in ‘Richtung’von
2 = 1 nicht beliebig verldngern lasst.

Lemma 39. Ist M Cauchy-vollstingig als metrischer Raum, dann ist jede Geodiite
in M unbeschrdnkt fortsetzbar, d.h. fiir alle Punkte P ist expp definiert als Abbil-
dung

expp : RY — M .

Beweis: Sei
v (a,b) — M

eine Geodite und ¢,, — b eine Folge aus (a, b). Die ~y(¢,) definieren eine Cauchy-
folge in M wegen d(~y(t,,),y(tm)) = ¢ - |t — t,,|. Also existiert der Limes

Q= hmV(tu) .
Wihle nun eine kleine metrische Kugel B,(Q) um Q. Der Radius r wird so

gewihlt, dass der Injektivititsradius jedes Punktes P aus B,.(()) nach unten durch
eine feste Konstante ¢ > 0 beschriankt wird (Lemma 38).
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Br((p) konvex

Sei nun P = 7(t,) ein Folgenpunkt mit d(P, Q) < r. Dann ist P € B,.(Q). Gilt
ausserdem d(P,Q)) < ¢, dann ist die Geodite v von P aus eindeutig fortsetzbar
zu einer Geodite durch () auf den vergrosserten Definitionsbereich

v:(a,b—d(P,Q)+c)— M.

Beispiele: Kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeiten sind vollstindig. Abge-
schlossene Untermannigfaltigkeiten von vollstdndigen Riemannschen Mannigfal-
tigkeiten, sind mit der induzierten Metrik wieder vollstindig.

Bemerkung: Wir zeigen im nichsten Abschnitt, dass Vollstandigkeit eine hinrei-
chende Bedingung dafiir ist, dass je zwei Punkte einer Zusammenhangskompo-
nente durch mindestens eine Minimalkurve verbunden werden konnen. Die An-
nahme der Vollstidndigkeit ist allerdings dafiir nicht notwendig, was man am Bei-
spiel der offenen Kreisscheibe sieht.
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5.10 Richtungen

Zu jedem Punkt P einer Riemannschen Mannigfaltigkeit hat man fiir 0 < r <
pp in den metrischen Kugeln B,.(P) ein Normalkoordinatensystem. Einen Punkt
einer zugehorigen metrischen Sphire (vom Radius » um P) nennen wir eine von
P ausgehende Richtung.

Definition: Seien P, () Punkte von M mit Distanz d(P, Q) > 0. Eine Folge v, von
stiickweise glatten Verbindungskurven nennen wir eine Minimalkurvenapproxi-
mation, wenn gilt

lim L(3,) = d(P, Q).

Sei (), der erste Schnittpunkt von ~, (mit einer fixierten r-Sphére nahe bei P).
Einen Hiufungspunkt () der Menge {(),} nennen wir eine Richtung von P nach
(. Per Definition ist die Menge der Richtungen nicht leer und es gilt

d(@7@) = d(PaQ) - d(Pva) ’

denn lim(d(P, Q,)+d(Q,, Q) < limL(v,) = d(P,Q). Alsod(P, Q)+d(Q, Q) <
d(P,Q), und somit folgt die Behauptung daus der Dreiecksungleichung.

1.Bemerkung: Richtungen in diesem Sinn sind natiirlich nicht eindeutig bestimmt.
Beispiel: P, ) den Nord resp. Siidpol auf der Kugeloberfldache. In jede Richtung
geht hier eine Minimalkurve.

2.Bemerkung: Stimmen alle Kurven einer Minimalkurvenapproximation von P
nach @ auf einem Teilstiick von P nach ' iiberein, dann folgt aus der Dreiecks-
ungleichung: 1) Das Teilstiick von P nach @)’ ist eine (stiickweise) glatte Mini-
malkurve, und daher sogar eine glatte Geodiite, und 2) Die Teilstiicke Q)'Q) bilden
eine Minimalkurvenapproximation.

Lemma 40. Sei Q) eine Richtung von P nach (). Eine von P ausgehende unbe-
schrinkte Geoddite ~y durch () ist eine Minimalkurve zwischen P und ().
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Beweis: 1) Auf einem kompakten Geodétenstiick von 7y der Lange > d(P, Q) kann
die Konstante  aus Korollar 8 durch eine Konstante ¢ > 0 nach unten beschrinkt.

2) Wir modifizieren eine Minimalkurvenapproximation v, von P nach () (durch
Ubergang zu einer Teilfolge obdA mit eindeutiger) Richtung Q. Wir konnen dabei
annehmen d(P, P;) > c. Wir ersetzen dazu ~, durch stiickweise glatte Kurven,
welche von P nach P, = @ mit der Geodite -y, iibereinstimmen, dann mit neuen
Kurven 7, von P; aus geoditisch bei (), in die alten Kurven einmiinden. Die
Linge der modifizierten Kurve ist < L(7,) + 2L(Q, Q,). Es gilt daher

A(P.Q) +1imL(7,) = d(P,Q)

Daraus folgt: Die Kurven 7, definieren eine Minimalkurvenapproximation von
P, = @ nach Q.
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3) Iteriert man dieses Verfahren r = [d(P, ())/c] mal, so erhilt man eine Minimal-
kurvenapproximation von P nach (), bei der alle Kurven mit den Geodétenstiicken
PP, und P, P, usw. P,_ P, beginnen.

Da die neuen Kurven wieder eine Minimalkurvenapproximation von P nach () de-
finieren, ist das Anfangsstiick von P nach P, nach Bemerkung 2) eine stiickweise
glatte Minimalkurve.

Wegen Korollar 15 ist jede stiickweise glatte Minimalkurve eine glatte Geodite.
Also ist das Teilstiick PP, ein Teilstiick der glatten Geodite -, und zwar wegen
1) dann — a posteriori — von der Linge d(P, P,) = > | d(Pi—1, P;) > r - c.

Somit liegt P, € B.(Q), also in einer strikt konvexen Umgebung von (), und es
gilt d(P, P,)+d(P,Q) = d(P, Q). Die Zusammensetzung der Geoditen P P, und
P.Q) ist somit eine Minimalkurve, stimmt also erneut wegen Korollar 15 mit ~y
iiberein.
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5.11 Der Satz von Hopf-Rinow

Wir formulieren zuerst folgende

Annahme: Alle Geodiiten durch P seien unbeschrdnkt fortsetzbar (z.B sei M
vollstindig).

Dass heisst, die Exponentialabbildung im Punkt P ist auf dem ganzen Tangenti-
alraum definiert als differenzierbare Abbildung

expp : RY — M .

Lemma 40 zeigt dann, dass die Abbildung expp surjektiv ist; denn jeder Punkt
Q € M mit p = d(P,Q) liegt auf einer geoditischen Kurve durch P. Genau-
er liegt () sogar einer geoditischen Minimalkurve, also im Bild der Euklidschen
Kugel vom Radius p in RY.

Korollar 16. Unter obiger Annahme (Unbeschrdnktheit aller Geodditen bei P) ist

die Exponentialabbildung expp eine kontraktive surjektive differenzierbare Ab-
bildung, d.h. fiir alle p gilt

expp : B,(0) = B,(P) .
Insbesondere ist jede beschrdnkte Menge in M kompakt, und M ist vollstindig.
Umgekehrt folgt wegen Lemma 39 aus der Vollstdndigkeit die Unbeschréinktheit

aller Geoditen.

Satz 7. M ist vollstindig als metrischer Raum genau dann, wenn durch einen
Punkt (oder durch alle Punkte) samtliche Geodditen unbeschrinkt sind. In diesem
Fall gibt es zwischen je zwei Punkte von M mindestens eine (glatte geodditische)
Minimalkurve.

Folgerung 4. Ist (M, g) vollstindig und P ein Punkt von M. Dann definiert der
Pullback der Metrik von M (unter der Exponentialabbildung expp bei P) eine
glatte Pseudometrik g auf R mit der Eigenschaft > ; g =3 i 273;:(0).

Beachte: det §(z) # 0 <= det J(expp,x) # 0.
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5.12 Lokale Konvexitat

Sei pp der Injektivitidtsradius im Punkt P einer Riemmanschen Mannigfaltigkeit.
Sei K der Abschluss von B, (P), und ¢ wie im Lemma 38. Fiir » < ic und

2
@1, Q2 in der metrischen Kugel B = B,.(P) gilt dann

Q1,Q2€ B.

Dann gilt d(Q1, Q2) < d(Q1, P) + d(P,Q2) < 2r. Wegen r < ¢/2 gilt daher fiir
alle Q1,02 € B
d(QlaQ?) < HQ,; -

Somit gibt es eine eindeutige Minimalkurve zwischen () und ()5, realisiert durch
die eindeutige Geodite innerhalb von B’ = By(q,),4(q.)(®@1). Die Kugel B’ ist im
allgemeinen nicht in der urspriinglich gewihlten Kugel B enthalten. Daher ist a
priori nicht klar, ob diese Minimalgeodite zwischen )1, 2 in B’ bereits in der
urspriinglichen Kugel B enthalten ist. Wir zeigen nun, dass dies zumindestens fiir
geniigend kleine Werte’ von r richtig ist.

Satz 8. Fiir jeden Punkt P gibt es ein r mit 0 < r < pup so dass die metri-
sche Kugel B = B,.(P) geodiitisch strikt konvex ist. Das heisst: Fiir alle Punkte
Q1,Q2 € B gibt es in M eine eindeutig bestimmte Minimalkurve zwischen (),
und Qo und diese Minimalkurve liegt innerhalb von B. Gleichzeitig ist diese Mi-
nimalkurve die eindeutig bestimmte Geodidite in B, welche ()1 und (), verbindet.

Beweis: ObdA r < icmit ¢ = min{ug | Q € B,,(P)}. Dann gilt B C B.(P)
und B’ C B.(P). Wir konnen daher von nun an in geodétischen Normalkoordi-
naten rechnen und B.(P) C B,,,(P) durch die entsprechende Euklidsche Kugel
um Null vom Radius r im Tangentialraum von P ersetzen. Wir behalten aber die
bisherigen Bezeichnungen bei.

Sei nun v die Geodite zwischen @)1 und )2, welche in B” C B(0) liegt. Wir
betrachten den euklidischen Abstand ||y(t)||%,; von v zum Nullpunkt, und sei M
das dabei auftretende Maximum

"Fiir vollstindige Riume mit negativer Schnittkriimmung iibertriigt sich der Beweis fiir alle 7
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Behauptung: Das Maximimum wird in (), oder Qo angenommen (falls r klein
genug gewdhlt wurde).

Aus der Behauptung folgt dann sofort, dass v in der euklidschen Kugel B vom
Radius r enthalten ist, da ja sowohl (), als auch (), nach Annahme in B enthalten
sind. Da diese euklidsche Kugel unter der Exponentialabbildung diffeomorph auf
die metrische Kugel abgebildet wird, folgt daraus der Satz.

Beweis der Behauptung: Wiirde das Maximum M im Inneren ¢, € (0, 1) ange-
nommen, wire die zweite Ableitung von >, (v*(¢))? negativ

Z(vi(tow"(to) ; w>2<t0>) <.

i

Wegen der Geoditengleichung wiirde daraus folgen

> <5ij - ZVk(tO)FZ(V(t(J»)7i(to)7j(to) <0.
k

0]

Ist 7 klein genug, ist die durch die Klammer® definierte symmetrische Form
aber positiv definit, denn in Normalkoordinaten verschwindet I' in Nullpunkt und
[y (t0)]st < max;(|Qilst) + 5d(Q1, Q2) < 2r. Aus der Definitheit folgt aber dann

8Wegen der Basisrelation (Lemma 54 und Folgerung 6) ist diese Form auch gleich g+ %E (9) =
toN'3(to) N, also positiv definit fiir beliebige ¢y im Fall negativ gekriimmter Riume.
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4(tg) = 0. Da v eine Geodite ist, ist 4(¢) konstant! Also 4(¢) = 0 und damit
V(t) = Q1 = Q.

Ein solches Bild fiir Geodéten ist in einer strikt konvexen Umgebung nicht moglich!

Appendix

Eine glatte Funktion f : M — R auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M
heisst konvex im Punkt z, wenn die Hessematrix V2 f € T?(M) positiv definit
ist

VZf(I()) >0
in Normalkoordinaten erster Ordnung bei z,. Diese Eigenschaft ist intrinsisch,
also unabhiingig® von der Wahl der Normalkoordinaten 1.Ordnung.

Geoditenformel: Wir erinnern an V2(f) = 0*f — I'*O,f (in beliebigen lo-

kalen Koordinaten). Fiir eine Kurve v gilt £ f(v(t)) = *(1)(f)(7(t)) +
D2 f1¥(1)](~(¢)). Ist v eine Geodiite, gilt daher

% (v(1)) = VAHERBI(v(1)) -

Lemma 41. Sei f auf M konvex und vy : I = [a,b] — M eine Geodiite. Dann
folgt f(v(t)) > 0 fiir alle t € I aus f(vy(a)) > 0 und & f((t))i=a > 0.

Beweis: Anderenfalls gibe es ein ¢; mit f(y(¢1)) = 0 und damit ein 0 < ¢y < 4,
wo f(v(t)) das Maximum in [a,t;] annimmt. Dann gilt 5—:2 f(to) < 0 im Wi-
derspruch zur Konvexitit < dtQ (YN ]i=te = V2(f(v(t0))[¥(to)] > 0 (obdA in
Normalkoordinaten).

°In Normalkoordinaten bei zq gilt V2(f) = 9% f(z0). ¢*(0%f)(x0) und 9% f(¢(x¢)) unter-
scheiden sich um 36 d{f (20)0u f(x0). Aus Lemma 28 (Injektivitit von 6) folgt QOL(%) 0,

wenn die neuen Kordlnaten Normalkoordinaten 1.0Ordnung bei x sind.
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5.13 *Appendix (Indefinite Metriken)

Es stellt sich natiirlich die Frage, welche der Betrachtungen aus diesem Kapitel
sich auf den Fall indefiniter Metriken iibertragen lassen. Eine Metrik heisse dabei
Lorentzmetrik, wenn sie in jedem Punkt vom Sylvester Typ (1, —1, ..., —1) ist.

Abschnitt 2: Das Konzept der Linge einer Kurve ist im allgemeinen dann sinn-
los. Allerdings hat man im Lorentzfall den zeitartigen Lichtkegel. Fiir Kurven in
diesem Kegel ist L(y) erklirt und die Eigenschaften iibertragen sich wortlich.

Abschnitt 3 und 4: Parallelverschiebung und der Begriff der Geodite iibertrigt
sich wortlich auf den indefiniten Fall. Allerdings gilt die Langenformel fiir Geodéten
nicht mehr.

Abschnitt 5 und 6: Ubertrigt sich wortlich.

Abschnitt 7: Hier gibt es allenfalls ein Analogon im Fall von zeitartigen Kurven
fiir Lorentzmetriken. Die von Null ausgehenden Geoditen sind dann aber Extre-
malkurven maximaler Lange beziehungsweise maximaler Energie. Fiir Kurven v
im vorderen Lichtkegel von 0 nach P, die eine Expontialkarte nicht verlassen,,
gilt 0 < E(y) < E(71); und Gleichheit wird nur angenommen, wenn ~y gleich
einer Geodite ; von 0 nach P ist. Geht man aber iiber den Lichtkegel mit einem
Knick, ist E(y) = 0. Frage: Wann gibt es ein globales Maximum von E(v) fiir
zeitartige Wege mit festem Anfangs- und Endpunkt?

Abschnitt 12 iibertrdgt sich in der Form, dass es zu jedem Punkt kleine strikt kon-
vexe Umgebungen gibt, im Sinne dass je zwei Punkte in der Umgebung durch eine
(bis auf Parametrisierung) eindeutig bestimmte Geodéte innerhalb der Umgebung
verbunden werden konnen. Der Beweis bleibt derselbe. Es folgt in Analogie zu
Abschnitt 12 dann auch: Im Lorentzfall sind zeitartige Extremalkurven, welche
die Léange oder Energie maximieren, globale Geoditen.

Fiir Abschnitt 8-11 siehe [3].
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Kapitel 6

Algebraische Eigenschaften der
Krimmung
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6.1 Vorbemerkung

Die entscheidende Aussage in diesem Kapitel ist die Formel von Lemma 45, wel-
che besagt dass in Normalkoordinaten erster Ordnung die Kriimmung durch einen
einfachen linearen Ausdruck in Termen der zweiten Ableitung der Metrik gege-
ben ist. Diese Formel ist von fundamentaler Bedeutung fiir die Berechnung von
Kriimmungen.

Die meisten Aussagen des nichsten Kapitels (geometrische Bedeutung der Kriimmung)
werden von dieser Formel abgeleitet. Eine Abstrahierung dieser Formel liefert das
Kulkarni-Nomizu Produkt, welches im ersten Abschnitt ad hoc eingefiihrt wird.

Es wird sich spéter im Abschnitt liber die Gauss- und Mainardi-Codazzigleichungen

als niitzlich ereweisen. Im Grund konnen aber die beiden ersten Paragraphen
tibersprungen werden.

Im letzten Paragraph wird gezeigt, dass in Normalkoordinaten 1.0rdnung in ei-
nem Punkt P die hoheren Ableitungen des Riemannschen Kriimmungstensors die
Taylorentwicklung der Metrik im Punkt P bestimmen.
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6.2 Das Kulkarni-Nomizu Produkt

Wir identifizieren im folgenden S?(V) ® S?(V') mit Tensoren in V', die in den
Variablen 13 und 24 symmetrisch sind, und A*(V) ® A?(V') mit Tensoren in V4,
die in den Variablen 12 und 34 alternierend sind.

Betrachte die die Alternierung (oder Kulkarni-Nomizu Abbildung)

A=2-Altigo Altsy : S (V)@ S*(V) — A*(V) @ A*(V)

beziehungsweise die Symmetriesierung (oder Jacobi Abbildung)

S=2. Sym13 o Sym24 . AZ(V) X AQ(V) — SZ(V> X SQ(V)

zwischen diesen beiden Riumen. Es bezeichne B* die jeweiligen Bildriume':

B = Bild(S) C S*(V)® S*V)
B~ = Bild(A) C A*(V)®A*(V)
B2 A5 Bl
(V) & N(V) T S3(V) & S3,(V)

Lemma 42. S und A induzieren zueinander inverse Isomorphismen zwischen B

und B~.

Beweis: Miihevolle Rechnung.?

Definition: Fiir zwei symmetrische Bilinearformen ¢g; und g auf 7' = V* ist
g1 ® g € S?2(V) ® S%(V) eine Multilinearform auf 7%, Das Kulkarni Produkt

919 92 = A(91 ® g2)

'Beachte, B* sind zu R*2(V) isomorph.
*Nach §6.3 ist klar, dass Ao S = ¢ - idg- und S 0 A = ¢ - idg+ gilt. Um die Konstante ¢ = 3
auszurechnen, geniigt das 2.Beispiel weiter unter.
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liegt in B, und wird gegeben durch die Multilinearform

1

5 [<U17 U3>1<U2, U4>2 + <U1, U3>2<02, U4>1 - <UQ, U3>1<Uh U4>2 - <UQ, 713)2@1, U4>1] .

LBeispiel: g© g(v, ..., va) = (v1,v3)(va, va) — (v2, v3) (v, va) fiir g1 = go = g.>
9 S g(u,v,u,v) = ||ul|?||v]|* — (u,v)? definiert die kanonische von g induzierte
quadratische Form g(u A v) auf A%(V).

2.Beispiel: Beachte g © g € B~, und S(g © g)(v1,ve, v3,v4) ist

2(v1, v3)(V2, vg) — (V2,v3)(V1, v4) — (v, v1)(V3, Vy)
= 3(v1, v3)(v2, va) — [(V3,01)(va, va) + (va, v3) (U1, V) + (1, V2)(v3, V)]
=3-(9®g) — Bis(g®g)

fiir den Bianchi Operator B1,3 (Summe iiber die 3 zyklischen Vertauschungen der
ersten Koordinaten). Dies ist i.a. kein Vielfaches von g ® g, d.h. g ® g ¢ BT.

Allerdings gilt AoS(gog) = 3(9Sg), da der Term in eckigen Klammer nach dem
Anwenden der Alternierung A, in ein Vielfaches der Alternierung A3 der Form
D = (vy,v9)(vs,vy) libergeht, welche die in den Variablen (13) symmetrisch
Form D annuliert. Das heisst A[...] = 0.

Lemma 43. Fiir alle Tensoren R € B~ gilt
1. R<U1; Vg, V3, U4) = R(U37 V4, V1, 1)2)

2. Bis3(R) = 0 fiir den Bianchi Operator Biss.

Beweis: Dies gilt* fiir ¢ © ¢ und damit durch Polarisieren auch fiir die Erzeuger
g1 © go von S?(V) @ S?(V). Da das Kulkarni Produkt S?(V) @ S?(V) — B~
surjektiv ist, folgt die Behauptung.

Allgemeiner: Sind g : V®V — Nund h : N x N — R symmetrisch bilinear.
Dann sind

99 g(u,v,u,v) = (lullg, [Iollghn = 1w, 0)g I

oder allgemeiner (durch Polarisierung) auch g; © go(v1, vo, v3, v4) erklirt.
h

3Insbesondere <’U1, U3><U2,’U4> — <1}2,’U3><’Ul7’04> = <1)3, 1}1><1}4,’U2> — <U4,’U1><’U37’U2>
< 4(@;2’@3)(1;;’U4(>)—<01’U3><U2aU4>)+(<U17U3><1127U4>—<U17U3><U27U4>)+(<Ulav3><v2av4>—
U1,V3)(\V2,V4)) =
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6.3 Appendix: Tensoren der Stufe 4

Fiir einen Vektorraum V' betrachten wir die Darstellung der Gruppe GI(V') auf
Vet = V92 @ V92 Das Distributivgesetz fiir Tensoren

Vet (V)8 N(V)) @ (V) e A(V)

fiihrt uns auf die Zerlegung in Irreduzible. Nach Lemma 30 und 31 und Folgerung
aa gilt

S2HV)y® S%2(V) = SYV) @ D¥ (V)@ R**(V)
SPHV)@ A (V) = 1(V) D>MH(V)
NMV)RAH(V) =2 R*(V) @ D*M(V)a AYV)

Korollar 17. Fiir N > 2 gilt

dim Homeo (S*(V) @ S2(V),A* (V) @ A*(V)) = 1
dim Homeyv)(A*(V) @ A2 (V),S*(V)® S*(V)) = 1

Ignoriert man die Aussagen iiber die Aktion der Gruppe Sy, ergibt sich erneut der
folgende Spezialfall des Satzes von Weyl

Lemma 44. V4 zerfillt in fiinf Summanden
<S4(V)®1>EB<D3’1(V)®03>@<R2’2(V)®02>@<D2’1’1(V)®0§>®<A4(V)®5) .

Hierbei sind 03,092,045 = 03 @ ¢ irreduzible Darstellungen der Gruppe Sy der
Dimension 3,2,3. Die auftretenden Darstellungen der Gruppe Sy durchlaufen alle
Klassen irreduzibler Darstellungen der Gruppe S,.

Bemerkung: Betrachte die Einschrinkung des Charakters € : Sy — C* auf die
Untergruppe (S x S3) <0 Zy C Sy. Die davon induzierte Darstellung von Sj ist
3-dimensional und zerfillt in o5 und den Charakter <. Die vom trivialen Charakter
der Untergruppe S5 x S; induzierte Darstellung von S, zerfillt in o3 & 1.

SIm Fall N = 2 hat R>?(V') Dimension 1 und Tensoren in R?2(V) sind durch ihre Auswer-
tung R +— R(ej, ez, e1,e3) = Ri212 eindeutig bestimmt.
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6.4 Der Kriimmungstensor
Sei M eine Mannigfaltigkeit und sei R der Kriimmungstensor des Levi-Civita
Zusammenhangs einer Metrik (., .) auf M.

Definition: Mit Hilfe des Riemannschen Kriimmungstensors R und der Metrik
definiert man folgenden Tensor in 7% (M )

R(X,Y,Z,W) = —<R(X, Y)Z, W> .

Beachte das Vorzeichen!

Bemerkung: Gilt in lokalen Koordinaten R;;(0x) = R{j;,0, fiir den Riemann-
schen Kriimmungstensor, dann ist der neue Tensor gegeben durch die Komponen-
ten Rijri = —gar Ry

Genauer®

Rijk = ;T + F?kPé‘a - airé‘]g — F?kFéa .

Fiir ]
Gikj = zl:gklri‘j = 5[@'9@‘ + 0jgri — Okgij)

betrachten wir Matrizen G; mit den Eintrdigen G, ;;. Die transponierte Matrix G
erfilllt G = —G; + 09.

Fiir die Matrix (2;; mit den Koeffizienten R;;;; gilt dann 7

Qij = —@-Gi + G§g_1Gi + @Gj — Gﬁg_lGj .

6R§jk81 = 2Alth2(6k) = 2AltUV(d(IJZF?k8a) = 2Alt”dl'j ®dxi((8jff‘k)3a —l—I‘f‘kF]’Ba@g)

7Rijkl = gla[&;F?k + I‘g"mF;’}C - 0;I's, — I‘?mI‘gz} = 2Altij(gla(8¢F§?‘k) + glaFf‘mF;}C) =
2A1t35(05(91aT5y,) — (0i91a)T Sy, + 91al5, k) = 2A1ti5(0:G — (9,9)9~ "Gy + Gig~ Gy,
letzteres im Sinne von Matrixmultiplikation.
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Theorem 3. Es gilt R(X,Y, Z, W)+ R(Y, Z, X, W)+ R(Z,X,Y,W) = 0 sowie

R(X.Y,U,V) = R(Y,X,UV)
R(X,Y,U,V) = R(X,Y,V,U)
R(X,Y,U,V) = R(U,V,X.,Y).

Beweis: Zum Beweis kann man ein beliebiges Koordinatensystem wihlen. Das
nichste Lemma zeigt dann in Normalkoordinaten, dass

~R(0) = A(6%(0))
im Bild B~ der Kulkani-Nomizu Abbildung
A:SHV)® S2(V) — A2(V) @ AX(V)

liegt. Die Eigenschaften von Theorem 3 gelten fiir jeden Tensor in B~ insbeson-
dere also fiir R(0) (Lemma 43).

Lemma 45. In Normalkoordinaten 1.Ordnung gilt

—Rij1(0) = (0,095 — 0;0k90 — 00195 + 0:0,g;1](0) |.

Beweis: (Q;;)1(0) = —30;(0; 91+ 019k — O gir) (0) +50;10; gri + O gr; — 0rg;1] (0).
Also _Rz’jkl(o) = %[ajalgki - ajakgu - aialgkj + 828kgﬂ](0) Beachte GZ(O) =0
in Normalkoordinaten 1.0rdnung sowie (€2;;)x(0)) = R;jx(0).

Beispiel N = 2: In Normalkoordinaten 1.0rdnung gilt also

1 1
R1912(0) = 0,0,912(0) — Eaxaxg22(0) — 5@;@;911(0) .

ANx? Aoy
Aoy Ay?
koordinaten 2.0rdnung gilt ausserdem R;512(0) = —37(0) (mit n wie in §4.2).

Weiterhin  R1912(0) = A fiir g(z) = 1+ ( ) . In Normal-

Korollar 18. In Normalkoordinaten 1.Ordnung gilt

gi(z) = g;(0) — %Zm Rijra(0)ziz® + 0(x3)|.

Beweis: Aus —R = A(9%¢)(0) (Lemma 45) und S o A = 3 - id (Lemma 42) folgt
(829)(0) = 3S(—R). Das heisst 9;0,9;1(0) = —(Riju(0) + Rijia(0)).

3
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6.5 “Der Krummungstensor II

Betrachtet man die Taylorentwicklung des Riemannschen Kriimmungstensors in
einem lokalen Normalkoordinatensystem, dann definieren die Werte

(0"R)(0) € A*(V) @ A*(V) @ P"(V*)

lokale Tensoren. Die Bianchi Identitdten des Kriimmungstensors R implizieren
Altlgg(arR)(O) = O 8

Lemma 46. In einem beliebigen Koordinatensystem zerlegt sich der Tensor R(z) =
R;jii(x) in zwei formale ‘lokale’ Tensoren R(x) = T'(x) + S(z) fiir

T(x) = ~A(9%g(x))
und S(x), gegeben durch Siji(x) = (Gig™'Gi — Gig™' Gy

Die beiden Terme 7" und S definieren keine globalen Tensoren. Anderseits kann
man sie als lokale Tensoren unter linearen Koordinatentransformationen des Ko-
ordinatensystems aus der Gruppe GI(V') auffassen!

In Normalkoordinaten erfiillen die Taylorkoeffizienten ¢"*?(z) € S%*(V) ®
Pr+2(V*) die erste Bianchi Identitit. Das heisst genauer:

Og(x) € S* (V)@ S*(V) @ P"(V*)

erfiillt diese Bianchiidentitét. Der r-te formale Taylorkoeffizienten des Riemann-
schen Tensors in A?(V) ® A?(V)) @ P"(V*) erfiillt auch die erste Bianchiidentitéit.
Das Korollar folgt daher aus Lemma 42 durch Projektion auf die Unterrdume
RTT22(V) C A2(V) @ A2(V) @ P (V™)

Korollar 19. In einem Normalkoordinatensystem 1.Ordnung mit g(0) = 1 be-
stimmen die Taylorkoeffizienten 0" R;;1;(0) (fiir alle r > 0) die formale Metrik
g(x) eindeutig.

Beweis: In Normalkoordinaten 1.0rdnung lassen sich die r-ten Taylorkoeffizien-
ten S(z) und ihre Projektionen rekursiv bestimmen aus den 0" ¢(0) fiir v < 7 und
der Ableitung 9" 2R(0).

8Die zweite Bianchi Identitit gilt fiir (0" R)(0) im Fall 7 > 1 im allgemeinen nicht mehr!
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Kapitel 7

Geometrische Bedeutung der
Krimmung
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7.1 Vorbemerkung

Im ersten Abschnitt definieren wir die Schnittkriimmungen. Dies sind eine Grossen,
welche in einem Punkt P sowie der Richtung einer zweidimensionalen Teilfliche
des Tangentialraums zugeordnet sind. In der Tat handelt es sich dabei um die
Kriimmung der Einschriankung der Metrik auf eine infinitesimale zweidimensio-
nale total geoditische Teilfliche (bis auf einen Normierungsfaktor, der durch die
Metrik gegeben wird).

Zwei Dinge sind hierbei von Bedeutung: 1) Der Riemannsche Kriimmungstensor
(zusammen mit der Metrik) bestimmt die Schnittkriimmungen. Der Riemannsche
Kriimmungstensor kann aber aus der Kenntnis aller Schnittkriimmungen rekon-
struiert werden. 2) Die Schnittkriimmung ist die Kriimmung in einem zweidimen-
sionalen Raum. Fiir zweidimensionale Rdume hat die Kriimmung eine einfache
Deutung, da sie in geoditischen Dreiecken misst, in wie weit die Winkelsum-
me 1im Dreieck von 180 Grad abweicht. Dies liefert der Satz von Gauss-Bonnet,
dessen Beweis im zweiten Abschnitt auf den Fall von Riumen mit konstanter
Kriimmung zuriickgefiihrt wird. Im hyperbolischen Fall wird er dann im 3.Para-
graph nachgewiesen. Der Kugelfall ist dhnlich.

Danach wird das Theoremum Egregium im 5.Paragraph bewiesen. Es folgt ein
Ausblick, in dem die 2.Fundamentalform eingefiihrt wird und die Gaussgleichung
beziehungsweise Mainardi-Codazzigleichung diskutiert wird, allerdings nur ex-
emplarisch im Fall von Hyperflichen im euklidschen Raum. Dies ist aber im Prin-
zip bereits der typische Fall.
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7.2 Die Schnittkriimmung

Sei M eine beliebige Riemannsche Mannigfaltigkeit. Der spezialisierte Tensor
R(u,v,u,w) ist symmetrisch in v und w. Wir kénnen daher schreiben

R(u,v,u,w) = {o,(v),w) = (v, oy (w))

fiir eine selbstadjungierte Matrix o,,. Ist V' der Kotangentialraum im Punkt P,
dann liegt o, in S*(V) @ End(V).

Der Endomorphismus o, hidngt quadratisch von u ab. Tr,(o,) = (o,(.),.) be-
stimmt die (13)-Symmetrisierung des Riemannschen Kriimmungstensors R =
R(u,v,u',v") durch Polarisieren in u. Die (13)-Symmetrisierung des Tensors
R(P) im Punkt P legt aber den Kriimmungstensor R(P) im Punkt P schon ein-
deutig fest (Lemma 42).

2
5513524

A2®A* > R Try(c) € S?® 52

2A12A34

Anders betrachtet: R(u,v,%,0) = R(u Av,a A0) = R(w,w) ist eine symme-
trische Bilinearform auf A?(V'). Die Metrik g induziert eine Metrik A%(g) auf
A?(V). Explizit:

lwll* = ulP*loll? = (w,0)* , w=uAv.

Ist g definit, dann auch die induzierte Metrik. Den Quotient

w=uANv

D
[lwl? ’

nennt man dann die Schnittkriimmung (w) in Richtung von w = u A v. Also

9(ouv,v) = K(uAv) - [|ul*[|v]?

fiir orthonormale Vektoren  und v.
Beispiel: Im 2-dimensionalen Fall ist jeder Tensor in 7 2%(M ) von der Gestalt -

det(g) fiir eine Funktion x auf M. Dies gilt somit auch fiir den Kriimmungstensor.
Die Funktion x erhilt man durch Einsetzen von w = e; A es. Dies liefert fiir

Ri212 _ Ri212
g11922 — 9%2 det(g)

k(er Ney) =
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Sind also e; und e orthonormale Tangentialvektoren, so gilt k(e1 A e3) = Ria1o.

Rekonstruktion: Fiir Vektoren u, v und w aus einer Orthogonalbasis folgt

R(u,v,u,w) = %[R(m v+ w,u,v+w) — R(u,v,u,v) — R(u,w,u,w)], also

R(u,v,u,w) = k(uA (v+w))— %/ﬁ(u Av) — %K(u Aw) .

Daher ist o, und damit auch R, vollkommen durch die Kenntnis aller Schnitt-
kriimmungen festgelegt. Folglich gilt: Konstante Schnittkriimmung' ist dquivalent
zu konstanter Kriimmung.

Es folgt

Lemma 47. Aquivalent sind
e Die Schnittkriimmung k = p? ist konstant fiir p € C.
o R(w,w)=p*- |wl|?fiiralle w =u A v
o R=p? (9O g) (siehe §6.3)

o 0, = p*-||u||* pr.. fiir alle u. (Hierbei bezeichne pr,. die Projektion auf
das Orthokomplement von u,).

Beweis: Fiir die letzte Aussage beachte (g © g)(v1, va, v3,v4) = (v1, v3) (v, vy4) —
(v, v3) (1, va). Somit (g9 & g)(u, v, u,w) = (v, Jul*w — w(w,u)) = (v, ou(w)).
Dies zeigt die letzte Aquivalenz.

Bemerkungen: Die Schnittkriimmung (u A v)(P) kann durch Einschriankung auf
eine in P total geoditische? 2-dimensionale Teilfliche A/ C M mit Tangential-
ebene R - u A v ausgerechnet werden (Korollar 1). Im zweidimensionalen kann die
Schnittkriimmung durch Winkelmessungen (Paragragh § 7.3) bestimmt werden!
Zusammen mit dem obigen Rekonstruktionsverfahren ergibt dies ein konstrukti-
ves Verfahren zur Bestimmung des Kriimmungstensors.

IReskaliert man g zu g, durch einen Skalar ), reskaliert sich die Schnittkriimmung mit A1,

st i : M — M total geoditisch im Punkt P, dann gilt R, (P) = i*(Ra)(P). Die die
Tensoren sind, geniigt es dies in einem geeigneten Koordinatensystem zu zeigen. Fiir P € M sind
geoditische Normalkoordinaten in M eingeschridnkt auf M solche fiir M. Da in solchen Koordi-
naten der Kriimmungstensors durch 92g(P) ausgerechnet werden kann, folgt die Behauptung.
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7.3 Gauss-Bonnet

Satz 9. Fiir eine (triangulierte) kompakte orientierte Riemannsche Fldche M gilt
Sy B dp = 2mx (M)

fiir die Eulercharakteristik x(M) = |F| — |K |+ |E|, wobei |F |, |K|, |E| die Zahl
der Flichen, Kanten und Ecken der Triangulierung bezeichne.

Wir betrachten allgemeiner geoditische Polygone P, welche in einer Kugel inner-
hab einer euklidschen Karte enthalten seien®. Fiir ein 7-Gon mit 7 geoditischen
Aussenkanten und Innenwinkeln «; # 0 an den dusseren Eckpunkten des r-Gons
(innen ist wohldefiniert!) gilt

Satle.‘ Jprdp =2 —r-m+3>_

Bemerkung: Die Bildungen auf der rechten Seite der Formeln sind ‘additiv’.
Das heisst es geniigt — mittels einer Zerschneidung von P — die Formeln fiir
geoditische Dreiecke zu beweisen.

Beweisskizze: Schritt 1. Wegen der Additivitit des Defekts D(P) = [,k dp —
(2m —r-m+ Y, o;) geniigt es D(A)) = 0 fiir kleine Dreiecke A zu beweisen,
d.h. geoditische Dreiecke welche in einer beliebig klein gewihlten strikt konvexen
Umgebung U eines ihrer Eckpunkte P enthalten sind.

2.Schritt: Seien A; C U geoditische Dreiecke mit fester Ecke P = A;, wobei die
Ecken glatt von ¢ abhidngen mit lim;_ga;(t) = 0O fiir die Lange a;(t) der Kanten
welche dem Winkel «;(t) gegeniiber liegt. Gegeben: Der Winkel a(t), der Punkt

Ay sowie der Punkt Ay(t) und a;(¢). Wir nehmen an a2 (0) # 0, 5 und @, (0) # 0.

3.Schritt: Wir wihlen in der festen Ecke P = A; geoditische Normalkoordinaten.
Wir behaupten nun fiir den Defekt*

D(A) = 0,(t) .

3Ein radiales geod:tischen 2-Gon auf einem Autoreifen ist beispielsweise damit nicht zugelas-
sen!

40,4 (t™) bedeute: O(t™) und der Taylorterm der Ordnung n hiingt in Normalkoordinaten bei P
nur von den Ableitungen von g der Ordnung 2 und von a3(0), a3(0) und a4 (0) ab.
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Insbesondere existiert
s DAY
2mt—»0t—2

und hingt nur von a3 (0), a3(0), a;(0) und der Schnittkriimmung ~(P) ab.

Begriindung: Die Winkelmessung in den Ecken A; ist euklidisch mod O, (¢*) nach
§4.2. Das euklidische geoditische Dreieck A, unterscheidet sich nur um die
Ecke Aj;. Die relevante Kante A, Aj ist durch die Geodite von A; = 7(0) nach
As = 7(s) gegeben, und nicht durch eine Gerade (die anderen beiden Kanten sind
Geraden). In erster Ndherung also

1(8) = Ax(t) +54(0) = ST a0 BOI + ZH(0)5° +O(s)

Beachte s ist die Bogenldnge. Im Punkt Aj3(¢) ist die Bogenlidnge gleich s =
ay(t) = At + O(?). ObdA nun s = a;(t) mit a;(0) = 0. Dann gilt

A3(t) = Az curiia(t) modulo Oy (#)

fir v5¢(s) = As(t) + s - 7(0), wobei Ajs cyriia(t) = 7st(ar1(t)) das euklidsche
geradlinige Dreieck definiert.
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Begriindung®: Beachte —1T 4, [7(0)]s?[s=: = —377(0)(8,1)o[¥(0)]a=(0)¢*. Die
dritte Ableitung von y nach s im Punkt s = 0 involviert 4”(0)(9,I") 4,1 [7(0)]
und —2T 4, (¥(0),7(0)). Fiir s = ¢ kann aber wegen des Term s* = ¢ in der
Taylorentwicklung A,(t) obdA durch A3(0) = 0 ersetzt werden kann. Das heisst
es treten in allen Koeffizienten nur hochsten Terne von 9%g(0) auf. Dies zeigt die
Behauptung.

Beachte

. d A,
COS(O&&St(t)) _ <W<t)77<t)>st _ dt”ﬁy( )H t )
Y@ sty @ llse 1) st
Aber ||[(8)]lsr = ||7(#)]] mod O, (t?). Wegen ||7(t)|| = 1 fiir Geoditen folgt also

17(#)||se = 1 mod O,(t?). Somit

d
cos(az,s) = [ As(t)llst -

Wegen A3(t) = Aszeuria(t) modulo O,(t*) unterscheidet sich die rechte Seite
von 4| As curi(t)]| ¢ nur um einen Term vom Typ O, (¢?). Ahnlich — aber einfacher
— zeigt man cos(a ¢ (t)) = cos(a eursia) mod O,y ().

4 .Schritt: Durch Taylorentwicklung des Cosinus cos(a+¢) = cos(a) —sin(«)e...
zeigt dies, dass sich die Winkel «; 5+ von den Winkeln des euklidschen Dreicks
nur um Terme vom Typ O, (#?) unterscheiden. Das Integral [ A, kdjig ist vom Typ
0,4(t?). Also D(A;) = D(Ag) = 0 modulo O,(t?).

5. Schritt. Durch Unterteilung eines festen geoditischen Dreiecks in kleinere
geoditische Dreicke kann man wie beim Satz von Goursat mit einem Schub-
fachschluss und Intervallschachtelung zeigen: Wére der Satz falsch, dann gibe
es einen Punkt P im Inneren, eine Folge von geoditischen Dreicken A; mit P im

Inneren, so dass gilt
D(A)

T 25 #0

Durch geeignetes Zerteilen in 3 weitere Dreiecke kann obdA angenommen wer-
den, dass dabei P ein Eckpunkt von A; ist.

Text zum Bild: In einem geodétischen strikt konvexen kleinen Gebiet lassen sich
Dreiecke wie im euklidschen Fall unterteilen. Uberschneidungen wie in Bild ....

Hier ist es profitabel in Termen unendlich kleiner Grossen zu denken (Nonstandardanalysis)
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sind nicht moglich. Oder benutze Abbildungen vom Typ exp.(s)(tn) fiir festes £, 7
(Anderenfalls gébe es zwei verschiedene Geoditen von () nach @)’ innnerhalb der
strikt konvexen Menge. Widerspruch!

Schritt 6. Nach Schritt 3 existiert der Grenzwert und héngt nur von den zweiten
Ableitungen von g im Punkt P = 0 abhingt, also der Kriimmung «(P) ab. Man
kann daher (M, g, P) durch einen beliebigen Raum mit derselben Kriimmung in P
ersetzen. Es geniigt den Grenzwert daher in einem Raum konstanter Kriimmung
auszurechnen. Gilt der Satz von Gauss-Bonnet im Fall konstanter Kriimmung,
dann ist der Limes Null im Widerspruch zu obiger Annahme. Somit gilt der Satz
generell.

Schritt 7. Explizite Rechnungen fiir Raume mit konstanter Kriimmung, also Kugel
und hyperbolischer Raum (H,y ?FE)! Durch Zerschneidung kann man sich auf
einfache Dreiecke beschrianken. Den Fall konstanter negativer Kriimmung disku-
tieren wir im nichsten Abschnitt. Der Fall der Kugel bleibt als Ubungsaufgabe.
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7.4 Die hyperbolische Ebene

Die komplexe obere Halbebene aller 2 = x + iy € C mit Im(z) > 0 verse-
hen mit der Metrik y~2(dz? + dy?). Die Schnittkriimmung daher konstant, denn
die Gruppe S1(2,R) der Mobiustransformationen operiert transitiv durch isome-
trische Abbildungen, d.h. es gilt M*(g) = g. Beachte nidmlich

dM(z) az+0b

IOE) oo a2 = 9 e i) = 210
z (674

Im(z)

Somit operiert die Gruppe SI(2,R) auf der Menge der Geoditen. Die Winkel
der hyperbolischen Geometrie stimmen mit den Winkeln der euklidschen Metrik
iberein, da g in jedem Punkt ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist.

Fiir zwei Punkte auf der y-Achse ist die y-Achse ein verbindende Geodite mit
der Parametrisierung (¢) = (0, ') (siche §1.11). Diese hat Winkel 90 Grad zur
x-Achse. Wegen Konformitit gilt daher

Geoditen (durch zwei gegebene Punkte) sind die eindeutig bestimmten Halbkrei-
se durch diese Punkte, welche die x-Achse senkrecht schneiden, d.h. deren Mit-
telpunkt auf der x-Achse liegt. Kreise gehen unter Mobiustransformationen in
Kreise iiber, da sie durch Gleichungen

—
(1) H(i)=0
fiir hermitesch symmetrische Formen /1 beschrieben werden konnen. Geoditen

entsprechen den reell symmetrischen Matrizen H mit det(H ) # 0, welche indefi-
nit sind.

Bemerkung: Die Geoditen der hyperbolischen Ebene erfiillen die Axiome einer
Geradengeometrie: Je zwel Geraden schneiden sich in hochstem einem Punkt.
Durch je zwei Punkte gibt es genau eine Gerade. Das Parallelenaxiom gilt in der
hyperbolischen Ebene jedoch nicht, wie man leicht sieht!

Flicheninhalte: Sei ) = (x1, y2) und Q' = (2, y2) Punkte auf einem geoditischen
Kreis (im Bild gestrichtelt) mit x5 > ;. Die hyperbolische Fliche der Kreisvoll-
kappe, der Schnitt des Kreisinneren mit {Im(z) > y»}, ist gleich

. To — I

F, = — 20,
Yo
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wobei 20 der euklidische Winkel bei P = (#25*1,0) zwischen den Geraden nach
@ und @' ist. Die beiden Sektorwinkel der Kreisvollkappe sind beide gleich 6.

Beweis: ObdA z; = —z5. (Dann ist man obdA in der Situation des grossen un-
gestrichtelten Kreises des néchsten Bildes. Die zu berechnende Flédche entspricht
dem doppelten des hyperbolischen Fldacheninhalts F5, der rechten oberen schraf-
fierten Kreishalbkappe; P’ entspricht Q")

T

dxdy " dy V2 —y? . )
/ 5 :/ Vit —y? — = —~——— —arcsin (y/r)| =——90.
Fy y Y Y o Y2

Y

Dies zeigt die Behauptung.

Zerlegung in spezielle Dreiecke: Ein beliebiges geoditisches Dreiecks (obdA sei
eine Seite vertikal) kann durch Zerschneiden zusammengesetzt aus zwei spe-
ziellen geoditischen Dreiecken mit Ecken P’ = (z1,v1), @ = (z1,y2) und
Q) = (w2,y2). Ein Dreieck heisse speziell, wenn gilt: zwei Punkte die selbe y-
Koordinate und zwei dieselbe x-Koordinate.
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allgemeiner Fall
a a

Spezielle Dreiecke: Fiir ein spezielles geoditisches Dreieck mit den Ecken P’ =
(21,91) und Q" = (2, y2) (fiir y2 < y1)

x1¥4)

(x1:¥,) (x2¥,)

ist die hyperbolische Fliche gleich F' = I} — Fy, — F3 — F); (F ist die Fldche des
weissen Dreiecks im ersten Bild). Hierbei gilt

o [ = % — 05 (umfassende grosse rechte Halbkappe)

o [y = % — 01 (obere schraffierte kleine rechte Halbkappe)

o [ = f—ly v, (Das Quadrat in der grossen Halbkappe)

o [y = % — 26 (kleine untere Vollkappe mit Ecken () und Q")
Dies gibt F' = 260 + 6; — 05 oder

F:a1+a2—|—a3—7r

fiir die drei Innenwinkel «; des geoditischen Dreiecks.
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Kriimmung: Der hyperbolische Raum hat konstante negative Kriimmung. Nach

§1.11 ist Ryg19 = y 2 Im Punkt i = (0,1) ist die Metrik 1. Also k(i) =
—Riga(i) = —Riy (i) = —1

k=—1.

Obige Berechnung zeigt daher den Satz von Gauss-Bonnet (siehe §7.3).
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7.5 Hyperflichen

Wir betrachten glatte Hyperflichen M/ im R3 mit dem Pullback der Euklidschen
Standardmetrik. Fiir einen Punkt P € M ist in geeigneten Koordinaten die Fldache
M lokal bei P parametrisiert durch

F:R> - R?

(x7y) = (a:ayuf(‘r?y)) :
oder allgemeiner ' : RY — RY*! mit F(v) = (v, f(v)).

ObdA: P = 0und f(0) = f'(0) = 0 und durch Hauptachsentransformation

1
flz,y) = 5()\1352 + Aay?) A+

/
Die Jacobimatrix ist J(F, (z,y)) = (é 9 ﬁ“”"') . Der Pullback der euklidschen
O

Standardmetrik ist g, ,y = J(F, (z,y)) o J(F, (z,y)) ist
o A2z2 A dazy
g(ac,y) - 1 + (}qzl\zacy ;\gyg ) + T

Die Projektion von M auf die xy-Ebene liefert also Normalkoordinaten 1. Ord-
nung auf M bei P. Somit ist die Kriimmung Rj212(0) im Punkt P = 0 nach
Lemma 46 und § 6.3 gleich

Analog fiir F' : RV — RN+L,
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Die Kugel vom Radius R:  z% +y* + (2 — R)* = R™.

Also z = f(z,y) fir f(z,y) = R — v R? — r? und damit

fley) = SR )+

Folglich ist die Kriimmung der Kugel gleich

Fiir Ellipsen (oder Hyperboloiden) mit Achsen Ry, Rs gilt analog R1912 =
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Korollar 20. Die Kugel im RY vom Radius R mit der Standardmetrik hat kon-
stante Schnittkriimmung xk = %.

Beweis: Es geniigt dies zu zeigen fiir alle Schnitte mit 2-dimensionalen Ebenen.

Lorentzfall: Sei allgemeiner R™'! der Lorentzraum mit ||(x, t)||s; = r* — t* und
r? = 2'z. Der Hyperboloid M aller (z, ) im vorderen Lichtkegel mit t? — 7% = 1
ist ein Orbit unter der Isometriengruppe SO(N, 1)°. Der Pullback g(z) auf M von
der Lorentzmetrik ist definit und definiert den hyperbolischen Raum der Dimen-
sion N.

Beachte SO(2,1)° 2 Si(2, R) ist die Gruppe der Mgbiustransformationen. In der
Tat ist in diesem Fall der hyperbolische Raum isometrisch zur oberen Halbebene
mit der Metrik 3~ 2(dx? + dy?).

Lemma 48. Der hyperbolische Raum hat konstante Schnittkriimmung k = —1.

Beweis: Da die Isometriengruppe SO(N, 1) transitiv auf M operiert, geniigt es
den Punkt (0,..,0,1) € M zu betrachten. Dann gilt analog zu oben t = f(z) =
1+ % + .- mit \; = 1 und F resp. DF wie zuvor, jetzt aber im Unterschied zu
oben g(z) = J(F,x) © grorent- © J(F, x). Also

)\%12 A1 Az
g(x,y) = 1= (Al)\gmy ;%;2y> +
(obdA N = 2). Die Behauptung folgt daher aus Lemma 46, das zeigt dass die
Schnittkriimmung das Negative der Schnittkriimmung ~x = 1 der Kugel (Korollar
20) sein muss.

Der Lorentzfall: Fiir die Form vom Sylvestertyp (2, N — 1) kann man auf analoge
Weise eine Lorentzmannigfaltigkeit der Dimension /N mit konstanter Kriimmung
konstruieren! Oder durch den raumartigen Hyperboloid im Fall (1, N — 1).
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7.6 *Die zweite Fundamentalform

Eine glatte Abbildung f : I — M von Mannigfaltigkeiten, welche eine exakte
Sequenz von Vektorbiindeln auf / definiert

0TI f(TM)—“~N -0,

nennt man eine glatte Immersion. Entscheidend ist dabei die Injektivitit von f,.
Man nennt den Quotient N = f*(T'M)/ f.(TI) das Normalenbiindel von [ in M.

Ist g eine Riemannsche Metrik® auf M, dann definiert der Pullback eine defi-
nite Metrik h = f*(g) auf f*(7TM). Die orthogonalen Projektionen p; und py
beziiglich der Metrik h definieren eine Spaltung

ff(rm) =TI & N
des Vektorbiindels, so dass fiir die Metrik A gilt
h=h;®hy.

Sei V der Pullback des Levi-Civiata Zusammenhangs (von g auf T'M) auf f*(T'M).
Offensichtlich ist V metrisch beziiglich der Pullback Metrik h auf f*(7°M ), denn
V(h) = 0 erhilt man durch Pullback aus der entsprechen Formel V,,(g) = 0

(Lemma 9). Die orthogonale Retraktion p; definiert einen Zusammenhang V; =
proVof, auf T'I. Dieser ist offensichtlich metrisch beziiglich h;, denn (VY f, X)), =

(p1VY, LX)

Lemma 49. Der Zusammenhang Vi = proV o f. = pyo f*(Vu) o fe auf T
ist der Levi-Civita Zusammenhang der Metrik hy von T'I.

Beweis: Da V| metrisch ist, bleibt fiir alle Vektorfelder X,Y € T'(I) zu zeigen

(Vi)xY — (Vi)yX = [X,Y]].

Die Aussage ist lokal auf /. Wir konnen daher annehmen / C RY und M C RM
seien offene Teilmengen des Euklidschen Raums. Betrachte die Abbildung f. :

boder eine beliebige Metrik, deren Einschrinkung h = f*(g) auf 71 nichtausgeartet ist in
jedem Punkt von 1
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TI — f*TMund f. X, f.Y in f*(TM)(I).In §1.17 haben wir gezeigt V x f.Y —
Vy fuX = f.[X,Y]. Anwenden des Retraktes p; liefert wegen p;(f.[X,Y]) =
[X,Y]und p;Vx f. = (V1)x etc. die Behauptung.

Das obige Argument zeigt etwas allgemeiner

Korollar 21. | f*(V)x f.Y — f*(V)y f.X = f.[X,Y] | gilt fiir beliebige glatte
Abbildungen f : N — M.

Korollar 22. Der Operator S(X,Y) = f*(V)xf.Y — (Vi)xY definiert eine
symmetrische C*°(I)-Bilinearform mit Werten in N (I)

S T(I) x T(I) — N(I)|.

Man nennt S € (T* @ T* @ N)(I) die 2.Fundamentalform auf T'(I). Diese hat
Werten in N.

Beweis: Die Symmetrie von .S folgt aus dem vorigen Korollar und der bereits
bewiesenen Torsionsfreiheit von V. In X ist S natiirlich C°°(I)-linear. Wegen
der Symmetrie von S ist S auch C°°(I)-linear in Y. Per Definition hat S Werte in
f+«(T'M) und erfiillt p;(S(X,Y)) = 0. Also hat S Werte im Kern von p;, welcher
mittels der Abbildung v : f*T'M — N stillschweigend mit dem Normalenbiindel
N (1) indentifiziert wird.
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7.7 *Die Mainardi-Codazzi und Gaussgleichungen

Sei ' : I — M eine Immersion. Seien h; und g = g); Metriken mit F*(g) = h;
und S die zugeordnete 2.Fundamentalform auf 7'I (siehe letzter Abschnitt).

Satz 11. Die Kriimmung R; von V1 berechnet sich aus der Kriimmung von R von
V und der zweiten Fundamentalform S durch die Gaussgleichung’

Ri=R-S56S¢S.
9

Weiterhin liegt R(X,Y)Z + (VxS)(Y,Z)— (VyS)(X, Z) fiiralle X, Y, Z € T1
im Kern der Abbildung v : f*(T'M)(I) — N(I) (Mainardi-Codazzi-Formel).

Beweis: (nur im Fall der Kodimension 1 fiir A/ = R *! mit der konstanten Metrik
g, also fiir Hyperflichen I im R™¥*+!. Der allgemeine Fall geht analog). Sei also
obdAlokal ] =R und M =R und F : [ — M fiirx € 1

F(z) = (x, f(x)) -

Die Gaussgleichung wurden dann implizit bereits in §7.5 gezeigt.

Berechnung von S: Wegen F,(0;) = 1-0; + (0;f)(x) - Ony41 (Pushforward) und
Bild(F,) = Kern(v) gilt v(\(2)0;) = Ay (z) — Son Ni(2)0if (x) . Da M
euklidsch ist, gilt V; = 0;. Behauptung: Dann ist die 2.Fundamentalform S;; =
S(9;,0;) = v(0r, (0, F+(0;)) gegeben durch

Sij = v(( B0y, (0 dav9,)(0; + (0;£)(2)0n11)) = v(0i0;f () - ).
Beachte V,(0;) = 0 fiir den euklidschen flachen Zusammenhang V. Die MC-
Gleichungen 0,5, = 0;S; sind in unserem Spezialfall gerade die Gleichungen

Bemerkung: Gibt es auf R (oder auf einer offenen Kugel) eine Form S und eine
Riemannsche Metrik h, so dass obige Gauss-und Mainardi-Codazza Gleichungen
gelten, dann ist die Metrik Pullback der konstanten Metrik auf RN*! unter einer
Hyperflacheneinbettung. Beweisskizze: Die MC-Gleichungen 0,5, = 0,5 zei-
gen Sj; = 0;Sy, und wegen S, = Si; also S;; = 0;0; f fiir eine Funktion f. Die
Behauptung folgt dann aus §7.5.

"Das heisst (R;(X,Y)X,Y) = (R(X,Y)X,Y) + |S(X,Y)|2 - (5(X, X),S(Y,Y))
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Kapitel 8

Die Transportgleichungen
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8.1 Vorbemerkungen

Wir betrachten in diesem Kapitel zusammenhéngende vollstindige Riemannsche
Mannigfaltigkeiten. Wir fixieren einen Punkt P und studieren die Abbildung

expp : RY — M
auf einer maximalen sternformigen Teilmenge
UcRY,

auf der die Abbildung nichtsingulér ist, dem reguldren Stern U. Fast alle der fol-
genden Argumente gelten auch fiir indefinite Metriken.

Auf U betrachten wir dann die lineare Matrixdifferentialgleichung M +I'7M = 0,
welche den Paralleltransport definiert, zusammen mit ihren Inkarnationen

e MM'=-T7 , NIN=T; , N=M"
e g=Ng(0O)N
e NTIN =147

o /N(z) =1/, N(x)x = x.
o N(x)=0(P,expp(x))~" - J(expp, )

Deren Losungen sind nur definiert auf dem regulédren Stern. Diese Einschrinkung
ergibt sich dadurch, dass die Christoffelsymbole 'y der Pullback Pseudometrik
sowie M nur auf U definiert sind.

Mit Hilfe der Jacobifelder erhélt man eine zweite Differentialgleichung fiir [V,
welche linear von zweiter Ordnung ist und als Koeffizienten Kriimmungsterme
enthélt. Diese Gleichung ldsst sich durch Einfiihren einer Hilfsfunktion & (im
wesentlichen V) weiter vereinfachen. Diese so gewonnene Differentialgleichung
hiingt nur ¢V (der Kriimmung) ab, einer glatten Funktion auf R . Dies ermoglicht
es NV als Losung der Differentialgleichung

e N+2N+0'N=0 , N(0)=1id, N(0)=0
e N+2iN+No=0 , N(0)=id N(0)=0
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e 0V =NoN~! und g(0)o" ist symmetrisch
o & =1tN(t)
e D+oVd=0 , B0)=0,5(0)=1d

als glatte Funktionen auf ganz R fortsetzen zu konnen. Dasselbe gilt fiir ®. Somit
lasst sich der regulédre Stern um Null durch das Komplement der Nullstellenmenge
der Funktion det(N) = 0 auf R" bestimmen.

Mittels N respektive ® definiert man die matrixwertige Funktion > = g(0)<i><1>_1.
Es gilt

e X =g(0)dp!

e > = Y ist symmetrisch

e X+ %g(0)7'S + g(0)g¥ = 0.
o V2(1d(P,.)2 =% =1t%

Die Schnittkriimmungsterme ¢ kontrollieren diese Riccati Matrixdifferential-
gleichung. Die Determinante det(®)(z) und damit det(g) kann nur dann Null
werden, wenn () eine ‘Polstelle’bei z besitzt. Damit ist folgendes gemeint: Ist
¥ beschrinkt in der Umgebung eines Punktes © = ~y(t(), dann gilt det(P(ty)) # 0.
Denn aus ®(ty) - w = 0 folgt auch ®(tg)w = N(to)P(to)w = 0. Da O(t)w
Losung einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung ist, impliziert dies
®(t) - w = 0 fiir alle ¢, und damit w = 0.

Im Fall von Rdumen mit nichtpositiver Schnittkriimmung kann man > mit Hil-
fe der Ricatti Differentialgleichung abschitzen. Dies zeigt, dass X in diesem Fall
glatt auf ganz R” ist. Damit besitzt det(®) auf R" keine Nullstelle. Somit ist
der regulire Stern gleich RY. Die Exponentialabbildung expp : RY — M ist
dann, wie man leicht sieht, eine unverzweigte Uberlagerung. Ist M einfach zu-
sammenhéngend, dann ist somit expp : RN — M ein Diffeomorphimus. Im all-
gemeinen kann man M durch seine universelle Uberlagerung ersetzen und analog
schliessen.
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8.2 Kanonische Koordinatenwechsel

Fiir eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit definiert die Exponentialab-
bildung expp auf der Kugel vom Injektivititsradius eine kanonische Karte (kano-
nisch heisst bis auf einen linearen orthogonalen Kartenwechsel zur Standardme-
trik g(0) = gs). Fiir fixiertes P € M definiert die Abbildung expp : RY — M
durch Pullback der Metrik (,) von M eine globale kanonische Pseudometrik g
auf ganz RY. Ausserhalb der singuliren Punkte, d.h. den Punkten wo die Expo-
nentialabbildung kein lokaler Diffeomorphismus ist, ist die Pseudometrik g(x)
eine Riemannsche Metrik. D.h. dort gilt det g(z) # 0. In den singuldren Punkten
r € RY gilt dagegen det g(x) = 0.

Definition: Die maximale um 0 sternformige offene Teilmenge U C Tp(M) =
R¥, welche im Komplement der singuliren Punkte liegt, nennen wir den reguliren
Stern um Null.

Die Exponentialabbildung
expp: U — M

ist eine unverzweigte Uberlagerung (insbesondere also ein lokaler Diffeomorphis-
mus). Auf U ist expp aber i.a. nicht mehr injektiv.

Kartenwechsel: Sei x € U und Q = expp(x) € M. Seiexpg : RY 2V — M
die kanonische Karte um Q. Auf U C R” von  ist der kanonische Kartenwechsel
fuv : U — V eindeutig bis auf Linkskomposition mit einer linearen orthogonalen
Abbildung. Die Jacobimatrix D fi () ist eindeutig bis auf Linkskomposition mit
einer linearen orthogonalen Abbildung, somit bestimmt durch die eindeutig zuge-
ordnete Matrix D fiv (2)'g(0)D fyv (). Wegen der Kettenregel ist diese wohlde-
finierte Matrix gleichzeitig der Pullback der Metrik von M im Punkt ). Es folgt

g9(z) = D fuv(x)'g(0)D fyv () .

Dies liefert das anscheinend tautologische
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-1
fUV = (epr) oexpp

Lemma 50. Jede Matrix N, welche

g(z) = N'g(0)N

erfiillt, ist gleich der Jacobimatrix N = D fy eines kanonischen Kartenwechsel
fuv (bei geeigneter orthogonaler Modifikation der kanonischen Karte bei () =
expp(z)). Folglich det g(x) = 0 <= D fyy(x) =0 <= det N = 0.
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8.3 Die Transport Matrizen

Sei v eine Kurve in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M. Sei T' = + das
Richtungsfeld (ein Schnitt von v*(7'(M)) und

0
Vr 6t+ T Y

der zugehorige Zusammenhang des Vektorbiindels v*(7'(M)).

In lokalen Karten: I'p = Y, 4" (£)I'};(y(t)).

Sei |/ fiir I = [a,b] in einer Karte enthalten. Wir betrachten dieses Teilstiick
von 7. Wir ersetzen obdA M durch die Karte, eine offene Teilmenge des RY.
Beziiglich der Trivialisierung von v*(T'(M)) = RY in dieser Karte kénnen wir
die Christoffelmatrix I'r als N x N-Matrizen auffassen.

Parallelfelder: Ein Vektorfelder £ entlang +y ist parallel, wenn V£ = 0. Die Fun-
damentallosung fiir den Paralleltransport von P = ~(a) nach Q = ~(t) ist die
eindeutig bestimmte Matrixlosung M (t) mit VM = 0 und M (a) = id oder

M@t)+Tr-M1t)=0.
Es gilt M'g(y(t))M = g(P) (Lemma 35). M (t) ist invertierbar fiir alle ¢ € [a, b].

Die Matrix N (#): Die inverse Matrix N = M ~! erfiillt in der lokalen Karte die
Gleichung

I'r=N"'N |, N(0)=id|.

Beachte 'y = — MM tund £ M~ = — MMM~ Esgilt g(z) = N'(t)g(P)N(t)
fiir v = ~(¢), kurz

g(x) = N'(x)g(P)N(x)].

Korollar 23. Das Volumenelement dj., der Riemannschen Mannigfaltigkeit im
Punkt v = ~(t) einer lokalen Karte ist gegeben durch det(g)'/?(z) = det(N(t)),
und es gilt

%log(det(N)) =Tr(N7IN)=Tr(NN1).

143



Beweis: Die erste Aussage folgt aus det(g)'/? = det(N). Die letzte Aussage be-
nutzt $log det N(t) = Tr(NN-Y) fiir glatte invertierbare N (t), denn beide Sei-
ten sind invariant unter N (¢) — U (¢t)N(t)U(t) . Somit ist obdA N (¢) eine obere
Dreiecksmatrix. Dann hdngen aber beide Seiten nur von den Diagonaltermen ab.

Trivialisierungen: Sei () € v*(T'M)(I) ein Vektorfeld entlang . Sei

0 : TMP = TM’y(t)

der Paralleltransport von P = 7(0) nach @) = ~(t) gegeben durch die Matrix
M (t) fir t € I. Dies liefert eine Identifikation

Y(TMYI) = C%(,(TM)p) =C>®(I,RY)

oder auch

Lemma S1. Fiir alle natiirlichen Zahlen i hat man ein kommutatives Diagram

£(t) € v (TM)(I) ———=C=(I,TMp) 3 1(t)

; P
vi i
T dt?

YH(TM)(I) e O (1, TMp)

Das heisst: | 071 -V Vrp <977(t)> = j_; n(t)

Verschirfung: Da man das Vektorfeld v*(7'M) immer trivialisieren kann, gelten
die obigen Aussagen nicht nur in einer Karte, sondern sie gelten entlang v auch
global.

Beweis: Wegen N~ = M und N-'NN-! = -M gilt NVy N~ = N(0; +
NN)N-) = N&,M — NN = N(M, + M) — NM = NM&, = b,
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8.4 Paralleltransport in Normalkoordinaten

Die Aussagen des vorherigen Kapitels gelten in einem beliebigen lokalen Koordi-
natensystem. Von jetzt an fiir den Rest des Kapitels betrachten wir ein geoditisches
Normalkoordinatensystem (wenn nichts anderes behauptet wird).

Korollar 24. Fiir die Geodite ~(t) = vt in Normalkoordinaten betrachte x =
v(t) im reguldiren Stern und () = expp(x). Beziiglich geodditischer Normalkoor-
dinaten bei Q) ist die Jacobimatrix (f.), = J(f,z) : RN — R der Exponential-
abbildung f = expp gegeben durch

(fi)e =00 N(t) , [f=expp.

Hierbei ist § : Tp(M) — To(M) der Paralleltransport auf M entlang vy =
exppory. Mit den Identifikationen expp : RN = Tp(M) und expg : RN = To(M)
wird 0 = 0(P, Q) eine orthogonale Matrix in GI(RYN) zur Form g(0) = g.

T(RN)V(t) T(M>V1v1(t)
N(t) | -1
)
T(RY )y — = T(M)p

Beweis: Trivial, denn N ist der inverse Transport. Beachte die untere waagrechte
Abbildung ist eine Identifikation in kanonischen Koordinaten wegen J( f,0) = id.

Wir bemerken, dass die obige Matrix N (t) — sowie auch M (t) — a priori nur auf
dem reguldren Stern erklirt ist (daher die gestrichelte Linie). Die Matrix N (t)
ldsst sich aber mit diesem Diagram zu einer glatten Matrix N (t) auf ganz RY
fortsetzen'.

Korollar 25. Die Matrix

N(z) = 0(P.Q) "o J(eapr,7)| , Q= expp(x)

'Dies gilt dagegen im allgemeinen nicht fiir M (¢), welches singulir am Rand von U ist.

145



definiert eine glatte Funktion auf ganz RY, welche auf dem reguliren Stern mit
der bereits betrachteten Matrix N iibereinstimmt, und auf ganz RY die Gleichung

g(x) = expp(g(0)) = N'(x)g(0)N(x)

erfiillt.

Beweis: Nur die letzte Aussage ist zu beweisen! Diese ist aber deshalb richtig, da
wir nur kanonische Koordinaten auf M benutzen! Im Punkt Q = expp(z) ist der
Tangentialraum 7'M = R mittels expg und die Metrik gleich g = g(0). Aber
capp(g) = J(f2) g (f, ) = N'(2)(071) 9N (z) = N'(2)gN(x), da der
Paralleltransport 6 : TMp — T M isometrisch ist, und daher 6 = (P, Q) eine
orthogonale Matrix in der Gruppe O(gs) ist (in beiden Punkten betrachten wir
kanonische Koordinaten!)

IR

™,

Lemma 52. Auf dem reguliiren Stern gilt: N (t) ist die eindeutig bestimmte Lisung
N = N(t) der Differentialgleichung

NN =1g7'g |, N(0)=id|,

und damit

Beweis: Es geniigt I'r = % gg~ ! auf der Geodite v(t) = x - t zu zeigen. Dies folgt
aus der Basisrelation und wird weiter unten in Lemma 53 gezeigt.
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Bemerkung: Am Rand von U wachsen die Christoffelsymbole ebenso wie M, so
dass die Transportgleichungen von Lemma 52 ausserhalb von U nicht mehr 16sbar
sind.

Bemerkung: Man kann das letzte Lemma auch in der Form schreiben g = 3 N g(0)N.

Beachte p
g = EN’g(O)N = N'g(0)N + N'g(0)N .

Somit heisst das,

1. 1 .

Alsoist ¥ = g(0) NN~ eine symmetrische Matrix, da wo N~ existiert.

Korollar 26. Die Matrix ¥ = g(0) NN~ ist symmetrisch und definiert eine glatte
Funktion auf der offenen Teilmenge von RN, wo det(N) # 0 ist, also insbesondere

auf U.

Christoffelsymbole: Durch partielles Ableiten der Basisrelation Y. 2'g;; = x;
nach 9, erhidlt man >, 2'0,9i; = 9a;(0) — go;. Benutzt man die Symmetrie in a;j,
so folgt aus 2", gl = Okgij + Digjr, — Ojgx; durch Multiplikation mit z* und
Summation iiber & die Formel >, 2z%g;,I"}, = (Eg),; fiir den Euler Operator E.
Wegen Iy, = I ist -, 200 gl = 325, 2279, = 32, 20,(T0); fiir Do (2) =
>, 2Tl Es folgt

Lemma 53. g - ', = $E(g). Also auf U gilt 3, 2'T, = 1(g7' - Eg)u.

Lemma 54. Analog zeigt man Y, z;I", = g;1.(0) — gix — %(Eg)zk

Aus den obigen Rechnungen folgt Lemma 52, oder allgemeiner

Lemma 55. Auf dem reguldiren Stern, gilt* fiir den Euleroperator E:

1
N-'.EN = 5g—l-Eg,

wenn man N als Funktion auf dem reguliren Stern U auffasst.

Die Gleichung ist GI(V)-équivariant fir N € End(V) und g € S%(V)

147



N als Funktion von « € U: Die Paralleltransportmatrix N (¢) = N, () hingt natiirlich
von der Wahl einer Geodite y(t) = xt ab. Aus der Transportgleichung folgt die
Resklalierungsformel Ny, (t) = N, (A - t) fiir reelles A. Daher ist auf dem re-
guliren Stern U C RY die Funktion N(x) = N,(1) fiir z € RY wohldefiniert

N: RY — End(R") .

In diesem Sinn gilt

N(xt) =3, 2752 N(xt) und N(xt) = N,y(t) = Ny(t) - Ty(wt) liefert fiir t = 1
EN(z) = N(x)I',(x) .

Hierbei ist T (z) = >, 2T, ().

Bemerkung: Der Vollstdndigkeit halber sei erwihnt, dass die Matrix N (¢) (obdA
auf v(t) = (¢,0,..,0)) folgende Gestalt besitzt

10

N = |

0

* Xk X
* X * O

da die inverse Matrix von N den Paralleltransport entlang -y bestimmt®. Daher ist
die obere Zeile gleich 4. Aus N ™' N = 17! folgt daher

00 --- 0
- 0 =* *
N(t): 0 = *
0 =x* *

Daraus folgt fiir » = N¢ die Koordinatenbeziehung £, = 0 <= n; = 0.

Variiert man die Geodite wird N (z) eine Funktion auf RY. Die letzte Rechnung
zeigt, dass x ein Eigenvektor* von N (z) ist

¢ -N(x)=2' , N@)-z=z , xzcRY,
zumindestens fiir die nicht singuldren Punkte x.

Korollar 27. Es gilt S~ 2/ N;(x) = o' sowie Y1, ' Nyj(z) = @7 fiir alle
Punkte © € RN, welche im reguldren Stern um Null enthalten sind.

3Siehe Appendix iiber Formeln auf einer Geodite
“Dies sollte zeigen, dass die Taylorkomponenten N”(0) € End(V)®S" (V) von N bei P = 0
vom Héchstgewicht (r, 1,0, ..,0, —1) sind.
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8.5 Jacobifelder

Sei I = R. Sei v,(t) eine Geodite ~yy; : I — M in einer Riemannschen Mannig-
faltigkeit M mit dem Richtungsfeld

T =m = (7m)«(0)

entlang ;. Der Levi-Civita Zusammenhang V definiert die Derivation V auf
i (T'M) wertigen Schnitten auf I.

Sei R(X,Y) € End(T(M)) der Riemannsche Kriimmungstensor. Wir bezeich-
nen den Pullback auf / mit v;,R(X,Y). Dieser Pullback ist ein naiver Pullback!

Definition: Schnitte £ € ~;,(T'M)(I) nennen wir Vektorfelder entlang ~y,,. Ein
solches Vektorfeld enlang v, heisst Jacobifeld, wenn es die folgende Jacobiglei-
chung erfiillt

VeVr§ — i R(T, T = 0]

Dies ist eine vektorwertige lineare Differentialgleichung 2.0rdnung fiir das Feld
¢ auf I. Der Raum der Losungen hat die Dimension 2dim(M ), und diese sind
definiert auf dem ganzen Definitionsbereich I der Geodite (im vollstandigen Fall,
den wir betrachten, also auf ganz R).

Die Geodite -y, geht durch den Punkt P = 7,,(0) und man hat eine Parametri-
sierung der Geodite 7, mittels der Exponentialabbildung f = expp

Y

1

RN

durch eine Gerade v(t) = wu - t. Beachte, auf I hat man eine Abbildung von
Vektorbiindeln
fer ¥ (TRY) = 43 (TM) .
Wir definieren fiir einen Vektor v € RY das Vektorfeld
§(t) = t-v ey (TRY),

und das Bild

(1]

= (f)rv0§(t) € Var(TM),; .
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Lemma 56. Das Feld =(t) ist ein Jacobifeld auf I mit =(0) = 0. Jedes Jacobifeld
auf I, welches im Nullpunkt verschwindet, ist von dieser Gestalt.

Folgerung S. Im reguldiren Stern eines Normalkoordinatensystems ist das lineare
Feld

E)=t-v ., (WeRY)
ein Jacobifeld® entlang der Geodiite y(t) = u - t.

Beweis des Lemmas: Die zweite Aussage des Lemmas folgt wegen Dimensions-
griinden aus der ersten Aussage des Lemmas. Nun zur ersten Aussage. Fiir zwei
feste linear unabhingige Vektoren u,v € R definieren wir

F:I? =M

F(s,t) = expp(tu+tsv) .

Fiir festes s definiert (yy/)s(t) = F(s,t) eine Geoddte durch P, und es gilt
(Var)o(t) = ya(8) = (f 0 7)(D).

Die Felder 7" und S: Wir definieren fiir f = expp

T = F(2)(s,1) = Fu(or(tuct 130)) = (F)usesn (1 + 50)

und
0

§ = B (.0) = Lt t50)) = (R)wston ()

auf I? als Felder mit Werten in F*(T'(M)). Einschrénken auf s = 0

0,t) € I? M
te I —2 s )

liefert die Felder 7'(0,t) = 4 (t) und Z(¢) = S(0,¢) auf I.

SWir identifizieren v* (TRY); = RY
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Ihre Derivationen V1 und Vg: Die Felder T und S definieren Derivationen V1
und Vg von F*(TM) auf I. Es gilt V7.5 — VsT = F.([2, 2]) = F.(0) = 0
(Torsionsfreiheit). Also

VS =VsT
auf /%, Ausserdem gilt VoV — VsV — V10 o) = R(T, S) auf I”. Also

ot’0s

ViV —=VsVyr=F'R(T,S).
Geoditenschar: Da alle (yar)s(t) = F'(s,t) Geodéten in M sind, gilt
ViT(t,s)=0 , V(s t)el*.
Beachte T'(s,t) = (Yar)s(t). Daher gilt auf ganz I*
VoVeS =VoeVeT =VVeT —Vs(VeT) = F*R(T, S)T
wegen Vg(V7T) = 0 auf 12

Spezialisieren® liefert auf der Geodite (ya7)o = s die Jacobigleichung. Beach-
te (VoVrS)(0,8) = (F (V) 0 F'(V)2S)lomo = 7ia(V) 2744(V) 2.5(0,0),
denn die Ableitungen vertauschen mit der Spezialisierung, da nur nach ¢ abge-
leitet wird. Aus S(0,t) = Z(t) folgt die Behauptung.

Die Schnittkriimmungsmatrix’: Beziiglich der Identifikationen 6 : TMp = TM,,, @
mit 7;(t) = 671(Z;(¢)) gilt nach §7.2 fiir beliebige Felder =;(t) entlang vy,

Ry(T, 20, T, Z0) ety = —

*Wiirde VT = 0 nur fiir s = 0 gelten, dann miisste VgV T bei s = 0 im allgemeinen nicht
verschwinden!
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Andererseits ist dies fiir ein Jacobifeld =; wegen der Jacobigleichung (Lemma
51) gleich

62

(V3B1,Za)yy = (9@9—151,52»
o
= <(@)9 21,07 By

82
= ((@)Ulﬂmw)

Da dies fiir alle =, gilt, folgt fiir die Spalten n(t) = (07'2)(t) = N(t)&(t) =
N(t)tv der Matrix
O(t) =1t - N(t)

die Matrix-Differentialgleichung
() +0V - D=0,

Hierbei ist 0V (t) := (0~'o70)(t) ein Endomorphismus von TMp = RY. Da die
Ry (T, =1, T, Z,) symmetrisch in =; ist, ist

eine symmetrische Matrix, welche glatt ist als Funktion von ¢ auf ganz R".

Beweis: (011, m2) st = R (T, 21, T, Z2)+,, () ist symmetrisch in 7y, 7.

Korollar 28. In Normalkoordinaten erfiillt die Matrix ®(t) = t - N(t) auf der
Geodiite y(t) in Richtung % = u fiir alle t € R

t*-g(v(t)) = ()'g(0)2(1) |,

wobei ®(t) eindeutig bestimmt ist als glatte Funktion auf ganz R durch das lineare
Gleichungssystem

O(t) + V(1) - B(t) = 0

mit den Anfangsbedingungen ®(0) = 0 und ®(0) = E. Hierbei ist g(0)o" sym-
metrisch und glatt auf ganz R.
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1.Bemerkung: Obige lineare Differentialgleichung mit den Anfangswerten ®(0) =
0 und ®(0) = id bestimmt ®() und hiingt differenzierbar von Parametern wie der
Richtung u der Geodite ab. Somit ist $(v) = ||v||s - N(v) eine glatte Funktion
auf ganz R”, und hiingt nur ab ab von V.

2.Bemerkung: Auf dem reguliren Stern ist auch o, (t) = N~(t)oV(t)N(t) er-
kldrt, als Schnittkriimmungsmatrix o, der Pullbackmetrik ¢ = exp}(gar) auf U
in Richtung u der Geodite. Auf U gilt damit auch

O(t) + B(t) - o(t) = 0.

Jacobifelder auf der Kugel:
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8.6 Konstante Krimmung

Sei die Skalarkriimmung konstant x = p?. Dann ist p reell oder rein imaginir. Der

Kriimmungsoperator ¢V ist proportial zur Projektion auf das Orthokomplement

ut von u (die Abbildung ||u||? - pr,. ist auch sinnvoll fiir isotrope u)

o = plull - pr- -

1) Die Losung & = &, der Gleichung @(t) + 0V(t)®(t) = 0 mit den Anfangs-
werten ®(0) = 0 und ®(0) = 1 ist dann fiir nicht isotrope u

sin(pllul[t)

Cid,
pllull

©,(t) = t-idp. EP
beziiglich der Zerlegung RY = R - u & u'. Hierbei ist im Fall, wo p||u|| Null ist

oder rein imagindr ist, % entweder ¢ oder via analytischer Fortsetzung der

zugehdrige sinus hyperbolicus.

2) Die Metrik im Punkt x = wut ist (im Fall g(0) = 1)

sin(p - ||z]])?
g(x) = 1Ry ( ) “ 1,
D p -l
3) Der regulidre Stern U ist der offene Kreis vom Radius r» = % (fiir p > 0) und
ganz RY in den verbleibenden Fillen p € iR. Das Riemannsche Volumenelement

1st
_(sinp-flzl) N
du(z) = ( PR ) de , zeU.

4) Fiir die Matrix ¥(t) = g(0)®(¢)®(¢)~" gilt dann im Fall g(0) = 1

4 cos(p||lu||t

CORPIENE) . id
sin(plullt)

Also X(t) =t~ tidgn +0(t) bei t = 0, X(¢) ist monoton fallend auf U als Funktion
von ¢ > 0. Im Fall p € R bekommt > einen Pol am Rand von U. Im Fall p ¢ R
ist 3(t) beschrinkt ausserhalb jeder Umgebung von Null.
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8.7 Der verallgemeinerte Cotangens >

Wir setzen
_ ro—1 9 (0) 7 AT—1
Y =g(0)0d " = e +g(O)NN—.
Y.(t) eine symmetrische matrixwertige Funktion mit einem einfachen Pol vom

Typ t~'¢g(0) im Punkt ¢ = 0 (Siehe Fussnote zu Lemma 52). Die Funktion X(#)
ist nicht definiert in den Punkten, wo det(N) = 0 oder dquivalent det(g) = 0 gilt.

Folgerung 6. Gilt det ®(t) # 0, dann ist > = g(0)®® ! definiert und glatt, und
erfiillt die nichtlineare Riccati Differentialgleichung erster Ordnung

£+ £9(0) 'S + (9(0)0¥) = 0]

Beweis: ¥ = ¢(0)d® 1 — g(0)($d 1) (0D 1) = ¢(0)dd~! — Tg(0) 'Y =
—g(0)o¥ — Xg(0)71%.

Lemma 57. Ist > beschrdnkt und definiert in einer linksseitigen oder rechtsseiti-
gen Umgebung von ut. Dann gilt det(®)(to) # 0 und damit det(g)(to) # 0.

Das heisst ¥(¢) kann am Rand des regulédren Sterns nicht beschrinkt bleiben!

Beweis: @ ist glatt auf RY. Aus ®(to)w = ®(to)w = 0 folgt (t)w = 0 wegen
der Differentialgleichung von ®. Also ®(0)w = w = 0. det(®(ty)) = 0 impliziert
die Existenz eines w # 0 mit ®(tp)w = 0.Ist || X(¢)||s+ < ¢ bei ty beschrinkt, folgt
19(0)®(to)w||s < €| ®(to)w]s = 0. Ein Widerspruch!

Theorem 4. Sei g(0) = 1. Gilt fiir die Kriimmung ¢; < 0" < ¢y auf einer offenen
sternformigen Teilmenge Q C RY, dann gilt

Yy <X < Y,

(auf der offenen sternformigen offenen Teilmenge von (), auf der die Matrizen ¥,
glatt sind) fiir die Sigmafunktionen X.. der Funktionen —c .

Es folgt®

8Fiir konstante negative Kriimmung —c ist ¥, glatt auf ganz R” (siehe §8.6).
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Korollar 29. Ist auf der Gerade v = ut,t € |0, b] die Schnittkriimmung ¢(0)o” < 0
und ist g(0) = 1, dann existiert auf ~y kein singuldirer Punkt, und fiir alle 0 <t <b
gilt

1 <tX(t) < ool

Folgerung 7. Im Fall nichtpositiver Kriimmung ist der reguliire Stern gleich RY.

Beweis des Korollars: Auf jedem Kompaktum 2 C R¥ ist die Matrix —g(0)o"
beschrinkt ¢ < —g(0)o¥ < —c = const(£). Fiir nicht positive Kriimmung kann
¢ = 0 gewihlt werden. Dann ist ¢ < 0 und damit wegen ¢(0) = 1 die Matrix X,
glatt auf R™ \ {0}. Die Behauptung folgt dann aus Theorem 29.

Beweis des Theorems (odbA die obere Schranke): Fiir die untere Abschitzung
ersetze 3(t) durch —X(—t).

Angenommen Y + Xg(0)7!'¥ < ¢ Sei X, eine Losung der Gleichung 3, +
¥.g(0)7'3, = ¢ mit Pol vom Typ @ bei t. Wir behaupten dann’® X(t) < ¥.(¢)
fiir alle ¢ mit ut im Durchschnitt U der beiden reguldren Sterne. Im Limes ¢ — ¢»
folgt dann X(¢) < X, wegen der expliziten Gestalt von Y. (§8.6).

Die Taylorentwicklung von ® ist wegen ®(0) = (0) und & = —oV®

Dies liefert

s = 40 900,

und zeigt X(t) < X.(t) fiir alle ¢ > 0 nahe bei Null! Daher folgt die Aussage aus
Lemma 65 im Appendix iiber Differentialgleichungen.

Richtungswechsel: Auf der Geoddte (t) = u - ¢ setze 3(t) = —X,(—t). Dann
gilt X(t) + X(t)2 4+ 0¥ (—t) = 0 und lim,_o t2(t) = id. Es folgt

E—u(t) = _Zu(_t) :

%c = ¢(t) muss nicht konstant sein!
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8.8 Riume mit konstanter Kriimmung

Zur Erinnerung: Der regulire Stern'? ist die maximale um 0 sternférmige offene
Teilmenge U C RY = Tp(M), welche im Komplement der singuldren Punkte
liegt.

Theorem 5. In geoddtischen Normalkoordinaten bestimmen die Matrixen o, u €

RY (also der Riemannsche Kriimmungstensor'! Réj (), den reguldren Stern U

zusammen mit der Metrik g(x) auf U eindeutig (bei fixierter Wahl'* von g(0)).

Beweis: Dies folgt durch Losen der Differentialgleichung von Korollar 28. Beach-
te z € U genau dann, wenn die eindeutig betimmte Losung der besagten Diffe-
rentialgleichung det ®(tx) # 0 fiir alle ¢ < 1 erfiillt. &(¢) bestimmt nach Korollar
28 dann die Metrik g(z) auf U.

Bemerkung: Der singuldre Radius in Richtung w, ||u||s; = 1, d.h. das minimale ¢,
mit uty ¢ U, ist eine oberhalb stetige Funktion des Raumwinkels, da det N (u)
eine glatte Funktion auf RY ist. Aus Satz 14 folgt spiter die unterhalb Stetigkeit.

Korollar 30. Je zwei einfach zusammenhdngende (zusammenhdingende) Riemann-
schen Mannigfaltigkeiten M mit konstanter Kriimmung r sind isometrisch diffeo-
morph.

Beweis: Im Fall x < 0 definiert die Exponentialabbildung RY — M eine un-
verzweigte Uberlagerung (Ubungsaufgabe !), also ist expp sogar ein Diffeomor-
phismus. Im Fall p?> = x > 0 ist hat man als Modell die Kugel S vom Radius
R = p~!. Fiir den reguliren Stern U der Kugel gibt es fiir ¢ > 0 und Punk-
te ,Q' am Rand von U eine verbindende Kurve v : [0,1] — U in U (d.h.
mit v((0,1)) € U) mit L(y) < e. Dasselbe gilt fiir jedes andere Modell M
konstanter Kriimmung x. Es folgt d(Q, Q") < L(y) < ¢ fir alle ¢ > 0 und
somit d(Q,Q’) = 0. Das heisst der Rand von U wird unter expp auf einen
Punkt abgebildet oo € M abgebildet M = expp(U) U {oo}. Die Kugelschale
{v|R/2 < ||v|]|]s& < R} wird isometrisch diffeomorph auf eine offenen Menge
V' C M abgebildet, so dass V U {oo} eine Karte um oo definiert. Offensichtlich
ist daher M isometrisch diffeomorph zur Kugel S*.

10Sp'aiter werden wir sehen, dass expp(U) eine offene dichte Teilmenge von M ist

!1Siehe zum Vergleich die formale Charakterisierung der Metrik durch R; jki(x) in Korollar 19

"?Reskaliert man g mit einem Skalar, dndert sich R}, () nicht. Die Reskalierung von g wird
durch eine Koordinatentransformation kompensiert.
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8.9 “*Der Konvexitatsradius

fr(.) = %||.||% definiert eine quadratische Form auf R Sei v : [a,b] — U eine
beliebige (nicht notwendig durch 0 verlaufende) Geodite innerhalb des regulédren
Sterns U eines geoditischen Normalkoordinatensystems bei P.

Dann gilt nach Abschnitt §5.8, Satz 8

;;;Hv( to)ll5 = Z(MO) —Zv’“(to>g(0)klrij<v<to)))v’(tow‘(to).

%, k

Wegen der Basisrelation (Lemma 54 und Folgerung 6) ist

1
9:5(0) = Y7 (t0)9 (0wl (1(t0)) = 9 + 5 E(9) -
k
Wegen ¥ = ¢(0)00~! = g( )=t + g(0)NN-' ist andererseits N'SN =
“H(N'g(0)N + N'g(0)N) =t~ (9 + L E(9)). Daraus folgt (*)

| @ , ,
E@H’Y(to)”gt = toN'E(to) N[¥(to)] -

Wechsel der Koordinaten: Sei () = ~y(ty) € U ein fester Punkt auf ~. Betrach-
tet man nun geoditische Normalkoordinaten bei ) anstelle der bisher benutzten
geoditischen Normalkoordinaten des Referenzpunktes P = 0, dann definiert
fp(.) in den neuen Koordinaten eine Funktion f p auf V', welche i.a. keine quadra-
tische Funktion mehr ist. Liegt () nahe genug bei P gilt im Riemannschen Fall

frly) = %d(P, y)? .

Die Jacobimatrix D fyy(Q) des Koordinatenwechsels fyy, fuy(Q) = 0, ist die
Matrix N (Q). Die Tangente der Kurve i = fr;v o7y berechnet sich daher im neuen
Koordinatensystem durch 7(to) = (N4)(to). Und f = f o fi\.

In den neuen geoditischen Normalkoordinaten des Punktes (), wird () zum Null-
punkt 0 = fy/(Q) € V. Fiir eine beliebige Funktion f auf V' gilt fiir die unsere
Geodite 7, im Punkt ¢, die Gleichung ¥(y) = 0. Ausserdem

Hess(f)(0)[F(to)] = — (F(3()],_, -
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denn die kovariante Ableitung V2(f)(0) ist gleich 9%f(0), da die Christoffel-
symbole von V im Punkt ) = 4(¢y) verschwinden. Und ig (f(3 1)) —ty =

O*(f)(0)[3(to)], da die zweite d—Qi( 0) im geoditischen Normalkoordianten bei
() verschwindet. Das heisst

Lemma 58. Sei () ein Punkt im reguliiren Stern U von P. Sei vy : [a,b] — U eine
Geoddte beziiglich der Pullbackmetrik nicht notwendig durch P, und sei () =
v(to). Sei V' der reguldire Stern von Q). Dann ist die Funktion

folw) = 512~ feu (@)

wohldefiniert auf einer Umgebung V C V C RN von 0. Die Hessematrix von
fp beziiglich der Pullbackmetrik ist in Normalkoordinaten bei ) (bei geeigneter
linearer Normierung) gegeben durch die Matrix

Hess(fp)(Q) =teX(ty) , Q=n(ty) € U.

Lemma 59. Fiir die Matrix > = Y,,, d.h. fiir 3. ist gebildet zur Geoddite ut durch
P im reguldiren Stern von P, setzt sich zu einer glatten symmetrischen Tensor

Y =t2: U— S¥T%)

fort. In diesem Sinn gilt in T*(U) die Identitcit

V2 (fp)(expp(z)) = 0,2 (x)0,
fiir eine orthogonale Transformation 0,, € O(N,R). (Paralleltransport).
Korollar 31. Fiir den Laplace A = Tr(V?) gilt A(fp)(expp(z)) = Tr(X)(z).

Beweis: Zum Beweis von V2f = X in T?(U), geniigt Gleichheit der Pullbacks
fiir alle Geoditen v (es handelt sich um symmetrische Tensoren). Im Punkt ()
und der Geodiite v, kann man durch Ubergang zu Normalkoordinaten V2 f durch
V2f ersetzen, f = f o fyv, und X durch den Pushforward (fuv)«- Nach diesen
Ersetzungen ist die Behauptung gerade die Formel (*).

Die Form ¥ = ¢(0)®®~! hat die Signatur von ¢(0) fiir kleine ¢ > 0. Sie behilt
diese Signatur bis zur ersten Nullstelle ¢, von det(X(t)). Beachte t;, wenn es
existiert, liegt notwendig vor der ersten Polstelle ¢; von ¥(¢) (der erste singulére
Punkt ut; auf der Geodite ~(t) = wt). Wir nennen ut, den Konvexititspunkt in

Richtung von u. Im Fall negativer Schnittkriimmung ist dies der unendlich ferne
Punkt (Korollar 29).
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Korollar 32. Angenommen M sei vollstindig mit negativer Schnittkriimmung.
Dann sind die Kugeln B, (P) fiir beliebiges r > 0 geod.itisch konvex.
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8.10 *Die Singularitiaten von X

Sei nun ¢g(0) = 1, und somit M Riemannsch.

Dann gilt
i t
dpig(t) - t4mOD — det( (1)) = elo TTEE)ds

In der Nihe von singuldren Punkten ¢, geht das Volumenelement dy:, gegen Null.
Daher muss gelten
llthtOTT(2>(t) = —0.

Die Taylorentwicklung der auf R” glatten Funktion det(®(t)) ist nicht identisch
Null (siehe Appendix). Dies liefert wegen

Tr(3(t)) = dlog(det(®(t)))

die Beziehung

Tr(X(t)) = ; jbto + glatte Funktion bei ¢ .

Hierbei ist n € N die Null/Polstellenordnung von det(®(¢)) im Punkt ¢,. Diese ist
ungleich Null.

Korollar 33. det(g) eine isolierte Singularitiiten auf jeder Gerade v(t) = ut.
Tr(X)(t) hat einen einfachen Pol in jeder Singularitiit mit ganzzahligem Residu-
umn > 1.

Aus dem letzten Paragraph folgt fiir den Limes

lim, .o d(z,Q) - A(fp(expp(x))) =n-to|,

mit der Abkiirzung () = expp(v(tp)).
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Das Beispiel der Kugel: Wir betrachten fiir P den Nordpol P und fiir ) den
Siidpol @ der Kugel vom Radius R. Die Funktion f = 1d(P,z)? ist in der Nihe
von () gegeben durch

(r-R— d(a:,Q))2 :

DN | —

fz) =

Die Funktion ist stetig auf der Kugel und nimmt ihr Maximum im Siidpol x = @)
an. Um die Hessematrix im Siidpol zu berechnen benotigen wir Normalkoordina-
ten 2!, 22 im Siidpol. Es gilt dann d(Q, (z', 2%))? = (2')? + (2?)? = r2. Also

1 1
Hess(f) = 82(§7T2R2 — mRr + 57“2) = —7mRO*(r) +id
— 7?0

3
r
Die Hessematrix hat also eine Singularitit in (). Es gilt

— —aRZY Y4 id .

Tr(Hesse(f)) = A(f) = i +2.
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8.11 *Konvexititspunkte

In diesem Abschnitt machen wir einen Vorgriff auf das nidchste Kapitel und be-
nutzen Eigenschaften von Jacobifeldern, die erst dort gezeigt werden.

Ein Konvexititspunkt ¢, muss vor dem ersten kritischen Punkt ¢; liegen! Denn
¥.(t) ist bis zum Konvexititspunkt positiv definit. Anderseits 7 (X(t)) — —oo in
linksseitiger Nihe von kritische Punkten (Lemma 64). '3 Also:

Fiir $() = g(0)(1)®(1) ! gilt det(S(ty)) = 0 <= det(d(ty)) = 0.

Dies ist dquivalent dazu, dass es ein v # 0 in RN gibt mit ®(to)v = 0. Sei
n(t) = ®(t)v, dann gilt N(tg) = 0. Aber Mn(ty) = Vr(£)(to) fiir das Jacobifeld
£(t) = Mn(t) entlang (t) = ut. Also dquivalent dazu ist V&(ty) = 0.

Lemma 60. Fiir die Geodite (t) = ut in Normalkoordinaten bei P sind dquivalent:
to > 0 ist minimal mit

o detX(tg) =0 (d.h. uty ist Konvexitdtspunkt).
o Es gibt ein Jacobifeld £ # 0 entlang ~y mit £(0) = 0 und V(&) (to) = 0.

o Auf der Geodiite 7y : [0,to] — M liegt kein konjugierter Punkt, und es gibt
ein Jacobifeld & # 0 entlang v mit Index'*

L9 = [ (95l =t A€l =0
und damit 2L||€||(to) = 0 oder dlog||£||(to) = 0.

Beweis: Klar nach Lemma 51.
Bemerkung: Sei X (¢o)w = 0 fiir w # 0 und X(¢)[w] = a - (t — to) + 0((t — t0)?)
die Taylorentwicklung. Dann ist fiir ¢ < ¢, die Matrix >(¢) definit. Also

a = —g(0)o¥[w] <0.

Also édndert ¥ bei t < ¢, die Signatur, zumindestens im Fall g(0)o" [w] # 0.

13 Alternativ: Wird ndmlich £(¢1) = 0 fiir ein nichttriviales Jacobifeld £(¢) mit £(0) = 0, so
folgt [|€(1)]|? = 0. Da ||£(t)| eine nichtnegative Funktion ist, existiert nach dem Satz von Rolle
daher eine Nullstelle ¢o der Ableitung im Intervall (0, ¢1).

14Siehe niichstes Kapitel
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Bemerkung: Im Fall globaler nichtpositiver Kriimmung auf M gilt 1 < 3 auf
ganz U. Das heisst, es kann keinen Konvexitdtspunkt geben. Dann gibt es aber
auch keinen kritischen Punkt.

Korollar 34. Im Fall globaler nichtpositiver Kriimmung auf M ist der reguldire
Stern U = RY.

Ist ausserdem M einfach zusammenhéngend M, zeigt man leicht, dass

expp : RY — M

eine unverzweigte Uberlagerung ist. Daher ist expp : RN — M dann ein globaler
Diffeomorphismus.

In diesem Fall ist daher 1
f(Q) = 3d(P.Q)’
auf ganz M wohldefiniert. Es folgt dann (Korollar 29)

v [%d(P, .)2} > 1.

Allgemeine Bemerkung: Der Tangentialraum RY zerfillt in die abgeschlosse-
ne Menge der kritischen Punkte und die abgeschlossene Menge der Punkte mit
det(P(t)) = 0. Das offene Komplement der Vereinigung dieser beiden abge-
schlossenen Menge zerfillt in Zusammenhangskomponenten (Sektoren) auf de-

nen der Sylverstertyp der symmetrischen Matrix >(¢) sich nicht @ndert!
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Kapitel 9

Lokale Extrema und der regulare
Stern
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9.1 Vorbemerkung

In diesem Kapitel wird gezeigt, dass im Prinzip eine vollstindige Riemannsche
Mannigfaltigkeit M sich durch eine einzige Karten beschreiben. Dass dies nicht
im wortlichen Sinne gelten kann, ist klar. Eine kompakte Fliche wie etwa eine
Sphére kann nie durch eine einzige Karte beschrieben werden, da anderenfalls der
RY ja nicht zusammenhiingend wire. Was man erhilt ist eine Karte mit Singula-
ritdten am Rand.

Genauer gesagt gilt folgendes: Ist P ein beliebiger Punkt von M und sei f : RY —
M die Exponentialabbildung in diesem Punkt, dann ist das Bild des Abschlusses
U von U unter f ganz M. Dies liefert eine ‘Karte’ U fiir M mit ‘Singularititen’
am Rand. Natiirlich ist die Abbildung U — M im allgemeinen auch nicht injektiv!

Das wesentliche Resultat dieses Kapitels zum Beweis dieser Aussage, charakte-
risiert wann eine Geodéte v von P nach () minimale Léange unter allen in ihrer
Nihe liegenden Kurven besitzt. Die Antwort lautet. Genau dann, wenn ~y das Bild
einer Geraden durch Null ist, welche im Abschluss U liegt.
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9.2 Die ersten beiden Variationen

Fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten M wurde gezeigt: Unter den glatten Kur-
veny : [ = [a,b] — M mit y(a) = P und v(b) = @ sind Minima des
Langenfunktionals notwendig Geodéten (Satz 15). Anderseits gilt

E(7) - (b—a) > SL(y)?

fiir die Energie mit Gleichheit im Geoditenfall. Es bleibt noch zu klédren, ob
Geoditen die einzigen Minima des Energiefunktional sind. Die Energie ist auch
fiir indefinite Metriken definiert, so dass wir diesen Fall mitbetrachten.

Familien ~,(¢): Wir betrachten eine glatte Abbildung f(s,t) = 4(t)
f:I"xI— M.
mit f(0,%) = v(¢). ObdA (s,t) € I" x [ fiir ein Intervall /.

Ableitungen: Seien T = f.(2)(s,t) und S = f.(;& -)(s,t) die zugeordneten
Richtungsfelder in f*(T(M)) auf I" x I. Seien Vr und Vs, die zugeordneten
Derivationen entlang der Teilfldche. Dann gilt fiir alle s € 1"

d q1
E() = 3 /TTdt /VslTT

= /(VslT, T)dt

1

- /(VTSl,T>dt,

I
letzteres wegen der Torsionsfreiheit des Zusammenhangs.

d d d d1
T E(y, T, T)dt
d82 d81 (’Y ) dSQ d81 /< >

d
d52

= /V52<VT51, T)dt
I

<VT517 >d
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_ / ((Vs,VrSi,T) + (V1Si, Vi, T))dt
I

_ / (Vs VS, T) + (V1Sy, VirSy) )t
I

= /((VTVSQSl,T) + (R(S,T)S1,T) + (V151, VTSQ>)dt
I
wegen VsV — VrVs = R(S,T).

Satz 12. Ist f : I = [a,b]> — M eine glatte Familie von Kurve v, in einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit M, dann gilt

LE(v,) = ST|— (S, V7T)dt

Beweis: Beachte (S, T') ‘ f V(S,T)dt = fb<VTS, T>dt+f;(5, V1 T)dt

Bemerkung: Gilt f(s,a) = P und f(s,b) = @, d.h. haben alle Kurven ~,(t) =
f(t,s) den selben Anfangs- und Endpunkt, dann gilt S(a) = S(b) = 0. Also
entfillt der erste Term: (S, T)|% = 0.

Ubungsaufgabe: Jedes Vektorfeld £(t) entlang v mit £(a) = £(b) kann als Ein-
schriankung einer glatten Familie f (¢, s) von Kurven mit f(¢,a) = Pund f(t,b) =
() erhalten werden.

Ist v = 7 eine Kurve mit extremaler Energie — unter allen glatten Verbindungs-
kurven von P nach () — dann folgt mit Hilfe der Ubungsaufgabe

d

—E =0.
ds (70) 0

Wegen T'(t,0) = 4(t) folgt aus Satz 12 somit ff(f, V.y)dt = 0 fiir alle £(t) =
S(t,0) mit {(a) = £(b) = 0. Daraus folgt V. = 0.
Korollar 35. Fiir eine (nicht notwendig Riemannsche) Mannigfaltigkeit (M, g)

ist jedes Extremum des Energiefunktionals — auf der Menge aller glatten Kurven
v : |a,b] — M mit festem Anfangspunkt und Endpunkt — eine Geodite.

Analog zu Satz 12 zeigt man wegen V1 |,—o = V50 =0
Satz 13. Ist y : [a,b] — M eine Geodiite, dann gilt

%%E('YSNS:O ng‘Sh { +f( 527 Slu > <VTSI7VTSQ>)dt
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9.3 *Lange versus Energie

Wir nehmen ¢(¥,)(t) > 0 (dabei ist g nicht notwendig definitiv). Bei geeigneter
Wahl der Normalkoordinaten gilt g1;(0) = 1 und g¢1;(0) = 0 fiir j # 0. Wir
nehmen an, die Normalkoordinaten seien so gewihlt.

Beachte E(v,) = 1 [ Ndt und L(v,) = [ v/Ndt, wobei aber durch Parametri-
sierung nach der Weglinge angenommen werden kann Ny, o = 1 fiir N = |||
Also ¢11(0) = 1, und damit g;;(z) = 1 wegen Lemma 68.1. Es folgt fiir die
Variationsableitung %

d%L 1 i/ﬁ , /—th
und dann
dody 1 fdaN, 1( 1)/—%N'%N)dt.
dsy dsy 2 VN 2 VN3
Somit folgt nach Bereinigung des Nenners fiir s; = s9 =0
b
g = 2B a = [ 4Nl N

fir LN = 2(T, VT) = 2(T, VS) und T' = #. Somit fiir £(¢) = S(0,1)

b
L'y = By — / (T, Vra) (T, V) dt
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9.4 Die Indexform

Definition: Fiir Felder &1, & entlang einer Geodite « definiert

(&, &) = [ ((R(T,&)T, &) + (Vr&y, Vr&))dt

oder dquivalent

1(&1,62) = (Vré1, &) | + [UR(T, )T — VoVr&y, &) dt

eine symmetrische Bilinearform, die sogenannte Indexform.

Gilt zusitzlich ||T'|| = 1und (¢,7) = 0 fiir 7' = 4 und ||T'|| = 1, dann ist

16,6 = [Vl = w(T) - €]17)et].

Definition: Sei 7, (a,b) der Raum der Felder ¢ entlang v : [a,b] — M, welche
&i(a) = &(b) = 0 erfiillen.

Theorem 6. Sei -y eine Extremalkurve, d.h. die Energie () sei extremal fiir alle
Kurven' vy von P = ~y(a) nach Q = ~(b). Dann ist die Indexform I(&y,&y) auf
dem Raum F.(a, b) positiv semidefinit.

Beweis: 1) Sei 7y eine Extremalkurve zwischen zwei Punkten P und (). D.h. die
Energie nimmt ihr Minimum fiir fiir alle Verbindungskurven in v an. Dann ist
erste Ableitung Null und die zweite Ableitung j—;E(%) L:o > 0 semidefinit? fiir
jede Familie f(t,s) = v, mit f(a,s) = Pund f(b,s) = Q und vy =~

2) Die zweite Ableitung der Energie berechnet man mit den Ansatz F'(t, sq, $3) =
f(t, 51+ 52). Mit fu(4) =S = F.(;%) = 5 liefert dies

d? d?
—E(v, =—F 51,59 P
d82 (7 )|s:0 dsldSQ (fy ) )|51—52—0

Da S(a,s) = S(b, s) verschwindet, verschwindet auch Vg in den Punkten (a, )
und (b, s). Es folgt fiir {(t) = S(t,0) = dvs/ds(0) dann ;SZE( ol o = 1(&,8)
nach Satz 13.

'Dies gilt dann nicht nur fiir glatte, sondern auch fiir stiickweise glatte Kurven.

’Im Lorentzfall einer zeitartigen Geodite, welche E maximiert, gilt die umgekehrte Unglei-
chung und die Form ist negativ semidefinit!
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9.5 Konjugierte Punkte

Definitionen: Sei vy eine Geodiite und seien P = ~y(a) und Q = ~(b) Punkte
auf der Geodiite. Der Vektorraum [J., der Jacobiformen entlang -y ist ein 2N -
dimensionaler reeller Vektorraum. Seien J.(a) resp. J,(b) die N-dimensionalen
Unterriume der in a resp. b verschwindenden Formen in [J.,. Dann ist

J(a,b) = Fy(a) N T,(b)
ein Vektorraum der Dimension < N. Beachte J,(a,b) = F,(a,b) N J.

Definition: Punkte P = ~y(a) und Q = ~(b) auf einer Geodiite -y heissen
konjugiert, wenn gilt und J.,(a,b) # 0. Hierbei sei a # b.

Fiir ein Jacobifeld &; entlang v und fiir beliebiges &, gilt

I(&,6) = (Vr&, &), |.

Der Index verschwindet also im Fall £»(a) = &(b) = 0. Somit sind die Rdume
F.(a,b) und 7, orthogonal beziiglich der Index Form

I(Fy, Fy(a,b)) = 0].

Offensichtlich gilt sogar
Lemma 61. Sei  eine Geodiite. Das Radikal der Indexform 1(&1,&5) auf dem
Raum F,(a,b) ( Felder entlang der Geod:ite vy, welche &;(a) = &;(b) = 0 erfiillen)
ist der Unterraum J.,(a,b) der Jacobifelder in F.(a,b).
Trivial ist das folgende
Lemma 62. Fiir eine Geoddite vy sind dquivalent

o P =~(a)und Q = ~(b) sind nicht konjugiert beziiglich ~.

o 7, =J,+F(a,b)

o Fy(a) = Jy(a) + F(a,b)

o F,(a) = TJ,(a) ® F,(a,b)
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o F.(a,b)=0.

Insbesondere folgt

Korollar 36. Die Jacobifelder in J.(a) trivialieren das Vektorbiindel der Felder
entlang der Geodiite v auf dem Intervall [a, b] genau dann, wenn keiner der Punkte
v(t),t € (a,b] konjugiert zu P = ~(a) ist.

Fiir P betrachten wir die eindeutig durch v bestimmte Gerade im Tangentialraum,
welche unter expp auf -y abgebildet wird mit P = expp(0) und Q) = expp(u). An-
genommen keiner der Punkte tu,t € [0, 1] ist singuldr. Dann werden die Jacobi-
felder 7, (0) in Normalkoordinaten durch die Transportmatrix /N (¢) beschrieben.
Genauer: Die Spalten der Matrix ®(¢) = N (t) - t erzeugen den Vektorraum 7, (0).
Sei nun ¢ € (0, 1]. Dann ist 7,(0,¢) = 0 genau dann, wenn gilt det ®(t) # 0.
Wegen ®(t) = N(t) -t und da N(t) die Jacobimatrix des kanonischen Koordina-
tenwechsels im Punkt expp(ut) beschreibt folgt fiir alle ¢ € (0, 1]:

ut ist singulédrer Punkt <= @) = expp(ut) ist konjugiert zu P bezgl. v |.

Anders formuliert, die Zuordnung & — & (0) liefert einen Isomorphismus
T,(0) = Tp(M) =RV .

Unter dieser Abbildung wird 7, (0, t) isomorph auf den Kern der Jacobimatrix des
kanonischen Kartenwechsels im Punkt () = expp(ut) abgebildet.

Korollar 37. Fiir eine Gerade (t) = ut in Normalkoordinaten sind equivalent
o uty ist der erste singuldre Punkt auf der Gerade uR .

o cxpp(uty) ist der erste zu P konjugierte Punkt in M auf uR .
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Beispiel fiir nicht konjugierte Punkte:

Beispiel fiir konjugierte Punkte:
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9.6 Charakterisierung der Minimalkurven

Wir zeigen nun den Satz von Jacobi
Satz 14. Fiir eine Geoddte v von P = ~(0) nach QQ = ~(b) sind dquivalent:

e v ist extremal fiir die Energie unter allen nahe bei v gelegenen Kurven.

e Die Indexform I ist positiv semidefinit auf F.(a, b)

o Echt zwischen P und Q) liegt auf v kein zu P (oder dquivalent zu ())
konjugierter Punkt. (P und () konnen konjugiert sein).

Theorem 7. Sei M eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit und P ein
Punkt in M. Sei U der reguldire Stern von P, d.h. die maximale 0-sternformige
offene Teilmenge von Tp(M) = RN im Komplement der singuliiren Punkte. Sei U
ihr Abschluss. Dann gilt

M = expp(U)|.

Beweis des Theorems: Jedes () € M liegt auf einer Minimalkurve ~ ‘durch P. Die
Minimalkurve -« ist eine Geodite durch P. Diese liegt im Bild von U unter exzpp
wegen Satz 14.

Beweis des Satzes: 1. und 2. sind per Definition dquivalent. Angenommen 3. gilt.
Dann kann man obdA die Kurve und eine tubulare Umgebung durch ihr Urbild
im Tangentialraum von P ersetzen. Durch Ubergang zu den Normalkoordinaten
folgt daher aus der Annahme (Lemma 37), dass auf der Gerade ~y(t) = vt fiir
0 < t < a kein singuldrer Punkt existiert: det(N) # 0 fir 0 < ¢ < a. Das-
selbe gilt dann in einem Schlauch um diese Gerade. Dann kann man aber auf
den Schlauch das Argument von Lemma 13 wortlich iibertragen! Somit ist  eine
lokale Extremalkurve.

Angenommen es gilt 2, d.h. die Indexform sei semidefinit auf 7. (0, ). Um 3.zu
zeigen, geniigt: Existiert ein konjugierter Punkt 0 < ¢ < b, dann ist die Indexform
indefinit. Es geniigt zu zeigen, dass es in der Nidhe von + eine stiickweise glatte
Kurve -, echt kleiner Energie gibt. Die Kurve 74(t) = v(t) 4+ s&(t) € v*(T'(M))
findet man durch eine geeignetes stetiges stiickweises glattes glattes Feld £(¢) ent-
lang ~y. Wir konnen fiir den Beweis aber nicht mehr in Normalkoordinaten rech-
nen! Wir rechnen in einer globalen Trivialisierung des Vektorbiindels v*(7'(M)),
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genauer einer Umgebung des Nullschnitts, welche sich auf eine Umgebung der
Kurve abbilden ldsst. Es geniigt dann ein stiickweise® glattes Feld £() entlang y
zu konstruieren mit

1(£,6) <0.

Wir betrachten dazu zwei Felder £ und é

e Das stiickweise glatte Jacobifeld £ € 7, (a, ¢): Null auf [c, b], nichttriviales
Jacobifeld auf [0, | (existiert nach Lemma 62). Es gilt dann

[’y(ga é) = [PP’<éa 5) + [P/Q<é7 5) =0.

e Die versetzt zusammengesetzten Jacobifelder £: Wihle Q' und Q" in einer
strikt konvexen Umgebung von P’ = expp(c) zu Punkten ¢ < ¢ <
nicht zueinander konjugiert, und ein Jacobifeld ¢ entlang v mit £(Q") = 0
und £(Q') = £(Q’). Ein solches Jacobifeld ¢ existiert nach Wahl von Q’, Q"
wegen Lemma 62 und es gilt £(P’) # 0. Das Feld £ ergénzen wir stiickweise
glatt durch das bereits gewdihlte Jacobifeld € zwischen P und @’ und durch
Null zwischen " und Q).

Wir behaupten 1, (£, €) < ]y(é, £) = 0.

P=y(0)

Zum Beweis geniigt es natiirlich die Kurve v durch das Teilstiick 7’ von @) nach
Q" zu ersetzen. Auf diesem Teilstiick 7/ ist & glatt und wegen {(P’') = 0 von &

3Fiir stiickweise glatte Felder mit Knickstellen bei tg < t; < ... < t,, ist der Index I (€, &) die
Summe der Teilindizes zu den Geoditenstiicken fiir ¢ € [¢;, ¢;41], auf denen & glatt ist.
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verschieden. Es gilt
[’Y/(ga é) = ]’Y’(é - ga g - 6) + [7’(57 5) )

denn & — £ € F.,(c, ¢") ist orthogonal zu Jacobifeldern & € 7., (Bemerkung vor
Lemma 61). Aber 3
§—&eFud, ).

Da @' und Q" in einer strikt konvexen Umgebung von P’ liegen, ist 7' eine Mini-
malkurve. Also ist I, semidefinit auf 7., (¢, ¢’) (Theorem 6). Da ' keine Kon-
jugierten Punkte enthdlt ist das Radikal 7./ (¢, ¢”) von L, auf F.,(c, ") trivial
(Lemma 61). Also } R

I’Y'(E - 576 - g) > 07

wegen é = £ auf v/. Der Beweis zeigt ausserdem

Folgerung 8. Seien &,,&, Felder entlang eine Geodite v : [a,b] — M ohne
konjugierte Punkte mit £1(a) = &(a) und & (b) = &(b). Ist & ein Jacobifeld,
dann gilt

I,(&,6) < 1,(&, &) -
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9.7 Der Satz von Klingenberg

<90°

Angenommen 7; und 7, sind zwei verschiedene Geoditen von P nach (). An-
genommen () ist kein konjugierter Punkt von P auf 7; und 7,. Dann kann man
an den Geoditen ‘wackeln’ und iiberstreicht damit eine volle Umgebung von @)
(siehe Seite 172).

Angenommen ~y; und 7, fiigen sich nicht zu einer glatten geschlossenen Geodéte
zusammen, dann existieren Punkte )" beliebige nahe bei (), so dass die dann
eindeutige Geodiite (Q'Q einen Winkel < 90° zu den Geoditen +; und , im Punkt
() besitzt.

Waihle die gestrichelte geoditische Kugel vom Radius R um () klein genug. In
geoditischen Normalkoordinaten sind Léngen dann von der Gréssenordnung 7,
wihrend die Abweichung von der euklidschen Metrik Korrekturterme der Ord-
nung O(r?) liefert. Daher zeigt euklidsche Elementargeometrie, dass die Lingen
von 7; von P nach @)’ obdA kiirzer sind als die Langen von 7; von P nach Q.
(Anderenfalls betrachte Folge v; — 7; usw.).
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Folgerung: Sind 7; und v, zwei Geoditen im reguldren Stern von Null mit den
Endpunkten z; resp. 3, so dass die Bildgeoditen 7,,; unter der Expontialab-
bildung den selben Endpunkt ) = expp(x1) = expp(zy) besitzen, aber keine
glatte geschlossene Gedite bilden. Dann gibt es im reguldren Stern Geoditen 7;
durch Null mit Endpunkten Z;, so dass gilt: 1) expp(Z1) = expp(Z2) und 2)

0.<90° [B<90°

Man zeigt daraus nun unschwer

Korollar 38. Der Injektivititsradius j1p im Punkt P ist das das Minimum der
folgenden Grossen:

e Der Liinge der kiirzesten geschlossenen glatten Geoddite durch P

o Der minimalen Distanz vom Ursprung zum Rand des reguldren Sterns de
Punktes P.
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9.8 Geschlossene Geoditen

Sei h eine monoton wachsende glatte Funktion auf [0, 00) mit A'(¢) > 0. Fiir
Konstanten A, A\_ > 0 ist

F(Q1:@2) = A - A(|@Qull) + A= - h(1Q211%)

eine glatte Funktion auf U x U (reguldrer Stern).

Sei U x)y U C U x U die Teilmenge der geoditischen 2-Gone: Geoditen
von 0 nach )y resp ()2 in Up definieren unter der Exponentialabbildung ein
geoditisches 2-Gon mit den Ecken P, falls expp(Q1) = expp(Qa) =: Q. Wir
ordnen dem 2-Gon den Wert f((Q), Q2) zu. Die entarteten 2-Gone auf der Diago-
nale A : U — U X, U definieren eine Wegezusammenhangskomponente wegen
Theorem 2. Wir betrachten nur nichtentartete 2-Gone.

Minima: Ist ein solches 2-Gon keine geschlossene glatte Geodite, gibt es in der
Nihe ein geoditisches 2-Gon von P nach Q’ , dessen beide Schenkel kiirzer sind
und das wieder in U liegt. Wegen der Monotonie von / hat das neue 2-Gon einen
kleineren f-Wert. Das Minimum von f wird daher von einer geschlossenen glat-
ten Geodiite ,; durch P realisiert *. Angenommen ~,,; sei mit minimalem f
gewahlt mit Lift y(¢) = ut und Q1 = 7(t) sowie Q27y(2ty + t). ObdA t < 0.

Also: (t) = ut definiert eine geschlossene Geodite. ObdA 0 < ¢, minimal mit
expp(uty) = expp(—uty). Seien 0 < ¢; und t_; < 0 die erste kritische Punkte
mit
2-tg <ty —1t_q.

Firt 1 <t < 0mit0 < t+ 2ty < t; ist expp reguldr bei ); = ~(¢) und
Q2 = (t + 2tp) mit Q = expp(Q)1) = expp(Q2). Es gibt also Umgebungen V
um ¢ und Vj, V5 um Q1,()5 im regulidren Stern, auf denen die Abbildung expp
ein Diffeomorphismus ist. Dies erklirt Qy, Qo mit ezpp(Q1) = expp(Q2) = Q
firalle Q € V.

Da f(Q) = f(Q1,Q1) sein Minimum in Q = @ annimmt, gilt in geoditischen
Normalkoordinaten 1.Ordnung bei ()

VEA(Q) =0

4Das Minimum wird angenommen und ist kein entartetes 2-Gon! Man kann U durch
ausschopfende Kompakta ersetzen.
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und V(f)(Q) = 0.
Spezialfall: Fiir h(t) = ¢t wird das Minimum

2M1 9 2

M+ !
von f = Ma? + \(2f — x)? bei 2 = LA fiir 0 < z,y mit z +y = 2t
beiy = % angenommen. Da das Minimum monoton von ¢, abhingt, ist -y eine
geschlossene Minimalgeodite durch Null (und jede geschlossene Minimalgeodite
liefern ein Minimum vorausgesetzt t _; < —/\21’\+—1t/\02 =t und % < t).

Man erhilt dann fiir ortogonales 6
V2(F)(Q) = M (2to +1) + Mb'S_, (1) > 0.

Wihlt man A\, \y geeignet, gilt |t|\; = (2ty + t)\s. Es folgt fiir eine positive
Konstante ¢

Su(t+2t) 08 _ ()0
>0
t + 2t + —t ) -

¢ (

oder”.

Su(t+ 2to) — 0'S, ()0 > 0].

Korollar 39. Sei P ein fester Punkt von M. Sei tq die Linge einer minimalen
geschlossenen Geodite auf M durch P. Seien t; > 0 und t_1 < 0 die ersten
konjugierten Punkt auf dieser Geoddite beziiglich P. Dann gilt entwedert,—t_, <
2tg, insbesondere also min(t,, —t_y) <ty oder

2t0 S max(tl, —t_1> .
Beweis: Betrachte im zweiten Fall den Limes ¢ + 2ty — ¢4 fiir £ < 0 von links.

Nach Annahme bleibt ¢r (X, (t)) beschrinkt, wihrend tr(X(2¢y + t)) gegen —oo
geht. Ein Widerspruch zu obiger Ungleichung.

SEine analoge Formel hat man fiir zwei beliebige Punkte auf einer lokalen Minimalkurve
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Kapitel 10

Vergleichssatze

181



10.1 Asymptotik von Jacobifeldern

Fiir ein beliebiges Vektorfeld Y entlang einer Kurve + ist HYH3%HYH gleich

IV2Y PV ]12 + (Y, Ve VY)Y |2 — (Y, V1Y )2 Fiir ein Jacobifeld kann man
den Term (Y, V7V Y)||Y||? durch —R(T,Y, T, Y)||Y||? ersetzen.

Folgerung 9. Fiir Jacobifelder £ entlang einer Geodiite ~y(t) mit Tangentenfeld
T =7 gilt

d2
lel =gl (IV2ElPlel® - (&, V26)?) - R(T.&, T, &)l

Insbesondere wegen Cauchy-Schwarz

@ > —R(T. ¢, T -1
Spllell = —R(T.ET.OfEl -

Fiir (£,T) = 0 ist die rechte Seite gleich —k(T N &)|E|||T||?, also proportional
zur Schnittkriimmung.

Satz 15. Fiir ein Jacobifeld & # 0 entlang einer Geoddite ~y mit Richtung T' = 7,
welches £(0) = 0 und (£, T) = 0 erfiillt, gilt v := V7£(0) # 0 sowie

I€118) = [[oll - £ = §r(v AT)O) - [l T2 - 2 + O") |

Insbesondere folgt: tlog ||€]/(t) =1 — tk(v AT)(0) - |T||* - 2 + O(t?).

Beweis: In Normalkoordinaten ist £(¢) = vt. Also v # 0 wegen & # 0. Wegen
V= (0;+Tp)vt = (1 +tlp)v =v+ O(t?)und t71¢ = v gilt fiir t — 0

dy 6V (6
a =T .

und £ ||€/|(0) = 0. Nach Folgerung 9

at?

€12 (I IPIEIP— € Fr€)%) = tloll = (IProl2llell?~ (v, Trv)?) = O(F).

ﬁiﬁ? Z)eigt L311€1(0) = = L ((TAEENIENNTIN = —r(vAT)(0)- |][[|T||> wegen
£[1(0) = 0.
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10.2 Satz von Rauch

Obere Schranken fiir die Schnittkriimmung liefern uns untere Schranken fiir die
Metrik bzw. fiir die Langen von Jacobifeldern. ObdA in Normalkoordinaten gilt

Satz 16. Seien g; Metriken auf dem RY und &; Jacobifelder zu g; mit &;(0) = 0
auf einer Geodiite (t) = ut und &; sei orthogonal zu . Wir nehmen an:

* 91(0) = g2(0)

* 16 (0] = ll&2(0)[f =0

o &) =l

o (&i(t),u) = (&a(t),u) =0

e Kein kritischer Punkt von g, liegt im Intervall |0, to].

o koY AN)(E) < Ki(FYAN)(E) fiir alle t € [0, to] und alle Ay, \y

Dann gilt fiir alle t € [0, to] die Ungleichung 5 4 H§2II2 > 0, und damit gilt auch

1€2]l2(8) > [I&al2(2) |-

Beweis: Zu zeigen ist |dlog ||&1]]1(t) < dlog ||&2]]2(t) | <= %Hg 2 > 0| Wegen

[IS1[
Satz 15 gilt die Aussage fiir sehr kleine ¢. Betrachte 1 (1) = N1(7)&(7)/]|&1(2) ]|
und 72(7) = Na(7)&(7)/]|€2()]| fiir festes ¢. Wegen Lemma 69

dtog 6:10) = [ (Il = w5 A Mo - )

folgt die Aussage daher aus der Indexabschitzung Folgerung 8

t

t
| (il Gndtmscolimll)ar < [ (lialla=maGaM Am)y el ar
0 0

(A ist eine bzgl ||.||s; konstante orthogonale Matrix mit Any(t) = 7;(t)) zusam-
men mit der Kriimmungsabschitzung —x; < —ko

t

t
| (el G Ao lell)ar < [ (il oy Moy )
0 0
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Korollar 40. Gilt auf einer Geodiite 7y : [0,t] — M die Abschditzung
K(Y Aw) < p°

fiir alle v orthogonal zu . Dann existiert auf dem Intervall |0, %) kein zu 0 konju-
gierter Punkt und im Intervall [0, 7-) kein Konvexititspunkt'.

Korollar 41. Gegeben Riemannsche Mannigfaltigkeiten NM; mit Punkten P; und
assoziierten Pseudometriken g;(x) auf Tp,(M;) = RY und g,(0) = g»(0), so dass
fiir die Schnittkriimmungen gilt

Ka(u Av)(ut) < kri(uAw)(ut)

fiir alle u, v, w in RY. Dann ist der reguliire Stern U, von g,(x) in dem reguliiren
Stern Uy von go(x) enthalten, und es gilt

01(#) < )]

auf dem reguliiren Stern Uy von g1 ().

Beweis: Fiir z = ut und v € R gilt

t*g(w)[v] = [|&lI(t)
wegen °g(z)[v] = t*0'N'(x)g(0)N (z)v = (2(t)0) (D(t)v) = n'n = |[nll«(t) =
II€II(t), fur das Jacobifeld &, = Mmn, und n, = Pv. Es gilt {,(0) = 0 und

L11&,11(0) = [|v]|5¢(0). Aus Satz 16 folgt daher g; (z)[v] < go(x)[v] firalle z € U,
und alle v € RY. Dies zeigt die Behauptung.

Man erhilt also kontraktive f, h Abbildungen (Submetrien)

U1*h>M2 )

|

M,

wobei [ = expp, eine lokale Isometrie ist.

'Beide Aussagen sind bestmoglich, wie das Beispiel der Kugel zeigt.
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Kapitel 11

Riume mit negativer Kriimmung
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Liegruppen
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13.1 Appendix 1 (Eine Verallgemeinerung)

Wir zeigen 27¢;;(x) = x; auf einem beliebigen sternférmigen Definitionsbereich
der Exponentialabbildung. Also auf ganz R”" im Fall der Exponentialabbildung
f = expp : RN — M einer vollstindigen Riemannschen Mannigfaltigkeit. Sei
g = f*(gnm) und (.,.), der Pullback von (.,.). V = f*(Vy,) auf f*(T'M) der
Pullback des Levi-Civita Zusammenhangs V ;. Dieser Pullback V ist auf ganz
RY erkldrt und ist metrisch beziiglich der Metrik gy auf f*(T'M). Es gilt V4, x —
Viy = f[X,Y]. Siehe §1.16 und §1.17. Das Eulerfeld £ definiert den Schnitt
f«(E) € f*(TM)(I).Sei vy : I — M eine Geodite in M durch P. Also vy =
f o~ fiir eine Kurve () = tu.

1) Linearitit: Es gilt (f.F)(t) = fo(279,) = tf.(¥) = tu(t) und Ve (f.E) =
Ve’ f(0,) = E(z")f.(0,) + "V f.(0,). Der Term liefert f.E. Der zwei-
te Term ist im Punkt ¢ gleich ¢ - (V/)s,, Y = 0 (Geodidtengleichung). Also

2) Langenformel: Es gilt (f.E, f.E) = (E,E), = Y, z;z'. Beachte wegen
LA@) = Au(t), dass [[¥(O)2,, = I (82, nicht von ¢ abhingt. Also

o . Y (t)
ot gii(x) =) 2t
,J J A

3) Beweis: Es geniigt wieder, dass (£, 0;), = >, #/g;i(x) linear in  ist. Da der
Pullback des Levi-Civita Zusammenhangs metrisch ist, gilt

Wegen der Torsionsfreiheit von V gilt, d.h. Vg (f.0;) = Vi(f.E) + f.[E, 9.
Also Vg(f.0;) = Vi(f«E) — f.0;. Setzt man dies in obige Gleichung ein, und
beriicksichtigt Vg (f.E) = f.F (Linearitit), so erhidlt man

B(B,03), = (1B, £.0) + ({F.E.Vi(f.E)) = (.. £.) )

= (L. Vi[.B)) = 50 1.5 £.B)

1 .
J

Die letzte Zeile folgt aus der Langenformel. Da E(E, 0;),, linear ist, ist daher auch
(E, 0;), linear und dann gleich z;.

188



13.2 Appendix 2 (Die Riccati Differentialgleichung)

Sei S(t) eine symmetrische glatte Matrixfunktion auf RY. Der Raum der vek-
torwertigen Losungen der Differentialgleichung F(t) + S(t)F(t) = 0 (reelle
Losungen) hat Dimension 2N und fiihrt zu zwei N x N-Matrixlosungen ®(t)
und V(%) zu den Anfangswerten H(0) = E

H(t) = (i g) |

Dannist £ = {H(¢)( )} fiir o, 5 konstante reelle N x N-Matrizen der Raum aller

Matrixlosungen der Differentialgleichung. Auf £ operiert GI(N,RR) von rechts.
Fiir eine Losung F; € Lund J = ( % &) ist

F\ . (F L
(FD J(Fz) — FIFy — FIF,

konstant in ¢, wegen %(F{Fz — FIFy) = FlFy — FIFy, = FISF, — FIS'F, = 0.
Aus H(0) = F folgt daher

Lemma 63. H(t) definiert eine glatte Funktion in die symplektische Gruppe
Sp(2N,R)
H:R— Sp(2N,R) , H(0)=1id.

Auf dem Raum Gr aller reellen Paare W = (}}!) von N x N-Matrizen mit

rang(W) = N und W{W, = WJW; operiert GI(N,R) von rechts und Sp(2N, R)
von links durch Matrixmultiplikation und Gy = Gr/GI(N,R) = Sp(2N,R)/P
ist eine kompakte glatte Mannigfaltigkeit, auf der Sp(2/N,R) transitiv operiert.
Gy ist eine Kompaktifizierung des Raums der reellen symmetrischen N x N-
Matrizen. Die Operation von M € Sp(2N,R) auf Gy bezeichnen wir mit Z —
M < Z>.

Eine Losung F' € L heisst symplektisch, wenn ( ?(?

()
bereits, wenn dies fiir einen Punkt ¢, gilt wegen
F(t a
() = HO() -

Beispiele: ®(¢) und W (t) sind symplektisch.

) in G liegt. Dazu geniigt es

189



Bemerkung: Fiir eine symplektische Matrix H (¢) wie oben ist H ' (¢) = ( :b\i/ﬂ ’;f' )s

und auch H (t)" ist symplektisch. Daher ist H~*(t) < 0 >= —U~'®(¢) symme-
trisch.

Fiir symplektisches F ist X (t) = F(t)F~'(t) € Gy eine wohldefinierte sym-
metrische Matrix. Ebenso Z(t) = ¥'. Es gilt

Yp+ YL +S=0

beziechungsweise Zp = id + ZpSZp. Es gilt Zp(t) = H(t) < Z, > fiir
Zy = Zp(0). Beispiel: ' = & liefert Zo = H(t) < 0 >. Ein Anfangswert
Zy = Yr(ty) € Gy legt Xp(t) eindeutig fest, auch iiber Polstellen hinaus (sie-
he nédchster Abschnitt). Jeder Anfangswert 7 fiihrt zu einer Losung > der Dif-
ferentialgleichung definiert auf ganz R (Losungen haben aber Pole !). Da jeder
Anfangswert Z, € Gy realisiert wird als Quotient Z, = /371, ist jede Losung
von der Gestalt > = Y fiirein F' € L.

Pole von 2

Sei F' € L eine symplektische Losung. Dann ist F'(t)'F(t) eine symmetrische
Matrix fiir alle ¢ € R.

Betrachte die Taylorentwicklung
F(t)y=Fo+ (t —to)F1 + ...
in to € R.

Sei r = rang(Fy): Dann gibtes U,V € GI(N,R) mit

FOZU-(ET O)-V.

0 0

U = k - b fiir eine obere Dreiecksmatrix b und eine orthogonale Matrix k. Also
A, 0
Fo=k- ( 0 0) -V

fiir eine invertierbare obere Dreiecksmatrix A,. Fir A = k~'F,V ! oder F} =

k-A-Vist N
. 0
FF, =V < ) 0) AV
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symmetrisch. Also ist auch

Al 0 A Al 0\ (fa b\ (Ala Alb
0 0 ~\0 0/\c d) O 0
symmetrisch. Somit verschwindet A’ b. Also b = 0. Es folgt

Ar+<t—t0)a 0
FOHt_tO)Fl:k( (t —to)c (t—to)d)v

SRR ICRRI

,ﬂﬂzk(%'@_éhhq>G@

fiir eine glatte matrixwertige Funktion

G@:(f‘$v+@—m(

Somit

$V+Ow—mﬁ,

[T

da die hoheren Taylorterme von F(t) durch (t — o) geeignet geteilt werden
konnen. Fiir v = V=1(9) ist F(tg)v = 0 und F'(to)v = k() wegen

. 00 a 0O
F(to)—k‘<c d)V—I—k(O O)V
Da aus F(to)v = F(tg)v = 0 wegen der Differentialgleichung von F(t) folgt

F(t)v = 0 und damit v = F'(0)v = 0, zeigt dies dz # 0 fiir z # 0. Somit ist die
Matrix d invertierbar. Also ist G(¢() invertierbar.

Folgerung: det(F'(t)) # 0 fiir alle t # to nahe bei t,, sowie det(F(t)) = c(to) -
(t — to)" fiir eine Konstante c(ty) # 0.

Somit ist ¥ (t) = F(t)F(t)~! gleich (*)

(T ECH P 0 CUR AP I

und somit ist (¢ — to) X p(t) glatt in einer Umgebung von ¢ = t,. Es gibt daher eine
symmetrische Matrix > _; mit

Y Y

Yr(t) = latt =
r(t) P— 0 t—to

+ Xo +(t—to)X: -+ .
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Aus der Riccati Differentialgleichung folgt dann >3y 4+ Xp¥X_; = 0 und

212,1 + 27121 + El = —O'V<t0), sowie <—271 + 22_1>(t — to)_Q + gtl_—atzt =0.
Im Limes t — t, ergibt letzteres

2, =X_.

Anderseits gilt wegen (¥)

~ (0B 0 0
kzlk_(o 0)+(0 EN_T)’

fiir die rechte obere Eckmatrix B von G (to)G~'(to). Daraus folgt B = 0 sowie
rang(X_1) = N —r,da k’Y_1k symmetrisch ist. Somit gilt

Lemma 64. Sei g(0) = 1 und sei ty € R beliebig. Dann gibt es ein offenes
Intervall V' um ty und eine orthogonale Matrix k und eine symmetrische Matrix
S, so dass auf dem Intervall V' gilt

0 0 S, 0
/ _ 1 r . .
KEp(tk = = <O EN—T) + (0 0) + eine glatte Funktion

welche im Punkt to verschwindet. N —r ist die Nullstellenordnung' von det(F (t))
bei t = to.

Korollar 42. Die Nulistellen von det(F(t)) liegen auf jeder Gerade ~(t) = ut
isoliert. Die Taylorentwicklung von det(g(t)) (der Fall F' = ®) verschwindet in
keinem Punkt ty € R identisch. Es gilt fiir eine glatte Matrixfunktion G(t) mit
invertierbarem G(t,) die Gleichung

2g(t) = G(t) (5(7) (t—to())QENr) G(t)].

Bemerkung: Im Punkt ¢ = ¢ ist » = 0. Fiir ¢y # O ist r > 1.

Fiir die Matrix ¥y = (§2) gilt

(5 3)-w

'Dies ist die Dimension dim7, (0, o) im Fall F = .
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Somit ist ¥3; vollkommen durch ¢V (¢y) bestimmt.

Ist S(t) echt positiv, dann gilt o > 0. Es gilt

(a(; 1 (t N t0>) Sp(t) = (O‘_ls +O(t_t0) O‘_lgj(f_: t(’)) FO((t—10)?) .

Wegen 7' Sy = o'a(a™tSy)y ist f = a1 S selbstadjungiert beziiglich der defini-
ten Paarung z'ay. Also R” = Kern(f) @ Bild(f) im Sinne einer orthogonalen
Zerlegung beziiglich der durch « definierten definiten Form. Beziiglich geeigneter
Koordinaten (Konjugation mit einer invertierbaren Matrix 1" = diag(T,, Ex_,)),
ist

Oé_l 0 (t—to)ET,S 0 E >1i *
T( . t_t)F(t)T‘lz 0 E, 0 ( 05 —I—O((t—tg))>
0 0 0 FEn_, 0 0 Ey_,

mit invertierbarem S. Also hat det(F(t)) = (t — to)* > Nh(ty) eine isolierte
Nullstelle bei ¢y — mit h(tg) # 0.

Abschitzungen fiir >

Seien s(t) und S(t) glatte symmetrischeMatrixfunktionen. Seien 3J;(t) glatte sym-
metrische Losungen der Differentialgleichung

Si(t) 4+ 2i(t)s(t)8s(t) + Si(t) = 0

auf einem Intervall [ = [a, b].

Lemma 65. Sind S;(t) glatt und symmetrisch mit —S, < —Ss auf I, dann folgt

aus Y1 (a) < ¥o(a) die Ungleichung 3, (t) < X5(t) fiirallet € 1.

Beweis: Es gilt 32; + X1 5(t)%; < —S,. Fiir F' = (X — %) und w € RY daher (%)
W E ) w + (Sw)'s(t)(Sw) — (Sew)'s(t)(Sew) < 0.

Zu zeigen I < 0 auf I. Wiire dies falsch, giibe es ein ty > a und ein RY > w # 0
mit
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so dass gilt F'(t) < 0 firalle a <t < t5. Aus F(ty) = 0 folgt X(tg)w = X.(to)w
und damit wegen () .

w'F(tg)w < 0.
Dies steht im Widerspruch zu w'F(t)w < 0 fir t < to. Denn w'F(tp)w =

R —w 0w >  (linksseitiger Limes!). Also

limtﬂto = lithtO

w'F(to)w < 0.
Damit ist die Abschitzung bewiesen.

Bemerkung: Zum Beweis einer analogen unteren Abschitzung geniigt es ()
durch —%(—t) und S(t), s(t) durch —S(—t), —s(—t) zu ersetzen.

Bemerkung: Fiir Abschitzungen benutzt man meist einen Vergleich mit einer kon-
stanten Funktion S(t) = ¢(t) - E. Fiir solche S(t) operiert die orthogonale Gruppe
K auf dem Raum der Losungen der Differentialgleichungen 3. 4+ X2 + ¢(t)E = 0
mittels ¥ — k'Y k. Will man obiges Lemma anwenden, mochte man den An-
fangswert Z, € (G aber beliebig vorgeben. Durch eine orthogonale Drehung
kann man obdA Z;, obdA als Diagonalmatrix schreiben

Lemma 66. (Hauptachsentransformation) Die orthogonale Gruppe K operiert
auf G durch die Einbettung K C Sp(2N,R), welche k auf diag(k, k) abbildet.
Die Orbiten der Gruppe K auf G werden eindeutig durch die Zahlentupel A\, >
-+« > Ay beschrieben mit \; € R U {—oc} (verallgemeinerte Eigenwerte).

Bemerkung: Ist S(¢) > ¢ > 0 positiv definit, dann sind die Eigenwerte \;(¢) einer
Losung X(t) € Gy Funktion in ¢ die monoton fallend fiir alle Zeiten ¢. Achtung:
Dies ist so zu verstehen, dass bei einer Polstelle \;(t,) = —oo der Eigenwert sich
so fortentwickelt, dass rechts von der Polstelle \;(ty) = —oo durch \;(tg) = 400
ersetzt werden muss.

Bemerkung: Die obigen Abschitzung liefern fiir positive Kriimmung Abschétzungen
fiir jeden einzelnen Eigenwertverlauf!

Bemerkung: Ist 3(¢) eine Losung von E(t) + X(t)s(t)X(t) + S(t) = 0, dann ist

Y1(t) = X-2(\-t) fiir A € R* Losung von X1 (1) + 2 (£)s(A-1) 31 (1) +A2S(\-t) =
0.
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Gilt etwa
0<1/n*<Si(t)<1

fiir n > 1, so folgt —n?S;(nt) < —1 < —S5(t) und damit

fiir alle nt links von der ersten s1ngu1aren Stelle. Hierbei sei der Anfangswert
S1.(0

5:(0) = 0o, dh. By(t) = 1= 2D¢10(¢2). Beachte n%; (nt) = L~ 210 p2 1 0(2)

ist kleiner als 5(t) = % — 50 )t + 0(¢?) fiir alle kleinen ¢ > 0.

Geschlossene Geodiiten

Beachte 0¥ (t) = QVM 141 (60, 1) fiir eine Geodate ypy in M. Ist yar(t + to) =
yu(t) fir alle t € R, dann gilt 0., 1149) = 04,100 fiir die orthogonale Matrix
0o = Q'YIM (to) (orthogonal fiir g5;). Also a'(t+ty) = 9;1\14(15+t0)0"yz\4(t+t0)971\4 (t+to) —
Q_IQW T3 (1) 0 M(t)eo = 00_10'\/(15)90

1
m (

oVt +t) =00V ()0 , bp€K|.

Da 6, durch einen Paralleltransport definiert ist, liegt 6 in der Zusammenhangs-
komponente der 1 von K, d.h. im definiten Fall

90 € SO(gst) ,
wenn die geschlossene Geodite nullhomotop ist (zusammenziehbar).

Fiir F € ListOyF(t+t0)0;" € L. Ist F symplektisch, dann auch 0y F'(t + )0, "
Es folgt diag(0y,0o) - H(t + to) = H(t) - M, fiir eine Matrix M,. da die drei
anderen Matrizen in der symplektischen Gruppe Sp(2N) liegen folgt

Lemma 67. Fiir eine geschlossene Geodiite wie oben existiert 0y € O(gs) und
My € Sp(2N,R) mit

Also

0o Zp(t +to)by = H(t)(Zo)
fiir Zy = My(Zr(0)), wobei Zp(t) = H(t)(0).
Bemerkung: Ist 6, dann folgt H (t + to) = H(t)H (to).
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13.3 Appendix 3 (Formeln auf Geoditen)

Annahme: In diesem Abschnitt sei g : U — S?*(RY) eine glatte Funktion auf
einer offenen Teilmenge U von RY (Pseudometrik) mit der Eigenschaft

> #gi(x) =D /g(0)

Weiterhin sei die Gerade v(t) = (¢,0,...,0) fir 0 < ¢ < 7T in U enthalten.
Lemma 68. Unter diesen Annahmen? gilt fiir 0 <t < T
1. g1;(7(t)) = g15(0) sowie g1;(7(t)) = 0.
2. t(0091:)(Y(t)) = 9ai(0) — gai(Y(t)), insbesondere symmetrisch in o und i.
3. gl (v(1) = 5019k (7(2))
4. T ((t)) =0
5. (a1 (v(1) = =2t T, (v(1))
6. (989ai)(7(t)) + (Dagpi) (7(t)) = —t - (9adpg1i) (V(1)).
g (@al51) (V1)) = —t 71 5 (gra (¥(2))
Ipg11(7(t)) = 0.

9. 003911 (Y(1)) = t*[gas(V(t)) — gap(0)]

o N

Beweis: Schritt 1. Aus der Basisformel > 27g;i(z) = x; = >, 27g;(0) folgt
durch Spezialisieren tgy;(y(t)) = tg1;(0). Also ist g1;(7(t)) = ¢1:(0) konstant auf
der Geodiite.

Schritt 2. Ableiten der Basisformel nach 0, liefert gni(z) + >, 27/0.95i(v) =
9ai(0). Spezialisieren liefert

t(0a9)1:(Y(t)) = 9ai(0) = gai(¥(t)) -

2Formeln mit Christoffelsymbolen setzen zusitzlich voraus det g(v(t)) # 0
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Insbesondere gilt Symmetrie in ¢ und «
(0a9)1i(7(t)) = (9ig)1a(7(1)) -

Setzt man « = 1 folgt tgy; = t0191; = 91:(0) — g1:(¢), und dies ist konstant Null
nach Schritt 1.

Schritt 3. Es gilt gleﬁj = %[8Z Gr; + 0jgki — Oxgi;]. Aus der Symmetrieeigenschaft
von Schritt 2 folgt fiir ¢ = 1 durch Spezialisieren

gl (1)) = 5 (Dr8) (1 (1)

Schritt 4. Es folgt g '}, (v(t)) = 0 wegen Schritt 1, also auch I'¥, (y(¢)) = 0.

Schritt 5. Nochmaliges Ableiten der Formel gi(2) + ;27 0ag;i(%) = gai(0) aus
Schritt 2 liefert Jggai(2) + 3 ; 27 05049;i(x) + dagpi(x) = 0. Spezialisieren liefert

9590i(V(t)) + 0agpi(¥(t)) = —t - OaOpgri(v(t)) -

Allgemeiner gilt fiir (0"g) € S” ® S?

Schritt 6. Leitet man ), . xlad Ffj (x) = 0 nach 0, ab, erhilt man nach Speziali-
sieren

t*(0al'11) (7(1)) + 2tTar (4(1)) = 0.

Schritt 7. Es gilt gz (0.T%,)(7(t)) = =2t 1 gu Y, (7(t)) nach Formel 5). Dies ist
gleich —t 710 g4 ((t)) = —t ' £ gra(y(t)) nach Formel 3).

Schritt 8. Wir spezialisieren nun die Identitdt 6. und wéhlen « = ¢ = 1. Man
erhilt

Ipgi1(7(t)) + Orgp (v(t)) = —t - (901911 (7(t)) -

Aber die Ableitung 0; in Richtung von 7(t), vertauscht mit der Spezialisierung:

(01955)(v(1)) = 91(95(7(1))) = 5 (gsj(7(¢)). Nach Formel 1. ist gi;(y(t)) aber
konstant. Somit folgt

8ﬂ911(’7(t)) =—t- (aﬁalgll(’Y(t))
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oder mit demselben Argument wie oben

—t- i(@ggn( ( )) = aﬂQll(V@)) .

Die Losung dieser Gleichung ist const - t=, somit dgg11(y(t)) = 0.

Bemerkung: Die Losungen der Differentialgleichung —t - f = f + K (t) in ei-

ner Umgebung (0,¢) von Null und glattes K (t) sind durch f(¢t) = —t '[c +
fo ds gegeben Die einzige auf Null glatt fortsetzbare Losung ist f(t) =
—t7Y fo K(0))ds].

Schritt 9. Setze f = 0,03911 mit

d _
K () = 0a019m + 0301901 = = (" [900(1(8)) = 9 0)])
Es gilt K (0) = 0 in diesem Fall! Daraus folgt dann aber
0a0g11(Y(t)) = t*[gas(7(t)) — gap(0)]
Damit ist das Lemma bewiesen.

Korollar 43. Ist g(t) invertierbar, gilt in der Situation des letzten Lemmas
o I';(v(1) = 5(97 ') (v(2).
* Ouli(7(1)) = =t~ (g7 Pia((1))

Beweis: Folgt aus Teil 3 und 7 des Lemmas.

Bemerkung: Sei g;;(0) = 6;1;. Dann haben die Matrizen ¢ und ¢ auf ~ die Gestalt

* % % O
* ¥ % O

Q
—~
=2
—~
~+~
~—
~—
I
S O O

sowie

o O OO

* % ¥ O
* % % O
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Im allgemeinen ist ¢ nicht identisch Null auf der Kurve !

Aus den Kriimmungstermen

im* jk — *jm* ik

bilden wir die Matrix o

o= (oy) , op=0T —ot +T, T'n —T% I .

Im= il
Es gilt
9(0&,€) = Rinip - €268 sowie Tr(c) = Ricyy -
Einschrénken auf die Geodite: Schriankt man auf die Geodéte 7( ) = (t,0,..,0)
ein, vereinfacht sich der Ausdruck wegen I'7} = 0, Fl = (g 1g);; und 0 Fln =

—t71(g7¢);; (Lemma 68.4) und ergibt

c(y(t) = =199 —3%(97"9) — 397997 g

Fiihrt man wie im Paragraph 8.3 — die nicht notwendig symmetrische — Matrix N
ein durch die Bedingungen

. 1
N_lN - 59_19 ) N<O) =FE )

dann folgt 0 = —2N"!N — 4(N-IN) — N"!NN~!N, also die lineare Diffe-

rentialgleichung N + %N + No = 0. Dies gibt einen alternativen Beweis von
Korollar 28, welcher Jacobifelder nicht benutzt.
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13.4 Appendix 4 (Dictionary)

Bezeichnungen: Seien { = £(t) resp. n = n(t) Vektorfelder entlang einer Geodite
v(t) = ut und obdA u = (1,0,...,0) in Normalkoordinaten. Wir benutzen dann
die Bezeichnungen

§=Mn , n=N¢.
Dann gilt (1, §2) = (1, m2) s fiir & = Mn; sowie
° (061,62) = (07m, ) st
o V& = Mn, und somit {(t) parallel <= n(t) konstant

e ¢ Jacobifeld mit £(0) = 0, d.h. £(t) = v - tfiirv € RN, <= n+0'n =0
mit 7(0) = 0.
o 36196 = nig(O)NN~1 = (i, NN ') oder N'g(0)N = N'g(0)N.
Beweis: Die erste Aussage gilt in jedem Koordinatensystem wegen £ = (M n) =
Mn + Mn = —I'rMn + M. Also Mn = € 4+ I'p€ (lemma 51). Dle zweite: £

Jacobi <= ¢ = v - tfiirv € RN <= n = N(t)tv = ®(t) -v,dh. n+ o'y =0,
Die Umkehrung gilt auch. Die dritte folgt aus Lemma 52.

Fiir M := N~1, ¢ = Mn gilt

L(Mn. M) = [ (i), = (oVn.m),, )i

Bemerkung: g(c&,&) = k(3 A €)g(€,€) falls &' = 0. Ausserdem (0Vn, 1)y =
g<0-£7£> und <n77]>st = g(£7£>

Beweis: (0Vn,n)s = (No)'g(0)n = {'a’gN "'y = §'gol = g(0§,§) etc. Be-
achte ¢! = 0 < n! = 0 wegen N¢ = 1 und da in der vorliegenden Situation N
eine Blockdreiecksmatrix ist (siehe §13), gilt & = 7).

Ausserdem (T, V1S) = 2¢1,6* wegen 4 = (1,0, ..,0) und wegen 9,g116* = 0
(Lemma 68.8). Benutzt man noch gy (7y(t)) = o1 (Lemma 68.1) so unterscheiden
sich die 2.Variationen von Lénge und Energie um — f D)2dt .
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Theorem 8. Fiir ||| = 1 und &' = 0 (oder dquivalent n* = 0) gilt

b . .
LMy, M) = B (My)loeo = [ (il = 505 A M) - Inll) e

Korollar 44. Fiir || 7| = 1 und &' = 0 ist der Index gleich

L,(Mn, M) = (. i)al, — 2 (0 + 5 A M)y - n.m)dt |

Lemma 69. Fiir ein nirgends verschwindendes Jacobifeld & entlang ~y : [0,b] —
M mit £(0) = 0 gilt

LS _ (Vi) _
e = S = dlogllEll]-
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