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1 Grundlegende Begriffe

Wir erinnern an einige wohlvertraute Notationen der Mengenlehre. Hier einige

Beispiele:

N :={a,b,c} (Menge mit den Elementen a,b und c)
M :={x e N |z >2} (Die natirlichen Zahlen groBer gleich 2)
0 ={} (die leere Menge)

Das kartesische Produkt zweier Mengen M und N ist die Menge aller Paare

MxN = {(z,y) |z e M,ye N} .
Ist B eine endliche Menge, dann bezeichne # 5 die Anzahl ihrer Elemente.

Seien M und N zwei nichtleere Mengen. Eine Abbildung f von M nach N
ist eine Vorschrift, welche jedem Element m € M ein eindeutig bestimmtes
Bildelement f(m) € N zuordnet. Wir schreiben dies in der Form

f: M — N
m i~ f(m)’
Zwei Abbildungen f : M — N und g : L — M lassen sich zusammensetzen.

Die Komposition
fog: L— N

der Abbildungen g und f ist die Abbildung, welche [ € L auf das Element f(g(l))
von M abbildet
L—2mTsnN
\/
Jog
Eine Abbildung f : M — N heiBt injektiv, falls f(m) = f(m') die Gleichheit

der Elemente m und m/ impliziert. Mit anderen Worten: wenn fiir jedes Element
n € N die Menge seiner Urbilder hochstens einelementig ist.
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Das Bild einer Abbildung f : M — N, d.h. die Menge der Bildpunkte, ist eine
Teilmenge von N. Wir bezeichnen sie mit f(M). Eine Abbildung f: M — N

heiBt surjektiv, wenn
f(M)=N

gilt; mit anderen Worten, wenn jedes Element aus N Bildelement eines Elements
aus M ist.

Ist eine Abbildung f : M — N sowohl injektiv als auch surjektiv, nennt man die
Abbildung bijektiv. Eine bijektive Abbildung besitzt offensichtlich eine eindeutig
bestimmte Umkehrabbildung g : N — M.
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2 Die Gruppenaxiome

Definition: Eine Gruppe (G, o) ist ein Paar bestehend aus einer Menge G

und einer Abbildung
GxG — G

(9,h) +— goh

mit den folgenden Eigenschaften:

(E) Es existiert ein Element e € G mit der Eigenschaft:
cog=g
fiir alle g € G.

(I) Fiir jedes Element g € G existiert ein Element g~' € G mit der Eigen-
schaft

g og=e¢e.

(A) Assoziativgesetz: Fiir alle g,¢',¢" € G gilt

(gog)og' =go(gog")

Bemerkung: Ein Element e der Gruppe mit der Eigenschaft (E) heiBt neutra-
les (oder etwas genauer linksneutrales) Element. Elemente mit der Eigenschaft
von (1) nennt man inverse (genauer linksinverse) Elemente von g.

Aus den Gruppenaxiomen folgt unmittelbar die Eindeutigkeit des neutralen Ele-
ments e sowie die Eindeutigkeit von inversen Elementen. Genauer gilt

Lemma:

(1) Linksinverse Elemente g~' sind auch rechtsinvers, d.h es gilt auch
gog '=e.
(2) Ein neutrales Element e ist auch rechtsneutral, d.h. es gilt

goe=g
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(3) Inverse Element sind eindeutig: Fiir jedes g € G existiert genau ein
Element g € G mit der Eigenschaft
jog=e.

(4) Das neutrale Element e der Gruppe ist eindeutig bestimmt. Das heifit,
es existiert genau ein Element e € G mit der Eigenschaft

cog=g
tiir alle g € G.
(5) Esgilt (97) " =g.

Beweise:

zu (1):

gogl=ceo(gog™) wegen (E)
=[lg7) eyl o(gog™) wegen (1)
=(g7") " elgtolgog™)] wegen (A)
=(g7)tollg og)og™] wegen (A)
=(¢g7") 1 o(eog™) wegen (1)
=(gH tog™! wegen (E)
=e wegen (1)

zu (2
goe=go(gtog) wegen (1)
= (9097 ") og wegen (A)
=ecog wegen Bem.(1)
=g. wegen (E)

zu (3): Sei g ein weiteres inverses Element von g. Dann gilt

jog=c

(gog)og t=eog™?
gol(gog™)=g"
joe=g
g=g7"!

Die zwei inversen Elemente ¢!

[og™

wegen (A) und (E)
wegen Bem.(1)
wegen Bem.(2)

und g von g sind daher gleich.
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zu (4): Sei € neben e ein weiteres neutrales Element der Gruppe. Dann gilt
eog= g fiir alle g € G. Speziell fiir g = e erhalten wir daher

€oe=ce.
Nun wenden wir Bem.(2) an fiir g = €, und erhalten é o e = é sowie daraus

€ =e.

zu (5): Nach Bem.(1) und der Definition von (g~1)~ gilt

1

gog =
logl=

(97")

~1 inverse Elemente von ¢~

1

Somit sind g und (g7 1) und stimmen nach Bem.(3)

uberein.

Definition: Eine Gruppe (G, o) heiBt kommutativ oder abelsch, wenn zusatzlich
zu den Gruppenaxiomen noch das folgende Axiom gilt:

(K) Firalle g, € Ggilt gog =g og.

Beispiele fiir kommutative Gruppen:

(a) Wahlt man fiir G die Menge der ganzen Zahlen Z und fiir o die Addition
"+", dann erhalt man eine kommutative Gruppe. Das neutrale Element
ist 0 und das inverse Element von g € Z ist —g.

(b) G :={z € Q |z # 0} mit der Multiplikation ” -7 als Verkniipfung o
definiert eine kommutative Gruppe. lhr neutrales Element ist 1 und das

inverse Element ¢! = é ist invers zu g € Q.

Ein Beispiel fiir eine nicht kommutative Gruppe: M sei eine beliebige nichtleere
Menge. Es bezeichne

Bij(M)
die Menge aller bijektiven Abbildungen f von M nach M.

Bij(M):={f: M — M | f ist bijektiv} .
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Behauptung: Beziglich der Komposition o von Abbildungen ist (Bij(M),o)
eine Gruppe.

Beweis: Wir wollen zeigen, daB die Gruppenaxiome (E),(I), und (A) erfiillt sind.
Beachte, daB eine Komposition von Bijektionen wieder eine Bijektion liefert.

Axiom (E) Die Existenz eines neutralen Elements: Wir wahlen
€ = ZdM y

die identische Abbildung idy;(m) := m der Menge M in sich. Offensichtlich gilt
dann

(idar © f)(m) = idy(f(m)) = f(m) .

Axiom (1) Es sei f : M — M eine gegebene Bijektion. Sei f~! die Umkehr-
abbildung von f, welche jedem Punkt m’ aus M den (eindeutig bestimmten)
Urbildpunkt m zuordnet, fiir den gilt f(m) = m/. Dann gilt offensichtlich

(f o f)m) = f7H(f(m) = f~H(m) =m..
Dies liefert also Axiom (I)

f_lOf:idM.

Axiom (A) Die Komposition von Abbildungen ist immer assoziativ:
Seien f,g,h € Bij(M), dann namlich gilt
[(f ©g) o hl(m) = (fog)(h(m)) = f(g(h(m)))

Andererseits ist aber

[ o (g0 h)](m) = fl(g o h)(m)] = F(g(h(m))) .
Somit ist das Assoziativgesetz erfiillt.
Es wurde gezeigt: (Bij(M),o) ist eine Gruppe.

Permutationsgruppen: Wahlt man im obigen Beispiel fiir M speziell die endliche
Menge M = {1,2,3,...,n — 1,n}, dann bezeichnet man die eben konstruierte
Gruppe als Gruppe der Permutationen von n Zahlen. Eine synonyme Bezeich-
nung ist der haufig benutzte Begriff symmetrische Gruppe (von n Elementen).
Man schreibt auch oft nur kurz .S, fiir diese Gruppe.
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3 Abbildungen zwischen Gruppen

Sei (G, o) eine Gruppe und sei H eine nichtleere Teilmenge von G.
Behauptung: Unter der Annahme

v loycH
fiir alle z,y € H ist (H,o) eine Gruppe.

Beweis: EIGENSCHAFT (E): Wahle ein € H und setze y = x. Dann gilt nach
der Annahme
e=ztoxr € H.

Somit enthalt H das neutrale Element e.

EIGENSCHAFT (l): Wahle x € H beliebig und setze y = e. Nach der Annahme

gilt dann

1

=gt

cec H .
Somit liegt mit x € H auch 27! € H.

EIGENSCHAFT (A): Weil sich das Assoziativgesetz offensichtlich vererbt, ist H
eine Gruppe. Es muB allerdings noch gezeigt werden, daB fiir x,y € H auch xoy
in H liegt: Aber nach (1) impliziert z € H bereits 7' € H. Somit gilt unter
Benutzung der Annahme (z7')~' oy € H. Daraus folgt wegen x = (z~1)~?

roye H .
H ist also abgeschlossen unter der Verkniipfung: =,y € H impliziert xoy € H.
Definition: Eine nichtleere Teilmenge H einer Gruppe (G, o) mit der Eigen-

schaft
r,yeH = vz 'oyec H

nennt man eine Untergruppe von (G, o).
Beispiel: H = {1, —1} ist Untergruppe von (Q\ {0}, -).

Seien nun (G, o) und (H, ) zwei gegebene Gruppen.
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Definition: Eine Abbildung ¢ : G — H heiBt dann Homomorphismus oder
Gruppenhomomorphismus, wenn fiir alle x,y € G gilt

p(roy)=p(x)op(y) .

In Worten: Es ist egal, ob man zuerst verkniipft und dann abbildet oder zuerst
abbildet und dann verkniipft.

Ein Gruppenhomomorphismus ¢ hat die folgenden beiden wichtigen Eigenschaf-
ten (H1) und (H2):

(H1) Ein Homomorphismus bildet das neutrale Element es von G auf das neu-
trale Element ey von H ab

pleg) = en

Beweis: Aus der Eigenschaft e o e = e des neutralen Elements folgt

plec) = pleg o eq) = plea) o pleq)

direkt durch Anwenden von . Dies benutzt die Definition des Homomorphismus.
Durch Kiirzen

plea) o plea)™ = [plea) o plea)] o plea)

und das Anwenden der uns schon bekannten Rechenregeln in einer Gruppe (As-
soziativitat, Linksinvers gleich Rechtsinvers, Linksneutral gleich Rechtsneutral)
erhalt man daraus

en = pleg) oen = w(ea).

(H2) Ein Homomorphismus bildet das Inverse eines Elements auf das Inverse des
Bildelements ab

Beweis: Offensichtlich gilt ¢(z71) o p(x) = p(z7*

(H1) gezeigt gilt p(eq) = ey. Daraus folgt

ox) = p(eg). Wie bereits in

p(a7h) o p(a) = ey = p(x)"" o p(z) .
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Aus der Eindeutigkeit des inversen Elements folgt daher p(z7!) = p(z) 7!,

Satz 1: Das Bild ¢(G) eines Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H st eine
Untergruppe von H.

Beweis: Das Bild enthalt wegen (H1) das neutrale Element und ist daher nicht
leer. Seien x,y € ¢(G). Dann gilt . = ¢(§),y = p(n) fiir gewisse £, € G. Es
folgt

ztoy = (&) op(n)
= (1) op(n) wegen (H2)
= (& ton). Def. Homomorphismus

Also gilt 7! oy € p(G). Somit ist p(G) eine Untergruppe von H.

Definition und Satz 2: Sei p : G — H ein Gruppenhomomorphismus.
Dann ist die Teilmenge

Kern(p) = {z € G | p(z) =en}

— der sogenannte Kern der Abbildung ¢ — eine Untergruppe von G.

Beweis: Seien z,y aus Kern(y). Dann gilt

plxloy) =p@ ) op(y) = o) opy) =ey cey =en ,

und es folgt ' oy € Kern(y). Dies benutzt die Homomorphieeigenschaft und

Eigenschaft (H2). Der Kern enthilt wegen (H1) auBerdem das neutrale Element,
und ist somit nicht leer. Also ist Kern(y) eine Untergruppe von G.

Ein injektiver Homomorphismus ¢ besitzt notwendigerweise den trivialen Kern
Kern(yp) = {e}. Die Umkehrung gilt auch

Satz 3: Der Kern eines Homomorphismus ¢ ist trivial genau dann, wenn
@ ingjektiv ist.

Beweis: Sei Kern(p) = {eg}. Aus o(x) = ¢(y) folgt dann wegen p(z71) =
p(r)~" = py)™!

oz oy) =pa ) oply) =eu .

1 1

Daraus folgt +=' oy € Kern(p) = {eg}, also 27! oy = eg. Somit folgt z =y
(durch Multiplikation mit = von Links unter Benutzung des Assoziativgesetzes).
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4 Der Signum-Homomorphismus

Ziel dieses Abschnittes ist die Konstruktion des Signum-Homomorphismus:

sign: S, — {1,—1}

Vorbereitungen: Seien M und N beliebige nichtleere Mengen. Gegeben sei eine
im Augenblick noch beliebige Abbildung

f-M"=Mx...xM — N.
—_—

n—mal

Beachte: M" ist die Menge aller Tupel (my, ma,...,m,) mit m; € M.

Operation von S,;: Fiir jedes x € S,,, definiert man nun eine neue Abbildung

xf : M" — N
durch den Ansatz
(zf) (ml, Mo, . .. ,mn> = f(mx(l),mx(g), o ,mx(n)).

Aus der Definition folgt unmittelbar: Sei f : M — N eine beliebige Abbildung
und fir x,y € S, sei
z=(roy) €S, .

Lemma: Dann gilt

z(yf) ==zf .

Beweis: Fiir mq,...,m, € M gilt einerseits

[(zoy)f] (ml, - ,mn) = f(m<:coy>(1>> = ,m(my)(n)) :

Andererseits ist

[x(yf)](ml, . ,mn) = (yf) <mx(1), o ,mx(n)> )
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Setzt man jetzt M 1= my;) fir j = 1,..,n, dann gilt

(yf) (mm(l), e ,mm(n)> = f <Thy(1), e ,my(n)> .

Wegen 1,,(j) = Mu(y(j)) = M(zoy)(;) €rhalt man insgesamt

2] (s oma) = @) f (s ma)
Damit ist das Lemma bewiesen.

Die Diskriminante: Wir spezialisieren jetzt auf den Fall M = N = Z und wahlen
fir f (bis auf ein Vorzeichen) die sogenannte Diskriminanten-Funktion

A(my,...,my,) = H (mj —my) .

1<i<j<n

Das Produkt ist anders geschrieben also
(my, — Mp_1)(Myy — Mp—2) .. (M, — M) (M1 — Mp_2) ... (Mg — M) .

Fir x € S, und die gewihlte spezielle Funktion f = A (oder ihr Negatives
—A) gilt auf Grund des speziellen Verhaltens des definierenden Produkts die
bemerkenswerte Identitat

(xA)(my,...,my) = sign(x) - A(my,...,my,)

Hierbei ist sign(x) € {1, —1} ein Vorzeichen, welches nur von der Permutation
x € S, aber nicht von my,...,m, abhdngt! Man sagt daher, die Diskriminan-
tenfunktion verhalte sich alternierend beim Vertauschen der Variablen.

Anwendung: Diesen Umstand kann man nun auf das Vortrefflichste ausnut-

zen! Wahle fiir my, mo, ..., m, € Z beliebige, allerdings voneinander paarweise

verschiedene ganze Zahlen. Dann gilt A(my,..,m,) # 0 sowie
(xA)(my,...,my,)

sign(z) = Al my) e {1,-1}.

Die Pointe ist, daB der Wert sign(x) auf der linken Seite dabei vollkommen
unabhangig von der Wahl der Zahlen my, ..., m,, auf der rechten Seite ist! Wir
folgern daraus
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Satz: Die Abbildung
sign : S, — {1,—1}

definiert einen Gruppenhomomorpismus.

Beweis:
[(zoy)Al(my,...,my,) = sign(xoy)A(my,...,my) | Definition
[z(yA)|(ma,...,m,) = sign(x)(yA)(mq,...,my,) | Definition und
yA = +A
= sign(z)sign(y)A(mq,...,my) | Definition
Wegen A(myq,...,my) # 0 und wegen des zuvor allgemeiner bewiesenen Lem-

mas (zoy)f = z(yf) folgt daraus wie behauptet

sign(x oy) = sign(z) - sign(y) .

Damit ist der Satz gezeigt.

Konvention: Wir schreiben im folgenden fiir das Produkt von Gruppenelementen
oft nur zy statt x o y, falls keine Verwechslung mdglich sind.
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5 Korper

Definition: Ein Koérper (K, +,-) ist eine Menge K, versehen mit zwei Abbil-
dungen
KxK - K

KxK — K
derart, daB gilt:

(I) (K, +) ist eine kommutative Gruppe. Hierbei bezeichne 0 das neutrales
Element und —z das inverses Element zu z beziiglich der additiven Grup-
penstruktur +.

(1) (K\{0},) ist eine kommutative Gruppe. Hierbei bezeichne 1 das neutrale
Element beziiglich - und i das inverses Element zu x beziiglich -..

(II1) Distributivgesetze: Fiir alle z,y, z € K soll gelten
(x4+y)-z=x-24+y-z.

Wegen des Kommutativgesetzes gilt dann auch z- (x +y) =2z -2+ 2z - y.

Hierbei haben wir in Formel (111) die Konvention 'Punkt vor Strich’ benutzt. Das
heiBt wir schreiben z - z 4+ y - z und meinen damit eigentlich (z - 2) 4 (y - 2).

Notation: Die multiplikative Gruppe des Korpers bezeichnen wir mit K* :=
K\ {0}.

Bemerkung 1: Ein Kérper K hat mindestens zwei verschiedene Elemente, namlich
0 und 1.

Bemerkung 2:

z-0=0=20-2

Insbesondere besitzt also das Nullelement 0 kein multiplikativ inverses Element!
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Beweis: Offensichtlich ist x -0 =2 - (04 0) = -0+ 2 - 0. Addiert man auf
beiden Seiten —(x - 0), so erhalt man

(@-0)+(=(z-0)) = (z-0)+(z-0)+ (=(z-0))
0 = (z-0)4+0
0 = x-0

Aus dem Kommutativgesetz folgt 0 - x = 0.

Bemerkung 3: Aus Bemerkung 2 folgt

fir alle x,y, 2z € K.

Beweis: Entweder gilt x # 0,y # 0,z # 0. Dann folgt die Behauptung aus (I1).
Wenn x = 0 oder y = 0 oder z = 0 gilt, dann sind wegen Bemerkung 2 beide
Seiten 0, also gleich.

B kung 4: Die kleinste natiirliche Zahl N mit der Ei haftl1+...+1=
emerkun ie kleinste natiirliche Zahl n € N mit der Eigenschaft 1 + ... +

n—mal

0 — falls sie denn existiert — nennt man die Charakteristik des Korpers. Ansonsten
sagt man K hat die Charakteristik 0.

Ubungsaufgabe: n ist eine Primzahl oder ist Null.

Wir verwenden folgende Abkiirzungen:

="' a wobei b # 0

Salls]

a—b:=(-b)+a

F=z-.. -zfirieNzeK.

i—mal
Mit diesen Konventionen gilt in jedem Kérper (Ubungsaufgabe):

4 4+ = 2t wobei b, d # 0
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a-(b—c)=ab—ac

(—a)(—b) = ab
(—a) =

—b=(-1)-b

Beispiele fiir Korper:

(1) (Q,+,-) Korper der rationalen Zahlen
(2) (R,+,-) Korper der reellen Zahlen

(3) Fy :={0,1} der Korper mit zwei Elementen, wobei gilt

+1 0 1 . 0 1
0 0 1 0} 0 O
1 1 0 1] 0 1

(4) Setze K =C =R x R = {(z,y)|z,y € R}. Weiter definiere
(z,9) + («,y) = (z + 2"y +¢)
(@, y) - (2 y) := (2’ — gy 2y + ya')

Satz: Die so definierte Menge C mit den Abbildungen + und - bildet einen
Korper, den Korper der komplexen Zahlen.

Beweis:
(I) 0= (070) und _($7y> = (_'T7 _y>

[(z,y) + (", y)] + (=", y") (z+ 2,y + v ) + (2", y")
= (@+2)+2" (y+y) +y")
(@ + (2 + :v”) y+ ' +y")
(z,y) + (@' + 2",y +y")
= (z,y) +[@"y) + " y")] .
Das Assoziativ-Gesetz folgt somit aus dem Assoziativ-Gesetz der Korpers
R.
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(1) 1 =(1,0) und fir (z,y) # (0,0) ist

@) = (55
) .752 +y2’ I‘2 +y2 )

denn

x Y\ () = 2? — (—y*) ay -y — (1.0)
$2+y2’x2+y2 ? $2_|_y2 ’x2+y2 ’

Das Assoziativ-Gesetz folgt mittels einer Rechnung, analog zu (1).

(111) Die Distributiv-Gesetze folgen mittels Rechnungen analog zu (I)

Beachte: Beim Nachweis von (I1) wurde ganz wesentlich benutzt, daB z2+y? # 0
fir alle (x,y) # (0,0) gilt. Dies beruht auf der Existenz der Ordnungsstruktur
des Korpers der reellen Zahlen. Alle anderen Rechnungen waren auch méglich
mit einem anderen Korper K anstelle von R.

Die herkdmmliche Schreibweise der komplexen Zahlen erhalt man auf folgende
Weise: Setzt man ¢ := (0, 1), dann gilt:

(x,y) = (z+0,0+7y)

= ([E,O) ( )

= (#,0)+[(,0)-(0,1)]
= (2,0)+(y,0) -1

= x+y-i

Hierbei wurde die Teilmenge R x {0} = {(z,0)|z € R} mit dem Korper R
identifiziert.

R — C

z = (z,0)
T+ (:p+x 0) = (z,0)+ (2/,0)
x- — (r-2,0) = (z,0)-(2,0)

Wir schreiben abkiirzend einfach z statt (x,0).

Das Element 7 € C hat die bemerkenswerte Eigenschaft:

i-i=(0,1)-(0,1)=(0—1,0) = —1.
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Insbesondere ist fiir jedes 2 € R die Gleichung 2% = z in C lésbar. Eine mégliche

Losung ist
NG falls z > 0

Vx| -1 fallsz <0

Eine tieferliegende Analyse des Korpers der komplexen Zahlen zeigt, daB ganz
allgemein jede Polynomgleichung eine Losung in C besitzt.

Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynom
PX)=X"+a X" ' +.. . +a,1X +a,

mit n > 1 und Koeffizienten ay, ...,a, € C besitzt eine komplexe Nullstelle,
das heifit, es existiert eine Zahl z € C mit der Figenschaft:

Mta -2V 4ayy2z+a, =0.

(Hier ohne Beweis)



Vektorraume
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6 Vektorraume

Sei im folgenden K ein festgewahlter Korper.

Definition: Ein K-Vektorraum V' ist eine kommutative Gruppe (V,+) mit
einer zusatzlichen Struktur, der sogenannten Skalarmultiplikation:

KxV — V
(ANv) — A-w

derart, daB die folgenden Vertraglichkeitseigenschaften gelten:
() A-p)-v=X-(p-v) fir alle v € V und fir alle A\, p € K
() A4+p)-v=X-v+p-vfiralleveV und fir alle \, u € K.
A (v+w)=X-v+ X w fiir alle v,w € V und fiir alle A\ € K.

(1 1-v=w fir alle v € V.

Bezeichnungen: Elemente aus V' heiBen Vektoren und Elemente aus K heiBen
Skalare oder Koeffizienten. Wir schreiben haufig auch nur Av anstelle von A - v.

Grundlegende Gesetze:

(1) <ZZR:1 )\i) ‘U= i)w

=1

(2) A (i%) =3

Die Eigenschaften (1) und (2) werden durch vollstandige Induktion bewiesen.
Zum Beweis von (2) sei E(n) die Aussage

E(n) : A- (iv) = 4" Av;

i=1
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Der Induktionsanfang E(1) ist trivialerweise wahr, denn A - v; = X - vy.
Nun der InduktionsschluB: Sei E(n) wahr. Dann gilt

V(5 - (S

=1 =1
(2) A (Z UZ') + )\Un-i-l
=1

Elr) Z AU + AUpaq

i=1
n+1

= Z /\Ui
i=1

Somit ist mit "E(n) wahr” auch "E(n+1) wahr". Da E(1) wahr ist, ist somit
E(n) wahr fiir alle n € N.

Der Nachweis von Gesetz(1) geht analog.

1. Wichtigstes Beispiel eines Vektorraums: Sei n eine positive ganze Zahl. Dann
wird das n-fache kartesische Produkt V' = K™ mittels der Verkniipfungen

(ajla"'axn)_'_(yl;"'ayn) = ($1+y17"'axn+yn)
A(z1,.,x,) = (Ax,.. A1)

zu einem K-Vektorraum.

Bemerkungen zu den Gruppengesetzen beziiglich der additiven Struktur des Vek-
torraums K™:

(0,...,0) ist das neutrale Element der Addition, und (—z1,...,—x,) ist das
inverse Element des Vektors (x1, ..., z,). Das additive Assoziativgesetz des Vek-
torraums ist eine unmittelbare Folge des Assoziativgesetzes des Korpers K. Nun
zu den Vertraglichkeitseigenschaften:

() M) (1, xn) = (Apxy, ooy Apy) = Mpar, .o pxy) = Mu(x, ..., 2))
(1) folgt unmittelbar aus dem Distributivgesetz des Korpers K.

() 1-(z1,...,2) =1 -29,...,1-2,) = (21, ..., 2,)
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Bemerkung: Wir haben bisher die Vektoren des K" als Zeilenvektoren geschrie-
ben. Genauso gut kdnnten wir die Vektoren in Form von Spaltenvektoren schrei-
ben. Im Moment wollen wir hierbei aus Platzgriinden keinen Unterschied machen.
Spater, wenn wir mit Matrizen rechnen, wird dies einen groBen Unterschied ma-
chen und wir werden dann ab Kapitel Il den Vektorraum K™ — anders als jetzt
— ausschlieBlich als den Raum der Spaltenvektoren auffassen.

2. Beispiel fiir Vektorrdaume: Sei M eine beliebige Menge und sei K ein Korper.
Sei weiterhin V = {f : M — K}. Definiert Addition und Skalarmultiplikation
durch

(fi+f2)(m) = fi(m)+ fi(m)
(A fi)(m) == X- fi(m) Vi, foeVund VA e K

wird V' zu einem K-Vektorraum. Im Spezialfall M = {1,2,...,n— 1,n} repro-
duziert dies das erste Beispiel. Benutze dazu die Zuordnung

Vo f—=(f1),f2),....,f(n) € K".

Lemma: Firv eV und \ € K sind dquivalent:
(a) A=0 oderv=20
(b) A-v=0

Beweis:
(a)=>(b) Sei zuerst A = 0. Dann gilt

(11)

0-v = (0+40)-v 0-v+0-v.

Also ist 0-v = 0 das neutrale Element, wie man durch Addition von —(0-v) auf
beiden Seiten sieht. Aus A = 0 folgt also A - v = 0.

Sei nun v = 0. Dann gilt

(I1)

A-0=X-(0+0) = A-04A-0.

Durch Addition von —(\ - 0) auf beiden Seiten folgt daraus wiederum X -0 = 0.
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(b)=-(a) Sei nunmehr umgekehrt X - v = 0. Dann ist entweder A = 0, oder es
gilt A € K* mit A\™! € K. Im letzteren Fall folgt

A A) =21 0=0

unter Benutzung der bereits bewiesenen Aussage (a)=(b). Andererseits ist nach
den Axiomen einen Vektorraums die linke Seite gleich

ANt Nv=1-v=uv.

Somit ergibt sich v = 0.
Aus X - v = 0 folgt also wie behauptet entweder A = 0 oder v = 0.
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7 Erzeugendensysteme, lineare Unabhéngigkeit

Sei V ein K-Vektorraum.

Definition: Sei G C V eine Menge von Vektoren. Ein Vektor v € V heiBit
linear abhangig von den Vektoren aus G, falls es endlich viele Skalare \; € K
und geeignete v; € G gibt, so daB gilt

n
vV = E )\ivi .
i=1

Definition: G heiBt Erzeugendensystem von V, falls jeder Vektor v € V' linear
abhangig von G ist.

Endlich viele Vektoren vy, . .., v, bilden also ein Erzeugendensystem {vy, ..., v,}
von V, wenn sich jeder Vektor v € V' auf mindestens eine Weise in der Gestalt

n
v = E /\ivi
i=1

mit \; € K schreiben 13Bt.

Definition: Ein Vektorraum heiBt endlich dimensional, wenn es eine endliche
Menge von Vektoren gibt, welche ein Erzeugendensystem bildet.

Definition: Endlich viele Vektoren vy, ..., v, heiBen linear unabhangig (iiber
K), wenn fiir alle \; € K gilt

Z)‘ivi =0 = alle \; sind gleich null .
i=1

In Worten: Die Vektoren vy, ..., v, sind linear unabhangig, wenn der Nullvektor
sich nur auf triviale Weise aus vy, ..., v, kombinieren ldsst.
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Definition: Eine unendliche Menge von Vektoren eines K-Vektorraumes heif3t
linear unabhangig, wenn jede endliche Teilmenge linear unabhangig ist.

Definition: vq,...,v, heiBen linear unabhangig, falls die Vektoren vq,...,v,
nicht linear abhangig sind.

Lemma: Vektoren vq,...,v, eines K-Vektorraums V sind genau dann linear
unabhangig, wenn jeder Vektor v des Vektorraumes V' sich auf hdchstens eine Weise
als Linearkombination .
v = Z )\ﬂ]l'
i=1

schreiben l3sst.

Beweis:

vy, ..., U, seien linear unabhangig. Fiir v € V mit

n n
v = g Aiv; = E i Vi
i=1 i=1

folgt dann

n

i=1 i=1

i=1
Wegen der linearen Unabhangigkeit der Vektoren folgt A\, — p; = 0 fiir alle
Koeffizienten. Das heiBt \; = p; flire=1,... n.

Offensichlich gilt >~ 0-v = 0. LaBt sich also jeder Vektor v € V' auf
i=1

hochstens eine Weise als Linearkombination (der Elemente v; € V') schreiben,
dann insbesondere v = (. Fiir jede andere Darstellung

i )\Z"UZ' = O
=1

des Nullvektors folgt somit \; = O fiir alle \; wegen der Eindeutigkeit der Dar-
stellung. Also sind vy, ..., v, linear unabhangig. Q.e.d.
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Einige Beispiele:

1) Sei G ={(2,3,0),(—1,-2,1)} C R
a) v:= (1,1,1) ist linear abhdngig von G, denn v = 1-(2,3,0) + 1 -
(—1,-2,1) = (1,1,1).
b) v := (3,57 1) ist linear abhangig von G, denn v = 1-(2,3,0) +

2) G :={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} bildet ein Erzeugendensystem des R3.

Aber auch G :={(1,1,1),(0,2,1),(1,1,2)} bildet ein Erzeugendensystem
des R3.

Bemerkung: Ein einzelner Vektor v ist genau dann linear unabhangig, wenn
v # 0 ist (benutze das Lemma in Abschnitt 6).
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8 Der Begriff der Basis

Definition: Vektoren v, ..., v, eines Vektorraums V' bilden eine Basis von V,
wenn sie linear unabhangig sind und {v1,...,v,} gleichzeitig ein Erzeugenden-
system von V' ist.

Lemma: Eine Menge G von Vektoren vy, ..., v, eines Vektorraumes V' bildet
eine Basis von V' genau dann, wenn sich jeder Vektor v des Vektorraumes V' auf
genau eine Weise als Linearkombination

schreiben [aBt.
Beweis: Folgt unmittelbar aus der Definition eines Erzeugendensystems und dem

Lemma in §6.

Bezeichnung: Die Zahlen \; € K in der Formel (x) heiBen die Koordinaten des
Vektors beziiglich der Basis vy, ..., v,.

Prinzip I: (Elimination) Seien vy,..., v, Vektoren, so daB gilt: vy,...,v,_;
seien linear unabhangig, vy, ...v,_1, v, seien nicht linear unabhangig, dann ist v,
linear abhangig von vy, ..., v,_1.

Beweis: Es gibt Zahlen Aq,..., A, (nicht alle null), so daB gilt

i=1

Da vy, ...v,_1 linear unabhangig sind, gilt auBerdem A, # 0. Daraus folgt

r—1

Also ist v, linear abhadngig von vy, ...v,_1.
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Prinzip II: (Transitivitat) Seien {vy,...,v,} und {wy,...,ws} Mengen von

Vektoren in einem Vektorraum V. Sei v € V linear abhangig von {v,...,v.}
und sei jedes v; (i = 1,...,7) linear abhangig von {wy,...,ws}. Dann ist v
linear abhangig von {wy, ..., ws}.

Beweis: Es gilt v = > \jv; und fiir jedes v; gilt v; = > p;;w; fiir geeignete
i=1 j=1
Ais iij € K. Einsetzen liefert

v=2_ N (Z “z’a’w]’) =22 Qumguy) = 3 (Z Mw) w; =) vy
=1 Jj=1 j i=1 i=1

i=1 j=1 j=1

»

Also ist v linear abhangig von {wy, ..., ws}.

Sprechweise: Zwei Mengen G = {vy,...,v,} und G’ = {wy, ..., w,} von Vekto-

ren in V heiBen linear dquivalent, falls alle v; (¢ = 1,...,r) linear abhangig von
{wi,...,ws} sind und alle w; (j = 1,...,s) linear abhangig von {vy,...,v,}
sind.

Prinzip III: Sei {w, ..., ws} linear dquivalent zu {vy, ..., v, } und sei {vy, ..., v}
linear dquivalent zu {u,...,u;}. Dann ist {wy,...,ws} linear dquivalent zu
{Ul, c. ,ut}.

Beweis: Wahle v = w;. Aus Prinzip |l folgt: w; ist linear abhangig von {wy, ..., ws}.
Wahle umgekehrt v = w;. Aus Prinzip Il folgt w; ist linear abhangig von

{Ul, . ,ut}.

Steinitz’scher Austauschsatz: Gegeben seien linear unabhdingige Vek-
toren vy,...,vs eines Vektorraumes V. Weiterhin gegeben seien Vektoren
Wi, .., w, aus V so daf jeder Vektor v; (i = 1,...,s) linear abhingig von
{wy,...,w.} ist. Dann existieren s Vektoren in {ws,...,w,}, so dafi nach
Ersetzen dieser Vektoren durch die Vektoren vy, ..., v, die neue entstandene
Menge von Vektoren linear dquivalent zur urspringlichen Menge {wy, . .., w,}
ist. Insbesondere gilt r > s.

Insbesondere gilt: Ist wy, .., w, ein Erzeugendensystem von V', dann ist auch die
durch Austausch entstandene Menge von Vektoren ein Erzeugendensystem von
V. (Diese Eigenschaft der linearen Aquivalenz folgt aus Prinzip II).
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Beweis: (mittels vollstandiger Induktion und Prinzip 1l und Il1).

Der Induktionsanfang s = 0 ist trivial. Mittels Induktion kdnnen wir weiterhin
annehmen, daB fiir s — 1 Vektoren vy, ..., v, 1 die Aussage bereits richtig ist.

Da eine Teilmenge linear unabhangiger Vektoren linear unabhangig ist, existieren
s — 1 Vektoren in {wy,...,w,}, so daB

T .= {wlw“awia-"7wT}U{U17---7Us—1}
linear aquivalent zu {wy, ..., w,} ist.

vs ist nach Annahme linear abhingig von der Menge {wy, ..., w,}, welche ihrer-
seits linear dquivalent zu 7" ist. Aus Prinzip Il folgt dann

s—1
Vs = Z piw; + Z Aiv; (%)
wi; €T =1

Mindestens einer der Koeffizienten p;, ist nicht null, da sonst eine nichttriviale
Relation

s—1
Vg = Z iU nicht alle \; =0
=1
bestiinde, was ein Widerspruch zur linearen Unabhangigkeit der Vektoren vy, . . . , v

ware.
Man erhalt dann durch Auflésen nach w;,

s—1
_,,—1 § -1 E —1
w; €T =1
i£iQ

Zum Beweis des Induktionsschlusses geniigt es zu zeigen, daB (7" \ {w;, }) U{vs}
linear dquivalent zu 7" ist und damit auch zu {wy,...,w,} nach Prinzip III.

w;, ist, wie in (xx) gezeigt, linear abhangig von (7"\ {w;,}) U {vs}. AuBerdem
sind alle Vektoren in T" # w;, enthalten in (T"\ {w;,}) U {vs}. Also ist T linear
abhangig von (T"\ {w;,}) U {vs}.

Umgekehrt ist vy linear abhangig von T wegen (x). Alle Vektoren # vy in
(T'\ {wy, })U{ws} sind enthalten in T'. Also ist (T \ {w;, })U{vs} linear abhéngig
von T
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Basiserginzungssatz: FEine beliebige Menge linear unabhdngige Vektoren
V1, ...,0,. eimes endlich dimensionalen Vektorraumes V' kann zu einer Basis
von V' erginzt werden. Das heifit, V' besitzt eine Basis wy, ..., w, mit der
Figenschaft {vq,...,v.} C{wq,...,w,}.

Zusatz: Jeder endlich dimensionale Vektorraum V # {0} besitzt eine Basis.

Beweis: Da V' endlich dimensional ist, gibt es per Definition ein endliches Erzeu-
gendensystem {wy, ..., w,} von V.

Sei B eine maximale Teilmenge linear unabhéngiger Vektoren von {wy, ..., w,}.
Wegen V' #£ {0} ist B nicht die leere Menge (benutze die letzte Bemerkung von
7).

Aus der Maximalitdt von B und aus dem Eliminationsprinzip | folgt, daB jeder
der Vektoren w; linear abhadngig von B ist. Also sind {wy, ..., w,} und B linear
dquivalent. Insbesondere ist B auch ein Erzeugendensystem (Prinzip Il). B ist
daher eine Basis von V. Damit ist der Zusatz gezeigt.

Der eigentliche Erganzungssatz folgt aus der obigen Konstruktion der Basis B,
indem man die Erzeuger wy, ..., w, geeignet wahlt. Ersetze dazu s der Vektoren
wi, ..., w, durch vy,...,vs (Steinitzscher Austauschsatz). Diese neue Menge
von Vektoren ist auch ein endliches Erzeugendensystem, welches nunmehr die
Vektoren vy, .., v enthdlt. Nun wahlt man die maximale Teilmenge B so, daB
sie {v1,...,vs} enthilt. B ist die gesuchte Basiserganzung!
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9 Der Dimensionsbegrift

Wir wollen die Dimension dim (V') eines K-Vektorraumes V' definieren. Wir
setzen dazu dimg (V') := oo, wenn V kein endlich dimensionaler Vektorraum ist.
Ist V= {0}, dann setzen wir dimg (V') := 0. Ist V # {0} endlich dimensional,
dann besitzt V' eine endliche Basis B wie in §7 gezeigt. Wir setzen

dimg (V) := #B.
Dies ist wohldefiniert wegen

Lemma: Die Grifie dimg (V) ist wohldefiniert, hangt also nur von dem
K-Vektorraum V' ab und heifit die Dimension von V.

Beweis: Sei obdA V' # {0} ein endlich dimensionaler Vektorraum. Es geniigt zu
zeigen, daB dann je zwei Basen B und B’ von V gleich viele Elemente haben.
Aus Symmetriegriinden geniigt dazu bereits #B < #B'.

Nun sind die Vektoren der Basis B = {vy,...,vs} linear unabhangig. Die Vek-
toren der Basis B’ = {w,...,w,} bilden ein Erzeugendensystem. Aus dem
Steinitzschen Austauschsatz folgt daher wie gewiinscht

s=#B<#B =r.

Lemma:

dimg(K™) =n

Beweis: Wir betrachten die Standardvektoren
e :=(0,0,...,0,1,0,...,0,0)

(mit 1 an der i—ten Stelle und sonst nur Nullen) fiir i = 1,...,n. Jeder Vektor
v = (A1, Ao, ..., A\y) aus K™ ldsst sich auf eindeutige Weise als Linearkombina-
tion der Vektoren €4, .. .e¢, schreiben

v:()\l,,)\n):i)\z(O,,l,,O):i)\zel
i=1 i=1
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Also bilden die Vektoren eq, ..., e, ein linear unabhangiges Erzeugendensystem
von K™, das heiBt eine Basis. Es folgt dimg(K") = n.

Die obige Basis nennen wir Standardbasis des K-Vektorrraums K™.

Achtung: V' := C hat als C—Vektorraum aufgefaBt die Dimension dim¢(C) = 1,
aber als R—Vektorraum aufgefaBt die Dimension



10. K-LINEARE ABBILDUNGEN 34

10 K-lineare Abbildungen

Definition: Seien V,W K-Vektorraume. Eine Abbildung ¢ : V' — W heiBt
K-linear oder auch (K-Vektorraum)-Homomorphismus, wenn fiir alle v,w € V
und fiir alle A € K gilt

a) p(v+w) =) + p(w)

b) w(Av) = Ale(v)) -
Bemerkung: Aquivalent dazu ist die Bedingung

p(Av + pw) = Ap(v) + pp(w)
fir alle v,w € V und fiir alle A\, € K.

Eine K-lineare bijektive Abbildung ¢ : V' — W heiBt Isomorphismus. Gibt es
solch einen Isomorphismus, dann heiBen V' und W isomorph.

Ist V' = W, dann nennt man K-lineare Abbildungen auch Endomorphismen und
K-lineare Isomorphismen auch Automorphismen.

Lemma 1: Die Komposition o) zweier K -linearer Abbildungen o :' V. — W
und v : U — V ist eine K-lineare Abbildung.

Beweis:
(o)A 4+ pw) = (I + pw))
= o(Mp(v) + pp(w))
= Ap(Y(v)) + pp(Y(w))
= Meo)(v) + p(p o) (w)

Lemma 2: (ohne Beweis) Die Umkehrabbildung o' : W — V eines Isomor-
phismus ¢ : V. — W ist wieder ein Isomorphismus.

Folgerung: Die Automorphismen GU(V') eines Vektorraumes V' bilden eine
Gruppe beziiglich der Komposition der Abbildungen, eine Untergruppe der
Gruppe Bij(V).
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Beweis: Seien ¢ : V — V und ¢ : V — V Isomorphismen. Dann ist ¢! :
V — V nach Lemma 2 wieder ein Isomorphismus. Also ist ¢ 1o : V — V
ein Isomorphismus wegen Lemma 1. Die identische Abbildung idy : V' — V ist
K-linear, und definiert das neutrale Element von G/(V').

Bezeichnung: Die Menge der K-linearen Abbildungen ¢ : V' — W wird mit
Hom(V, W) oder Homg (V, W) bezeichnet.

Behauptung: Hompg(V, W) tragt die Struktur eines K-Vektorraumes. Fiir
w0, € Homg(V, W) und \ € K setzen wir dazu

(e +¢)(v) = ¢(v) +¥(v)
(Ap)(v) = Ap(v)

in Homg (V, W) in W

Wie man leicht nachpriifen kann erfiillen die Addition + und die skalare Multi-
plikation auf Homg(V, W) die Axiome eine K-Vektorraumes.

Beispielsweise muB man zeigen, daB ¢ + ¢, A\p € Homg (V,W), falls p,9 €
Homg(V,W).

(p+¥)(Av+ pw) = oA+ pw) + (A + pw)

Ap(v) + pp(w) + Mp(v) + pab(w)
Ap(v) + (V) + pp(w) + P (w)

= Mo+ ¥)(v) + pule + 1) (v)

Also ist ¢ + 1 wieder K-linear. Analog zeigt man dies fiir Ap.
Definition: Im Spezialfall W = K definiert der Vektorraum Homg(V,W) =
Homg(V, K) den sogenannten Dualraum V* von V.
Fir o € V* und v € V. schreiben wir oft
<p,v>=p) eK.

Dies definiert eine kanonische Paarung zwischen V* und V.
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11 Existenzsitze fiir Homomorphismen

Bevor wir uns mit den Struktursdtzen im nachsten Abschnitt beschiftigen, ma-
chen wir hier erst einige Vorbemerkungen iiber Basen, Erzeugendensysteme und
lineare Abbildungen:

Bemerkung (I) Sei G C V ein Erzeugendensystem von V. Ein Homomor-
phismus ¢ € Homg(V,W) ist durch seine Werte p(v), v € G wvollstindig
festgelegt.

Beweis: Fiir v € V existieren \; € K so daB gilt v = > \v;, mit v; € G. Dies
endl.
legt den Funktionswert ¢(v) durch die Werte p(v;),v; € G eindeutig fest

p(v) = Z Aip(vi) -

endl.

Bemerkung (II) Sei V' endlich dimensional, B = {b,...,b,} sei eine Ba-
sis von 'V und W sei ein weiterer K-Vektorraum (nicht notwendigerweise
endlichdimensional). Dann ezistiert fiir gegebene Vektoren wy, ..., w, € W
eine K-lineare Abbildung ¢ € Hom(V, W) mit der Eigenschaft

p(bi) = w;
firt=1,...,n.
Zusatz: Wegen Bemerkung (1) ist ¢ dadurch eindeutig bestimmdt.

Beweis: Jeder Vektor v € V' schreibt sich eindeutig in der Form

=1

mit den Koordinaten \; € K. Wir definieren dann ¢ durch

o(v) == Z)‘iwi .
i=1
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Diese Abbildungsvorschrift ist "wohldefiniert’ - und offensichtlich gilt ¢ (b;) = w;.

Es bleibt nur zu zeigen: ¢ ist K-linear. Dazu beachte

AAN) = (A )\b+X X (AN + N X)b;
P
=1
= Def Z)\A + NN wz—/\zx\wz—k)\’ZA'wz
= Aso()+X()

Bemerkung (III) Sei dimy (V) < oo und W ein beliebiger K -Vektorraum.
Seien by, ...,b. linear unabhdingige Vektoren von V und wq,...,w, € W

seien beliebig. Dann existiert mindestens eine K-lineare Abbildung ¢ €
Homg(V,W) mit o(v;) = w; firi=1,...,r.

Beweis: Erganze by, ...,b, zu einer Basis by, ..., b, von V. Wahle w, 1, ..., w,
in W beliebig. Nach Bemerkung (I) existiert dann eine K-lineare Abbildung
v € Homg(V,W) mit (b)) =w; firi=1,...,n.

Nach diesen Vorbemerkungen wollen wir Struktursatze fiir endlichdimensionale
K-Vektorraume beweisen.
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12 Struktursatze

Das Hauptresultat dieses Abschnitts ist der

1.Struktursatz: FEin endlich dimensionaler K-Vektorraum V der Dimen-
sion n = dimg (V') ist isomorph zum K-Vektorraum K™.

Beweis: Der Fall V' = {0} ist trivial. Sei daher obdA by, ...,b, eine Basis von
V. Wir bezeichnen mit ey, .., e, die Standardbasis des Vektorraums K™.

Nach Bemerkung (Il) des letzten Abschnitts gibt es dann eine K-lineare Ab-
bildung ¢ mit der Eigenschaft p(e;) = b; fir i = 1,..,n. Es gilt dann nach
Bemerkung (1) des letzten Abschnitts

QY K" — V
()\1, N )\n) = Z >\zbz
=1

Wir wollen zeigen, daB diese Abbildung ein Isomorphismus ist.

Offensichlich ist ¢ surjektiv, denn zu jedem v € V existieren A\y,... A\, € K

mit v = > \;b;. (die Erzeugendeneigenschaft der b;). Jedes v ist also von
i=1
der Form ¢((A1,...,\,)) fiir ein geeignetes Element (Aq,...\,) € K". Dies

zeigt die Surjektivitdt. Andererseits ist ¢ aber auch injektiv (benutze die lineare
Unabhangigkeit der b; unter Benutzung des Lemmas in Paragraph 7).

2.Struktursatz:  Zwei endlich dimensionale K-Vektorriume V,W sind
genau dann isomorph, wenn gilt:

Beweis: Der Fall V' = {0} ist trivial. Sei daher ¢ : V' — W ein Isomorphismus
und obdA b4, ..., b, eine Basis von V. Wir behaupten dann — und dies reicht aus
zum Nachweis von dimg (V') = dimy (W) aus — daB ¢(by), .., ¢(b,) eine Basis
von W ist.
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Wir benutzen dazu die Charakterisierung von Basen aus dem Lemma von Pa-
ragraph 8: Vektoren B, ...,b, bilden genau dann ein Basis von V', wenn jeder
Vektor v € V sich auf eindeutige Weise in der Form v = ) . A\;b; schreiben
lasst. Somit schreibt sich das Bild w = ¢(v) unter dem Isomorphismus ¢ auf
eindeutige Weise in der Form ). ;¢ (b;). Da ¢ ein Isomorphismus ist, kommt
auBerdem jedes w € W auf diese Weise vor. Also bilden wegen des selben Kri-
teriums (b1), .., p(b,) eine Basis von W. Ein alternativer Beweis: Kopiere den
Beweis der Behauptung in Paragraph 13 (im Beweis des 1.Dimensionssatzes).

Gilt umgekehrt dimg (V) = dimg (W) = n < oo, dann folgt aus dem 1.Struk-
tursatz die Existenz von Isomorphismen ¢, ) :

p: K" —V
v K" — W .

Dann ist auch ¢! ein Isomorphismus ¢~ : V' — K™. Der gesuchte Isomorphis-
mus zwischen V und W ist die zusammengesetzte Abbildung

boo s VL KT W

Beachte: 1) o ¢! ist als Komposition von K-linearen Abbildungen wieder K-
linear und als Komposition von bijektiven Abbildungen wieder bijektiv, also ein
Isomorphismus.

Bezeichnung: Um anzudeuten, daB eine K-lineare Abbildung ¢ : V — W
ein Isomorphismus ist, schreibt man oft:

@:V ~W oder p:V — W oder p: V= W.

Spielt der spezielle Isomorphismus ¢ keine besondere Rolle, dann schreiben wir
V >~ W oder V=W (lies V ist isomorph zu ).
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13 Dimensionssatze fiir Kern und Bild

Definition: Ein Untervektorraum U eines K-Vektorraumes V ist eine nicht-
leere Teilmenge U C V' mit der Eigenschaft

vyuwelU = M+4puwel , VA e K.
Bemerkung: Fir A = 1,4 = —1 € K folgt daraus insbesondere v — w €
U wegen (—1)w = —w. Also ist ein Untervektorraum U insbesondere eine

Untergruppe der additiven Gruppe (V,+) des Vektorraums V. Umgekehrt ist
eine Untergruppe U der additiven Gruppe (V,+) ein Untervektorraum, falls gilt

velU = XlwelU , YveUleK.

Versehen mit der Einschrankung der skalaren Multiplikation ist ein Untervek-
torraum U ein K-Vektorraum. Die Inklusionsabbildung U <— V ist aus offen-
sichtlichen Griinden eine injektive K-lineare Abbildung. Der Basiserganzungssatz
liefert

Lemma 1: Jeder Untervektorraum U eines endlich dimensionalen K-
Vektorraums V ist endlich dimensional und es gilt

Dimensionsgleichheit gilt genau dann, wenn gilt U = V.

Beispiele fiir Untervektorraume erhalt man durch Kern und Bild von K-linearen
Abbildungen. Zur Erinnerung: Eine K-lineare Abbildung ist insbesondere ein
Gruppenhomomorphismus. Der Kern(y) einer K-linearen Abbildung

p:V-W
ist die Untergruppe aller Vektoren v € V' mit ¢(v) = 0.

Lemma 2: Kern(p) und Bild(y) einer K-linearen Abbildung ¢ : V — W
definieren Untervektorrdume von V' respektive von W.
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Beweis: Dies ist eine Variante der Satze 1 und 2 von Paragraph 3. Auf Grund
der obigen Bemerkung geniigt es daher zu zeigen, daB Kern(y) und Bild(p)
unter skalarer Multiplikation abgeschlossen sind. Sei dazu v € Kern(yp). Dann
gilt o(Av) = Ap(v) = X0 = 0. Also folgt \v € Kern(yp) fir alle A € K. Ist
w € Bild(yp). Dann gilt w = ¢(v) und wie behauptet ist Aw = A\p(v) = p(\v)
auch im Bild von ¢.

Als Spezialfall von Satz 3 in Paragraph 3 erhdlt man

Lemma 3: Fine K-lineare Abbildung v ist genau dann injektiv, wenn gilt
Kern(yp) = 0.

1.Dimensionssatz: Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und ¢ :
V — W eine K-lineare Abbildung. Dann gilt

dimg (V') = dimg (p(V)) + dimg (Kern(p)) .

Beweis: Im Fall V' = {0} gilt (V) = {0} sowie Kern(p) = {0}, und die
Aussage ist trivial. Somit konnen wir annehmen, daB eine Basis by ...,b, von
V existiert. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit ist dabei by ...,b, mitr <n
eine Basis von Kern(p) C V, falls Kern(p) # {0}. Dies erhdlt man aus
dem Basisergidnzungssatz! Ist Kern(p) = V und damit Bild(p) = {0}, ist
wiederum die Behauptung trivial. Wir konnen daher annehmen Bild(yp) # 0
und behaupten dann

Behauptung: Die n — r Vektoren ¢(b,41),...,¢(b,) bilden eine Basis des
Bildraums ¢(V).

Daraus folgt der Dimensionssatz dimy (V) = r + (n —r) = dimg(Kern(p)) +
dimi (Bild(p)).
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Beweis der Behauptung:

(1) Die Bilder ¢(b,+1), ..., ¢(b,) sind ein Erzeugendensystem von Bild(¢p) :
Sei w € Bild(yp). Dann gilt

w = ¢(v)

= ¥ (i /\ibi>
=1
=1

i=r+1
= Z)\M(bi)ﬂL Z Aip(b;)
i=1 i=r+1
= Z Aip(by).
i=r+1

Also ist ©(b41), ..., p(b,) ein Erzeugendensystem von ¢(V).

(2) Die Vektoren ¢(b,41),-..,¢(b,) sind linear unabhéngig:
Ware > \p(b;) = 0 eine nichttriviale Relation, dann folgt p( > A\;b;) =

1=r+1 i=r+1
0 und es gilt also > \b; € Kern(yp). Wir erhalten

i=r+1
Z Aib; = Zﬂibz’-
i=r+1 i=1
Setzt man \; := —p; flir i = 1, ..., r, dann folgt eine nichttriviale Relation
i=1
Dies steht im Widerspruch zur Annahme, daB by, ..., b, eine Basis von V'

Ist.

Damit ist der Dimensionssatz gezeigt.
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Lemma 4: Sei ¢ : V. — W eine K-lineare Abbildung zwischen endlich
dimensionalen K -Vektorriumen V und W. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) @ ist ein Isomorphismus.

(11) Es gilt Kern(p) =0 und Bild(p) = W.
(i1i) Es gilt Kern(yp) =0 und dimg (V) = dimg(W).
(v) Es gilt Bild(¢) = W und dimg (V') = dimg(W).

Beweis: (i) = (ii) ist trivial: ¢ ist bijektiv. Also folgt Kern(¢) = 0 — denn ¢

ist injektiv — und Bild(p) = W (denn ¢ ist surjektiv).

(i) = (iii) folgt aus dem Dimensionssatz: dimg (V) = dimg(Kern(p)) +
dimg (Bild(p)) = 0+ dimg (W)

(iii) = (iv) : Aus dimg (V) = dimg (Kern(y))+dimg(Bild(y)) folgt dim g (W) =
dimg (Bild(p)). Wegen Bild(yp) C W folgt daher Bild(¢) = W unter Benut-
zung von Lemma 1.

(iv) = (i) : Es geniigt die Injektivitdt von ¢ beziehungsweise Kern(y) =0 zu
zeigen.

Aus dimg (V') = dimg(Kern(p)) + dimg(Bild(y)) folgt

dimg (W) = dimg (Kern(p)) + dimg (W)

und damit dimg (Kern(y)) = 0. Also ist Kern(p) = 0.

Korollar: Im Fall dimy(V) = dimyx(W) < oo sind fir ¢ € Hom(V, W)
folgende Aussagen dquivalent:

(i) ¢ ist ein Isomorphismus.

(ii) ¢ ist injektiv.

(iii)  ist surjektiv.
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14 Summen von Vektorriaumen

Definition: Seien U,V Untervektorraume von W. Dann definiert
V4+U:={v+ulveVuelU}

die Summe der Raume V, U. Die Summe V + U ist ein Untervektorraum von W
wegen

(v+u)+0@W+u) = (v+0) + (utd)
eV eU
AMv + u) = Av + Au

Definition: V + U heiBt direkte Summe, wenn jedes Element w € V 4+ U sich
auf eindeutige Weise in der Form

w=v+u , veVuelU
schreibt. In diesem Fall schreibt man anstelle von V' + U auch
Veal.

Ist B eine Basis von V' und B’ eine Basis von U, dann ist die Vereinigung BU B’
offensichtlich eine Basis von U & V. Benutze zum Beweis zum Beispiel das
Lemma aus Paragraph 8. Insbesondere folgt daher

Folgerung: dimg(U ®V) = dimg(U) + dimg (V)

Drei Beispiele:

(D ImFall U =V =W # 0gilt U+ V = W. Dies ist aber keine direkte
Summe.

(1) Im Fall W := R? gilt fiir die Unterrdume U = {(\,0)|]A € R} und V =
0, € ie Zerlegun
{(0, )| € R} die Zerlegung

RR=W=UeaV

wegen der eindeutigen Zerlegung (X, ;1) = (X, 0) + (0, p).
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(I11) Seien U und V' zwei K-Vektorrdume, dann definiert das kartesische Pro-
dukt U x V mit komponentenweiser Addition und komponentenweise
Skalarmultiplikation wieder einen K-Vektorraum. Die Untervektorraume
U x {0} beziehungsweise {0} x V' des kartesischen Produkt kénnen mit
den Vektorraumen U resp. V identifiziert werden, und man erhilt eine
Zerlegung der Form

UxV = (Ux{0}) & ({0} xV).
Es folgt

dim(UXV) = dimg (Ux{0})+dimg ({10} x V) = dim (U)+dimg (V) .

Beispiel (I1) ist natiirlich ein Spezialfall von Beispiel (llI).

2.Dimensionssatz: Seien U und V' endlich dimensionale K - Untervektorrdume
eines K -Vektorraums W. Dann gilt

Bemerkung: Hierbei haben wir benutzt, daB der Durchschnitt U NV zweier Un-
tervektorraume wieder ein Untervektorraum ist. Daher ist dim(UNV') definiert.
Zum Beweis konnen wir obdA annehmen W =U + V.

Beweis: Wir betrachten das cartesische Produkt U x V' der Vektorraume U und
V' und definieren eine K-lineare Abbildung

p: UXV — W=U+V

wie folgt durch
o((u,v)) =u+wv.
Wegen der Definition der Summe ist diese Abbildung surjektiv. Weiterhin gilt

Kern(p) = {(u,v) |u=—-v, ue U, veV}
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oder Kern(p) = {(u,—u) |lueUNV}.

[

Kern(yp) ist daher als K-Vektorraum isomorph zu Kern(y) = U NV via der
Abbildung (u, —u) — u. Der zweite Dimensionssatz folgt somit aus dem ersten
Dimensionssatz

dimg(U) +dimg (V) = dimg (U x V) = dimg(Bild(p)) + dimg(Kern(yp))

wegen Bild(p) =U +V und Kern(p) 22U NV.

Lemma: U+V ist genau dann eine direkte Summe, wenn gilt UNV = {0}.

Beweis: Wir zeigen die Umkehrung: U 4V ist genau dann keine direkte Summe,
wenn gilt U NV # {0}.

< Sei 0 #w € UNV,dann ist U + V nicht direkt, denn w = w+0=0+w
liefert zwei verschiedene Darstellungen von w.

= Sei U 4 V nicht direkt, dann existiert ein w mit w = v +u = v' + v’ und
v # v in V sowie u # u' in U. Daraus folgt v — v = — u = & # 0 mit
ceunV. AlsoUNV #{0}.

Die nachsten drei Abschnitte konnen beim Lesen iibersprungen werden!
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15 *Quotientenrdume

Gegeben sei ein Untervektorraum U eines K-Vektorraums V. Wir wollen daraus
einen neuen K-Vektorraum V/U (den Quotienten von V' nach U) konstruieren
zusammen mit einer surjektiven K-linearen Abbildung

TV -=V/U,
deren Kern der Untervektorraum U ist.

Die Elemente von V/U werden abstrakt definiert als Teilmengen von V. Dazu
definieren wir eine Aquivalenzrelation auf V: Wir nennen Vektoren vy, vy €
V' parallel (beziiglich U) und schreiben v;||vq, wenn gilt

v—1 €U <= vi€v+U.

Diese Relation zwischen den Vektoren von V ist eine Aquivalenzrelation, d.h. es
gilt
a) ?)1”’01

b) U1HU2 = UQHUl

c) vi||va, val|vg = v1]|vs.

Die Aquivalenzklasse eines Elementes v € V, d.h. die Menge aller zu v
aquivalenten Elemente, ist die 'Parallele von U durch v

] ={v" eV | V|vbzl U},
oder anders geschrieben die Menge

v+U = {' eV [ ev+ U}

Behauptung: Seien v,v' € V. Dann gilt entweder [v] = [v'] oder [v]N[v'] = 0.

Beweis: Dies ist eine allgemeine Eigenschaft von Aquivalenzklassen.
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Definition: Wir definieren fiir U C V eine Vektorraumstruktur auf V/U :
V] + [w] = v+ w] Vo,weV
A-v] = [Av] WweV e K
Diese Definitionen sind wohldefiniert.

Beweis: Seien [v] = [v'] und [w] = [w'], dann gilt v —v" € U und w —w’ € U.
Zu zeigen ist [v + w] = [V +w'].

vt+w)—@W+w)=@w-V)+(w—u")eU+UCU
Daraus folgt direkt [v + w] = [v/ + '], denn V' +w' € v + w + U.
Analog gilt: [v] = [v/] = [M\v] = [AV].
v—v eU=ANv—1V)= -\ eXUCU
Diese Verkniipfungen erfiillen die Axiome eines Vektorraums. Also ist V/U ein

K-Vektorraum.

Behauptung: Die Abbildung
T V. — V/U

v (]
ist eine surjektive K-lineare Abbildung.
Beweis: m(Av + pw) = [M + pw] = [M] + [pw] = Ao+ plw] = Az (v) + pr(w)
Die Surjektivitat ist klar.
Behauptung: Kern(m) =U.
Beweis: v € Kern(n) <= 7(v) =0 <= [v|=[0]<ve0+U=U

Ist V' ein R-Vektorraum, also K = R, dann sind die Teilmengen [v] wirklich
Parallelen von U durch V. Der Quotientenraum V/U hat also die Bedeutung
eines Raumes von Parallelen von U.
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Diese Intuition ist natiirlich etwas gewohnungsbediirftig im Falle von Kérpern K
wie zum Beispiel K = [y, welche verschieden von R sind.
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16 *Dualitatstheorie und Annulator

Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und sei by, ..., b, eine Basis von
V. Im Dualraum V* = Hom(V, K) gibt es wegen Bemerkung (1) §11 eindeutig
bestimmte K-lineare Abbildung

b; € Homg(V, K)

mit der Eigenschaft
bi(bj) = bij € K

wobei
{ 0 wenn j # 1
52']' = .
1 wenn j =1
Satz 1: Die bj,... 0} bilden eine Basis von V*, die sogenannte Dualbasis

von by, ..., b,. Insbesondere gilt dimx(V*) = dimg (V).

Beweis: Zuerst zeigen wir die lineare Unabhangigkeit der b}. Sei

=1

Einsetzen von b; liefert

0= > Xbj(b;) =X - 1=\
=1

fir alle 7 =1,...,n. Also sind die b; linear unabhangig.

Nun zeigen wir, daB b7, ...,b} ein Erzeugendensystem bilden: Fiir ¢ € V* =
Homg(V, K) setzen wir \; := ¢(b;) € K firi=1,...,n und betrachten

)= ixibj .
=1

Dann gilt 1(b5) = \; = o(b}) fiir alle j = 1,...,n. Wegen §11 Bemerkung (I1)
folgt daraus ¢ = ¢. Also ist b7,...,b; ein Erzeugendensystem, und somit eine
Basis von V*.
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Definition: Sei U ein Untervektorraum von V. Setze

VOUr = eV v (u)=0 YueU}={"eV'| <viu>=0 YuecU}.
U+ heiBt der Annulator von U.

Bemerkung: U+ ist ein Untervektorraum von V'*.

Ein allgemeines Prinzip: v* € Ut < v*(b;) = 0 fiir alle by, ..., b, einer

Basis von U.

Beweis: Dies ist klar, da < v*,u > linear in u ist und jedes u eine Linearkombi-

nation der Basisvektoren ist.

Satz 2:

Beweis: Sei 04, ...,b, Basis von U, by,...,b,,...,b, Basis von V und b7,..., b}
Dualbasis von V*.

Behauptung: U+ hat als Basis die Elemente b} 1, ..., b

Beweis: Offensichtlich sind b}, ..., b}, linear unabhangig. Andererseits gilt
bi € U™ fiir i > r + 1.
Dies folgt aus dem allgemeinen Prinzip wegen
bi(by) =---=0bi(b,) =0 flri>r.

Zu zeigen bleibt: b7, ..., b ist Erzeugendensystem (und somit Basis) von U+.

o Un

Sei v = S Abr € UE ML pq (b)) = A =0 Vi= 1.1 e A\ =
i=1
-= M\, = 0. Es folgt

Ut = {v"= ) Ab | N eK}

i=r+1

und b, 4, ..., b} ist Erzeugendensystem von U~. Somit gilt dimy (V) =r +n —

Uy
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17 *Die duale Abbildung

Definition: Sei ¢ : V — W eine K-lineare Abbildung. Dann definiert

eine K-lineare Abbildung von W* nach V*. ¢* heiBt duale oder transponierte
Abbildung von ¢.

Zur Erlauterung betrachte das folgende Diagram

vV 5 W
G\
K

Wir wollen die K-Linearitat von * beweisen: Fiir alle v € V' gilt:

" (Awy + pwy)(v) = (Awy + pws)e(v)
= (i + pws3)(e(v))
= () + pws(e(v))
= AMe(wi)) () + ple(ws;))(v)

Also gilt p(Aw; + pwl) = Ap(wy) + pp(ws) in V*,

Zur Erinnerung: ¢*(v) =< v > €K firpeV*veV

Lemma:

<w'p(v) > =<t (w),v>

Beweis: < w”, p(v) > =w(p(v)) = (wop)(v) = ¢*(w)(v) = < p*(w"),v >

Satz 1: Kern(p*) = (Bild(¢))"  (in W*)
Beweis: Sei ¢* : W* — V*. Dann gilt
w* € Kern(y*) <= " (w*)(v) =0 YoeV
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= < (w),v>=0 YoeV
= <whel)>=0 YoeV
— w* e (Bild(g)*

Definition: Sei ¢ : V. — W eine K-lineare Abbildung zwischen endlich
dimensionalen Vektorraumen. Dann nennen wir dimg (Bild(¢)) den Rang ()
der Abbildung ¢.

Es sei auch fiir den Rest des Abschnitts V' immer ein endlich dimensionaler K-
Vektorraum.

Satz 2: r(¢) =r(¢")

Beweis:

*) — dimy ((Bild(g))*)
— dimy ((Bild())")

Satz 3: Bild(¢*) = Kern(o)*  (in V¥)
Beweis: Sei ¢* : W* — V*. Dann gilt
v € Bild(yp*) < Jw" e W mit v" = ¢ (w")
& Jw* mit v*(v) = " (w*)(v) = w*(p(v)) Vv e V.

Fir v* € Bild(e*) folgt somit fiir alle v € Kern(p) v*(v) = w*(p(v)) =
w*(0) = 0. Man erhilt also Bild(¢*) C Kern(p)=,.
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Um die Gleichheit zu zeigen geniigt nach §13 Lemma 1 die Gleichheit der Di-
mensionen. Es gilt:

dimp (Kern(p)t) = dimg (V) — dimg (Kern(p)) §16
= dimg (V) — (dimg (V') — dimg (Bild(y))) Dimensionssatz
= dimg (Bild(p))
= dimg (Bild(¢*)) Satz 2

Wie wir bereits gesehen haben, gilt dim g (V*) = dimg (V). Aus dem Struktur-

satz in §12 folgt also
VeV

Leider gibt es keine ausgezeichnete Wahl eines solchen Isomorphismus. Dies wird
uns spater zu der Untersuchung der Bilinearformen fiihren.

Anders ist die Situation beim Bidual (V*)*.

Satz 4: Es gibt einen kanonischen Isomorphismus k= V — (V*)*.

Beweis: Wir betrachten die Abbildung
K:V — (V*)*
v (U* — v*(v))
Zur Erliduterung sei wiederholt, daB (V*)* = Homg(V*, K) ist.
k ist linear, denn es gilt:
K(pvy + Avg) = (v* — v* (g + )\vg)>
= (v* — uv*(vy) + Av*(m))
= ,u(v* — v*(v1)> + )\(U* — v*(v2)>
= pr(v1) + Ak(v2)
K ist auch injektiv: Sei v € Kern(k), dann gilt
v (v) =0

fir alle v* € V*. Man erhalt v = 0. Denn ware v # 0, dann ergdnze v = b; zu
einer Basis und setze v* := b;. Aus v = 0 folgt Kern(x) = 0.

Aus dimg((V*)*) = dimg(V*) = dimg(V) (nach §16) folgt dann, daB x
automatisch bijektiv ist. (Siehe §13.)



Lineare Gleichungssysteme und
Matrizen
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18 Spalten- und Zeilenvektoren

Wir betrachten im folgenden den Vektorraum K™. Dieser Vektorraum war de-
finiert als Vektorraum aller Zeilenvektoren (A1,...,\,) mit den Koordinaten
A; € K. Wir hatten diesen Vektorraum auch in Form von Spaltenvektoren der
Form

A
An
schreiben kénnen. Addition und Skalarmultiplikation sind dann wie folgt definiert:
At H1 AL+
S Bl = :

An fon An +

A1 A\

A = :
An A A

Konvention: Von nun an bezeichnet K™ den K—Vektorraum der Spaltenvektoren
der Lange n und (K™)* den K-Vektorraum der Zeilenvektoren der Linge n.
Standardbasen von K™ und (K™)* sind

1 0 0
0 1 0
er:= | : es:=10 en =\ :
0 : 0
0 0 1
respektive
e =(1,0,...,0) €=(0,1,0,...,0) - e =(0,...,0,1)
T
Fir z = : € K"und y = (y1,...,yn) € (K™)* definieren wir eine
Tn

kanonische Paarung zwischen (K")* und K™ (das Skalarprodukt)
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<TY> = Y =T+ Yaln
=1

€ K.

o7
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19 Matrizen und Abbildungen (I)

Wir betrachten in diesem Abschnitt K—lineare Abbildungen
p: V=W
zwischen den Vektorraumen V = K™ und W = K™.

Jeder solchen Abbildung ordnen wir eine m x n Matrix mit Eintragen zu in K
vermoge

M(p) = | eler) @le2) - wplen)
zu. Hierbei seien eq, ..., e, die Standardbasisvektoren von V' = K".

In obiger Schreibweise wollen wir nunmehr "unnétige Klammern" weggelassen.
Wie das zu verstehen ist, soll das folgende Beispiel erlautern.

Beispiel: Sein =m, also V =W und sei ¢ := idy. Dann ist

1 0 0 1 0 --- 0

. 0 1 : o 1 -0
Midv) = | S EE R R
0 0 1 o 0 --- 1

Die so entstandene Matrix nennt man die Einheitsmatrix £ = FE,, und es gilt

E= (@j)iggn .

i<n

Hierbei ist 0;; = 1 oder 0, je nach dem ob i = j oder i # j ist. ¢;; ist das
sogenannte Kronecker-Symbol.

Definition: Die Menge aller m x n Matrizen mit Eintragen in K bezeichnen
wir mit M,, ,(K). Man erklart eine K—Vektorraumstruktur auf M,, ,,(K) via

A+ (M) = (AM;5)
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und
(Myy) + (M) = (Mi; + M;;)
fir Matrizen M = (M;;)1<i<n und M’ = (M].)1<i<n aus M, ,(K).

g ij .
1<j<n 1<j<n

Wie wir in §11, Bemerkung (1) gesehen haben, bestimmt die Matrix M () (mit
anderen Worten die Bilder ¢(e;) der Basis ey, ..,e, ) die Abbildung ¢ eindeu-
tig; und zu jeder Wahl von Spaltenvektoren existiert eine zugehorige K-lineare
Abbildung ¢ : K" — K™.

Satz: Die Zuordnung ¢ — M (p) stiftet einen Isomorphismus zwischen den
K -Vektorraumen Homy (K", K™) und M, ,(K).

Dies ist eine offensichliche Konsequenz aus der Definition und §11, Bemerkung
(I). Es ist nur noch die K-Linearitat der Abbildung ¢ — M (p) zu zeigen.
Beweis: M (Ay + u1)) hat in der i-ten Spalte den Vektor

(Ap + ) (ei) = Ap(es) + pa(e).

Dies ist aber auch der i-te Spaltenvektor von AM (¢) + M (1)) bei obiger Defi-
nition der Vektorraumstruktur auf M,, ,(K). Also gilt

M(Ap + pp) = AM(p) + puM(¥).

Korollar:

dimg(Homg (K™, K™)) = mn

Beweis: M, ,(K) ist offensichtlich isomorph zu K™".

Bemerkung: Wir identifizieren M,, ;(K) mit K™ und ebenso M, (K) mit
(K™)".
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20 Matrizenmultiplikation

Wir betrachten nun Abbildungen ¢ € Hom(K*, K™)und ¢ € Homg (K™, K™)
K* 2 k2 g

und ihre Komposition
Kk @) Km
Frage: Wie bestimmt man M (v o ¢) aus M () und M (¢)?

Dies fiihrt uns zur Definition der Matrizenmultiplikation: Setzt man A := M ()
und B := M (y), dann kann man A - B geeignet definieren, so daB

A-B=M(oyp)

gilt.

Definition: Seien A™" und B™* zwei Matrizen vom Typ:

— — —k—
T f

m A n| B
l l

mit Eintragen a;;, by, € K. Wir definieren als Matrizenprodukt C' = Ccmk = A.B
die Matrix

— k—
T
m C
!

mit folgenden Eintragen ¢;; :




20. MATRIZENMULTIPLIKATION 61

Die Eintrage von C' berechnen sich also als Skalarprodukt von Zeilen- und Spal-
tenvektor von A und B.

Achtung: Im allgemeinen gilt A- B # B - A.

Zwei Beispiele:
0 1) (11 B 0 1
-1 0 0 1 N -1 -1
L 1\ (0 1 B -1 1
0 1 -1 0 N -1 0
At

(1, i) - | 2| = (Z Mi/\i) = Z“i)‘i
=1 =1

An

oder

Schreibweise: Bei 1 x 1 Matrizen lassen wir (oft) die Klammer fort.

Zeilen- bzw. Spaltenvektoren werden als Matrizen von Typ 1 X n bzw. n x 1
behandelt.

Behauptung:

M(yop) = M() - M(p)

Beachte: M (1) o ) beschreibt die Komposition der Abbildungen durch das Ma-
trizenprodukt M (v)) - M (¢p).
Beweis: Sei M (1)) = A und M(p) = B. Dann gilt per Definition:

by = ple;)y 7-te Komponente von ¢(e;)
apy = VP(ey); i-te Komponente von (e.)
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also
(vop)e;) = ¢(s0(§j))
= (waev)

= wa’w(e'y)
v=1

= D by <Z am@)
y=1 i=1

- Z (Z ambw) €;

i=1 \y=1

Somit gilt

n

D by = (Vo p)(e))s.

7=1

Bemerkung: Aus §19 und der obigen Behauptung folgt, daB sich die Kompo-
sitionseigenschaften von K-linearen Abbildungen, wie z.B. das Assoziativgesetz
und die Linearitat, als Eigenschaften des Matrizenproduktes formulieren lassen.
Es folgt also insbesondere:

(A-B)-C =A-(B-0C)
(A+B)-C =A-C+B-C
A-(B+C) =A-B+A-C

Riickgewinnung der Abbildung aus der Matrix: Wir wollen uns dazu an die lden-
tifikation von Spaltenvektoren und n x 1-Matrizen erinnern:

M, (K) = K"

Behauptung: Fs gilt
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Man beachte, daB in dieser Formel der Funktionswert () durch das Matrixprodukt
M () - © beschrieben wird.

n
Beweis: = > x;¢;. Es gilt

=1

nach der Definition von M (). Andererseits gilt

(@) = map(er) + -+ Taplen) = | 9ler) - plen)

Tn
nach der Definition des Matrizenprodukts. Daraus folgt die Behauptung.
Auf Grund der obigen Zusammenhinge zwischen K-linearen Abbildungen und

Matrizen wollen wir im folgenden keinen Unterschied mehr machen zwischen
linearen Abbildungen in Homg (K™, K™) und Matrizen in M,, ,,(K).
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21 *Dwuale Abbildungen in Termen der Matrix

Sei p : K™ — K™ gegeben mit mit ¢(e;) = > A;je; und der zugehdrigen
Matrix A = M (p)

Die sogenannte transponierte Matrix A’ € M,, ,,,(/) von A entsteht aus A durch
Spiegeln (Vertauschen von Zeilen und Spalten)

Weiterhin gilt: Ist A = M(y) die Matrix von ¢, dann ist A’ = M (¢*) die Matrix
der dualen Abbildung.

Genauer: Per Definition bildet die duale Abbildung

Elemente v* des Dualraums (K™)* ab auf die Abbildungskomposition v* o .
Somit gilt p*(e}) = e} o ¢ fiir alle i = 1,..m. Es folgt fiir alle Vektoren e; mit
1=1,..,n

0" (€5)(e:) = (ejop)(e:) = €5 (p(er) = 5D Auer) = Aijdij = > Agjer(e;) .
k=1 k=1
Da dies fiir alle : = 1, ..n gilt, erhadlt man

P(€) =Y Arer = > (A)jer
k=1 1

k=

Mit anderen Worten: Der Ubergang von der Abbildung ¢ : K" — K™ zur
dualen Abbildung ¢* : (K™)* — (K")* entspricht auf dem Matrizenniveau dem
Ubergang von der Matrix A = M () zur transponierten Matrix A" = M (¢*).

Korollar: Aus §17, Satz 2 folgt daher
dimy (Bild(A)) = dimg(Bild(A"))
fiir jede lineare Abbildung A : K™ — K™.

Wir geben fiir die Aussage dieser Folgerung spater einen unabhangigen Beweis
in der Sprache der Matrizen!
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22 Der Rang einer Matrix

Definition: Der Rang r(A) einer Matrix A € M,,,(K) ist definiert als die
maximale Anzahl der Spaltenvektoren von A, welche linear unabhangig sind.

A: al 012 ... a/n

Die Spaltenvektoren a; liegen in K™.
Fiir den Rang gilt offensichtlich

0<r(A) <n.

Beispiel: r (; 2) =1, denn (;) oder <2) ist jeweils ein maximales System

linear unabhangiger Vektoren.

Fiir die obige Definition ist zu zeigen, daB sie unabhangig ist von der Wahl einer
maximalen Teilmenge von linear unabhangigen Spaltenvektoren.

Wir zeigen dazu
Lemma: r(A) = dimg(Bild(A: K" — K™))

Beweis: Da ey, ..., e, eine Basis von K™ ist, bilden die Bildvektoren A(e;), ..., A(e,)
(d.h. die Spalten von A) ein Erzeugendensystem von Bild(A). Wie im Beweis des
Basiserganzungssatzes gezeigt wurde, bildet jedes maximal linear unabhangige

Teilsystem eines Erzeugendensystems eines Vektorraums eine Basis des Raums,
in unserem Fall von Bild(A). Es folgt r(A) = dimg(Bild(A)).

Wegen Bild(A) C K™ gilt insbesondere r(A) < m.
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Hauptsatz (iber Matrizen): FEs gilt Spaltenrang = Zeilenrang, also

r(4) = ()

oder mit anderen Worten: Die maximale Anzahl linear unabhdngiger Spalten-
vektoren ist gleich der maximalen Anzahl linear unabhdngiger Zeilenvektoren.

Beweis: 7(A) = dimg(Bild(A)) = dimg(Bild(A")) = r(A’) wegen §21 und
§17.

Der obige Satz ist eine der fundamentalsten Aussagen liber Matrizen. Der obige
Beweis benutzt Dualitdt. Der interessierte Leser moge dazu die entsprechenden
(optionalen) Abschnitte des letzten Kapitels studieren. Auf Grund der Bedeutung
der Aussage geben wir in den folgenden Abschnitten einen zweiten und davon
unabhingigen Beweis des obigen Satzes in der Sprache der Matrizen. Dem Leser
wird empfohlen zuerst den Beweis in der Sprache der Matrizen zu verstehen.
Siehe Folgerung 3 in §25.

(1 3 4
Beispiel: A := (2 6 8>

r(A) = 1, betrachte z. B. (;

> und r(A’) = 1, betrachtez. B. (1 3 4)

Wir ziehen nun einige Folgerungen aus dem Hauptsatz!
Folgerung 1: Es gilt r(A) < min{n, m}
Folgerung 2: Der Rang einer Matriz dndert sich nicht beim Vertauschen

von Zeilen (Vertauschen von Spalten).

Beweis: Fiir Spalten folgt dies aus der Definition, fiir Zeilenvertauschungen durch
Zuriickfiihren auf Spaltenvertauschungen mittels Transposition der Matrix und
obigem Satz.

Wir schlieBen diesen Abschnitt mit einigen Definitionen, welche uns in der Spra-
che der Abbildungen bereits vertraut sind.
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Definition: Eine Matrix A € M, ,(K) heiBt reguldr, falls eine Matrix B €

M, (K) existiert mit B- A= E = ™).

Bemerkung: Offensichtlich ist A reguldr genau dann, wenn die dazugehorige
lineare Abbildung = — A - x ein Isomorphismus von K" ist, da B der Umkehr-

funktion dieser Abbildung entspricht.

Bezeichnung: G/(n, K) sei die Menge der regularen n x n-Matrizen.

Gl(n, K) bildet eine Gruppe beziiglich der Matrizenmultiplikation, E(™™ ist das

neutrale Element.

Bemerkung: Sei A € M, ,,(K). Dann sind dquivalent:

1. Ae Gl(n,K)

2. r(A)=n

3. r(A)=n

4. 3B € M, ,(K) mit AB=E
5. 3C € M, ,(K) mit CA=F

Wir geben noch einen Vergleichskatalog der wichtigsten Eigenschaften:

Lineare Abbildungen

po1 (Komposition)

Ap + pup (Summe)
(pop)ogp=po(og)

©*  (Dual)

(pop) =19 op”

(Ap + uh)* = Ap™ + pap*

po (M) +up) =Apot)+pupod
Ap+pp)og=Apod+upog
idgn

@ : K™ — K" ist ein Isomorphismus
=
Yoy
GU(K™)

r(p) = dimy (Bild(¢))

L=y lop=idgn

Matrizen

A-B (Produkt)

AA + uB  (Summe)
(A-B)-C=A-(B-C)

A" (transponierte Abbildung)
(A-BY =B A

(M +pB) = A"+ uB’
A-AB+puC)=XA-B+uA-C
M+uB)-C=XA-C+uB-C
E = Emn)

A st regular

A—l

A-At=A"1. A= g

Gl(n, K)

r(A)
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23 Lineare Gleichungssysteme

Gegeben seien Koeffizienten (a, ;) v=1.... und b, (v = 1, ..., m) aus einem Korper
p=1
K. Gesucht werden Lésungsvektoren

mit den Koeffizienten z; € K, welche folgendes lineare Gleichungssystem erfiillen
(hierbei durchlauft ¢ die Zahlen i =1, ..., n):

a1, + -+ A1nTp = bl

Am1T1  + 0+ AQppTny = bm
Fiir die Matrix A = (a,,,) € M,;,,,(K) und den Vektor

by
b= : c K™
b

ist das obige lineare Gleichungssystem aquivalent zu der Matrixgleichung
A-xz=0b.
Man beachte, daB hierbei A - x die Matrizenmultiplikation bezeichnet.

Aus dieser Umformulierung in die Sprache der Matrizen ergeben sich sofort die
beiden fundamentalen Folgerungen:

Folgerung 1: Das lineare Gleichungssystem besitzt eine Lisung genau dann,
wenn b € Bild(A), wobei A als lineare Abbildung von K™ nach K™ aufgefast

wird.
A: K" — K™
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Folgerung 2: Im Full, daf tiberhaupt eine Lisung x = xq des linearen Glei-
chungssystems existiert, ist jede andere Lésung x des linearen Gleichungssy-
stems von der Gestalt

T =x0+u u € Kern(A).

Umgekehrt ist jeder solcher Vektor eine Lésung. Die Losungsmenge des li-
nearen Gleichungssystems ist also

zo+ Kern(A) = {zo+u | u e Kern(A)}.

Beweis: Sei x eine feste Losung, das heiBt A -z, = b. Dann gilt fiir jede weitere
Losung:

A-x=0b Ax—A-20=0
Alx —x) =0
r—x9=u, u€ Kern(A)

r=x0+u, u€ Kern(A)

(N

Bezeichnung: Ein Gleichungssystem A -z = b wie oben heiBt inhomogenes
lineares Gleichungssystem. Das Gleichungssystem A - x = 0 ist das zugeord-
nete homogene lineare Gleichungssystem. Ist A € M, ,,(K), dann ist n die
Zahl der Unbekannten und m die Zahl der Gleichungen.

Bemerkung: Kern(A) kann als Losungsmenge des zugeordneten homogenen
Gleichungssystems aufgefaBt werden.

Nun wollen wir uns dem Fall des homogenen Gleichungssystems zuwenden:

Jedes homogene lineare Gleichungssystem besitzt eine Losung, namlich die tri-
viale Losung:
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Die Menge der Losungen ist Kern(A).

A: K" — K™
€ c
r — 0

DaB immer eine Losung existiert, ist im allgemeinen nicht mehr richtig fiir das
allgemeine inhomogene lineare Gleichungssystem.

Definition: Ein lineares Gleichungssystem A-xz = b heiB universell I3sbar, wenn
das Gleichungssystem fiir jede Wahl von b eine Losung z besitzt (wobei A fest
gewahlt sei). Offensichtlich ist A -z = b genau dann universell |6sbar, wenn
Bild(A) = K™ gilt oder gleichbedeutend

A: K™ — K"
surjektiv ist.

Nicht jedes lineare Gleichungssystem ist universell [6sbar. Wir formulieren dazu
das folgende Kriterium:

Gegeben seien A € M, ,(K) und b € K™. Gesucht istein x € K" mit A-x = b.

Bezeichnung: (A, b) € M,, ,+1(K) heiBt erweiterte Matrix (gebildet zum obigen
linearen Gleichungssystem definiert durch A und b).

Satz: Das lineare Gleichungssystem gebildet zu A und b besitzt genau dann
eine Ldosung, wenn gilt:

r(A) =r(A,b).

Beweis: Das lineare Gleichungssystem besitzt genau dann eine Ldsung, wenn
b € Bild(A) gilt, d.h. genau dann, wenn b eine Linearkombination der Spalten-
vektoren von A ist.

Offensichtlich gilt 7 ((A, b)) > r(A) und somit gilt 7 ((A, b)) = r(A) genau dann,
wenn b linear abhangig ist von den Spaltenvektoren von A ist (also wenn b eine
Linearkombination der Spaltenvektoren ist).
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Quadratische Matrizen: Wir betrachten nun den Fall m = n, das heiBt die Zahl
der Variablen ist gleich der Zahl der Gleichungen.

Aus dem Dimensionssatz (§13) folgt in diesem Fall, daB A-x = b eindeutig |8sbar
ist genau dann, wenn das Gleichungssystem universell [3sbar ist. Dies ist offen-
sichtlich genau dann der Fall, wenn

A: K" = K"

ein Isomorphismus ist, d.h. wenn A reguldr ist. Dieser Fall ist besonders wichtig,
da man die Lésung sofort durch Kenntnis der inversen Matrix A~! erhilt:

x=A"1.b

Alle folgenden Abschnitte bis einschlieBlich §40 beschéaftigen sich mit mehr oder
weniger direkt mit dem Problem der Bestimmung von r(A) und von A™! und
stehen somit in unmittelbarem Zusammenhang mit der Lésung von linearen Glei-
chungssystemen. In den nachsten beiden Abschnitten geben wir einen de facto
Algorithmus zur Bestimmung des Rangs einer Matrix an (siehe Folgerung 2 im
tibernachsten Abschnitt §25).
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24 Elementare Matrizenumformungen

Es sei £, () die n x n-Matrix, welche folgende Gestalt hat:

0o : - .0
Euu()) = .
0 : oo 0
Eynu()\) = (CLZ‘]‘) mit A5 = Aéiuéju-

Als elementare Matrizen bezeichnen wir folgende Matrizen:

a 0 -+ 0 O
0o . - 0
Diag(ay,...,a,) =1 + . - - i |, wobeia; #0,..,a, #0
0 U
0O 0 - 0 ay,
und
1 0 0 0 0 O
1 oo 0 0
0 0
Du,u()‘) =L+ EV,/J(A) =1 - A N
0 : o0
0 0 v+ +ov wvre oo 10
o0 0 -+ --- 0 0 1

fiir alle v # p, wobei A\ € K beliebig sein darf.

Es gelten die folgenden einfachen Rechenregeln:
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Regel 1:

Diag(ay, ..., a,) - Diag(by, ...,b,) = Diag(ayby, ..., a,by,)

Der Beweis der Regel 1 erfolgt durch einfaches Nachrechnen.
Folgerung: Diag(ai’,...,a;") ist die inverse Matriz zu Diag(ay, ..., ay,).

Regel 2:

Dy u(X) - Dy () = Dy (A + X)

Beweis:

(E+ Eyu(N) - (E+ E,u(X) E+E, (A + By u(N) + By (N E, ,(N)
= E+E,, AN XN)+E, (NE, . (\)

= vau(/\ + X) + Ewu()‘)Ev,u()‘/)
Daraus folgt die Regel 2, denn es gilt: E, ,(N\)E, ,(\) = 0.

Beweis: (Ev,u()‘)Evu(/\/)) = (Aéivéku) (N O Oju) = Z Oi OOk Ojpu
P NSRS Al =1

Aik Ak j

Dieser Ausdruck ist 0, auBer wenn gilt + = v,k = u, k = v und j = . Insbeson-
dere muB gelten: ;. = k = v, wenn der zugehorige Summand # 0 sein soll. Da
wir v # p angenommen hatten, ist die Summe = 0 fiir alle 7, j.

Folgerung: D, ,(—\) ist die inverse Matriz zu D, , ().

Es folgt unmittelbar

Lemma: Die elementaren Matrizen Diag(ay, ..., A,) und D, ,(\) sind in-
vertierbar, d.h. sie haben Rang = n.
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Hilfssatz 1: Sei A € M, ,,(K) und U € Gl(n, K), dann gilt r(A-U) = r(A).

Der Beweis folgt unmittelbar aus der analogen Aussage Hilfssatz'.

Hilfssatz 1’: Sei ¢ : K™ — K™ eine K-lineare Abbildung und ¢ : K" — K"
ein Isomorphismus, dann gilt

dimg (Bild(p)) = dimg(Bild(y o ¥)).
Beweis: Bild(y o) = (p o) (K™) = p(w(K™) ¥ = o(K™) = Bild(y)

Hilfssatz 2: Sei A € M, ,,(K) undV € Gl(m, K), dann gilt r(V-A) = r(A).

Beweis: Sei ¢ die bijektive K-lineare Abbildung 1& : K™ — K™, welche durch
die invertierbare Matrix V' definiert wird. Zur Abkiirzung sei W = Bild(y).

Dann ist r(A) = dimg(W). Wegen r(V - A) = dimg(Bild(y o ¢)) und

Bild(y o ¢)) = 1(Bild(yp)) = (W) geniigt daher zum Beweis

dimyg (W) = dimg (p(W)) .
Die gewiinschte Dimensionsgleichheit folgt somit aus dem 2.Struktursatz §12,
denn die Einschrankung des Isomorphismus ) auf den Untervektorraum W C K™

definiert eine bijektive K-lineare Abbildung (d.h. einen Vektorraumisomorphis-

mus) 3 )
DWW — (W)

Nun wollen wir folgende Strategie verwenden:

Wir wenden die beiden Hilfssitze an fiir elementare Matrizen U oder V. Wir
versuchen so die Gestalt der urspriinglichen Matrix A zu vereinfachen. Hilfreich
ist dabei, daB die Rechts- und Linksmultiplikation mit elementaren Matrizen auf
einfache Weise gedeutet werden kann.

Wir beschranken uns auf die Erlauterung im Fall der Linksmultiplikation. Die
grundlegende Beobachtung ist dabei folgende:
apy 0 Qip aiair - Q101
Diag(aq, ..., an) : : = : :

Am1 o Amn Ay Am1 o O Qmn
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sowie
ai; - Qg 0
. . - . das A\—fache der p—ten Zeile
EVy.U()\) . . - /\aﬂl )\a.“n steht in der v—ten Zeile
(m1 o Qmn 0
a0 Qip aii Q1n
Dyu(A) - | L = (EFELD)) -
Qm1 o Qmn Qm1 o Qmn
a1 Q1in
== a1 + /\aul Qyn + /\a;m
Am1 Amn

ZusammengefaBt 13Bt sich wegen Hilfsatz 2 sagen:

Der Rang r(A) einer Matrix A € M,,,(K) andert sich nicht bei folgenden
Abanderungen von A :

(I) multiplizieren der Zeilen mit nichtverschwindenden Skalaren ay, ..., a,.

(II) addieren des A-fachen der u-ten Zeile zur v-ten Zeile fiir beliebige A € K
und v # p.

(1) beliebige Vertauschungen von Zeilen (benutze Permutationsmatrizen aus
Aufgabe 1 vom Ubungsblatt 8)

Bemerkung: Eine analoge Aussage gilt fiir die entsprechenden Spaltenumformun-
gen, da diese der Rechtsmultiplikation mit elementaren Matrizen entsprechen.
Analog andert sich der Rang nicht bei beliebigen Vertauschungen von Spalten.

Bemerkung: Jede Permutationsmatrix ist ein Produkt von Elementarmatrizen.
Da jede Permutation ein Produkt von Transpositionen ist, fiihrt man dies auf
folgende Formel zuriick

() =G OGY)E )6 )
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25 Eliminationsalgorithmus
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Ziel ist, eine gegebene Matrix A € M,, ,(K) schrittweise auf folgende Form zu

bringen:

0
0

S = %

0

0

0

0
0

Die Matrix A sei mittels der Verfahren (I) — (11I) angewendet auf Zeilen und
Spalten (1) auf die Form (x) gebracht worden. Ist B*) = 0, dann kann man A
weiter vereinfachen bis das neu entstandene B*') verschwindet. k ist dabei die
Zahl der Zeilen und Spalten des Blocks links oben, welcher vereinfacht wurde.

Methode: Sei ein Eintrag bgf) von B® nicht 0, dann vertausche von A die
Zeilen k4 1 mit ¢ und die Spalten k + 1 und j. Der Eintrag bg-“) kommt dadurch

an die Stelle k + 1,k + 1.

Nun multipliziere die Zeile k + 1, so daB b1 x+1 = 1 wird und ziehe geeignete
Vielfache der k£ 4 1-sten Zeile von den Zeilen k + 2, ...,n ab.
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Als Resultat erhalt man:

0 1

0 0 1 *

0 0 1

0 0 0 0 1 * ok *
0 0 0 0O O 1 % % * %
0 0 0

0 0 0 B*)

0 0 0 0 0 0

Zusammenfassung: Durch obiges Verfahren kann jede Matrix A € M,, ,,(K)
nach endlich vielen Schritten auf die Gestalt

1 =*
0 1 *
0 0 1 =%
A®) — 0 0 0 1 * % *

0 0 0 0 O 0 0 O 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
00 --- 0 0 O 0O 00 --- 0 0

mit 0 < k& < min(m,n) gebracht werden. k steht dabei fiir die Zahl der Zeilen
und Spalten des Blockes links oben.

Es gilt dabei r(A) = r(A®), da die vorgenommenen Umformungen den Rang
einer Matrix nicht verandern, wie in §22 und §24 gezeigt wurde.
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Fortsetzung der Umformung: Durch elementare Spaltenumformungen kann

nun die obige Matrix weiter umgeformt werden, so daB sie die Normalform

10
01 0
00 1 0
0 0

N |00 0
0 0 0
0
0
o o --- 0

erhalt. Sei namlich

dann subtrahiere nacheinander

0

0
0

o 00 --- 0

0

0

0 0 O 0

0 0 O 0

0

0

0 0 O 0

b13 bln

b23 te b2n
L bsg -+ ban

die byo - (1.Spalte) von der 2. Spalte

die by3 - (1.Spalte) von der 3. Spalte

die by, - (1.Spalte) von der n. Spalte.

0
0

g

E(k.k)
O(m—ka)

O(k,n—k)
O(m—k,n—k)

Man erhialt die neue Matrix, welche sich nur in der ersten Zeile von B unter-

scheidet. Sie hat die Gestalt:

B =

Nun subtrahiere

1 0
0 1
0 0

0 - - 0
boz <o+ oo by
L bsa -+ sy

)
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die bog - (2.Spalte) von der 3. Spalte

die bay - (2.Spalte) von der 4. Spalte

die by, - (2.5palte) von der n. Spalte.

Iteriert man dieses Verfahren, so erhidlt man die Matrix N wie oben angegeben.

. E(k,k) O(k,nfk)
Bemerkung: Der Rang der entstehenden Matrix N = Oim—kk)  (m—k.n—k)

ist offensichtlich gleich k.

Bemerkung: Die Methode, welche eine beliebige Matrix A auf Normalform bringt,
erlaubt gleichzeitig eine einfache Bestimmung der Losungsmenge der Gleichung
Ax =0b.

Die oben beschriebene Eliminationsmethode 3Bt sich wie folgt zusammenfassen:

Satz: Sei A € M,,,(K). Dann existieren Matrizen U € Gl(m, k) und V €
Gl(n, K), so dafl gilt

E(k’k) O(kz,n—k)
U-A-V= (O(m—k,k) O(m—k,n—k)

mit k = Rang(A) = r(A).

Zusatz: Hierbei kénnen U und V als Produkt von elementaren Matrizen
Diag(ay, ..., a,) und D, ,(X) gewdhit werden.

Folgerung 1: Jede invertierbare Matrix A € Gl(n, K) ist ein Produkt von
Elementarmatrizen.
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Beweis: Unser Algorithmus zeigt, daB Produkte U,V von Elementarmatrizen
existieren mit
Ekk) 0>

U.A.V:( o

Aus k = Rang(A) = n folgt
U-A-V=F
oder
A=UW't=(D,---D,)YD,---D))y'=D1'...D;'D1... D71
Da inverse Elementarmatrizen wieder Elementarmatrizen sind, folgt die Behaup-

tung.

Zur Erinnerung (siehe §24): Sei A € M,,,,(K) und U € G¢(m,K) und V €
Gl(n, K). Dann gilt r(A) =r(UA) = r(AV) = r(UAV).

Definition: Zwei Matrizen A; und A, und M,, ,, heiBen dquivalent, falls inver-
tierbare Matrizen U € Gl(m, k) und V' € Gl(n, K) existieren, so daB gilt

U-A -V =A,.
Folgerung 2: Jedes A € M,,,(K) ist dquivalent zu
E®R -
0 0

Dies ist nur eine Umformulierung der obigen Satze mit Hilfe der Definition.

mit k = r(A).

Folgerung 3: Fiir jede Matriz A in M, ,(K) gilt Spaltenrang gleich Zeilen-
rang

r(A)=r(A) .
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Beweis: Ist A dquivalent zu
E(k:,k) O(k,nfk)
O(m—k,k) O(m—k,n—k‘) )
dann ist A’ dquivalent zu
E(k,k) O(k,mfk)
O(nfk,k) O(nfk,mfk) )

denn A = UDV impliziert A* = V'D'U’. Beriicksichtige: Die transponierte
Matrix einer invertierbaren Matrix sind wieder invertierbar. Es folgt r(A) = k =

r(A").

Folgerung 4: Zwei Matrizen Ay und As in M, ,(K) sind genau dann
dquivalent, wenn gilt r(A1) = r(A2).

Beweis: Sei A; dquivalent zu A,. Dann gilt r(A;) = r(As) nach §24.

Ist umgekehrt 7(A;) = r(A2) = k. Dann existieren invertierbare Matrizen Uy, V}
bzw Us, V5, so daB

E®R -

Ul-Al-vlz( 0 0

)ZUQ-A2~V2

nach obigem Satz. Also ist
A= (U7 02) Ao (Vo V).

Es folgt Ay = UAV mit U € Gl(m,K) und V € Gl(n,K) und A; und A
sind dquivalent.
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In diesem Abschnitt studieren wir eine Variante der Methode von §25. Wir

machen dazu folgende

Annahme: Sei A € M, ,(K) mit r(A) = n.

Behauptung: Dann kann A durch folgende Operationen
(i) D,,(X) von links an A multiplizieren, wobei v > 11

(ii) Vertauschen von Spalten

(iii) Multiplizieren von Matrizen Diag(ay, ..., a,) von links an A, wobei a; # 0

firallei=1,...,n gilt

auf die Normalform

gebracht werden.

Beweis: Wir fiihren dieselbe Konstruktion durch wie bisher.

O =

)

Wir miussen nur

iiberlegen, daB an der ‘kritischen Stelle’ des Arguments alles gut geht:

1 *

0 1

0O 0 1 *
0 0
0 0 0
0 0 0
0

0

*

*

*

*

*
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Behauptung: Es gibt einen nichttrivialen Koeffizienten in der ersten Zeile von B.

Beweis: Ware dies nicht der Fall, dann ware die k + 1-te Zeile der Matrix = 0
und der Zeilenrang < n (Widerspruch).

Ein Vertauschen von Spalten liefert b; ; # 0. Dann schlieBt man weiter wie bisher.

Beachte: Alle D, ,(A) mit v > p in (i) und alle Matrizen in (iii) haben die

Gestalt
1

mit CLZ%O

1

bzw

ay

i =1,...,n, sind also untere Dreiecksmatrizen.

Lemma: Die Menge der unteren (bzw. oberen) Dreiecksmatrizen mit nicht-
verschwindenden Diagonaleneintrigen bilden eine Untergruppe der Gruppe

Gl(n,K).

Insbesondere sind inverse von unteren Dreiecksmatrizen wieder untere Dreiecks-

matrizen.

(ohne Beweis)

Satz (Gauf3-Bruhat-Zerlegung): Jede Matrix A € Gl(n, K) laft sich
nach geeigneter Vertauschung von Spalten als Produkt U -V einer unteren

und oberen Dreiecksmatriz

*
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schreiben.

Beweis: Der Beweis folgt aus dem oben beschriebenen Eliminationsverfahren und
aus folgender Beobachtung: Seien U, A € M, ,(K) und A = (ay---a,) habe
die Spaltenvektoren aq, ...,a, € K". Dann gilt

UA:U(alan):<Ua1Uan>

Die Spaltenvektoren von U - A sind also die Vektoren U - a,,, ..., U - a,. Dies zeigt,
daB Spaltenvertauschung mit Linksmultiplikation von Matrizen kommuliert.

Folgerung : Im obigen Eliminationsverfahren kann ich also alle Spaltenvertau-
schungen sofort auf A anwenden (dies gibt eine neue Matrix, sagen wir A) und
anschlieBend alle Operationen vom Typ (i) und (iii) durchfiihren.

Da die Operationen (i) und (iii) Linksmultiplikation mit unteren Dreiecksmatrizen
sind, kann man diese zu einer einzigen Multiplikation mit einer geeigneten unteren
Dreiecksmatrix U zusammenfassen (Lemmal!). Es folgt

U- A=V  oder A=U1.V.

Setzt man U = U™, dann ist dies wieder eine untere Dreiecksmatrix (Lemma).
Es folgt .
A=U-V.

g.ed.
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27 Matrizen und Abbildungen (II)

Sei nun V ein K—Vektorraum versehen mit einer festen Basis B = by,...,b,.
Die Abbildung
Mp : 1% — K"
A1

=1 )\n
welche jedem Vektor v € V' seine B-Koordinaten zuordnet, ist offensichtlich ein

Isomorphismus. Die Umkehrabbildung bildet die Standardbasis ey, .., e, von K"
auf B ab.

M§1(€z>:bz ‘v’z:l,,n
Sei nun W ein zweiter K—Vektorraum mit Basis B’ =0, ...,/ und
p:V-W

eine K-lineare Abbildung. Wir wollen dann ¢ wieder eine Matrix zuordnen. Dies
geschieht wie folgt. Wir betrachten das Diagram

-1
Kn MpropoM g

Km
Die Idee ist es — nicht ¢ sondern — die K-lineare Abbildung

Mg opoMg': K" — K™
zu beschreiben. Letzterer entspricht nach §19 einer Matrix, welche wir

Mpp (@) € Mm,n(K)

nennen wollen. Identifiziert man diese Matrix wieder mit der dazugehdrenden
Abbildung in Homy (K™, K™), dann gilt:

MBB/((p) = MB/ OSOOM;l,
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Offensichtlich gilt fiir Vektorraume U, V, W mit Basen B, B’, B” der folgende

Satz: : Seien U 2=V und V. —2= W K -lineare Abbildungen. Dann gilt

Mpip (1) - Mpp(p) = Mpp (¥ 0 ¢)

Mpp (V) - Mpp/(p) = (MpothoMg')o(Mp opoMg)
= Mp o (op)oMy' = Mpp (o).

Direkte Beschreibung der Matrix: SchlieBlich findet man auf Grund der Definiti-
on die folgende "direkte” Beschreibung von Mpg (¢) :

Mpp/(¢) = (Mp(p(b1)) - My (¢(bn)))

Beweis: Die Abbildung Mpp:/(p) = MpopoMy' bildet den Standardbasisvektor
e; ab auf die i-te Spalte der Matrix. Dies ist

(Mg o@oMg')(e;) = (Mp o @)(b;) = Mp(o(b;))

Sind also M;; die Koeffizienten der Matrix Mpp: (p), so gilt

p(bi) = Z;nzl Mjib;w
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28 Basiswechsel

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, wie sich bei festem ¢ : V' — W die
zugehorige Matrix Mpp (@) € M,,,(K) dndert, wenn man die Basen B bzw.
B’ abandert.

Zur Erinnerung: B ist Basis von V, B’ ist Basis von V.

|74 N

MBl = = lMB,

Kn MB/o<poM§1

Km
Wir wollen nun Mpp(p) = Mp o po Mg" schreiben.

Wahlt man nun eine andere Basis C resp. C’ von V resp. W, dann gilt:
Meoei(p) = Meropo Mgt = MgroMg'o(Mp opoMgh)oMpoMg;!

- MC’ OMg/l OMBB’(SO) 0]\430]\451 .

Im Spezialfall V =W, B= B’ und C = (' setze T := Mg o M3'

T

KTL

K" .

Dann gilt ' € Gl(n, K) sowie
Mee(p) =T o Mpp(p)o Tt .

Dies beschreibt die Anderung der Matrix des Endomorphismus ¢ : V — V beim
Ubergang von der Basis B zur Basis C. Die Matrix T heiBt Basiswechselmatrix.
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Bemerkung: Um von Matrizen N und M aus M,, ,,(K) zu zeigen, daB eine Matrix
T € Gl(n, K) existiert mit
N=TMT"

genligt es also nach obigen Ausfiihrungen zu wissen, daB N und M als Matrixdar-
stellung ein und desselben Endomorphismus ¢ € End(V') zu verschiedenen Basen
C und B von V aufgefaBt werden konnen. Dies werden wir uns in §39 und §40
zu Nutzen machen!
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29 Determinantenfunktionen

Die Fliche der Raute [vy, vs] in der Ebene R? ist scherungsinvariant D(vy, vy) =
D(Ul,UQ + )\’Ul)

(%1

hat die Entartungseigenschaft D(vq,v1) = 0 und erfiillt die Skalierungseigenschaft
D(Avy,v3) = AD(v1,v9) und D(vy, pvy) = pD(vy,v9)

~ 1

V2

(%1

Betrachtet man einen ‘orientierten’ Flachenbegriff, dann gilt dies fiir alle A €
R.
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Ahnliche Eigenschaften gelten fiir das orientierte Volumen eines dreidimensiona-
len Spates [vy, v9, v3] im R3.

U3

%)
U1

Sei V' ein n-dimensionaler K—Vektorraum und K ein beliebiger (!) Korper. Obige
Eigenschaften motivieren folgenden Begriff eines verallgemeinerten orientierten
Volumens.

Definition: Eine Determinantenfunktion auf V ist eine Funktion D : V" — K

V30, .0, — D(vq,...,0,) € K
mit der Eigenschaft

(D1) D(...,v;,...) ist linear in v; bei fester Wahl von vy, ..., v;_1, 11, ..., v, fiir
aller=1,...,n.

D(ccy dv; + puyy ) = AD (oo vy, ) + D (e, v, 00

(D2) (Entartungseigenschaft) Fiir v; = v; und i # j gilt D(...,v;, ..., v;,...) = 0.
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Intuitiv: Fiir V' = R? sollte |D(vy, v, v3)| etwas mit dem Volumen des Spates
[v1, 2, v3] zu tun haben.”

Lemma (Orientierungseigenschaft): Determinantenfunktionen sind alternierend,
d.h. es gilt
D(Vo(1y, s Vo(n)) = sign(c) - D(v1, ..., vy)

fir alle 0 € S, und alle vy, ..,v,, € V. Eine andere Bezeichnung fiir alternierend
ist schiefsymmetrisch.

Beweis: Da S,, von Transpositionen erzeugt wird, geniigt es zu zeigen

Dazu setze wir zum einfacheren Schreiben A(v, w) := D(...,v, ..., w,...). A(v,w)
ist K—linear in v bei festem w und K—-linear in w bei festem v. Es gilt auBerdem
A(v,v) = A(w,w) = 0. Es folgt
0 = A(v+w,v+w)
= A, v+w)+ A(w,v + w)
A(v,v) + A(v,w) + A(w, v) + A(w, w)
A(v,w) + A(w, v)

Daraus folgt sofort A(v, w) = —A(w,v) und damit die Behauptung.

Nun wollen wir die Eigenschaften von Determinantenfunktionen diskutieren.

Zuerst zur Eindeutigkeit:

Sei v; = > A’ - b;, mit den Koordinaten \; € K (beziiglich einer festen Basis
j=1

b1, ...,b, von V). Dann ist

n

D(vy, ..., vn) - DO A, wbjs o DN D)

Jji=1 jn=1

- Z Aj, - D(bi, Z A2 bjys s Z AL b))

=1 J2=1 Jn=1
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= Z)\ Z/\ j17 327" Z/\
Jji=1  ja=1 Jn=1

_ ST AL A Dby enby)
1<j15edn<n

= > AL A2 D(byy, . bj,)

1<j1,0ns<n
alle paarw. versch.

- > Ay Ay - D(boays - bony)
gESy
alternierend n .
T S Ly Ny - sign(o) - Db, by)
O'ESTL
= (D) - (Z Aoy Ag(n)Sign(U))
UeS?’L

mit ¢(D) = D(by, ..., by) € K.

Eine Bemerkung zu dieser Rechnung: Wegen (D2) tragen nur Multiindices
(71, -, Jn) mit paarweise verschiedenen Eintrdgen bei. Solche sind gerade von
der Gestalt (j1,..,7,) = (c(1),..,0(n)) fiir Permutationen o € S,,.

Folgerung: Je zwei Determinantenfunktionen Dy und Dy sind proportio-
nal.

Folgerung: Sind by, ...,b, linear unabhdngig in V und ist D eine nicht
tdentisch verschwindende Determinantenfunktion auf V', dann gilt

D(bi, ..., by) #0.

Beweis: Ware ¢(D) = D(by, ...,b,) = 0, folgt aus obiger Formel
D(vy,..v,) =0
fiir alle Vektoren vy, .., v, und somit D = 0 im Widerspruch zur Annahme.

Intuitiv besagt letzteres: Sind vq, vy, .., v, linear unabhangig in R™, dann ist das
verallgemeinerte Volumen des n-Spats [vq, va, ..., v,] nicht null.
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Nun zur Existenz von Determinantenfunktionen:

Sei by, ..., by, eine festgewdhlte Basis von V mit v; = > )\; - bj. Dann definiert
j=1

D(vy, ..., v,) 1= Z sign (o) Ay Ay -

O'GSn

eine Funktion mit den Eigenschaften (D1) und (D2):

Offensichtlich ist D linear als Funktion der Koordinaten \i, ..., \! des Vektors v;
— bei fester Wahl der anderen /\z‘? fir k£ # ¢ — denn in jedem Summand kommt
nur jeweils ein einziger Term vom Typ AL (mit Hochindex i) vor. Also ist D
linear in den Koordinaten des Vektors v; und D erfiillt die Eigenschaft (D1).

Andererseits erfiillt D auch Eigenschaft (D2): Sei ndmlich v; = v; fiir i # j.
Es bezeichne dann 7 die Transposition der Ziffern ¢, j. Durchlauft o die geraden
Permutationen in A,, C .S,,, dann durchlduft o o 7 die ungeraden Permutationen

mit negativem Signum. Beachte dazu sign(o7) = sign(o)sign(t) = —sign(o)
wegen sign(7) = —1. Daraus folgt das Verschwinden des Ausdrucks
D(Ub e Un) = Z SZgTL(O_) ’ H )\lg'(k)
o€Sn k=1
= Z <sign(a) . H )\(]ﬁ(k) + sign(oT) - H A’;T(k)>
oEA, k=1 k=1
= D sign(o) - [ Xow - (Afrm Aoy Aoy Ai(z))
oE€EA, k1,5

Benutze die Gleichungen )\ff(i) =N , und Aoy = )\fr(j) und das Kommutativ-

o(i '
gesetz. Beachte, die Annahme v; = v; impliziert Koordinatengleichheit \i = X;
firalle k =1,.. n.
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30 Das Volumen

Definition:  Sei [vq,...,v,] der von Vektoren vy, ...,v, € R" aufgespannte
Spat. Dann definieren wir das Volumen des n-Spats als den Absolutbetrag

vol[vy, ..., v,] = | > sign(o)

oESy, I

e

A
L o)

Diese Definition erfiillt die Skalierungseigenschaft, die Scherungseigenschaft (sie-
he Bilder) und die Entartungseigenschaft (D2), wie man dies von der Anschauung
fiir den Volumenbegriff erwarten wiirde. Dies 3Bt sich leicht aus (D1) und (D2)
ableiten! Zum Beispiel gilt D(vy, va+Av1) = D(vy,v2)+AD(vy,v1) = D(vq,v2).
Umgekehrt kann man auch zeigen, daB die drei genannten Typen von geometri-
schen Eigenschaften — allerdings in Form einer orientierten Skalierungseigenschaft
wie sie nach Weglassen der Betragsstriche gilt — die Eigenschaften (D1) und (D2)
implizieren und somit sogar dquivalent zu den Eigenschaften (D1) und (D2) sind.

/
Beispiel: Sei V' := R2. Wihle Vektoren v; := (g,) und vy 1= <z> und sei
by, by die Standardbasis. Dann gilt

D(vi,vq) = Z sign(o) Ay Aa ()

ogeSy
= sign(id) - 2’ -y + sign((12)) -y -z =2" -y — ¢ - x .

Die Flache der Raute [vq, vg] ist damit gleich

'y —y'xl .
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31 Der Determinantenhomomorphismus

In diesem Abschnitt wollen wir in vollkommener Analogie zum Vorgehen in §4
den Determinantenhomomorphismus

det : GL(V) — K*

einfihren.

Vorbemerkung: Sei V ein endlich dimensionaler K—Vektorraum mit Basis b1, ..., b,
und einer festen nichttrivialer Determinantenfunktion D(vy, ..., v, ), zum Beispiel

D(vy, ..y vp) = Z s1g1(0) A1)+ No(y-
O’GSn

Fiir jeden Endomorphismus ¢ : V' — V ist dann

Dy (v1,...,v,) == D (p(v1), ..., (v5))

wieder eine Determinantenfunktion: Offensichtlich ist D, wieder multilinear (D1)
und erfiillt (D2). Also ist nach §29 D, proportional zu D. Es gibt also eine
Konstante ¢ = ¢(y), so daB fiir alle vy, ...,v3 € V gilt

Dy(v1,...,vn) = c(p) - D(v1, ..., v5) .

Die Konstante ¢(y) ist unabhangig von der Wahl von D. Ist ndmlich D' = \- D
und A # 0, dann ist Dj, = A - D,,. Also gilt /(¢) = c(¢), da D # 0.

Die Determinante: Die so definierte Zahl ¢(¢) beschreibt die Verdnderung des
orientierten Volumens unter der Abbildung ¢. Diese Zahl aus K nennt man
die Determinante det(y) des Endomorphismus . Wahlt man vy, ..., v, linear
unabhingig (beliebig), dann ist nach D(vy,..,v,) # 0 und man erhilt
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fiir eine beliebige, nichttriviale Determinantenfunktion D.

Beachte: Dies ist insbesondere auch unabhangig von der spezifischen Wahl der
v;, und hangt somit nur von ¢ ab.

Ubungsaufgabe: Vergleiche mit der Definition von sign(c) in §4.

Lemma: Fir ¢ € Gl(n, K) gilt det(y) # 0.

Beweis: Sind vy, .., v, linear unabhiangig, dann auch ¢(v1), .., ¢(v,). Nach §29
gilt daher D (¢(vy), ..., ¢(v,)) # 0 und somit auch det(p) # 0.

Lemma: Es gilt

det(p o 1) = det(p) - det(¢)
fiir alle Endomorphismen o, von V.

Beweis:

det(p o) - D(vy,...,v,) = D<(gpo¢)

= det(p) - det(v) - D(vq, ..., )

Fiir linear unabhangige vy, ..., v, gilt D(vy,...,v,) # 0 und daher folgt die Be-
hauptung.

Folgerung: Die zugehirige Abbildung det : GU(V) — K* | welcher einem
Automorphismus o seine Determinante zuordnet, ist ein Gruppenhomomor-
phismus. Der Kern ist die Untergruppe SI(V') aller Automorphismen ¢ mit
det(p) = 1.

Folgerung: Es gilt det(idy) = 1 sowie det(o™') = det(p)™ fiir alle ¢ €
GI(V) .
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32 Matrixdeterminanten

Im Spezialfall V' = K™ ist eine K-lineare Abbildung ¢ : V' — V durch eine
Matrix M gegeben. Wir schreiben dann auch det(M) anstelle von det(y). Aus
der Definition ergibt sich unmittelbar die Formel

n

det(M) = Y sign(o) [1 Mog).

ocESnh =1

Dies erhalt man, wenn man fiir b, ..., b,, die Standardbasis wahlt und die Deter-
minantenfunktion D so, daB gilt D(by,...,b,) = 1. Dann ist namlich (wenn m;
die Spalten von M bezeichne):

det(M) = D(myq, ...,my).

Folgerung 1: Die Determinante einer Matriz dndert beim Vertauschen
von 2 Spalten thr Vorzeichen.

Beweis: Siehe das Lemma von §29.

Folgerung 2: Multipliziert man die i-te Spalte einer Matriz M mit einer
Zahl a € K, dann ist die Determinante der so erhaltenen Matriz das a-fache
der Determinante der urspringlichen Matrix.

Folgerung 3: Addiert man in einer Matrixz ein Vielfaches der i-ten Spalte
zur j-ten Spalte, so dndert sich die Determinante nicht im Fall i # j.

Beweis: Die letzten beiden Folgerungen ergeben sich aus

D(,ml,,mj—i—)\ml,) = D(,m“,mj,)—i—D(,m“,)\ml,
D(...,mi, -y My, ) + /\D(,mz, ey My, e
= D(,mz,,mj,)—ko
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Satz: Fir die transponierte Matrixz gilt det(M') = det(M).

Beweis:

det(M") = Z sign(o) H M; o)
i=1

O'eSn
i=o~1(j -

—U) Z sign(o) H M1

oc€Sn j=1
=0~ . _ "

< Z sign(t™1) H M.
TESn ]:1

= Z sign(T) H My,
TES) 7j=1

= det(M),

unter Benutzung von sign(77!) = sign(7)™! = sign(r).

Folgerung 4: Die Aussagen der obigen Folgerungen gelten auch fiir Zeilen
anstelle von Spalten.



Dreiecksmatrizen
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33 Dreiecksmatrizen

Fiir eine Reihe von Anwendungen braucht man folgende Identitat:

Satz:

det | . = a - det(B)

Beweis: Da alle Eintrage mit o(1) # 1 wegen M, )1 = 0 verschwinden gilt

n n

det(M) = Z sign(o) HMU(i)J’ = Z sign(o) HMa(i),i .
ocESK i=1 ;ﬁf:nl i=1

Die Menge aller Permutationen o mit (1) = 1 kann mit den Permutationen der
n — 1-elementigen Menge {2, ...,n} identifiziert werden. Es folgt

det(M) = Y sign(o) M | [ Moqys = My - det(B) .

oESH_1 =2

Folgerung: Fiir eine obere Dreiecksmatriz M, d.h. M,, = 0 fir p > v,
qilt

n

d@t(M) = M11 . M22 et Mnn = HM”

Folgerung:
(i) det (Diag(ay,...,a,)) = [] a; fir beliebige a; € K.
i=1

(i) det (D, (X)) =1 fiir alle v # p
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Beweis: Diag(as, ...,a,) und D,,(\) fir 1 > v sind obere Dreiecksmatrizen.
Fir D,,(\) mit u < v reduziert man die Aussage durch Transponieren auf den
bekannten Fall.

Folgerung: Fiir die Determinante einer unteren Dreiecksmatrix M, d.h. M,, =0

fir p < v gilt
det(M) = M11 : M22 et Mnn = 1_‘[]\4ZZ
i=1

Beweis: det(M) = det(M') = [[ M}, =[] M
i=1 i=1
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34 Vandermonde-Determinante

Die Determinante der Vandermonde-Matrix

1z, 22 - 2Pt

1 oz 22 - a2yt
V(Qfl, ,.Tn) =

1z, 22 - ant

ist gerade die Diskriminante A(z1, .., 2,) = [[1<;cj<, (7 — 73).
Satz: det(V(z1,..,xn)) = A(21, .., xp) .

Beweis: Im ersten Schritt wollen wir die 1. Zeile von allen Zeilen subtrahieren,
dabei andert sich die Determinante nicht. Man erhalt

2 n—1
PR SPRR ¢ S
n— n—
0 zo—x1 x5—27 -+ x, —a
det(V(z1,..,x,)) = det
2 2 n—1 n—1
0 zp—m11 o, —27 -+ @) —a

Dies ist wegen der Dreiecksgestalt gleich

Ty —x x2—a2 .o abto gttt
det :
T, —x x—2? .. gttt

Nun wendet man Folgerung 4 aus §32 auf jede Zeile an und erhalt

1 a9+ 23+T109+73 - Zx”Ql
2 2 2—
H(:Uj—xl)-det 1 zp+a oi+oxp+ap - Zx” g
j>1
2—
1 z,+x 2i+max, +a22 - Zx” ‘gl

In der verbleibenden Determinante subtrahiert man nun nacheinander des ;-
fache der i-ten Spalte von der i + 1-ten Spalte beginnend von rechts und man
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erhalt
1 T2
I3
H(xj — 1) - det
j>1
1 =z,

104

Dies zeigt det (V(z1, ..., 2n)) = [[;o1 (x5 — 21) - det (V (2, ..., z,,)). Somit folgt

per Induktion die Behauptung.
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35 Determinantenkriterium fiir Regularitéit

Satz: Fir M € M, ,(K) sind dquivalent:
(i) rang(M) =n
(i) det(M) #0

Beweis: Zu jedem M € M,, ,(K) existieren Matrizen U,V € Gl(n, K') mit

E™ 0
UMV_( ) 0)

mit 7 = rang(M) nach §25. Rechts steht eine obere Dreiecksmatrix. Aus §33

folgt daher
Em™ () 1 r=n
det(o 0)_{0 r<n’

Da U,V invertierbar sind, folgt aus §31 sofort det(U) # 0 und det(V') # 0.
Wegen

det(U) - det(M) - det(V') = det (Eo 8)

folgt also

E™" 0

det(M) =0 <~ det( 00

) < r=rang(M) < n.

Zusammenfassung: Fir M € M, ,(K) sind dquivalent:
(i) rang(M) =n
(i) det(M) #0
(i) M € Gl(n, K), d.h. M ist invertierbar
(iv
(v
(vi

(vii

M st bijektiv
M st injektiv

M ist surjektiv

e e S N g

Das lineare Gleichungssystem M -x =y mit x,y € K™ besitzt fiir jede
Wahl von y genau eine Lisung x.
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36 Laplacescher Entwicklungssatz

Seien my, ...,m, die n Spaltenvektoren einer Matrix M & M, ,(K). Wir be-
trachten die Determinante einer Matrix als Funktion der i-ten Spalte (1 <i <n
fest). Sei x ein Spaltenvektor im K. Die Funktion

L(z) :=det(my ... mi—1 & Mjyq ... My,)

ist linear in der Vektorvariable z. Daher gilt

L(x) = ZL(%)%

wobei .
r = Z xje; (é1, ..., e, Standardbasis)
j=1
und
My, -+ My 0 My -+ My,
L(ej) = det Mj71 s Mj,i—l 1 Mj,i-i-l cee M]}”
Mn,l e Mn,ifl 0 Mn,i+1 e Mn,n
0 My -+ My My -+ M,
= <—1>i_1d€t 1 Mj71 s Mj,i—l Mj,i-{—l s Mjﬂl
0 Mn,l e Mn,i—l Mn,i—i—l e Mn,n
1 * e * *
0 My, - M, My 41
= (-1)i_1(—1)j_1d6t 0 Mj—l,l st Mj—l,i—l Mj—l,i+1

- O

Mjiq o Mg Migin

0 Mn,l e Mn,ifl Mn,iJrl

Miiin

M,
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M, My, M i
L M._11 - Mi_1;.1 M1

— _1 Z+Jdet J ’ J )2 J 52
=) Mjin o Mjsin Mjyin
Mn,l Mn,i—l Mn,i—i—l

o Matrix, welche aus M durch

= (=1)""7 - det | Streichen der i-ten Spalte und

der j-ten Zeile entsteht
— I,

ij

107
Ml,n

M; 1 n

M;iiin

M, ,,

Setzt man fiir x jetzt © = m; beziehungsweise © = my, (i # k) ein, erhilt man

L(m;) = det(mq,...,m;, ..

beziehungsweise

L(my) = det(my, .., My, .1, Mg, Mt 1, ...

da der Rang der Matrix (myq, ..., myg, ..., mg, ...

o my,) = det(M)

7mn) = 07

,m,,) echt kleiner als n ist. Be-

achtet man noch z; = Mj; bzw. x; = Mj;, fiir x = m; bzw. x = my, folgt

Definition: Die Komplementarmatrix M von M ist definiert als Matrix mit

den Eintragen

Matrix, welche aus M durch

Mij = (—1)i+j - det

Streichen der i-ten Spalte und

der j-ten Zeile entsteht
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Die Gleichungen (x) schreiben sich dann in der Form

Satz: Fiir die Komplementirmatriz M von M gilt:

M- M =det(M)-E

Korollar: Im Fall det(M) # 0 gilt

M~' = det(M)~"- M.

Einen Spezialfall der obigen Formel det(M) - E = M - M nennt man

Laplacescher Entwicklungssatz:

n o Matrix, welche aus M durch
det(M) = Z(—l)’ﬂdet Streichen der i-ten Spalte und | - M,
j=1 der j-ten Zeile entsteht

Man nennt dies auch die Entwicklung nach der i-ten Spalte der Matrix.

108

Es

handelt sich dabei um den Spezialfall det(M) = 7, M;;M;; der Formeln (x).
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37 Cramersche Regel

Gegeben sei ein n x n lineares Gleichungssystem
M-x=10
mit einer invertierbaren Matrix M. Das heiBt es gilt det(M) # 0. Gesucht ist

eine Formel fiir die Komponenten x; des Losungsvektors .

Satz: Es gilt

mig s Mig—1 b Mmigp ... Map
det :
. = Mp1 = My bn Mpit1 - Mpn
=
det(M)

In der oberen Matrix wurde der i-te Spaltenvektor durch den Vektor b ersetzt.

Beweis: Da M nach Annahme invertierbar ist, gilt fiir z = M ~'-b. Da det(M) #
0 ist, gilt nach §36

mi= (M7 -b); = det(M)™" ) Myb; .
j=1

Durch Entwicklung nach der i-ten Spalte (Laplacescher Entwicklungssatz) stimmt
dies liberein mit

mi1 v Myi—1 bl miit+1 .. Min

det(M)™! - det ; :

Mp1 o Mpg—1 by Mpi+1 .. Mpn
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38 Das charakteristische Polynom

Sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und es sei ¢ : V. — V ein
Endomorphismus von V. Dann definiert

Yol@) = det(a-id— )

eine Funktion der Variable x € K, das charakteristische Polynom.

In der Tat ist diese Funktion polynomial vom Grad n = dimg (V).

Beweis: Durch Wahl einer Basis gilt obdA V' = K™ und der Endomorphismus ¢
wird durch eine Matrix M € M, ,,(K) gegeben. Somit gilt

Xo(z) = xm(zx) = det(x-E—M) .

Die rechte Seite ist eine Summe mit #5,, Summanden, welche jeweils Produkte
von n Koeffizienten der Matrix - £ — M sind. Jeder Faktor ist vom Grad 0
oder 1 (konstant auBerhalb der Diagonale). Somit ist xas(z) polynomial in z
vom Grad < n.

Bemerkung : Der Term vom hochsten Grad n des charakteristischen Polynoms
kommt vom Summand (z—My;)-...-(x— M,,,), welcher zur trivialen Permutation
o € S, gehort. Es folgt

xm(x) = 2" + niedere v — Potenzen .

Bemerkung: Da das charakteristische Polynom von ¢ und nicht von der
Wahl einer Basis abhangt, folgt sofort x () = xrmr-1(x). Hierbei ist T' die
Basiswechselmatrix. Wir geben fiir diese fundamentale Eigenschaft des charak-
teristischen Polynoms im nachsten Lemma einen zweiten Beweis.

Definition: Zwei Matrizen M, N € M, ,(K) heiBen konjugiert, wenn eine
invertierbare Matrix T' € G/(n, K) existiert mit

N =T-M-T'

In diesem Fall schreiben wir N £ M. Analog heiBen zwei Endomorphismen
v, € End(V') konjugiert, wenn es einen Automorphismus 7 € GI(V') gibt mit

Y = TopoT .
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Bemerkung: Offensichtlich definiert dies eine Aquivalenzrelation auf den Matri-
zen in M, ,(K) (resp. analog den Endomorphismen in End(V)):

(i) NAN
i) NAM = MAN

i)y NEAM, MAL = NAL

Lemma: Konjugierte Endomorphismen haben das gleiche charakteristische
Polynom.

Beweis:
XTOapo*r*l(x) = det(l’ -id — TO(pOT_l)
= det(trox-idor ' —Topor )
= det(to(x-id—@)oT )
= det(7) - det(z - id — ) - det(771)
= det(z -id — p)
= Xp(z)
Beispiel: ~ Wir berechnen nun das charakteristische Polynom einer oberen
Dreiecksmatrix.
Tr — ayy * n
. §33
X a1 * (l’) = d@t( . ) = H(ZE — aii)
. 0 T — Qpp i=1

0 Ann

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind also in diesem Fall genau
die Diagonaleneintrage der Dreiecksmatrix. Insbesondere zerfallt das charakteri-
stische Polynom bereitsiiber dem Koérper K vollstandig in Linearfaktoren.

Definition: Eine Matrix M € M, ,,(K) heiBt trigonalisierbar bzw. diagonalisierbar,
falls sie konjugiert ist zu einer oberen Dreiecksmatrix bzw. Diagonalmatrix.
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Folgerung: Ist M trigonalisierbar (oder diagonalisierbar), dann zerfallt
X (X) tber dem Korper K in ein Produkt von Linearfaktoren.

Beweis: Aus
a1
ML
ann

folgt wegen der Konjugationsinvarianz des charakteristischen Polynoms

n

xu(X) = X /g, (X) = JJ(X —a) .

=1
Qnp

Die Umkehrung dieser Aussage beweisen wir im nachsten Kapitel mit Hilfe der
Theorie der Eigenvektoren.

Appendix

Hinweis: Um nicht erklaren zu miissen, wie man mit Matrizen rechnet, deren
Eintrage Unbestimmte sind, haben wir das charakteristische Polynom x,(z) als
eine polynomiale Funktion der Variable x € K mit Werten in K aufgefasst

K>z — x,(r) e K.

Im allgemeinen ist ein formales Polynom aber nicht durch seine Funktionswerte
eindeutig bestimmt. Dieses Problem tritt aber nur fiir endliche Kérper K auf.
Beispiel: f(X) = X?® + X ist als Funktion im Koérper K = {0,1} mit zwei
Elementen identisch Null, obwohl es als formales Polynom nicht verschwindende
Koeffizienten in K besitzt.

Lemma: Sei #K = oo, dann gilt: Stimmen zwei formale Polynome P(X)
und Q(X) fir alle Einsetzungen x € K idberein, dann sind die Koeffizienten
der beiden Polynome P(X) und Q(X) gleich.

Beweis : Sei die Differenz f(X) = P(X) — Q(X) ein Polynom vom Grad < n

f(X) = Zai 'Xiil = a1+ as X—l—an _anl

i=1
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(fiir gewisse a; € K.) Nach Annahme gilt dann f(z) = 0 fiir alle x € K. Wahle
n paarweise verschiedene Elemente x4, ..., z, in K. Wir behaupten

far) == flz) =0 = f(X)=0.

Die linke Seite definiert namlich folgendes lineares Gleichungssystem fiir die Ko-
effizienten a; des Polynoms f(X)

a1 [
V(zy,mxn) - | ¢+ ] = : = 0.
n f(xn)
Die Vandermonde-Matrix V' (z1, ..., x,,) ist nach §33) invertierbar. Daraus folgt
a; = --- = a, = 0. Man erhilt daher f(X) = 0 beziehungsweise wie behauptet

P(X) = Q(X) (koeffizientenweise Gleichheit).

Folgerung: Falls der Korper K unendliche viele Elemente enthélt, gibt es keinen
Unterschied zwischen formalen Polynomen und polynomialen Funktionen. Somit
sind die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms in diesem Fall durch die
Funktionswerte x,(z),z € K eindeutig bestimmt.
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39 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition: Ein Vektor v # 0 heiBt Eigenvektor eines Endomorphismus ¢ :
V — V, falls eine Zahl X\ € K existiert, so daB gilt:

pv)=A-v (Eigenvektorgleichung) .
Die Zahl A € K ist dann eindeutig bestimmt und heiBt Eigenwert von ¢ zum

Eigenvektor v.

Beweis der Eindeutigkeit: Aus ¢(v) = Ay - v = Ay - v folgt (A; — A2) - v = 0.
Daraus folgt A\; = Ay wegen v # 0.

Bezeichnung: V(A) :={v € V| ¢(v) = XA - v} nennt man den Eigenraum des
Endomorphismus ¢ zum Eigenwert .

Aus der Definition folgt, daB V'(\) der Kern der linearen Abbildung ¢ — A - id
ist. Um die Eigenvektoren zu bestimmen, muB8 man also zuerst alle moglichen
Eigenwerte bestimmen und dann die Kerne der Abbildungen ¢ — \-id berechnen.
Die Eigenwerte sind aber gereade die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
Xo(2), wie das ndchste Lemma zeigt.

Lemma:

1. V(A) = Kern(A - id — ¢) Insbesondere ist V(X) ein Untervektorraum
von V.

2. V(X) # {0} genau dann, wenn \ eine Nullstelle des charakteristischen
Polynoms x,(x) ist, d.h. x,(\) = 0.

3. Ein Vektor v # 0 in V ist ein Figenvektor von ¢ genau dann, wenn v
in einem der Raume V (\) liegt.
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Beweis: 3. ist offensichtlich eine Umschreibung der Definition.

1. v e V(D) <= ¢ = v <= Wd-9)v) =0 < v €
Kern(Aid — ¢)

2. V(A # {0} < Kern(lid —¢) # {0} <= Xid — ¢ nicht bijektiv
<= X,(A) = det(Nid — p) = 0. Siehe §35.

Folgerung: FEs gibt hiochstens dimg (V') verschiedene Eigenwerte A von
p € End(V).

Beweis: Der VandermondeschluB im Appendix des vorigen Kapitels §38 zeigt:
Jedes Polynom vom Grad < n hat hochstens n paarweise verschiedene Null-
stellen in einem Korper K. Insbesondere hat also x,(X) héchstens dimg (V)
verschiedene Nullstellen (= Eigenwerte).

Gegeben sie eine n x n Matrix mit Eintrdgen in K. Weiterhin sei #K = oc.
Gesucht ist eine Basis B, beziiglich der die Matrix M Dreiecksgestalt oder sogar
Diagonalengestalt besitzt. Zur Erinnerung: In diesem Fall hieB M trigonalisierbar
bzw. diagonalisierbar.

Satz: FEine Matriz M € M, ,,(K) ist genau dann trigonalisierbar, wenn ihr
charakteristisches Polynom xn(x) sich als Produkt von Linearfaktoren

n

XM(x):H(:Jc—)\Z-) : N EK

schreiben lafst.

Beweis: Gegeben sei eine Matrix M € M, ,(K) und Ay, ..., \, € K, so daB
xm(K) = J[(X — X;). Wahle ein \; und einen dazugehérigen Eigenvektor v;.

Wabhle eine éasis by, ..., b, so, daB by = v;. Es folgt fiir diese Basis

Aok ow

0
Mp (M) =
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da My, = A\jv; + 0by + - - - 4 0b,,. Die Dreiecksungleichung impliziert
Xm (X) = (X = X)X, (X).
Aus der Annahme an x,(X) folgt somit xas, ,(X) = [T(X —A;), da beide fiir
J#i
unendlich viele Einsetzungen X # \; aus K denselben Wert haben. Somit ist
per Induktion M,,_; bereits trigonalisierbar. D.h. andert man b,, ..., b, zu einer

geeigneten Basis U, ..., b ab, dann erhdlt M, _; Dreiecksgestalt. Beziiglich der
neuen Basis v;, b}, ..., b/, hat M also Dreiecksgestalt:

i *
Mp (M) = A |
0 A7
Fiir eine geeignete Basiswechselmatrix 7" (vgl. §21) folgt somit
i *

TMT ! = A

q.e.d.

Wie man sieht, kann man die Eigenwerte in beliebig vorgegebener Reihenfolge in
die Diagonale bringen.

Satz: Fir K = C ist jede Matriz M € M, ,(C) trigonalisierbar.

Beweis: Da nach dem Fundamentalsatz der Algebra jedes Polynom mit Koeffizi-
enten in C ein Produkt von Linearfaktoren (Mit Koeff. in C) ist, folgt dies aus
dem letzten Satz.

Achtung: Dies ist fiir andere Korper nicht immer moglich: Die Matrix

cos@ sinf
—sinf cos6
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ist fiir 0 < 6 < 180° und K = R nicht trigonalisierbar. lhre Eigenwerte sind
A1/2 = cos(f) = isin(f) und liegen daher nicht in R:

Uber K = C ist die obige Matrix dagegen sogar diagonalisierbar! Sei ey, e, die
Standardbasis von C2. Definiere b; := e; + ies und by := e; — ies. Dann gilt

M(by) =

M (bs)

Beziiglich der Basis by, by erhalt also (

(cos feq — sinfey) + i(sin feq + cos fes)
(e1 +1iez)(cosf + isinb)

A1+ by

(cosfe; — sinfey) — i(sinfey + cos es)
(e1 —iez)(cos @ +isinf)

)\2 . bg

cosf) sind
—sinf@ cosf

) die Gestalt

(Cos0+isin9 0 )

0 cosf —isind
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40 Diagonalisierbarkeit

Satz: Sei M € M, ,(K) und seien \i,...,\, € K paarweise verschiedene
Eiwgenwerte von M. Dann gilt:

n

(1) Xm(X) = H(X— Ai)

i=1

(2) M ist diagonalisierbar.

Hilfssatz: Seien A1, ..., A\, € K paarweise verschiedene Eigenwerte eines En-
domorphismus M und vy, ..., v, zugehirige Eigenvektoren, dann sind vy, ..., v,
linear unabhdngig.

Beweis: Gegeben sei eine K-lineare Relation
(%) v+ ... +cpv, = 0

der Lange N (= Anzahl der Koeffizienten ¢; # 0). Wir miissen zeigen N = 0
und geben einen Widerspruchsbeweis.

Sei N > 1. Dann kann die gegebene Relation der Lange N zu einer Relation der
Lange N — 1 verkiirzt werden. lteriert liefert dies eine Relation der Lange 1 (von
der Form 0 + ¢jv; +0 = 0 mit ¢; # 0). Dies impliziert v; = 0 im Widerspruch
zur Annahme v; # 0 (Eigenvektorbedingung).

Die Langenreduktion: M angewendet auf die Gleichung (x) liefert wegen M (v;) =
A;v; die Gleichung

(A) Ac1v1 F e+ A, = 0
Sei N > 1 und obdA ¢; # 0. Multiplizieren wir (%) mit A\
(B) Acivr + o+ Mepu, = 0
dann liefert die Differenz der Gleichungen (A) — (B) die neue Relation

(**) 0+ ()\2 — )\1)621)2 + ...+ ()\n — )\1)Cn21n = 0.
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Beachte: Da Ay, ..., \,, paarweise voneinander verschieden sind, sind alle Koeffi-
zienten (\; — A1) # 0. Somit ist (xx) eine Relation der Linge N — 1.

Beweis des Satzes: Seien vy, ..., v, zugehodrige Eigenvektoren zu paarweise ver-
schiedenen Eigenwerten Ay, ..., \,. Die Vektoren vq,...,v, sind n linear un-
abhangige Vektoren in K™ wegen des Hilfssatzes. Also ist vy, ..., v,, eine Basis B
des K. Beziiglich dieser Basis gilt

A1 0
Mp (M) = Ao
0 An
Die Matrix ist somit diagonalisierbar. AuBerdem gilt trivialerweise

n

X (X) = JJ(x = ).

i=1

Folgerung: Seien M, N € M, ,(K) und seien \y,...,\, paarweise ver-
schiedene Eigenwerte sowohl von M als auch von N. Dann sind M und N
konjugiert.

Beweis: Aus obigem Satz folgt die Existenz einer invertierbaren Matrix T €
Gln, K) mit T- M - T~ = diag(\i, \a, ..., \n) und analog die Existenz einer
invertierbaren Matrix S € Gl(n, K) mit S- M - S~ = diag(\1, Aa, ..., \y). Es
folgt M = RNR™' mit R =T"1S.



Bilinearformen und quadratische
Formen
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41 Bilinearformen

Seien V, W zwei K—Vektorraume (moglicherweise auch unendlich dimensional).

Eine Funktionen
B: VW — K

(v,w) +— B(v,w)
heiBt Bilinearform, falls B in der ersten Variable K—linear ist bei fester zweiter
Variable und umgekehrt. Das heiBt wir fordern

(1) B(A\v+ pv',w) = AB(v,w) + uB(v',w)
(2) B(v,\w + pw') = AB(v,w) + puB(v,w")

fur alle A\, u € K und alle v,v" € V,w,w" € W. Sind V' C V und W Cc W
K-Untervektorrdaume, dann ist die Einschrankung einer Bilinearform auf V- x W
eine Bilinearform auf V’/ x W',

Beispiele:
(1) Die Determinante  B(v,w) = det ( (Ul) , (w1> > = vjWq — Vowy ist
(%) Wao
bilinear auf V = W = K2,

(2) V. =W = K", das Skalarprodukt B(z,y) = >_ 2y
=1

(3) W=V* B(v,v*) =v*(v) =<v*,v > (die kanonische Paarung)

(4) Ist B(v,w) eine Bilinearform B : V' x W, dann ist auch B(w,v) := B(v,w)
eine Bilinearform B : W x V — K.

(5) W =V = R-Vektorraum aller stetigen Funktionen auf [a,b]. B(f,g) :=
b
[ f(#)g(t)dt € R definiert eine Bilinearform.

(6) V=W = M,,(K). Dann definiert B(X,Y) = Spur(X -Y) eine
Bilinearform.
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Definition: Eine Bilinearform heiBt nichtausgeartet, wenn gilt:

(I) YoeV :Buw)=0 =w=0
(II) YweW :Bww)=0 =v=0

Bemerkung: B(0,w) =0 = B(v,0) ist wegen der Linearitat immer erfiillt.

Beispiel: B ist nichtausgeartet in den Beispielen (1),(2),(3).(5).(6).

Definition: Im Fall v = W heiBt eine Bilinearform symmetrisch, wenn gilt
B(v,w) = B(w,v)

fur alle v € V und w € W. Gilt B(v, w) = —B(w, v) heiBt die Form alternierend.

Beispiel: B ist symmetrisch in den Beispielen (2),(5) und (6). Im Fall (1) genau
dann wenn 2 = 0 gilt in K.
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42 Matrixbeschreibung

Seien nun V und W endlich dimensionale K-Vektorraume. Seien by, ..., b, und
b, ...,b, Basen von V respektive V. Fiir eine Bilinearform

B:VxW—-K

auf den K—Vektorraumen V und W gilt

n m

i=1 j=1

i=1 j=1
Die dadurch festgelegte Matrix

S - (B(bz, b/)) i=1,...,n

J X

ist durch B eindeutig bestimmt. Wir erhalten B(v,w) =< v,w >g mit

Y
<z, y>s=a-S-y = (xr1,...,2,) S~ :
Ym

Umgekehrt liefert diese Formel fiir jedes S € M,, ,,,(K) eine Bilinearform <, >¢
auf V- x W. Es folgt

Lemma:  Die obige Zuordnung stiftet eine Bijektion zwischen den Bili-
nearformen auf V- x W und den Matrizen S in M, ,(K). Zwei Bilinear-
formen sind gleich dann und nur dann, wenn die zugeordneten Matrizen S
tibereinstimmen.

Zusatz: Fine Form ist nichtausgeartet genau dann wenn n = m qilt und die
zugehorige Matriz S invertierbar ist.

Beweis des Zusatzes: Nichtausgeartet bedeutet 'S = 0 = = = 0 und Sy =
0 = y = 0, oder wegen S’z = (2/S)’ dazu dquivalent: S” und S sind injektiv.
Die impliziert einerseits n < m und m < n, also n = m und dann wegen
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der Dimensionsformel auch die Surjektivitat — d.h dann Bijektivitdt — von S. Ist
umgekehrt S bijektiv, dann gilt det(S) = det(S") # 0, also sind S und S’ bijektiv
und insbesondere injektiv.

Satz: Sei <, > :V xV — K eine Bilinearform und by, ...,b, eine Basis
von V. Dann 1ist
<Y, T >5 =< ZT,Y >g

und < , > g genau dann symmetrisch, wenn die Matriz S = (< by, b; >)
eine symmetrische Matriz S = S’ ist.

Beweis: <y, 2 >g5=¢y - S-z=(y-S-x)=a"-5 y=<uz,y>g.

Analog entsprechen alternierende Bilinearformen antisymmetrischen Matrizen.
Basiswechsel: Bei fester Wahl der Basen B und B’ kann man also auf diese
Weise die Bilinearformen auf V' x W mit den n x m Matrizen aus M,, ,,(K)
identifizieren. Im Fall V' = K™ und W = K™ hat man eine kanonische Basiswahl,
die Standardbasen. Im allgemeinen muB man willkiirliche Basen wahlen. Es ist
daher von Interesse, wie die Matrix S von der Wahl der Basen abhangt. Der

Einfachheit halber beschranken wir uns auf den Fall V. = W und B = B’. Sei
also V=W und by, ..., b, eine Basis von V. Die <, > zugehdrige Matrix sei

S = (< by,b; >).
Sei (;17 ,l;; eine andere Basis von V' mit zugehoriger Matrix
S = << by, b, >> :
Der (inverse) Basiswechsel sei gegeben durch b; = > Tj;b;.
j=1

Lemma: Fir einen Basiswechsel T' = (T;;) € Gl(n,R) wie oben gilt

S=T-8-T

Beweis: Aus < by, b; > = < 31 Tuebe, 30, Ty > = 20, T < b by > T}
folgt wegen T, = Tl’j unmittelbar die gesuchte Matrixgleichung S =T -5 -T".
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Achtung: ‘Bilinearformen’ transformieren sich also anders als ‘Homomor-
phismen’ ber Basiswechsel.
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43 Quadratische Formen

In diesen Paragraph sei K ein Korper mit 2 # 0 und V' ein K—Vektorraum.

Jeder symmetrischen Bilinearform <, > : V xV — K wird durch Einschranken
auf die Diagonale die folgende guadratische Form ¢(v) =< v,v >

q: 'V —- K
zugeordnet. Fiir diese quadratische Form gilt offensichtlich
a(Mv) = Nq(v)

firAe Kundov eV.

Polynomdarstellung: Sei V = K" und < v,w >=< v,w >g. Die zugeordnete
quadratische Form ¢(x) = gg(x) schreibt sich als ein homogenes quadratisches
Polynom mit Koeffizienten \;;,7 < j aus K

) =<z,x>5= 2 -S-z = Z%Sijxj
'7]’

= ZZEZSZ]$]+QZ$ZSZ]ZE] = Z/\ijxixj = q(Il,...,ZEn) .
i=j

i<j i<j
Ist umgekehrt ein solches homogen quadratisches Polynom in den Unbestimmten
x1, ..., Ty und den Koeffizienten );; Koeffizienten aus K gegeben

q(l‘l, ,l‘n) = Z)\ijxixj )\ij e K ,

1<j

dann definiert man eindeutig dazu die symmetrische Matrix S mit den Diagona-
leneintragen \; und Nebendiagonaleintriagen 1\;; (i < j). (Hier haben wir die
Annahme 2 # 0 benutzt. Die zugehdrige symmetrische Bilinearform

<z, y>s=a-S-y

auf V' = K" liefert dann gerade ¢(v) =< v,v >g.
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Koordinatenfreier Zugang: Dieselbe Rechnung in koordinatenfreier Form ist das
binomische Gesetz - oder die sogenannte Polarisierungsformel - und zeigt erneut,
daB die symmetrische Bilinearform <, > sich vollstandig aus der quadratischen
Form ¢ rekonstruieren 13Bt.

Die Binomische Formel: (Polarisierung)

<wv,w> = gv+w) —q(v) — q(w)]

Beweis: Der Beweis benutzt die Symmetrie von < , > sowie % € K. Aus

<vHw, vt w>S=<v,0v>+<w,v>+ <v,w >+ < w,w > folgt

qv+w)—qv) —qw) = <v+wrv+w>—-<v,v>—<ww>
= <w,v>+<vw>
= 2<v,w>

Zusammenfassung: Durch Ubergang von der nichtlinearen quadratischen Funk-
tion g(xy, ..., x,) zur zugehdrigen symmetrischen Bilinearform definiert durch S
wie oben oder definiert durch die Polarisierungsformel (siehe letzte Seite), wird
also quadratische Formen ¢(z) zu einem Objekt der linearen Algebra oder besser
gesagt der bilinearen Algebra!
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44 Orthogonalbasen

In diesem Paragraph sei wieder % € K.

Ziel dieses Abschnittes ist es, zu einer gegebenen symmetrischen Bilinearform
<,>:VxV->K

auf einem endlichdimensionalen K—Vektorraum V' eine Basis by, ..., b, zu finden
fir die die zugehorige Matrix S Diagonalengestalt besitzt. Eine solche Basis
heiBt Orthogonalbasis. Es gilt dann

<bi,bj>:() , Vl;’é]

Satz: Unter der Annahme % € K besitzt jede symmetrische Bilinearform

auf einem endlichdimensionalen K—Vektorraum V eine Orthogonalbasis.
Wir benutzen folgende Sprechweise: Der K-Untervektorraum

Wt =heV| <wov>=0 YweW}

von V' nennt man das Orthokomplement von W. Ist W ein K-Untervektorraum
von V, dann auch W+. Die Bildung des Orthokomplements hingt natiirlich von
der Wahl der symmetrischen K—Bilinearform <, > auf V ab.

Beweis des Satzes: Ist <, > identisch null, dann ist nichts zu zeigen. Sei daher
die Bilinearform nicht identisch Null. Wegen der Polarisierungsformel (§28) gibt
es dann mindestens einen Vektor v € V' mit

q(v) = <wv,v > #0.

Sei Kv der eindimensionale Raum, der von v aufgespannt wird und (Kv)* sein
Orthokomplement beziiglich der Form <, > .

Lemma: Fir <v,v>#0ist V = Kv® (Kv)* eine direkte Summe.
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Wir zeigen zuerst, daB jeder Vektor w € V sich als Summe

< v,w >
W= — v+ |w—
<wv,v >

< v,w >

V| = wyp + ws
<v,v>

schreibt mit w; € Kv und wy € (Kv)t.
wy € Kv ist klar und wy € (Kv)* ist auch klar wegen

<v,w >
<V, wy > =< v,w>——— <v,v>=0.
<wv,v>

Man erhilt also
V = Kv+ (Kv)*.

Andererseits ist Kv N (Kv)t = {0} wegen < v,v > 0. Also ist die Summe
direkt und die Behauptung bewiesen.

Den Beweis des Satzes vollendet man nun wie folgt:

Da die Dimension von (Kwv)t echt kleiner als die Dimension von V ist, be-
sitzt (Kv)t per Induktion bereits eine Orthogonalbasis b1, ..., b, 1 (bzgl. der
Einschrankung von < , > ). Die gewiinschte Orthogonalbasis von V' ist dann
bi,....,b,_1,b, = v, da v nach Konstruktion orthogonal zu allen by, ...,b,_1 ist.

g.e.d.

In Matrixsprechweise folgt wegen §42 aus dem letzten Satz das

Korollar: Sei K ein Korper mit % € K und set S = S’ eine symmetrische
Matriz in M, ,(K). Dann ezistiert eine Matriz T € Gl(n, K) so daff T'ST"
diagonal wird

aq 0
T-S-T = , Ay, .., a0, € K.
0 an

T ist hierbei die Basiswechselmatrix beim Ubergang von der Standardbasis des
K™ zu einer Orthogonalbasis von S.
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45 Orthogonale Abbildungen

Sei K ein Korper mit % € K.

Lemma 1: Fir symmetrische K-Bilinearformen < |, >y und < , >w auf
K —Vektorraumen V resp. W sei gy (v) =< v,v >y und qw(w) =< w,w >y .
Fiir eine K-lineare Abbildung ¢ : V — W sind dann folgende Eigenschaften
dquivalent

(i) Ldangenerhaltung: qw(o(v)) = qv(v) YveV.

(i1) Winkelerhaltung: < o(v), p(w) >y = < v,w >y Yo, w eV

(1it) < @(bi),o(bj) >w = < b;,b; >v Vb;,b; einer V-Basis by, ..., by,.
Beweis: (iii) = (ii): < ¢(v),p(v') >w ist eine symmetrische Bilinearform auf
V', welche nach (iii) dieselbe Matrix S beziiglich der Basis by, .., b, besitzt wie
< v,v" >y. Daraus folgt die Gleichheit der Bilinearformen, also Aussage (ii).

Die Implikation (ii) = (i) folgt indem man v = w setzt. (i) = (jii) folgt durch
Polarisierung: 2- < o(b;), p(b;) >w ist

< (i +bj), (b +b;) >w — < (i), p(bi) >w — < (b)), (b)) >w
und 2- < b;,b; >y ist
< b +0bj,b; +b; >y — < bi,bi >y — < bj,b; >y .
Nach der Annahme (i) stimmen die rechten Seiten beider Formeln iiberein. Somit

sind die linken Seiten gleich. Daraus folgt (iii).

Definition: Eine Abbildung ¢ : V' — W, welche eine der drei dquivalenten
Eigenschaften (i)-(iii) erfiillt, nennt man eine Isometrie (bezgl. < , >y und
< . >W)-

Definition: Ist V =W und < .,. >y=<.,. >y eine symmetrische Bilinear-
form auf V', dann nennt man eine bijektive Isometrie ¢ € G¢(V') auch orthogonale
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Abbildung beziiglich der Bilinearform <, >y, . Die Menge der orthogonalen Ab-
bildungen bezeichnen wir mit Og(V).

Lemma 2: Og(V) ist eine Untergruppe von GU(V).

Beweis: Offensichtlich ist id € Og(V). Aus ¢ € Op(V) folgt ¢! € Op(V)
wegen < ¢(0), p(w0) > = < 0,w > fir v = ¢ (v) und W = p~(w). Dies
impliziert < v,w > = < ¢ *(v),o ' (w) >. AuBerdem sind Produkte von
©, % € Op(V') wieder orthogonal p o9 € Og(V), denn

<(po)(v), (poi)(w) > = < p(¥(v)), p(¢(w)) >

weO:B(V) weO:B(V)

< P(v), Y(w) >

<v,w > .

Lemma 3:(Matrixkriterium) Ist V = K" und < v,w >y= v'Sw fir eine
symmetrische Matriz S = S’, dann ist eine Matrix M eine Isometrie genau
dann wenn gilt

M-S-M=S.

Beweis: Die beiden Bilinearformen < M (v), M(w) >y= (Mv)'S(Mw) =
VM'SMw =< v,w >ypsy und < v,w >y= v'Sw =< v,w >g stimmen
genau dann dberein, wenn gilt M'SM = S.

Lemma 4: Sei S = 5’ eine symmetrische invertierbare Matriz in M, ,,(K).
Dann ist jede Isometrie M : K" — K™ der Bilinearform < v,w >g ist
invertierbar und erfillt det(M) € {£1}.

Beweis: Aus dem Matrixkriterium folgt durch Determinantenbildung
det(M'") - det(S) - det(M) = det(S) .

Wegen det(M') = det(M) und det(S) # 0 (letzteres nach Annahme) folgt
det(M)* = 1 beziehungsweise det(M) = +1. Insbesondere ist det(M) # 0 und
somit M invertierbar. Beachte, daB aus der Annahme 1 € K folgt 1 # —1, und
daB das Polynom 22 — 1 hochstens zwei verschiedene Nullstellen in K besitzen
kann, namlich dann =%1.
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Bemerkung: Im allgemeinen ist eine Isometrie nicht notwendigerweise invertier-
bar. Zum Beispiel ist im Fall S = 0 jede lineare Abbildung M eine Isometrie!

Definition: Sei S = S’ eine symmetrische invertierbare Matrix in M, ,,(K). Der
Kern des Gruppenhomomorphismus

det : Og(n, K) — {-1,1}

heiBt spezielle orthogonale Gruppe. Dies definiert eine Untergruppe SOg(n, K)
der orthogonalen Gruppe Og(n, K).

Beispiel: Im Spezialfall V' = R? und S = E ist ein Endomorphismus M in der
speziellen orthogonalen Gruppe genau dann wenn gilt

cosf) —sind
M = (siné’ cos 0 > ’
. . 1 0. .
Die Spiegelung 0 —1 ist zwar orthogonal, hat dagegen Determinante —1.

Beweis: Dies folgt aus dem Matrixkriterium M’'SM = S oder hier M'M = E
wegen S = E. Hat M die reellen Eintrdge a,b, ¢,d, dann liefert das Matrixkri-
terium die Bedingungen: a?+¢?> = 1, b> +d*> = 1 und ab+ cd = 0. Mit anderen
Worten (a,b) und (c,d) miissen zwei orthogonale Vektoren der Lange 1 in der
Ebene R? bilden. Es gibt dann (Analysis!) ein § mit @ = cosf und ¢ = siné.
Dann ist notwenig (c,d) proportional zum Normalenvektor (—sin 6, cosf) von
(cos@,sinf). Die Matrix M ist also in O(2,R) genau dann wenn

Mo (cos@ A-(—sm&)) CoN=1,

sin 0 A -cosd

und es gilt det(M) = \.
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46 Der Satz von Sylvester

Wir betrachten in den beiden ndchsten Paragraphen ausschlieBlich den Fall des
Korpers K = R.

Fiir eine Orthogonalbasis b1, ..., b, einer symmetrischen K-Bilinearform <, >
auf einem Vektorraum V' gilt

<bi,bj>:ai-5ij R a; € K

fir alle 7, j. Die Form <, > ist nichtausgeartet genau dann wenn gilt a; € K*.
Eine Orthogonalbasis by, ..., b, heiBt Orthonormalbasis, falls a; = 1 fiir alle 4.

Ersetzt mit die Vektoren b; einer Orthogonalbasis von < , > durch skalare
Vielfache \; - b; erhadlt wieder eine Orthogonalbasis von < ; > . Die ‘neuen
Diagonaleintrage ' sind dann /\22~ai. Waren alle a¢; Quadrate in K*, so kann man
auf diese Weise alle a; zu 1 machen. Mit anderen Worten: /\151, .., A\pby,, bildet
dann eine Orthonormalbasis. Etwas allgemeiner zeigt dieser SchluB

Folgerung: Jede nichtausgeartete symmetrische Bilinearform < , > auf
V = K" besitzt im Fall K = R eine Orthogonalbasis by, .., b, mit der Eigen-
schaft

<bi,bj>:ai-5i' , CLZE{:tl}

Zusatz: Im Fuoll K = C besitzt <, > sogar eine Orthonormalbasis.
Weiterhin gilt

Sylvester’sche Trigheitssatz: Sei K = R. Dann ist die Anzahl der Vek-
toren b; mit < b;,b; > =1 resp < b;,b; > = —1 einer Orthogonalbasis einer
nichtausgearteten symmetrischen Bilinearform < , > auf R™ unabhdngig
von der Wahl der Orthogonalbasis.

Beweis: Seien by, .., b, und 61,--7571 Orthogonalbasen mit < b;,b; >= a; und

a;=1firi=1,..,runda;=—1fliri=r+1,..n

sowie
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a;=1firi=1,..,sunda; =—1firi=s+1,..,n.

Firz € V gilt © = > x;b; = Zyzgl Die Koordinaten y; = L;(x) sind
i=1 i=1

Linearform in x und es gTIt

(%) <zx>=xi4-+at-a? — -2
<z,x>=Li(x)*+ -+ Lg(x)* — Lyy1(2)* — -+ — Ly (x)?

Im Fall r < s besitzen die r + (n — s) = n+ (r — s) < n Gleichungen
ry =2, = Lgyy(x) =+ =Ly(x) =0

mindestens eine nichttriviale Losung © # 0 (da n Unbekannte z;!). Ein Positi-
vitatsargument zeigt dann wegen der ldentitat (x) sofort

Tpp1 = =x,=L1(x) == Lg(x) =0

Dies erzwingt x = 0 im Widerspruch zu = # 0. Es folgt » < s und aus Symme-
triegriinden dann r = s.

Bemerkung: Wie der Sylvestersche Tragheitssatz zeigt, besitzt eine nichtausge-
artete symmetrische Bilinearform iiber einem Kérper K (mit 3 € K') zwar immer
eine Orthogonalbasis aber nicht immer eine Orthonormalbasis.
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47 Der Sylvestertyp

Wir wollen ein Kriterium angeben, wann eine gegebene symmetrische nichtaus-

geartete Bilinearform
<,>:VxV—->R

auf einem endlich dimensionalen R-Vektorraum eine Orthonormalbasis besitzt.

Sei genauer V' = R" mit Standardbasis ey, .., €,. Dann bestimmt die symmetri-
sche Matrix S mit den Eintragen S;; = < ¢;,e; > die Form <, > eindeutig.
Sei 1 <7 < n. Die Determinante der r x r Teilmatrix

S11 1 Sip
m,(S) = det :
Sr1 e Sy
heiBt r-ter Hauptminor von S.
Notation: Fiir reelle A, v schreiben wir
A~

falls A = ¢ - u fiir positives ¢ > 0 in R gilt.

Arbeitshypothese: Wir nehmen an fiir die symmetrische Matrix S = S’ gilt
ml(S) ?é 07m2(5) ;é 07 7ms(S) % 0.
Wir nehmen weiterhin an, es sei » < s < n und wir hatten bereits r Vektoren
by, ...,b. € V konstruiert mit den folgenden Eigenschaften:
Rbl + ... +Rby = R@l + ... +R6V

erzeugen denselben Teilraum V,, C V fiir alle v = 1, ..,r. Weiterhin sei b1, .., b,
eine Orthogonalbasis von V.

(< by, b >) = diag(< by, by >, ..., < by, by, >) .
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SchlieBlich soll gelten
H < bl7b’L >~ ml,(S)
i=1

furallev=1,...,r.

Wir wollen versuchen einen weiteren Vektor b,.; hinzuzufiigen, derart daB die
entsprechende Aussage fiir die Vektoren by, .., b1 und r + 1 anstelle von r gilt:
Aus der Arbeitshypothese und der Annahmen an by, ..b,. folgt < b;,b; > 0 fiir
alle i =1,..,r da ansonsten ein m;(.S) Null sein miisste.

Ansatz: Der Vektor
,

< b, erp1 >
bry1 = €rq1 — - b;
izl < biybi >

ist daher wohldefiniert. Nach Konstruktion gilt dann
Rbl + ...+ Rbr+1 = R61 + ... +Rer+1 = W.;,.l

und by, ..., b, b1 ist eine Orthogonalbasis der Einschrankung der Form < .. >
auf W+1. Wegen < bi>bj >= 5@' gllt namlich

T

< bpgr1,b; >=<e€,41,b; > — Z
i=1

< by erq1 >

<bi,bi> < i 0

firalle j = 1,..,7. Die Einschrankung von <, > auf diesen r+ 1-dimensionalen
Raum 3Bt sich beziiglich beider Basen beschreiben. Bis auf einen Basiswechsel
T € Gl(r + 1,R) gilt daher

(< bi>bj >):T'(< €;, €5 >)'T/

fir 1 <4,j <r+1. Wegen det(T) - det(T") = (det(T))* > 0 folgt daraus durch
Determinantenbildung

r+1
H < bi, by >~ mr+1(5) )

=1

da by, ..., b1 eine Orthogonalbasis von V., ; ist. Dies zeigt den Induktionsschritt.
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Da der Induktionsanfang fiir b; = e; trivialerweise erfiillt ist folgt

Satz: Sei S = 5" € M, ,(R) eine reelle symmetrische Matriz, deren Haupt-
minoren alle nicht verschwinden. Dann gibt es eine invertierbare reelle Ma-
trix T mat der Eigenschaft

TST = dz’ag(ml(S),mz(S)/ml(S),...,mn(S)/mn,l(S)) .

Insbesondere kann man den Sylvestertyp der Matrix .S von den Vorzeichen der
Minorenquotienten m;1(S)/m;(S) ablesen!

Beispiel: Fiir 5 — (g g) ist m1(S) = 2 und ma(S) = 2.



Normierte Raume
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48 Komplexe Konjugation

Fiir alle nun folgenden Paragraphen dieses Kapitels ist der Kérper K entweder
K =R oder K = C. Wir betrachten zusatzlich einen Automorphismus des
Korpers K
o(z+w)=o0(z)+o(w) ,
o(z-w)=0(z) o(w)
Hierbei wahlen wir fiir o im folgenden die Identitdt — im Fall K = R - be-

ziehungsweise o(z) = Z (die komplexe Konjugation) — im Fall K = C. Die
komplexe Konjugation ist definiert durch

o(x+iy) =z —1y

fir z,y € R. Obige Eigenschaften sind leicht zu verifizieren (siehe Appendix).
In beiden Fillen gilt 0% = id. Fiir 2 € C gilt 0(2) = z genau dann wenn z reell
ist.

Fortsetzung auf Matrizen: Ist M eine Matrix mit Koeffizienten in K, dann schrei-
ben wir o (M) oder M fiir die Matrix, welche aus M entsteht wenn man auf alle
Koeffizienten die komplexe Konjugation o anwendet

o(M)i; = o(My) .
Definition: Fiir eine Matrix M € M,, ,(K) sei M* € M, ,,,(K) die Matrix mit
den Eintragen (M");; = o(Mj;). Mit anderen Worten
M' =o(M') = (o(M))

(M-N): =N'-M | (M) =M.
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Appendix

Fiir komplexe Zahlen z = a + bi definieren wir
N(z) = 22 = a® + V*.
Hierbei ist Z = a — bi die konjugiert komplexe Zahl. Es gilt
N(z) >0und N(2) =0 < z=0.

AuBerdem gilt
N(z-w)=N(z) - N(w) Vz,w e C.

Beweis: Wegen Norm(z-w) = zw - W= 2 w-Z-w=z2Z-ww = N(z) N(w)

geniigt zu zeigen

Z-wW=7%Z-W.

Beweis von =7Z-w:
(a+bi)-(a'+bi) = (ad" —0V')— (ab + a'b)i
(a+bi)-(a'+Vi) = (a—0bi)-(a =)
= (ad’ — (=b)(=V)) — (a(=b) + (b))
= (ad —0V') — (ab + a'b)i

Analog zeigt man z + w =%z + w.

Folgerung: Die Abbildung o(z) = Z ist ein Korper Automorphismus von C.

Beweis: z — Z ist eine bijektive Abbildung von C auf C wegen (Z) = z und sie
respektiert Addition sowie Multiplikation.
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49 Sesquilinearformen

Definition: Ist V' eine K-Vektorraum, dann heiBt eine Abbildung
<L .>: VXV =K
sesquilinear, falls sie R-linear ist und falls gilt
<A, pw >=cNp <v,w> , Yo,weVV\pueK.

Eine solche Sesquilinearform heit hermitesch, falls gilt

<v,w>= o(<w,v>).
Insbesondere folgt < v,v > = o(< v,v >) und somit

Lemma 1: Fir hermitesche Sesquilinearformen gilt < v,v > € R fiir alle
velV.

Beispiel: Im Fall K = R ist sesquilinear gleichbedeutend mit K-linear und her-
mitesch gleichbedeutend mit symmetrisch.

Beispiel: Im Fall V= C" und K = C sei < .,. > die Standardform < v, w >=
Yo Tiw; fir v = (v1,..,v,) und w = (w1, .., w,). Diese ist sesquilinear und
hermitesch.

Definition: Eine hermitesche, Sesquilinearform auf V' heiBt positiv definit, falls

<v,u>>0 , VO#veV
beziehungsweise heiBt semidefinit, falls gilt

<v,u>2>0 , V0#vel.
Beispiel: Die sesquilineare Standardform auf dem C-Vektorraum V = C" ist
definit; ebenso die bilineare Standardform auf dem R-Vektorraum R".

Ubungsaufgabe: Sei V der K-Vektorraum der stetigen Funktionen f : [a,b] — K
auf einem reellen Intervall (fiir @ < b aus R). Dann definiert

b
<fig>= / F(t) - g(t)dt
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eine positiv definite, hermitesche Sesquilinearform auf V. (Das Integral wird
hierbei definiert als das Integral iiber den Realteil ©(t) plus ¢ mal das Integral
liber den Imaginarteil ¢ (¢) des Produktes f(t)-g(t) = @(t)+it(t). Sowohl o (t)
als auch #(t) sind stetige Funktionen und somit Riemann integrierbar auf dem
Intervall).

1.Bemerkung: Die Einschriankung einer (positiv definiten) hermiteschen Sesqui-
linearform von V' auf einen K-Untervektorraum W C V ist wieder eine (positiv
definite) hermitesche Sesquilinearform.

2.Bemerkung: Jede positiv definite hermitesche Sesquilinearform ist nichtausgeartet.

Beweis: Zu zeigen ist: < v,w > = 0 fiir alle w € V impliziert v = 0. Zum
Beweis geniigt es w = v zu setzen wegen < v,v > > 0 fiir v # 0!

3.Bemerkung: Jede Sesquilinearform auf V' = K™ wird wie folgt beschrieben
durch eine quadratische Matrix H = (H;;) € M,, ,(K)

Hij =< e€,e >

<v,w > = Zn:zn:a(vi)Hijwj )

i=1 j=1
In Matrixsprechweise

<v,w>=0v"-H-w , v,weK".

Lemma 2: Die der Matrix H zugeordnete Sesquilinearform < .,. > auf
V = K™ ist genau dann hermitesch, wenn gilt

H'=H .

Beweis: Ubungsaufgabe!

4.Bemerkung: Ist < v,w > = o'- H - w eine positiv definite hermitesche
Sesquilinear auf V' = K™, dann schreiben wir kurz H > 0. Wir behaupten (eine
Variante von Bemerkung 2)

H>0 = det(H)#0.

Beweis: Aus H - v = 0 folgt v'Hv = 0, also v = 0. Somit Kern(H) = 0.
H : K™ — K™ injektiv, also bijektiv und somit invertierbar.
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50 Normen

Sei wieder K = R oder K = C und 0 : K — K sei wie im letzten Abschnitt
und sei < .,. > eine positiv definite hermitesche Sesquilinearform auf V.

Unter den obigen Annahmen definiert

V — RZO
v o= /<00 > = o

eine eine reellwertige Funktion auf V. Diese ist wohldefiniert, da nach Annahme
< w,v > > 0 gilt. Insbesondere ist ||v|| = 0 genau dann, wenn v = 0. Der
Wert ||.|| hdngt wohlgemerkt von der Wahl der Sesquilinearform ab.

Geometrische Deutung: Bei fester Wahl der Form < .,. > hat ||.|| die Eigenschaft
einer Langenfunktion. Genauer: |v|| wird als Norm bezeichnet und als Lange
des Vektors v gedeutet.

Eigenschaften der Norm: Setze |A| = VA fiir A € C. Beachte |z + iy| =
/2% + y? ist nach Pythagoras die euklidsche Lange des Vektors A\ = = + iy =
(z,y) € R? im Fall A € C. Analog ist |\| = ,+/A2 der Absolutbetrag der reellen
Zahl X im Falle A € R.

Offensichtlich gilt |\ - v||> = A\ - ||lv||%. Es folgt

Aol = (Aol AeKveV.

Schwarzsche Ungleichung: Sei < .,. > eine positiv definite, hermitesche
Sesquilinearform auf einem K-Vektorraum V. Fir alle v,w € V' gilt dann

| <wv,w>] < o] Jwl]

Gleichheit gilt genau dann, wenn v, w linear abhdngig sind.
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Beweis: Einerseits ist wegen der Definitheit

pos.

0 < < 4w, w+w>

Andererseits ist die rechte Seite wegen der Sesquilinearitat und der hermiteschen
Symmetrie A < v, \v +w > + < w,\v+w >

sesquiinear.|)\|2 cvv> +X <
- )
v,w >+ <w,v >+ <w,w >, also gleich

IMN2|Jv]|2 +2 - Re(A < w,v >) + |Jw]|? .

—<v,w>

TE Man erhalt

Sei v # 0 (im Fall v = 0 ist die Schwarzsche Ungleichung trivial). Wir speziali-
sieren dann \ und setzen \ =

< >2 < >
0 [<vw>| =0 <w,v > +|lwl|]?
ol = el
—[<vw> P+ flwlv]

o]

Wegen ||v||

> 0 folgt daraus | < v,w > |* < |[v]|?|w||*>. Dies beweist die
Schwarzsche Ungleichung durch Wurzelziehen.
Im Gleichheitsfall | < v,w > | = ||v|| - ||w]|| ist entweder v = 0 oder

_ —<v,w>
hat /\0 = ol?

<A+ w, v+ w >= Ao+ 2 Re(A < w,v >) + |Jw]||?

€ R als Nullstelle. Wegen Definitheit folgt daraus \gv+w = 0.
Somit sind v und w linear abhangig. Dies beweist den Zusatz.

Folgerungen:
n 2 n n
L. ;szz < ;’%‘2 > lyil?

i=1
2

< [If@)Pdt- [ |g(t)|at

2. | Fwgar
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Dreiecksungleichung: Sei < .,. > eine positiv definite hermitesche Ses-
quilinearform auf dem K -Vektorraum V. Fir die zugehérige Lingenfunktion
qilt

[ +wl < o]l +[lw] .

Beweis: Aus |Re(2)| = |z| < \/a? + y? = |z] fir z = x + iy aus C folgt

v+ w||® <v4w,v+w >

[]|* + 2Re(< w,v >) + [Jw]]®

[l +12 < w,v > | + [Jw]]?

Sch ngl. 9 9
[0]] + 2[w]|[[v]] + [wl]

(ol + llwl)®

IAZIA I

Die Dreiecksungleichung folgt durch Wurzelziehen, da die beiden duBeren Terme
v + w2 und (|[v]| + ||w]|])* nicht negativ sind.

U+ w

Geometrische Deutung: In der Ebenengeometie besitzt die Schwarzsche Unglei-
chung eine explizite Deutung! Dies ist der Spezialfall K = R und V = R? fiir
das standard Skalarprodukt < .,. > des R?. Es gilt dann nimlich

<v,w >

0s(@) = el

wobei o der Winkel zwischen den Vektoren v, w der Ebene R? ist. Die Schwarz-
sche Ungleichung ergibt sich in diesem Spezialfall aus der Tatsache, daB der
Cosinus nur Werte zwischen —1 und 1 annimmt.
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* Spinornorm
Fiir die symmetrische Matrix
S = diag(1,—1,.,—1)

vom Sylvestertyp (1,n—1) liegen g = —F und g = S in der orthogonalen Gruppe
Os(R,n), denn in beiden Fallen gilt ¢’Sg = S. Fiir beliebiges g € SOg(n,R)
ist damit auch ¢’ = Sg~'S in SOg(n,R).

g € Os(n,R) bedeutet ¢'Sg = S. Dies impliziert (¢’Sg);1 = Si1 oder mit

anderen Worten ()
n

(911)* = > (gu)*=1.

=2
Fiir ¢’ anstelle von g folgt analog ()

n

(91)* =D (ga)* =1.

=2

Insbesondere ist |g11] > 1 nicht Null und besitzt ein eindeutig bestimmtes Vor-
zeichen.

Definition: Fiir g € Og(n,R) sei SN(g) € {£1} das Vorzeichen von gi;.

Lemma: Die Abbildung SN : Og(n,R) — {£1} definiert einen surjektiven
Gruppenhomomorphismus.

Wegen N(—FE) = —1 fiihrt man den Beweis zuriick auf den Nachweis der fol-
genden Aussage: Fiir g,h € Og(n,R) mit g1 > 0, hy; > 0 gilt

(gh)11 = g11 - hin + Zgu ~hip >0 .

1=2

Dies folgert man aber leicht aus (), (*x) mittels der Schwarzschen Ungleichung

n n n
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51 Selbstadjungierte Abbildungen

Sei wieder K =R, C und < .,. > eine hermitesche Sesquilinearform.

Definition: Seien N und M Endomorphismen eines K-Vektorraums V. Wir
nennen N die zu M Adjungierte beziiglich der Bilinearform < .,. >, falls

< Mv,w>=<v,Nw > , Yo,weV
gilt. Wir benutzen in diesem Fall die Notation
N=M".

Bemerkung: Bei dieser Bezeichnungweise wird angenommen, daB die Form <
.,. > fest gewahlt ist. M* ist abhadngig von der Wahl der Form < .. >.

Lemma 1: Sei V = K" ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und
< .,. > eine nicht ausgeartete Sesquilinearform auf V. Dann besitzt jeder
Endomorphismus M :' V' — V eine eindeutig bestimmte Adjungierte M*. Es
qilt

(M) =M .

Beweis: Sei < v,w > = v'Hw. Da < .,. > nicht ausgeartet ist, ist H invertier-
bar. Wegen < Mv,w > = (Mv)'Hw = v!(M")Hw = o'H(H 'M'H)w = <
v, (H*M'H)w > ist das gesuchte M* gleich

M=H*' M'-H.
Offensichtlich ist M* eindeutig bestimmt und man zeigt leicht (M*)* = M.

Beispiel: Im Fall der Standardform < v, w >=v' - w gilt M* = M*.

Definition: Eine K-lineare Abbildung M : V — V heiBt selbstadjungiert
beziiglich der Sesquilinearform < ... >, falls gilt

M*=M
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beziehungsweise normal, falls gilt

M*-M = M- -M".

Beispiele: 1) Jede selbstadjungierte Abbildung ist normal.

2) Jede antiselbstadjungierte Abbildung M, d.h. M* = —M, ist normal.

3) Jeder Endomorphismus M (eines endlich dimensionalen K-Vektorraums) ist
die Summe zweier normaler Endomorphisen

M = M, + M,
mit M} = M und Mj = —M,. Setze My = 3(M+M*) und My = S(M—M").

4) M genau dann normal, wenn die beiden in Punkt 3) definierten Zerlegungs-
komponenten M; und M, miteinander kommutieren

Ml'MQZMQ'Ml.

5) Fiir K = Cist M genau dann selbstadjungiert, wenn ¢- M antiselbstadjungiert
ist.

Lemma 2: Sei < .,. > eine hermitesche Sesquilinearform auf einem K-
Vektorraum V und set M :'V — V' ein selbstadjungierter Endomorphismus.
Dann definiert

< M(v),w >

wieder eine hermitesche Sesquilinearform auf V. Insbesondere gilt fiir alle
veV
<M(),v>¢e R.

Beweis: Die Sesquilinearitat ist unmittelbar klar. Weiterhin gilt < M (w),v > =
< w, M*(v) > = < w,M(v) >, denn M ist selbstadjungiert. Andererseits gilt
<w,M)>= o(< M(v),w >). Also ist < M(.),. > hermitesch.
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Annahme: Fiir die folgenden Betrachtungen machen wir der Einfachheit halber
etwas scharfere Annahmen. Sei dazu V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum,
und < .,. > sei eine positiv definite hermitesche Sesquilinearform. Wie wir bereits
in § 49 Bemerkung 4) gezeigt haben, ist dann die Form < .,. > nicht ausgeartet.
Konkret gilt < v,w > = v'Huw fiir eine hermitesche Matrix H = H' mit
det(H) # 0.

Formenvergleich: Fiir selbstadjungierte Endomorphismen M : V' — V gilt nach
Definition M* = M. Zur Erinnerung: M* = H~' - M*- H (Lemma 1). Wegen
H = H! folgt daher aus M* = M die Hermitizitit der Matrix H; = H - M

Hf == H1 .
Die hermitesche Sesquilinearform < M (v),w > ist also gegeben durch
<M@),w>=v"-H-w , H=H-M=M"-H.

Sei nun allgemeiner < v,w >;= v'H,w eine beliebige hermitesche Sesquiline-
arform auf V. Dann gilt (H,)" = H,. Setzt man M = H™' - Hy, so ist M
selbstadjungiert beziiglich der Form < .,. > wegen

M*=H N HH)'H=H"H(H"YH=H"H =M.

Korollar: Sei V' ein endlich dimensionaler K -Vektorraum mit einer fixier-
ten positiv definiten hermiteschen Sesquilinearform < .,. >. Dann entspre-
chen die hermiteschen Sesquilinearformen < ... >1 auf V eineindeutig den
beziiglich < .,. > selbstadjungierten Endomorphismen M 'V — V vermdge
der Zuordnung

<v,w > =< M(w),w> .

Bemerkung: Sind X, Y antiselbstadjungierte Endomorphismen X* = — X Y* =
—Y. Dann ist offensichtlich (!) auch der Kommutator

X,Y]=X Y-V X

wieder antiselbstadjungiert. In der Physik spielen Orts- und Impulsoperatoren
eine Rolle. Fiir diese gilt die Kommutatorrelation

[X,Y] =2mi-h-idy .
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Fiir Zustinde v € V mit ||v| = 1 beobachtet man die (quadratischen) Er-
wartungswerte || Xv|| und |[Yv|| von Ort und Impuls. In obiger Situation gilt
dann als formale Anwendung der Schwarzschen Ungleichung die sogenannte
Heisenbergsche Unscharferelation.

m-ho < [ Xof - [Yofl -

Beweis: 27/ = | < v,2mih-v > | =] <0, (XY =Y X)o > |=| < —-Xv,Yv >
+ <Yv,Xv>| < 2| Xv|-|Yv|| wegen der Schwarzschen Ungleichung und
der Dreiecksungleichung.
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52 Der Spektralsatz

Sei K entweder R oder C.

Satz: Sei V' ein endlicher K-Vektorraum, < , > eine positiv definite her-
mitesche Sesquilinearform auf V', sowie ¢ € Endg (V') ein selbstadjungierter
Endomorphismus beziiglich der Form < , > . Unter dieser Vorausetzung
existiert eine Orthonormalbasis b, ..., b, des Vektorraums V

welche aus Figenvektoren von ¢ besteht

mit reellen Figenwerten

M= > >N,

Korollar: Jede reelle symmetrische Matriz M € M, ,(R) (jede hermitesche
komplexe Matriz in M, ,,(C)) hat n reelle Figenwerte. Das charakteristische
Polynom zerfdllt in ein Produkt reeller Linearfaktoren

i=1

Das letzte Korollar folgt, indem man V' = R" beziehungsweise C™ setzt und fiir
<, > die Standardpaarung wahlt

n
t —
<my>=ay=> Ty
=1

Die M zugeordnete Abbildung ist dann beziiglich < , > selbstadjungiert, und
das Korollar folgt unmittelbar aus dem obigen Satz.
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53 Hauptachsentransformation

Satz 1: Sei S =5 € M, ,(R) eine symmetrische Matriz. Dann existiert
eine orthogonale Matriz T € O(n,R), so dafs gilt

A 0
TST™ = , T'"T =TT =F
0 An

fir Ay > ... >\, aus R. Die Zahlen \; sind die Figenwerte der Matriz S.

Zusatz: Wegen T' =T7! fir T € O(n,R) kann man auch schreiben
TST =TST = Diag(\, ..., \n) .

Insbesondere ist S definit dann und nur dann, wenn gilt \, > 0.

Beweis: Eine symmetrische Matrix S'ist selbstadjungiert beziiglich der Standard-
form <, > des R™. Der Spektralsatz fiir die Standardform < .,. > zeigt, daB
somit eine Orthogonalbasis by, ..., b, des R™ existiert, welche aus Eigenvektoren
von S besteht

S-b; =\ - b

Sei ey, ..., e, die Standardbasis des R™ und T die eindeutig bestimmte lineare
Basiswechsel Abbildung mit

T_l(ei) :bz 1= 1,...,n .

Dann gilt TST~!(e;) = \; - ¢; fiir alle i = 1, ..., n. In Matrixsprechweise
A 0
TST™' =
0 An
Zu zeigen ist, daB 7! (und damit auch T') orthogonal sind:

<T W, T 'w>=<vw> Yo, w.
Dazu geniigt wegen der Aquivalenz (iii) < (ii) aus §45 etwas schwicher

< T_1(€i),T_1(€j) > =<¢,e >= 5ij Vi,7=1,..,n.
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Dies ist aber klar nach Definition von T" wegen
< T_1(€7;),T_1(€j) > =< bi, bj >= 5ij
da nach dem Spektralsatz die b; eine Orthonormalbasis bilden < b;,b; > = ¢;;.

Dies beweist den Satz.

Eine geometrische Deutung: Die Matrix 7! fiihrt die orthonormale Standard-
basis €1, ..., €, in die orthonormale Basis by, ..., b, tber. Daher sind 7" und T-!
orthogonale Matrizen. (Siehe §45 die Aquivalenz von (i)-(iii).)

Der Name Hauptachsentransformation erklart sich wie folgt:

Sei E der Kegelschnitt

€
{r=1|": |- Sz =1}
mn
und E# der Kegelschnitt
x
{r=1|": | 2’ - Diag(Ay, ..., \n) - = 1}
Ty

Dann gilt T(E) = E# bezw. E = M (E#), denn

reEY & 2/ Diag(\, ..., \) z=1
& x-M-S-M-x=1
& (Mzx) -S-(Mz)=1
& Mz e E
wegen M~1SM = Diag(\y, ..., \,) ist fir M =T~' € O(n,R).
Die Winkel und Langen erhaltende orthogonale Abbildung 7" : R — R" bildet
also den Kegelschnitt E bijektiv auf den Kegelschnitt E# ab und umgekehrt.

Wahrend sich E in schiefer Lage befindet
Suxf + 25122129 + -+ + 25 n—1Tn-1Tn + Smmi =1,
liegt der Kegelschnitt E# achsenparallel und ist gegeben durch die Gleichung
Alx%---%— )\nxi = 1.
Im definiten Fall Ay, .., \,, > 0 ist dies die Gleichung eines Ellipsoids im R".
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Beispiel: Fir S := <_1 3 ) ist M = 7 (1 1 )

Die Drehung M um 45° liefert E# : 422 4 2y2 = 1:

E#

e

Hierbei ist E die Ellipse 322 — 22y + 3y?> = 1. Die Hauptachsen haben die

Langen \/A7" = 5 und \/A;' = 5. Esgilt Ay =4 und Ay = 2. E# geht durch
Achsenstreckung aus der Sphare >~ z? = 1 hervor.



53. HAUPTACHSENTRANSFORMATION 157

Der Vollstandigkeit halber formulieren wir Varianten des obigen Satzes. Die
Beweise sind Modifikationen des obigen Argumentes und bleiben dem Leser
iiberlassen.

Satz 2: Sei H = H' € M, ,(C) eine hermitesche Matriz. Dann existiert
eine sogenannte unitire Transformation T =T~ € Gl(n,C), so daf gilt

T-H-T'=T-H-T"= Diag(\1, ..., \n)

mit reellen Zahlen \y > ... > \,. Die Zahlen \; sind die Figenwerte der
Matriz H. Schlieflich ist H positiv definit genau dann wenn gilt A, > 0.

Eine weitere Verfeinerung dieses Satzes (mit Ausnahme der Definitheitsaussage)
zeigt, daB es ausreicht H normal anzunehmen, d.h. H-H' = H'- H. In der Tat
fiilhrt man diese Verscharfung durch einen Trick auf den obigen Satz 2 zuriick.
Man zerlegt dazu die normale Matrix H in eine Summe H = H; + i - Hy mit
kommutierenden hermiteschen Matrizen H; und H,. Siehe Beispiel 4) und 5)
von §51. Man diagonalisiert dann zuerst H; durch einen unitaren Basiswechsel
(Satz 2). Da Hy mit H; kommutiert, bildet H, die Eigenraume von H; auf sich
ab. Wendet man den obigen Satz dann fiir die Einschrankungen von H, auf die
Eigenraume von H; an, erhdlt man die gewiinschte Verallgemeinerung.

Hermitesche Sylvestertypen: Zum AbschluB betrachten wir die Frage, wann zwei
hermitesche Matrizen H; und H, aus Gl(n,C) durch eine Matrix M € Gl(n,C)
via H; = M - Hy - M" ineinander iibergefiihrt werden konnen. Satz 2 zeigt,
daB H = H' € Gl(n,C) bereits mittels einer unitaren Matrix M in die reelle
Diagonalmatrix Diag(A4, ..., \,,) tbergefiihrt werden kann. Fiir allgemeine M €
Gl(n,C) kann dann sogar

M-H-M'" = Diag(1,1,...,1,—1,-1,...,—1)

erreicht werden. Somit ist der Sylvestertyp der hermiteschen Matrix H gegeben
durch die Zahl der Eintrage +1 resp. —1, also durch die Zahl der positiven
respektive negativen Eigenwerte \; der Matrix H. Wie im Paragraph §46 zeigt
man dann

Satz 3: Zwei hermitesche invertierbare Matrizen Hy und Hs lassen sich
genau dann durch eine Matriv M € Gl(n,C) mittels Hy = M - Hy - M*
ineinander tberfiihren, wenn die hermiteschen Sylvestertypen der Matrizen
H, und Hy tberereinstimmen.
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54 Beweis des Spektralsatzes

In diesem Abschnitt seien folgende Daten fixiert
e Ein K-Vektorraum V' der Dimension n fiir K = R oder C.
e Eine positiv definite hermitesche Sesquilinearform < .,. > auf V.

e Ein beziiglich < v,w > selbstadjungierter Endomorphismus ¢ : V. — V
mit hermitescher Sesquilinearform < v, w >; = < M (v),w >.

Die Hilfsfunktion f: Zum Beweis des Spektralsatzes betrachten wir die folgende
reellwertige Hilfsfunktion

f:V\{0} — R
definiert durch (siehe §49 Lemma 1)

< M(v),v >
<v,v>

Da < .,. > definit ist, wird der Nenner auf dem Definitionsbereich nie Null. Da
Zihler und Nenner von f(v) sesquilinear sind, folgt auBerdem

fA-v) = f(v) , AeK".

Die Funktion f(v) ist somit konstant auf den Geraden durch Null!

Eigenvektoren: Sei A ein Eigenwert von M zum Eigenvektor vy # 0 aus V. Dann

gilt
< M@),v> <Xwvv>

<v,v > <v,v >

=\.

f(vo)
Weil f reellwertig ist, ist somit insbesondere auch der Eigenwert A = X reell.

Folgerung: Alle Eigenwerte \ von M sind reell.
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Der Beweis des Spektralsatz benutzt die folgenden drei Aussagen.

1) Die Funktion f(v) nimmt in einem Punkt vy € V' \ {0} ihr Maximum an.

2) Jeder solche Extremwert vy € V' \ {0} von f(v) ist ein Eigenvektor des
selbstadjungierten Endomorphismus M mit dem Eigenwert A = f(vy).

3) Fiir vy wie in Punkt 2) gibt es eine direkte Zerlegung
V=K v® voL ,

wobei M die Unterrdume Kuvg und vy jeweils in sich abbildet.

Wir nehmen an 1) und 2) wiren bereits gezeigt. Wir zeigen dann 3):

Die direkte Summenzerlegung von V' wird genau so gezeigt wie das Lemma von
Paragraph §44. Wir kénnen dabei vy so normieren, daBB < vy, vg > =1 gilt.

Nach 2) ist vy ein Eigenvektor. Somit gilt M (K -vy) C K -vy. Aus
<M@),vg>=<v,M*(vg) >=<v,M(vp) >=A<v,00>=0 , v€uvr
folgt M (vy) C vi. Dies beweist Aussage 3).

Der K-Vektorraum W = vy hat kleinere Dimension als V. Die Einschrinkung
von < .,. > auf den Unterraum W ist wieder eine positiv definite hermitesche
Sesquilinearform. Die Einschrankung des Endomorphismus M auf W ist wegen
3) erklart (und wieder selbstadjungiert). Per Induktion gilt dann der Spektralsatz
auf W und liefert dort die gesuchte Orthonormalbasis bs, .., b,,. Ergdnzt man um
by = v erhdlt man die gesuchte Orthogonalbasis des Spetralsatzes auf V. Dies
zeigt den Spektralsatz.

Zum Beweis verbleibt es die Eigenschaften 1) und 2) zu verifizieren: Wir begin-
nen mit Eigenschaft 2).

Sei vg # 0 aus V' ein Extremalpunkt von f, in dem das Maximum angenommen
wird. Fiir einen beliebigen Richtungsvektor v # 0 aus V ist dann ¢ — g¢(t) =
f(vg+t-v) eine reellwertige Funktion des Parameters ¢ € R. Es gibt ein offenes
Intervall (—¢, €) in R um Null, derart daB vo+t-v fiir [¢t| < e im Definitionsbereich
V'\ {0} der Funktion f liegt!
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Als Funktion von t hat g(t) = f(vg+t-v) ein Maximum bei ¢ = 0. Andererseits

Ist
t? < Mv,v > +2tRe(< Mv,vy > + < Muvg, vy >

12 <wv,v > +2tRe(< v,v9 > + < vy, Vg >

g(t) =

als Quotient quadratischer Polynome in ¢ differenzierbar im Intervall (—¢,¢).
Somit ist die folgende Ableitung im Punkt ¢ = 0 gleich Null

d 2Re(< Mv,vg >) < vg,v9 > — < Muv, vy > 2Re(< v, vy >)

o)y =
dtg( )|t70 < Vg, Vo >2

Dies liefert die Gleichung
Re(< Mv,vg >) < vg,v9 > = < Muvg,vg > Re(< v,v9 >)

oder wegen < vg,v9 >= 1 und M = M* die Gleichung

< MU(), Vo >
Re(< v, M(vg) —Xg-v9>)=0 , =—-—"7—"+.
( ( 0> 070 ) 0 < Vg, Vg >
Die Form < ... > ist nach Annahme nicht ausgeartet. Da v # 0 beliebig gewahlt
werden kann (ersetze insbesondere v durch i - v im Fall K = C), impliziert dies
die gewiinschte Eigenwertgleichung

M(’UQ) = )\0 Vo -
Dies zeigt die Behauptung 2).

Bemerkung: Der so konstruierte Eigenwert \g ist der maximale Eigenwert
von M.

Es verbleibt der Beweis von Aussage 1):

Wir bendtigen folgende Fakten aus der Analysis mehrerer Verdanderlicher

(I) Eine stetige Funktion nimmt auf einer abgeschlossenen, beschrankten Teil-
menge X von R™ ihr Maximum an.

(I1) Polynome auf R™ sind stetig und Quotienten stetiger Funktionen sind ste-
tig, falls der Nenner keine Nullstellen besitzt.

(I) Ist A : R™ — R eine stetige Funktion, dann ist X = {v € R" | h(v) = 1}
abgeschlossen in R".
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Zur Erinnerung: Eine Teilmenge des R™ heiBt beschrdnkt, wenn sie in einem
Quader []'_,[—R, R] fiir ein geeignetes R € R enthalten ist. Eine Teilmenge
A C R" heiBt (unter Grenzwertbildung) abgeschlossen, wenn fiir jede (kompo-
nentenweise) in R™ konvergente Folge v, € A der Grenzwert v € R™ in A liegt.
Eine Funktion f : U — R auf einer Teilmenge U heiBt stetig, wenn f stetig in

allen Punkten v von U ist. f heiBt stetig im Punkt v € U wenn gilt

Ve>030>0 |lw—v||<dwelU=|flw)—fv)]<e.
(Hierbei ist ||.|| irgend eine Norm auf R™).

Um obige Satze der Analysis anwenden zu konnen, identifizieren wir V' mit R"”
(bzw. R*" im komplexen Fall). Dann ist

X ={veV]| <vuo>=1}

beschrankt und abgeschlossen (nach Ill). Wir begriinden dies wie folgt

Zur Beschrankheit: Sei der Einfachheit halber < ., . > die sesquilineare Standard-
form auf K™. Dann wahlen wir eine Orthonormalbasis eq, ..., e, von <, > auf V'

(846) und identifizieren jeden Vektor v = > x;e; aus V' mit dem Spaltenvektor
=1
L1

im R"™. Beziiglich dieser Basiswahl ist
Tn

X ={veV| <vv>=1} = {veR"| ) |z =1}
i=1
offensichtlich im Quader {v € R™ | |z;] < 1 ¢ = 1,...,n} enthalten, also

beschrankt. X ist Urbild von {1} unter der stetigen Abbildung (Analysisbox II)

L1
h([ 2 ]) = o]+ + |z
Tn

Also ist X abgeschlossen (Analysisbox IlI).

Aus (1) folgt die Stetigkeit von f(v) auf X. Aus Aussage (I) folgt dann, daB
die Funktion f(v) auf X ihr Maximum in einem Punkt vy € X annimmt. Wir
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behaupten, daB f(vy) das Maximum der Hilfsfunktion f(v) auf dem ganzen
Definitionsbereich V' \ {0} ist. Benutze dazu, daB f konstant auf Geraden in
V ist. Dies zeigt die Behauptung 1). Damit ist der Spektralsatz gezeigt —
zumindestens im Fall wo < .,. > die sesquilineare Standardform auf K™ ist.

Dieser Spezialfall des Spektralsatzes geniigt um den Hauptachsentransformation
zu beweisen. Siehe Satz 2 des letzten Paragraphen.

Durch Hauptachsentransformation von H (siehe letzter Paragraph) zeigt man
dann, daB fiir beliebige definite hermitesche Sesquilinearformen < v, w >= v'Hw
der Ellipsoid E aller Punkte v € K™ mit < v,v > < 1 beschrankt in K" ist. Bis
auf eine orthogonale resp. unitare Transformation — welche beschrankte Mengen
in beschrankte Mengen (iberfiihrt! — handelt es sich namlich um die gestauchte
Einheitssphiare E#. Diese ist offensichtlich beschrankt.

Dieses Argument schlieBt die noch verbliebene Liicke des Arguments im Fall
beliebiger positiv definiter hermitescher Sesquilinearformen auf V. Damit ist der
Spektralsatz in voller Allgemeinheit gezeigt.
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55 Hermitesche Matrizen und Lorentzgruppe

Punkte v = (t,x,y, z) des reellen Vektorraums R* entsprechen Ereignissen in
der Raum-Zeit. In der speziellen Relativitatstheorie spielen dann lineare Koordi-
natenwechsel der Raum-Zeit eine Rolle, welche die indefinite quadratische Form

qv) =t* —a2® —y* = 2

festlassen. Die dadurch definierte Lorentzgruppe ist die orthogonale Gruppe der
quadratischen Form S = diag(1,—1,—1,—1). Die Untergruppe der speziellen
orthogonalen Transformationen nennt man die eigentliche Lorentzgruppe L.

Bewegungen ohne Beschleunigung entsprechen Geraden im R*. Vom Nullpunkt
ausgehende Bewegungen liegen aus physikalischen Griinden im positiven Licht-
kegel P aller Punkte v mit Koordinaten ¢t > 0 und

> =2+t + 27

Die Geschwindigkeit der Bewegung — namlich die Steigung (3, = r/t der zu-
gehorigen Gerade — ist hier namlich kleiner als 1 (Lichtgeschwindigkeit). Analog
hat man den riickwertigen Lichtkegel A" = —P. Der eigentliche Lichtkegel C ist
die Menge der Punkte v € R* mit q(v) = 0. Die verbleibenden Punkte bilden
eine Teilmenge Z des Vektorraums R*.

Die vom Basisvektor o, = (1,0,0,0) aufgespannte Gerade beschreibt einen im
Ursprung ruhenden ‘Bewegung' der Geschwindigkeit Null. Das Orthokomplement
o des Vektors o; beziiglich der Form S ist der dreidimensionale Euklidsche
Raum H" = RR®, welcher von den drei verbleidenden Basisvektoren o, 0,0,
aufgespannt wird. Sei darin HY der von o, 0, aufgespannte Teilraum.

Die Abbildungen der (eigentlichen) Lorentzgruppe erhalten die quadratische Form
q und bilden daher die Teilmengen P U —P sowie C und Z jeweils bijektiv auf
sich ab. Zum Beispiel vertauscht die Raum-Zeit Spiegelung v — —uv (eine
Element der eigentlichen Lorentzgruppe) die Kegel P und N/ = —P. Ordnet
man jeder eigentlichen Lorentzsubstitution ein Vorzeichen +1 zu, je nach dem
ob P und —P vertauscht werden oder nicht, so definiert dies einen surjektiven
Gruppenhomomorphismus SN : £ — {41}, die sogenannte Spinornorm SN
(siehe Appendix §50) mit Kern £° (dem Spinorkern). Offensichtlich gilt £ =
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L0U —L° Wir wollen zeigen, daB die Gruppe £° im wesentlichen die Gruppe
SI(2,C) ist. Genauer gesagt gilt

Satz: Es gilt L = L£°U —L° und es gibt einen surjektiven Homorphismus
von Gruppen

7 SI(2,C) — L°,
dessen Kern die Untergruppe der Matrizen {£E} von SI(2,C) ist.

Bemerkung: 7 definiert also eine zweiblattrige Uberlagerung von £°!

Zum Beweis identifizieren wir den R* mit dem R-Vektorraum H der hermitesch
komplexen 2 x 2-Matrizen H = H' € M5 (C) vermoge der Zuordnung von
Basisvektoren

(10 (1 0 (01 (0
¢ 0 1) % 0 —1) % 1 0) 7 i 0)

Mit anderen Worten der Vektor v = (¢, z, y, z) entspricht der hermiteschen kom-

plexen Matrix
H:(t+; x+@)'
rT—1y t—=z

Jede hermitesche Matrix H 1aBt sich eindeutig auf diese Weise schreiben. In
der Sprache der hermiteschen Matrizen ist die quadratische Form ¢ durch die
Determinante der Matrix H

det(H) = 1* — x* —y* — 2*
gegeben.

Der Lichtkegel C beschreibt also die Matrizen H € H der Determinante Null.
Die Zerlegung des Komplements H\C in die Teilmengen P, Z, N wird dann
jeweils durch den hermiteschen Sylvestertyp der invertierbaren Matrix H € H\C
beschrieben. In Termen der Eigenwerte A\ > Ay der hermiteschen Matrix H,
welche durch A5 = ¢ + r gegeben sind, bedeutet H € P,Z, N jeweils Ay > 0
resp. Ay > 0 > Ay resp. 0 > \;. Siehe dazu §53.
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Weiterhin ist H € H® (d.h. H liegt im ‘Raum’ R®) gleichbedeutend mit
Spur(H) =0und H € H" (d.h. H liegt in der zy-Ebene) gleichbedeutend mit
dem Verschwinden der Diagonale von H.

Konstruktion von w: Fiir komplexe Matrizen M € GI(2,C) definieren wir

a(M): H— MHM' | He™MH.
Offensichtlich ist 7(M) eine R-lineare Abbildung
T(M):H—H.

Es gilt 7(M; - My) = w(M;)on(Msy) und m(E) = idy. Somit ist 7 ein Gruppen-
homomorphismus. Insbesondere ist (M ') die Umkehrabbildung von m(M).

Wegen det(M HM?') = |det(M)|*-det(H) ist somit (M) fiir M € SI(2,C) eine
orthogonale Abbildung von H beziiglich der quadratischen Form ¢(.) = det(.).
w(M) liegt dann bereits in der eigentlichen Lorentzgruppe. Es geniigt dies fiir
Erzeuger von Si(2,C) — etwa Elementarmatrizen — zu zeigen. Die Abbildung
7 : Sl(2,C) — LY ist damit konstruiert. Offensichtlich ldsst 7(M) den Vektor
o, € H genau dann fest, wenn M unitar ist: MM' = E.

Zum Beweis des Satzes: Wir iiberlassen es dem Leser Kern(m) = {£E} zu
zeigen. Wir skizzieren aber die Surjektivitat der Abbildung 7 : SI(2,C) — L°.
Benutze

a) Fir H € P mit det(H) = 1 existiert M € SI(2,C) mit MHM'" = E.

b) Fiir H € H° mit det(H) = —1 existiert eine unitidre Matrix M € SI(2,C)
mit MHM" = diag(1,—1).

Beide Aussagen folgen unmittelbar aus dem Spektralsatz fiir hermitesche Ope-
ratoren (Satz 2 und Satz 3 aus §53). Dies zu zeigen iiberlassen wir wieder dem
Leser.

Surjektivitit von m: Sei g eine Substitution aus £°. Diese bildet o, € P auf eine
Matrix H aus P ab. Es gilt det(H) = det(o;), denn g erhdlt die quadratische
Form ¢(.) = det(.). Wegen a) kann g durch ein m(M) € L£° so modifiziert
werden, daB H = FE gilt. Das heiBt obdA kann daher zum Beweis im folgenden
g(o) = oy angenommen werden.
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Im Fall g(0;) = o, definiert g eine spezielle orthogonale Abbildung des Ortho-
komplements o = HY, also ein Element der Drehgruppe SO(3,R).

Sei nun H € H° das Bild von 0. € H° unter g. Dann gilt det(H) = det(0,) =
—1. Nach b) kann ¢ durch ein w(M) (M unitdr, det(M) = 1) modifiziert
werden, so daB auch gilt g(0,) = 0,. Damit ist g obdA eine spezielle orthogonale
Abbildung der z,y-Ebene, also eine Drehung. Man zeigt aber leicht, daB jede
Drehung der x, y-Ebene durch eine Substitution

w 0

r(M) M:<O w)eSl(z,C)

mit einer geeigneten komplexen Zahl w € C* vom Betrag ww = 1 realisiert wird.
Daraus |3Bt sich ein beliebiges ¢ € £ als Produkt von drei Substitutionen aus
Bild(r) schreiben. Da Bild(w) eine Gruppe ist, folgt £L° C Bild(w). Somit ist
7 ist surjektiv.

Der eben skizzierte Beweis zeigt zugleich

Korollar: Die Einschrinkung von m auf SU(2,C) C Sl(2,C) definiert einen
surjektiven Gruppenhomomorphismus

71 SU(2,C) — SO(3,R)

von der Gruppe SU(2,C) der unitdren komplexen 2 x 2-Matrizen mit Deter-
minante 1 auf die dreidimensionale spezielle orthogonale Gruppe SO(3,R)
mit Kern(r) = {+FE}.



Ringe und Moduln
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56 Grundlegende Begriffe

Definition: Ein Ring (R, +, ) ist eine abelsche Gruppe beziiglich + und besitzt
eine Multiplikationsabbildung R x R — R, so daB gilt:

(1) (r-s)-t = r-(s-t) Vr,s,t € R
(II) (r+s)-t = r-t+s-t Vr,s,t € R
(IIT) r-(s+t) = r-s+r-t Vr,s,t € R

Wir fordern zusatzlich die Existenz eines neutralen Elements 1 = 15 mit der
Eigenschaft

(1V) r-l=r=1-r Vr€R.

Aus der geforderten Eigenschaft folgt sofort die Eindeutigkeit dieses neutralen
Elementes 1. Wir fordern aber nicht 0 # 1.

Achtung: Im Allgemeinen gilt 7 - s # s - 7.

Ein Ring R heiBt kommutativ, falls r-s=s-1r Vr,s € R.

Beispiel:
1) Jeder Korper ist ein Ring.
2) R:=Z ist ein Ring.

Allgemein ist jede beziiglich der Multiplikation abgeschlossene additive Un-
tergruppe eines Korpers ein Ring.

3) R := M, ,(K) mit Matrizenaddition und Matrizenmultiplikation ist ein
Ring.

4) Ist R ein Ring, dann ist auch M, ,,(R) ein Ring beziiglich der Matrizenad-
dition und Matrizenmultiplikation.

5) R := {0} ist ein Ring.
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Polynomringe: Ein wichtiges Beispiel sind die sogenannten Polynomringe.
Sei R ein gegebener Ring. Dann setzen wir

R[X] :={(ag,a1,...) | a; € RVi e Ny, fast alle a; = 0}.

Anstelle von (ag, ay, ...) schreiben wir auch

Zale

i>0
Die Addition zweier Elemente ist definiert durch
(ag,as,...) + (bo, b1, ...) := (ag + bo, a; + by, ...).
Die Multiplikation zweier Elemente ist definiert durch

(CLQ,CLl, ) . (bo,bl, ) = (CLO . bo,CLO : b1 +as - bg, ) = (Co,Cl, ),

n
wobei ¢, := > a;b,_;.
i=0

Lemma 1: R[X] ist mit + und - ein Ring.

Beweis: Ubungsaufgabe

Definition: Ein Ringhomomorphismus ¢ : T — S zwischen zwei Ringen R
und S ist eine Abbildung mit den Eigenschaften

p(ri+mre) = w(r1) +¢(r2)
p(ri-ra) = w(r1) - p(ra)
¢(1r) = lg

Definition: Die Einheiten R* eines Ringes R sind die Elemente » € R mit der
Eigenschaft:
re R < dse Rmits-r=1=r-s.
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Beispiel:

1) Sei R = K ein Korper. K* = K \ {0}.

)
2) R Zr = {1,-1}
)

3) Sei R = K[X] der Polynomring iiber einem Korper. R* = {(ayo,0,0,...) | ag €
K*}

4) R=M,,.(K) R'=Gl(nK)

Lemma 2: R* ist eine Gruppe beziiglich Multiplikation (die Einheitengrupppe).

Beweis: 1 € R* wegen 1-1 = 1.

Nach Definition hat jedes Element r; € R* ein zugehoriges Element s;— € R mit
s;-r;=1=mr;-s;. Esfolgt ri,r0 € R* = r =1 -1y € R*. Setze s := 59 - 1.
Dann folgt

s-r=(S3-81)-(r1 7)) =82-(s51-71) To=59-1-Tg=59-19=1

r-s=(ry-ry)-(sg-81)=r1-(ra-s9)-s9=r1-1-89=r1-59=1

Firr € R* mits-r =1 =1r-s ist somit auch s € R*. s ist inverses Element
von R in R*.
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57 R-Moduln

Definition: Sei R ein Ring. Ein R-Modul ist eine abelsche Gruppe (M, +)
versehen mit einer zusatzlichen skalaren Multiplikation

RxM — M

(r,m) +— 71-m=rm,

so daB fiir alle m,my, my € M, r,s € R gilt:

(1) (r-s)-m = r-(s-m)
(II) (r+s)-m = r-m+s-m
(III) r-(mi+mg) = r-mi+7r-my
(V) 1-m = m.

Es handelt sich hier um R-Linksmoduln, da die skalare Multiplikation links erfolgt.

Beispiel:

1) Ist R = K ein Korper, dann sind per Definition R-Moduln dasselbe wie
K—-Vektorraume.

2) Der freie Modul R" vom Rang n :

R" :={(r1,....;rn) | i € R} mit

(71, ey ) + (77, 1) (r1 47y, eyt +10)

e (r1, ) = (r-ry,..,rery)

Eine R-lineare Abbildung ¢ : M — N zwischen zwei R-Moduln M, N ist eine
Abbildung mit der Eigenschaft

@(rimi +rama) = rip(ma) + rap(ms).
Die Menge aller solcher R-linearen Abbildungen sei Homp(M, N).

Bemerkung: Ist speziell R ein kommutativer Ring dann, dann definiert Hompg(M, N)
beziiglich der nachfolgende definierten punktweisen Addition und Skalarmultipli-
kation wieder einen R-Modul

(re + s1)(m) := ro(m) + s(m) -
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Sind namlich ¢, R-linear, dann ist auch die so definierte Abbildung rp + st
wieder R-linear. Dies benutzt die Kommutativitat des Rings R

(ro 4+ s¥)(rimy + roms) = rp(rimy + roms) + s(rymy + roms)
= rrip(my) + 1rap(me) + srip(my) + srarp(me) = a.

Die zweite Gleichheit folgt aus v, € Hompgr(M, N). Wir hatten gerne

(ro+ st)(rimy +ramse) = ri(re + s)(my) + ro(re + s)(ms)
= ri(re(ma) + st(mi)) + ra(re(me) + sy (ms))

1D rire(my) + ris(my) + rarp(ms) + rosi(msy) = b.

Die Behauptung a = b folgt, da R kommutativ angenommen worden war. Fiir
nicht kommutatives R ist im allgemeinen Hompg(M, N) kein R-Modul.

Bemerkung: Folgende Eigenschaften und Definitionen lassen sich unmittelbar
vom Vektorraumfall (R = K ein Koérper) auf den Fall beliebiger R-Moduln
iibertragen:

1) Die Komposition R-linearer Abbildungen ist R-linear.

2) Sei M ein R-Modul. Ein R-Untermodul N C M ist eine abelsche Unter-
gruppe von (M, +) mit

r-NeN Vne N, VreR.

Insbesondere ist jeder Untermodul ein R-Modul.

3) Kern und Bild jeder R-linearen Abbildung ¢ : M — N sind R-Untermoduln
(und somit insbesondere R-Moduln) von M resp. N. Hierbei ist wie bisher

Kern(p) ={m € M | p(m) =0}

und
Bild(p) = {p(m) | m € M}.

4) Eine R-lineare Abbildung ¢ heiBt Isomorphismus (von R-Moduln), falls sie
¢ bijektiv ist.

5) Eine R-lineare Abbildung ¢ ist injektiv genau dann wenn gilt Kern(¢) = 0.
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6) Sei p: M — N ein Isomorphismus von R-Moduln, dann ist auch ¢! ein
Isomorphismus, d.h. ¢! ist automatisch wieder R-linear.

Quotientenmoduln: Sei M ein R-Modul und N C M ein R-Untermodul. Unter
einen Quotienten R-Modul von N C M verstehen wir ein Paar, bestehend aus
einem R-Modul M /N zusammen mit einer R-linearen Abbildung

m: M — M/N
mit folgenden Eigenschaften
(1)  ist surjektiv.
(2) Kern(m) =N

Existenz von Quotienten: Die Existenz eines solchen Quotientenmoduls zeigt
man wie im Fall der Vektorraume in §15.

Setze hierzu M/N = {[m] | m € M}. Hierbei sei
ml=m+N={m+n|neN} C M.
Dann gilt fiir beliebige m, m’ € M :

0  oder

M/N ist die Menge aller ‘Parallelen’ [m] von N in M. Die R-Modulstruktur auf
M/N wird erklart durch

r[m] + s[m'] := [rm + sm/].

Dies ist wohldefiniert! Definiere dann die Abbildung 7 : M — M/N durch

Per Konstruktion von M/N ist diese Abbildung 7 surjektiv und R-linear.
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58 Exakte Sequenzen und Komplexe

Eine Sequenz von R-linearen Abbildungen
L KV I RO D g D g2

von R-Moduln K* (i € Z) heiBt ein Komplex von R-Moduln, falls fiir alle
Indices 7 € Z gilt d; 1 - d; = 0, d.h.

Definition: Eine Sequenz von R-linearen Abbildungen
K 5 K 2 K"

von R-Moduln heiBt exakt (an der Stelle K'), wenn gilt

Bild(y) = Kern(1).

Insbesondere gilt dann ¢ o ¢ = 0.
Definition: Ein Komplex heiBt exakt, falls er an jeder Stelle exakt ist, d.h.

wenn gilt:

Ein Synonym fiir exakte Komplexe ist der Begriff lange exakte Sequenz.

Eine kurze, exakte Sequenz von R-Moduln ist gegeben durch:

0— K' -5 K2 K7 — 0,

wobei ¢, 1) R-lineare Abbildungen von R-Moduln K’, K, K" sind, so daB Exakt-
heit an den drei Stellen K’, K, K" vorliegt.
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Einige Erlduterungen zum Begriff der kurzen exakten Sequenz:

1) Eine Sequenz

0— L5 1
ist exakt bei L genau dann, wenn ¢ injektiv ist, d.h. falls Kern(y) = 0.

Beweis: Exaktheit bei L <= (Bild(0) = 0 = Kern(p)) <=
(Kern(p) = 0).

2) Eine Sequenz
L L—0
ist exakt bei L genau dann, wenn 1) surjektiv ist, d.h. falls Bild(v)) = L.

Beweis: Exaktheit bei L <= (Bild(y) = Kern(0) = L) <=
(Bild(¥)) = L).

3) Die Sequenz
L' —0—K

ist immer exakt.

Beweis: trivial.

Behauptung: Gegeben sei eine Surjektion
VW,
wobei ¢ R-linear und V, W R-Moduln sind. Dann ist offensichtlich
O—>K€7“n(gp)<L>V—ﬂ»W—>0
kurz exakt wegen Bild(i) = Kern(y) und der Injektivitat der Inklusion i.
Behauptung: Gegeben sei eine Injektion
Uw,
wobei ¢ R-linear und U, W R-Moduln sind. Dann ist offensichtlich
0— U2 W " W/p(U) — 0
kurz exakt wegen Kern(m) = ¢(U) = Bild(U) und der Surjektivitat von 7.
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59 Ein Fortsetzungssatz

Satz: Gegeben seien exakte Sequenzen von R-Moduln

0 M M —% 0

R AR

d

v

0 N’ N N”" 0
sowie R-lineare Abbildungen ¢,1, so dafi das linke Quadrat des Diagramms
kommutativ ist. Dann ezistiert eine eindeutiq bestimmte R-lineare Abbildung

T:M"— N",

welche das rechte Quadrat kommutativ macht.
Beweis: Als Ansatz fiir die gesuchte Abbildung 7 nehmen wir
d I
mr——-—=m
L
i v
(m)——7(m")
das heiBt wir nehmen irgendein Urbild m von m” — also d(m) = m”; ein solches
m existiert, da M L M” — 0 exakt ist, somit d surjektiv — und setzen dann

7(m") = d(y(m)) = (d o ¥)(m) .

Um zu zeigen, daB 7 R-linear ist, muB man zuerst zeigen, daB 7 nicht von der
Wahl des Urbildes m abhadngt. Dies wird im nachsten Hilfssatz gezeigt.

Hilfssatz : d o ¢)(m) hingt nur ab von d(m).

Beweis des Hilfssatzes: Es geniigt zu zeigen, daB Kern(d) C M unter der Ab-
bildung d o v auf Null abgebildet wird.

m' mi 0
0 M —E s N —s pp7 0
2 P
0 N —*=N—" N"—0




59. EIN FORTSETZUNGSSATZ 177

Wegen der Exaktheit bei M impliziert d(m) = 0 die Existenz eines m’ € M’ mit
d(m') = m. Wegen der Kommutativitat des linken Digrammes gilt:

!

dop(m)=do (Ypod)(m')=do (doy)(m) .
Wegen der Exaktheit bei N gilt d o d = 0 und somit folgt
do(m)=0.
g.e.d.

R-Linearitat von 7: Betrachte m},mj € M" und 1 - m} 4+ ro - mf € M". Wir
wollen dann zeigen 7(ry - my + 1o - mb) = ry - 7(my) + ro - 7(mh).

Seien my, my Urbilder unter d von mY, mj. Sei ms ein Urbild von rym{ + romj

d
my, Mg, M3 my,my, rimy + romj

v l
P(m), (ma), & (mg) —2— dip(my ), dp(ms), dip(ms)

Ein weiteres Urbild von mym/ + rom? ist natiirlich auch rymy + roms, denn d ist
R-linear

d(rlml -+ Tgmg) = d(m;;) .
(d o 1)-Anwenden auf die Urbilder gibt links

(d o 1) (rimy + romy) = ridib(my) + redip(ms) = r17(ma) + ro7(ms)

sowie rechts .
(do)(mg) = 7(rimy + roms).

Aus dem letzten Hilfssatz folgt die Gleichheit der rechten Seiten. Somit ist 7
R-linear und macht das rechte Quadrat des Diagramms kommutativ.

Eindeutigkeit von 7: Angenommen es gdbe ein weiteres 7, welches das rechte
Dreieck kommutativ macht

M M//
CZO'L/J

¢ 7

N N
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Da d surjektiv ist, ist jede Abbildung 7 aber dann gleich 7, d.h.

bestimmt. Gilt namlich
d
m —>, m//7

dann gilt notwendigerweise auch

bzw. )
F(m") = doy(m),

wobei m irgendein Urbild von m” ist.

178

eindeutig
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60 Der Isomorphiesatz

Satz: Gegeben seien R-Moduln V' und W und eine R-lineare Abbildung
p:V-W.

Sei U ein R-Untermodul von Kern(p) undi : U — 'V die Inklusionsabbildung
U C Kern(yp),

sowie ™ : V. — Q ein Quotient von U C V. Dann existiert genau eine
R-lineare Abbildung ¢, welche das folgende Diagramm

0 U——V—"—0Q 0
)
¥ -
1)
r
w
kommutativ macht, d.h. fir die gilt
Y=@QoT.

FEs gilt Bild(¢) = Bild(p) und Kern(@) = m (Kern(p)).

Diese Eigenschaft nennt man die universelle Eigenschaft des Quotienten. Sie
zeigt, daB Quotienten bis auf Isomorphie eindeutig sind. Ist namlich ¢ : V — W
selbst ein Quotient von U C V/, dann folgt

Aus der Eindeutigkeit der Abbildungen, folgt 7o ¢ = idg und o7 = idy. Zur
Begriindung: Ist ¢ : V. — W gleich zu der Abbildung 7 : V" — W, dann ist
die eindeutig bestimmte Abbildung ¢ des letzten Satzes natiirlich die identische
Abbildung.
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Beweis: Die Sequenzen

0 U—t—sy—">Q 0
0 @ " =)
id v
0 0 W=l —9

erfiillen die Voraussetzungen des Satzes von §58. Das linke Diagramm ist kom-
mutativ wegen der Annahme ¢ o i = (. Die Existenz und Eindeutigkeit von ¢
folgt somit aus dem Satz aus §59.

Zu zeigen bleibt: Bild(p) = Bild(p) und Kern(p) = n(Kern(y)).

w € Bild(¢) <= 3] € V/U mit ¢([v]) =
& eV omit ¢ (()):
< JveVmitidopv) =
<~ JveV mitpl) =
< w € Bild(y)

g.e.d.

[v] € Kern(p) <= wve& Kern(pon) Yver ([v])
= e Kern(ido o) = Kern(p) Yv € m*([v])
<~ [v] =m(v) € m(Kern(yp))

Isomorphiesatz: Sei ¢ : V — W eine surjektive R-lineare Abbildung zwi-
schen R-Moduln V. W . Dann definiert ¢ einen Isomorphismus

¢:V/Kern() — W

von R-Moduln.

Beweis: Setze U = Kern(y) im Satz. Wegen Bild(p) = Bild(y) = W ist
@ surjektiv. Wegen Kern(p) = n(Kern(p)) = 0 ist ¢ injektiv. Somit ist @
bijektiv, also ein Isomorphismus.



Kohomologietheorie
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61 Kohomologiegruppen eines Komplexes

Gegeben sei ein Komplex K* von R-Moduln

d d
KO %o, 1

d_
BatN A K2 L.

C— K1 K!

mit d; o d;_1 = 0. Wir betrachten dazu folgende abgeleitete R-Moduln:

Fiir jedes ¢ € Z setzen wir:

i-Zykel:  Z'(K*®) = Kern(d; : K' — K1)

und die ' ' '
i-Rinder: B'(K*®) = Bild(d;_ : K~ - K*).

Wegen d; o d;_; = 0 definiert dies R-Moduln mit der Eigenschaft

Definition:  Die i-te Kohomologiegruppe H'(K*®) des Komplezes ist defi-
niert als Quotienten-R-Modul

(H(K*) = Z'(K*)/B'(K").|

Man hat dann per Definition die folgenden kurzen exakten Sequenzen von R-
Moduln
0 — BY(K*) — Z{(K°*)

BN
k —

Hi(K®) — 0
[£]

Offensichtlich gilt H'(K*) = 0 genau dann, wenn B'(K*) = Z'(K*) ist. Also

Folgerung: H'(K®) =0 <= K?* ist exzakt an der Stelle i.
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62 Die induzierte Abbildung o,

Seien K* und L* Komplexe. Eine Komplexabbildung ¢ von K*® nach L*® ist per
Definition ein System ¢, : K™ — L™ (n € Z) von R-linearen Abbildungen mit
der Eigenschaft

®n © dnfl = dnfl O Pp—1
fur alle n € Z.

Pn—1

anl Lnfl
dn—l dn—l

Kn —— !

Lemma 1: Jede Komplexabbildung ¢ von K*® nach L*® induziert Abbildun-
gen

0.t H"(K*) — H"(L*)

fiir alle n € Z.
Beweis: Betrachte

0 B'(K*) — Z"(K*) —> H"(K*) —>0

J/‘pn \LSOn ©x
v

0= B'(L*) —= Z"(L*) —= H"(L*) —>0

Wir verwenden dabei den Satz aus §58, daB man zwischen zwei exakten Se-
quenzen das linke, kommutative Diagramm eindeutig erganzen kann durch eine
R-lineare Abbildung . zu einem kommutativen rechten Diagramm.
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Das linke Diagramm ist kommutativ und von ¢,, induziert: Das heiBt die En-
schrankung von
O K" — L"

bildet Z"(K*) = Kern(d,,) automatisch auf Kern(d,) = Z"(L*) ab, und bildet
B"(K*) = Bild(d,_1) automatisch auf Bild(d, 1) = B™(L*) ab.

Begriindung:

anl Pn—1 Lnfl y — Wn—l(?J)
dn71 dnfl —V|V
dn dn ‘V|V
Kn+1 $n+1 Ln+1 0 - . 0

Sei x € Z"(K*) = Kern(d,). Dann folgt ¢, (z) € Kern(d,) = Z™(L*®) wegen

dpon () = Pni1dn(z) = ©ng1(0) = 0.

Gilt andererseits B"(K*®) = Bild(d,-1) > = = d,-1(y), so folgt v,(x) =
Pndn-1(y) = dn1(pn-1(y)) € Bild(d,r) = B"(L*). g.ed.

Damit ist das anfangs benutzte Diagramm erklart. Wir haben gezeigt, daB die
vertikalen Abbildungen ¢,, das linke Quadrat kommutativ machen. ¢, ist die
einzige Erganzung nach §58, welche auch das rechte Quadrat kommutativ macht.
Es gilt fir [k] € H"(K*)

p([K]) = [on (k)]
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fiir irgendeinen Reprasentaten k € Z"(K*®) mit [k] = (k). Das heiBt

0 B"(K*) ZMK*) —"— H"(K*) ——0
O
0 B"(L) (L) HM(1%) ——0

(k) —— [pn(K)]

Lemma 2: Seien ¢ und ¢ Abbildungen von Komplexen (p von K*® nach
L* und ¢ von L®* nach M*). Dann ist die zusammengesetzte Abbildung 1) o ¢
von K*® nach M* erkldrt durch

(¢90)n = 1n © Pn

Dies ist eine Komplexabbildung und die induzierte Abbildung
(V)« - HY(K*) — H*(L®)

i1st die Zusammensetzung

(Yp) = P 0 s
von s : H*(K®) — H*(M*) und 1, : H*(M*) — H*(L*).

Beweis: Wir miissen zuerst zeigen, daB (1¢),, definiert durch 1), o p,, eine Kom-
plexabbildung definiert. Gegeben ist

Kl Pn—1 1 Yn—1 s
‘d d ‘/d
Kn Pn n Yn M™

Zu zeigen ist, daB die zusammengesetzten Quadrate kommutativ sind:

wn—ﬂpn—l

anl S Mnfl

J |
'¢n<ﬂn

Kn > Mn
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Dies folgt aber aus:

(wnwn)d = lbn(@nd) = wn(dson—l) = (¢nd)¢n—1 = (dd}n—l)@n—l = d(q/Jn—lSOn—l)

Damit ist gezeigt, daB das System ¢ = (1,0 )nez eine Abbildung vom Kom-
plex K*® nach M* ist.

Zu zeigen bleibt: ., = (¥p),: Wir betrachten die definierenden Sequenzen
fiir die Kohomologie und die Zusammensetzung von ¢, und ), :

0 B (K*) 7M(K) 1K) 0

0 B™(L*) Z(L*) (L) 0
n Pn 1/1*

0 B (M) Zn (M) HM(M*) ———0

sowie die definierenden Sequenzen fiir die Abbildung (1)¢).:

0 B (K*) 7 (K%) 1 (%) 0
Lwnwn#w)n lwnwn#ww)n ()«
'
0 B”(Z\/[') Z"(M‘) H”(M')4>O

In dem ersten Diagramm ergibt sich durch Aneinanderreihen der beiden rechten
kommutativen Diagramme ein kommutatives Diagramm.

0 B"(K*) Zn(K”) H(K®) 0
‘/@/’nﬂan lwnﬁon %w*ow*
0 B"(M*) Zn(M) H(M*) ——>0

Da die rechte kommutative Ergadnzung eindeutig ist, folgt durch Vergleich der
beiden letzten Diagramme:

Vi 00y = (2/)90)*
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63 Die lange exakte Kohomologiesequenz

Seien K*, L* und M* Komplexe von R-Moduln. Wir nehmen an, wir haben
Abbildungen ¢,, und v,, gegeben fiir alle n € Z wie im folgenden Diagramm:

0 Kl Pn—1 > [ n—1 Yn—1 SV At T—
0 Kn— g g 0
0 Kn+1 &) Ln+1 % MnJrl - 0

so daB auBerdem gilt:

1) (pyn) ist eine Komplexabbildung von K*® nach L*, d.h.

Ypnod=do p, 1 Vn € Z.

2) (1) ist eine Komplexabbildung von L® nach M* d.h.

@Z)nod:down—l Vn € Z.

3) fiir alle n € Z sind die waagrechten Sequenzen

kurze exakte Sequenzen, d.h. insbesondere ist ¢,, injektiv und v, surjektiv
und es gilt ¢, o, = 0.
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Satz: Dann gibt es R-lineare Abbildungen 6 : H"(M®) — H""Y(K*®) fiir alle
n € Z, so dafs

)

H"(K*) : H™(L*®)

H™(M?*)

Hn+1 (K.) P Hn+1 (L.) Y« Hn+1 (M.)
/
eine lange exakte Sequenz von R-Moduln definiert.

Die auftretenden Abbildungen 6 : H"(M®) — H""(K*®) heiBen Verbindungs-
homomorphismen.

Bemerkung: In vielen Anwendungen ist nur die Berechnung der Kohomologie-
moduln H"( ) und die Berechnung der Abbildungen ¢, v, wichtig. Von ¢ wird
oft nur die Existenz bendtigt.

Beweis: 1. Schritt: Konstruktion von §

Sei [m] € H™(M?*.) Dann wahle ein Urbild in der definierenden Sequenz

0 — Bild(d,~y) — Kern(d,) — H"(M*) — 0

m b [m]
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Dann ist m € M", so daB d(m) = 0 gilt.

0 Kn—% gty 0
l_n } mi 0
0 Kn+1 Pl Ln+1 Ynt1 Mn+1 O
kn+1 | ln+1 | d(m) — 0

7wbn-!—Q

Mn+2 - o O

0

Da 1, surjektiv ist, gibt es ein Urbild [, € L™ mit ¢,(l,) = m. Wegen
Ypi1(dl,) = di,(l,) = 0 und der Exaktheit bei L™ gilt 1,4 = d(l,) =
Ony1(knyr) fiir ein k,, € K™

Beh.: d(knt1) =0
Bew.: Es gilt
Ont2(dkni1) = donyi(kni1) = dlpy = ddl, =0
und die Injektivitidt von ¢, 2 und @, 2(dk,11) = 0 impliziert dk, 1 = 0.

Wir machen den Ansatz: §([m]) := [ky41]

Willkiir trat auf bei der Konstruktion von k,, .1 an zwei Stellen:

(i) bei der Wahl des Reprasentanten m von [m] : m' =m+ d(my,)
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(ii) bei der Wahl des Reprasentanten [,, von m : I =1, + @n(ky)

Andere Wahlen bei (i) und (ii) fiihren zu einem modifizierten Element
Lo, + ©n(kn) + d(l,-1)
an Stelle von [,,. Dies gibt wegen dd(l,,_1) = 0 als Modifikation von [,,,1 = d(l,)
lns1 + don(kn) = lot1 + on(dky) .
Somit erhalt man an Stelle von £k, .1 das Element
K1 = kny1 +d(ky) .
Es folgt fiir die Kohomologieklasse [k, ,,] = [kn41 + d(ky)] = [kt

0 — Bild(d,) — Kern(d,y1) — H"'(M*) — 0
d(k’n) k:;H_l; kn—i—l — [kn+1]

Die Abbildung ¢ ist also wohldefiniert

H*(M*) =5 H""(K*)

m] — [k

und, wie man leicht sieht, R-linear.

2. Schritt: 6 o ¢, =0 auf H™(L®)

Sei [m] = ¥.([l]) mit { =1, € Z™(L*). Dann gilt §(m|) = 0 wegen 1,1 =
dl,, = 0 und somit k, 1 = 0. Es folgt 6 o ¢, ([l]) = 0 fir alle [I] € H"(L*).

3. Schritt: ¢, 00 =0 auf H"(M?*)

p0([m]) = @u([knia]) = [Pni1(knid)] = [lha] = 0, da lnyy = d(ln) in
B"(L*) liegt.

4. Schritt: v, o p, = 0 auf H"(K*)

Yy 0 p, = (Y o), =0, =0, da die waagrechten Abbildungen exakt sind und
somit ¢, o o, = 0 fiir alle n € Z gilt. Benutze dann Lemma 2 von §62.
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5. Schritt: Kern(d) C Bild(,) in H"(M?®)
Sei [m] € Kern(9). Dann gilt k,,.; = d(k,) € B""(K*).

ko by, ly——=m

| I

APy E—

Fiir I, = 1, — ¢u(ky) gilt dann auch ¥, (l,) = ¥,(l,) = m. Anderseits gilt

jetzt d(I,) = 0, also I,, € Z"(L*). Dies definiert eine Kohomologieklasse [I,,] €

H™(L*) und es gilt [m] = 1.([l,,]) € Bild(v.).

6. Schritt: Kern(i,) C Bild(e.) in H"(L®)
Sei [I,] € Kern(«,). Dann gilt ¢, (1,) = d(m,,_1) € B*(K*) und dl,, =0

lp g ———Mp 1 ——>)

Il =1, —d(l,—) ist ein modifiziertes Urbild [/,] = [l,,] von [m]. Wa&hlt man fiir
l,—1 ein Urbild von m,,_1, so folgt aus ¥, _1(l,—1) = my,_1

Wegen der Exaktheit bei L" folgt daraus I/, = ¢, (k,) fir ein k, € K™. Es gilt
wegen der Injektivitat von ¢, 1 und wegen dl!, = 0 sogar d(k,) = 0! Also ist k,, in
Z"(K*) und somit ist [k,] € H"(K*) eklart. Es folgt fiir die Kohomologieklassen
[1n] = @u([kn]) € Bild(ep.).

7. Schritt: Kern(p,) C Bild(6) in H"™(K*)

Sei [kni1] € Kern(p.), u([kni1]) =0, d.h. ppi1(knyr) = d(l,) € B"THK®)

ln } mpy

I |

knJrl S ln+1 = @n—&-l(kn—&-l) 0
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Setze m,, = ¥,(l,). Dann gilt

d(my) = dn(ln) = Yn1d(ln) = Y1 (lnr1) = Yns1@ns1(kng) = 0,

alsoist m,, € Z™(M?*) und dies definiert die Kohomologieklasse [m,,] € H™(M?*).
Dann gilt aber per Definition der Verbindungsabbildung (!)

o([mn]) = [knsa]-

Daraus folgt Kern(p.) C Bild(J).

Damit ist der Beweis dieses technischen Satzes abgeschlossen.
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64 Das Schlangenlemma

Ein Spezialfall der langen, exakten Kohomologiesequenz aus dem letzten Ab-
schnitt ist das Schlangenlemma

Annahme (x). Seien zwei kurze exakte Sequenzen gegeben

%0 Yo

0 KO 0 MO 0
N
0 K~ 0

und vertikale Abbildungen wie im Diagramm. Alle Moduln seien R-Moduln, alle
Abbildungen R-linear. Beide Quadrate des Diagramms seien kommutativ.

Dann kann man durch Auffiillen mit Nullmoduln Komplexe K*, L®* und M*® kon-
struieren:

0 0 0 0 0
0 %o 0 o 0

0 K L M 0
X A H

0 K —2 s — 0

0 0 0 0 0

Die Kohomologie des Komplexes K* ist dann gegeben durch:
0 1# 0,1

H'(K*) = ¢ Kern(x) i=0
Kokern(x) i=1
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Gleiches gilt fiir die Komplexe L* und M?®.
Hierbei wurde folgende allgemeine Definition benutzt

Definition: Ist y : Ky — K eine R-lineare Abbildung von R-Moduln, dann
ist der Kokern(y) definiert durch:

Kokern(x) = K, /Bild(x).

Als Spezialfall der langen, exakten Kohomologiesequenz erhalt man — angewandt
auf obige Situation — die sogenannte Kern-Kokern-Sequenz:

Lemma: Unter der Annahme (*) von weiter oben gibt es eine exakte Sequenz

0 — Kern(y) —=— Kern(\) LN Kern(u)

5
Kokern(x) — Kokern(\) — Kokern(u) —0

Dieses Lemma wird aus offensichtlichen Griinden Schlangenlemma genannt.




Algebren
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65 K—-Algebren

Sei K ein fester Korper oder allgemein ein fest gewahlter kommutativer Ring
und A ein Ring, welcher K enthdlt. A kann als K—Modul aufgefaBt werden.
Wir nehmen an A sei ein freier R—Modul. Dann besitzt A eine Basis B iiber K

A=K 1D .. K -¢,

oder allgemein A =@, .z K - ¢, falls | B| = cc.

Definition: A wie oben heit dann K—Algebra, wenn K auBerdem im
Zentrum Z(A) von A liegt, d.h. wenn gilt

A-a=a- A

fir alle A € K und alle ¢ € A.

Bemerkung: Die Distributivgesetze fiir den Ring A besagen, daB die Multiplika-
tion additiv in beiden Variablen ist. Da K - 14 nach Annahme im Zentrum von
A liegt, 1aBt sich mit dem Distributivgesetz in der Aussage zusammenfassen, dal3
die Multiplikation

Ax A A

eine K—bilineare Abbildung ist. Eine solche geniigt es auf den Basiselementen
(€i,€j) € Ax A festzulegen. Umgekehrt definieren daher beliebige Vorgaben von
Konstanten ij € Kmite;-e; = ZZ=1 ij - e, eine K-bilineare Multiplikations-
abbildung m auf A. Dies definiert eine K—Algebra, wenn das Assoziativgesetz
gilt oder dquivalent

Y CLCR =Y CiC  Vijkm,
l l

und wenn ein Einselement existiert.

Beachte: Wegen der Distributivgesetze genligt es, das Assoziativgesetz auf einer
K—Basis nachzuweisen!
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Eine K—Algebra ist also vollstandig bestimmt durch die Strukturkonstanten

k
n
E k
k=1

Haufig wahlen wir fiir e; das Einselement e; = 14 des Ringes A.

Beispiel: Der Polynomring K[X] ist eine K—Algebra mit der Basis ¢; = X*
fir ¢ = 0,1,2,... und den Strukturkonstanten C’fj = 1 oder 0 je nachdem, ob
1+ j = k gilt oder nicht.

Beispiel: (n=2):

In diesem Fall gilt fir A = K -1® K - e allgemein €2 = a-1+ 3-¢. Im
Fall 3 € K kann durch die Basiswahl ¢ = ¢ — 1/ angenommen werden, daB
¢-é=e*—f-e+ 10 =(a+30% € K. Also obdA ¢? € K - 1.

Definition: C(a) ist die K—Algebra
Cla)=K-1®K -e

mit
e = —a

fir gegebenes a € K. Setze C"(a) = K -1und C~(a) = K -e.

Bemerkung: Schreibt man = - 1 4+ y - e in der Form (x,y), dann werden
die Rechengesetze von C(a) durch (z,y) + (¢/,v') = (¢ + 2',y + ') und
(x,y)(2,y) = (xa’ — ayy’, zy’ + ya') beschrieben. Man iberpriift leicht durch
explizites Nachrechnen, daB das Assoziativgesetz sowie die iibrigen Ringaxiome
erfillt sind.

Bemerkung: Ist K ein Korper, dann ist C'(a) genau dann wieder ein Korper,
wenn a kein Quadrat in K ist. Dies zeigt man im Fall des Korpers der komplexen
Zahlen. Fiir a = 0 ist C'(0) kein Korper, sondern ein Spezialfall der folgenden,
allgemeiner definierten GraBmann—Algebren.
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66 Grallmann Algebra

SeiV=K- e ®&..0 K-e, ein m—dimensionaler freier K—Modul. Die
GraBmann—Algebra A = A*(V') hat per Definition 2™ Basiselemente

er , TS{l,...m},

welche durch die Teilmenge I der Menge {1, ..., m} indiziert werden:

A(V) = @ircp,my K1

Wir schreiben oft e; anstelle von eg;; zur Vereinfachung der Schreibweise im Fall
der einelementigen Mengen I = {i}.

Die charakterisierenden Relationen der GraBmann Algebra sind

(%) e -ej = —ej- e (1§7,:,j,§m)
e;-e =0 (1<i<m),

sowie

(%) €1 = €3y " €yt €y,

fiir

I =iy, i0, i}, i <ig < ... <i,.

Diese Formeln legen die Strukturkonstanten der GraBmann Algebra bereits voll-
kommen fest, wie man sich leicht liberlegt: Beispielsweise folgt aus den obigen
Bedingungen

-7

6]'6]2(—1) €j-€r

sowie

o0 INJ+#0
er-es = :|:€[UJ ]ﬂJ:@

Das Vorzeichen + in der letzten Formel ist dabei vollkommen festgelegt als das
Signum der Permutation, welche die Zahlen (i1, ..., 0., j1, ..., js) mit i3 < ... < i,
sowie j; < ... < Js in aufsteigende Anordnung Uberfiihrt. Hierbei sei I =

{i1, i} und J = {ji, ..., js}.
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Zur Existenz von A*(V): Es bleibt natiirlich zu zeigen, daB die geforderten Be-
dingungen (*) und () tatsdchlich einen Ring A mit K-Basis {e;} definieren,
welcher insbesondere das Assoziativgesetz erfiillt. Dies kann man natiirlich direkt
verifizieren. Eleganter und einfacher ist aber die im liberndchsten Paragraphen
668 beschriebene Konstruktion mittels eines getwisteten Tensorprodukts.

Bezeichnung:
AMV)= P K-
I

|I] gerade

AMNV)= P K-

|I]| ungerade

Bemerkung: Fiir das Produkt in der GraBmann Algebra schreibt man haufig v Aw
anstelle von v - w.
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67 Tensorprodukte

Seien V' und W zwei K—Moduln. Das Tensorprodukt V @y W ist ein K-
Modul und durch folgende universelle Eigenschaft bis auf Isomorphie eindeutig
festgelegt:

Es gibt eine K —-bilineare Abbildung
T VXW —VrW

derart, daf$ fir jede K—bilineare Abbildung B : V x W — U in einen K-
Modul U eine eindeutig bestimmte K—lineare Abbildung b : V g W — U
existiert, welche das Diagram

VX W TV g W

B 3w

kommutativ macht.

Bemerkung: Das Tensorprodukt existiert immer. Fiir zwei freie K—Moduln V'
und W von endlichem Rang ist dies aber besonders einfach zu sehen. Ist e,
..., €, eine K—Basis von V und ¢/, ..., €. eine K—Basis von W, dann definieren
wir V ®@g W als des freien Modul K" mit den Basisvektoren ¢; Q i e;- (formale
Bezeichnung). Die Abbildung 7 wird definiert durch 7(e;,e;) = e; @k e;. Fiir
bilineares B : V x W — U ist die gesuchte Abbildung b durch folgende Vorgabe
auf den Basisvektoren (siehe §11)

b(e; ® €}) = Bley, €)).
Man iiberpriift leicht, daB die geforderte universelle Eigenschaft gilt. Insbesondere
gilt

rangk(V @x W) = rangxg(V) - rangg(W).

Warnung: rangx(V x W) = rangg(V) + ranggx(W).
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Tensorprodukte von Algebren:

Seien A und A’ zwei K—Algebren, dann ist das Tensorprodukt
AR A
wieder eine K—Algebra, wenn man die Multiplikation wie folgt definiert
(a1 @k ah) - (ag @k dy) = aray  ayas.
In der Tat ist 14 ®x 14 das Einselement. Das Assoziativgesetz der K—Algebra

ist unmittelbar klar.

Bemerkung: Das Tensorprodukt kommutativer K—Algebren ist offensichtlich wie-
der kommutativ. Um auch nichtlommutative Algebren zu erhalten betrachten wir
alternativ auch folgende getwistete Konstruktion.
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68 Getwistete Produkte von Algebren

Eine K—Algebra heiBt Z,—graduierte Algebra, wenn gilt
A=A ®A_
mit K—Untermoduln A,, A_ derart, daB
(%) ﬁ+-ﬁ+CA+ , A_-A_C Ay
_ AL CA , Ay -A_C A

Beispiel: A = A®*(V) mit Ay = AE(V) oder C(a) mit C*(a).

Die Elemente aus A, UA_ werden "homogen” genannt. Fiir homogene Elemente
a € A, resp. a € A_ ist der Grad definiert durch |a| = 0 resp. |a| = 1. Aus den
Regeln fiir die Multiplikation homogener Elemente (x) folgt |a-b| = |a|+b] € Z
fiir homogene a und 0.

Sind A und A’ zwei Zo—graduierte Algebren, dann kann man dem Tensorprodukt
eine getwistete Ringstruktur geben vermoge der Definition

(a1 @ @) - (az @k dy) = (=1)4192l g, 05 @ ' dl.
Hierbei seien a; € Ay resp. a; € AL "homogene” Elemente.

Genauer: Die Abbildung M, definiert fiir die homogenen Elemente wie folgt

M: AxAxAxA — AQrA
(al,all,az,ag) — (_1)|a'1|\az\@1a2 Rk a/1&/2’

ist K-bilinear in (ai,a}) und K-bilinear in (ay,a)). Wegen der universellen
Eigenschaft des Tensorprodukts faktorisiert somit M iiber eine Abbildung

(A QK A,) X (A R A/) L A®K A/.

Diese Abildung m induziert die Multiplikation auf A @3- A’.
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Es ist wieder eine leicht Aufgabe zu zeigen, daB diese Multiplikation eine K-
Algebra definiert. Diese K—Algebra nennt man das getwistete Tensorpro-
dukt A ®5 A" von A und A’. Im Ubrigen ist A ®5 A" wieder Zs—graduiert mit
der Zerlegung in

(A% ANy = (Ao A) & (A_exAl)

und
(A A = (A_exA,) & (A_®k A)).

Existenz der Eins: 14 ®g 14/ ist ein Einselement von A ®5 A’. Dies beniitzt,
daB die Eins einer Zy—graduierten Algebra stets homogen vom Grad 0 ist.

Nachweis der K—Algebreneigenschaften: Die beiden Distributivgesetze und die
K—Algebreneigenschaft besagen gerade, daB die Multiplikationsabbildung K-
linear in der ersten und zweiten Variable ist. Wegen der universellen Eigenschaft
des Tensorprodukts geniigt dazu, daB die Abbildung M K-bilinear in den Va-
riablen (a1, a)) resp. K—bilinear in den Variablen (as,a}) ist. Es verbleibt also
nur das Assoziativgesetz zu zeigen. Wegen der Distributivgesetze, genligt es,
das Assoziativgesetz auf Erzeugenden der additiven Gruppe nachzuweisen. Wir
kdnnen uns daher darauf beschranken

(a1 @5 ) - (a2 B @) | - (a3 O @) = (a1 @ ) - | (a2 D ) - (a5 @5 )|

zu zeigen fiir homogene Elemente ay, a’, as, ajy, as, af.

In der Tat ist das Assoziativgesetz dann dquivalent zu

(—1)laillazl . (_q)(latltlasDlasl — (_qyleil(eal+lasl) . (_1)lasllas]
was unmittelbar nachgepriift werden kann. Beachte:

Fiir homogene a; € A resp. a, € A gilt [(a1 ®k d)) - (a2 QK a})] - (a3 Rk a}) =
(—1)lallozl (g a0 @ aah) - (a3 @ ah) = (—1)lalle2lHlerasllasl g, g0, @ a) abyaly, =
(—1)laillazltlatllasl+lazllasl g o a4 @ g a)abal . Berechnet man (a1 @ a)) - [(as @k
ay) - (a3 ®g ay)] erhilt man dasselbe Resultat wegen (—1)leillazl+laillazas] —
(—1)lazllasl+laillasl+lallasl  Daraus folgt das Assoziativititsgesetz fiir beliebige
Elemente von A ®3. A’ durch Linearkombinieren.
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Schliesslich ist klar, daB A ®35; A’ beziiglich der natiirlich induzierten Graduie-
rung auf A ®j3 A’ wieder eine graduierte Algebra wird. Wir iiberlassen dies als
Ubungsaufgabe dem Leser.

Beispiel: A = C(0)®% C(0) liefert die GraBmann Algebra A*(V) fiir zweidimen-
sionales V. Man erhilt als Basis von A = C'(0) ®% C(0) namlich
1=10%1, e1=e®%1l, e=1Q%e, ey =c@ge.

Man iiberpriift sofort e} = €3 = 0 und e;-e5 = —ez- e sowie dann ey 2, = e1-€s.
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69 Iterierte Tensorprodukte

Allgemeiner: Durch Iteration erhalt man die GraBmann Algebra
AN(K-eg@...0K-e,) =A(K- e) Q% ... 0% A (K -e).

Insbesondere folgt

A (VaW)=A(V) @ A(W).

Lemma: Die Abbildung

As A — AL A
a® (L, — (_1)‘a|.|a/‘a// ®a

fiir homogene a € A, a’ € A’ definiert einen Ringisomorphismus
A A 2 A% A

von Ze—graduierten K—Algebren.

Beweis: Betrachte

!/ / / /
a1 ®a; x Ay Q@ g——>qaqa9 ® aral - (_1)|a1||a2|
(—1)leallall (= 1)la2llab] (—1lar+ezl-laf +aj]

/ / ’
a; ®ar x ay @ as I—>a/1a/2 ® aias - <_1)|‘11||‘12|

und benutze

(_1)\a1|la'1| . (_1>|02Ha’2| = (_1)|a1Ha2| ) <_1)|a1||a'2\ . (_1)\a1+02|‘\a’1+a'2|'

Ahnlich zeigt man das Assoziativgesetz des Tensorprodukts

(A ®@F A2) @ Az = A1 @ (A @ A3).

205
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Dies folgert man aus

(a1 ®d, ®d) - (as ® dy @ al}) = (—1)ledllezlHlatllasl+arllezl g, ) @ o) al) ® allall
jeweils fiir homogene Elemente in beiden Fallen. Siehe auch die Aufgabe auf
dem Ubungsblatt.

SchluBfolgerung: Hat man graduierte K—Algebren Ay, ..., A,, dann kann man
iterierte Tensorprodukte bilden ohne auf Klammerung achten zu miissen. Wir
schreiben daher kurz

A=A & Ay @ ... % Ap .

Man iberlegt sich auBerdem leicht, daB die so definierte graduierte Algebra nicht
von der Reihenfolge der Tensorproduktbildung abhangt.
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70 Die Quaternionenalgebra

Die Quaternionenalgebren sind definiert durch

C’(al, 0/2) == C’(al) ®§( C(CLQ).

fir aj,ay € K*. Zur Erinnerung C(a;) = K-1+ K -¢; mit €2 = —q; firi = 1,2.
Dann ist

= 1®%1
= e ®%1
1 ®@% ez
= e e2=j-k

—_— R .
Il

eine Basis von C'(ay, az). Man erhélt

bl = —ar-1
k-k = —ay-1
1-1 = —a1a2-1

sowie j-k=—-k-j,j-1=—-1-jund k-1= —1-k. Fiir ein beliebiges Element
z € C(ay, as)
z=a-1+B-j+v-k+6-1

definiert man
Z=a-1—-0-j—v-k—90-L

Lemma 1: FEs gilt N(z) :=z-Z=7%- z ist gleich
N(z)=a®+a,-B*+ay-¥* + aay - 6°
und fiir alle zy, 2z € C(ay,aq) gilt

21+ 20 = Z_1+Z_2
212y = 2371
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Wir geben spater eine Verallgemeinerung dieser Aussage und lassen daher den
Beweis als Ubungsaufgabe.

Lemma 2: C(a,—a) = Mys(K) falls a # 0.

. (0 -1 (0 1
‘]_(a 0) und k_(a 0)

j’=—a-E und KkK’=+a-F

Beweis:

erfilllen fir £ =1

sowie j - k = —k - j = diag(—a,a) =: 1. Danngilt 1> = —a>- Fund j-1 =
jik=—-jk-j=-1jsowiek-1=k-j.-k =—j-k-k = —1-k. Offensichtlich
bilden 1, j, k und I eine K{-Basis von M;5(K).

Beachte: Der Matrixring M o(K) erhdlt durch Lemma 2 eine Struktur einer
Zo—graduierten Algebra durch die Zerlegung:
MQ,Q(K) = C(a7 —CL) = C+(aa —CL) ®C” (CL, —CL).

Hierbei entsprechen die geraden und ungeraden Anteile den Matrizen vom Typ
* 0 0 =
(O . ) gerade bzw. ( . O) ungerade.

Lemma 3: C/(ay,as) ist ein Schiefkorper (alle Korperaziome sind erfillt
mit Ausnahme des Kommutativgesetzes fiir die Multiplikation) falls gilt

o+ a1 +ay’ +a1a20° =0 <= (a,,7,6) =0
fiir alle o, B,7,0 € K.

Beispiel: K = R; a; = a; = 1. In diesem Fall erhdlt man den Schiefkorper H
der Hamiltonschen Quaternionen.
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71 Tensorprodukte von Matrizen

Sei K ein Korper oder allgemeiner ein kommutativer Ring und sei V' = K"
ein freier K—Modul. Die K-bilinearen Abbildungen ¢ : V' — V bilden dann
beziiglich Komposition einen Ring, den Endomorphismenring Endg (V). Dieser
Ring ist offensichtlich eine K—Algebra mit den Basiselementene; ; (1,7 =1, ...,n)
und den Rechengesetzen

0 j#4
Cij €y =9 .

T
ij ) =1

und dem Einselement £ =e;1 + €22+ ... + €,,,. Sei nun W = K™ ein weitere
freier K—Modul. Weiterhin seien gegeben Matrizen

M € Endg (V)

N € Endg(W).

Wir definieren dann eine Matrix
M @k N € Endg(V @x W)
durch die Vorschrift
(M @k N)(e; ©x €;) = M(e:;) @k N(e;).
Offensichtlich gilt dann allgemeiner
(M ®x N)(v @k w) = M(v) @k N(w)
firallev eV, we W. Firv=>_ \e; und w =) p;e; erhdlt man dies durch
Aufsummieren der obigen Gleichungen nach Multiplikation mit \;z;.
Folgerung: (M; ®x Ni)o (My;®g Ny) = (MM @5 N1N»).

Beweis: Beide Seiten auf Elemente v @ x w (mit v € V, w € W) angewendet
liefern dasselbe Bild. Da endliche Summen von Elementen v ® x w das Tensor-
produkt V @i W erzeugen, folgt die Behauptung.
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Folgerung: Die Zuordnung (M, N) — M ®k N definiert einen K—Algeb-
renhomomorphismus

p: Endg(V)x Endg(W) — Endg(V @ W)
(M, N) —  M®gN.

Beispiel: Sei 1V = K2, W = K2, M = (¢4), N = (27). Dann ist
aa ab [Ba (b
aM ﬁM) ac ad Pe pBd

yM  OM - ya b da 6b
ve yd e od

M®KN:(

beziiglich der Basis e @x €1, 2@ e1, €1 @k es und es@ges von V@ W = K4,

Lemma: Die Abbildung p induziert einen K—Algebrenisomorphismus

Beweis: p ist K—bilinear in M und N und faktorisiert daher iiber einen K-
Algebrenhomomorphismus p.

P L 3',3

Um zu zeigen, daB p ein Isomorphismus ist, geniigt es zu zeigen, daB p surjektiv
ist. Ein Dimensionsvergleich zeigt namlich n2-m? = (n-m)?. Aber p ist surjektiv,
falls p surjektiv ist. Die Surjektivitat von p folgt schlieBlich aus p(e; ; @k ey j1) =
eii ;- Dies macht man sich am besten klar an Hand des obigen Beispiels.
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72 *Der getwistete Fall

Seien die Bezeichnungen wie im vorigen Abschnitt. Seien allgemeiner aber

V = V,eV
W - W+@W_

etc. Zo—graduierte freie K—Moduln. Das heit V. = K™+ und WL = K™+,

Die Wabhl einer Zy—Graduierung V =V, @& V_ induziert eine Zerlegung
Endg(V) = Endi(V) @ Endg(V) .
Hierbei sei End}. (V) die Algebra aller Endomorphismen ¢ : V — V ist mit
(Vi) C Vi
sowie End, (V) die Menge aller K—Endomorphismen ¢ : V' — V' mit

Sﬁ(vﬂ:) C VL.

s - {12
s - {(24)

im Sinn von (ny +n_) X (my + m_)-Blockmatrizen.

In Matrixform:

beziehungsweise

Sei nun auBerdem auch W = W, @& W_ graduiert. Beachte, daB dann auch
V ®5 W graduiert ist und somit Endg(V ®5 W) im obigen Sinne graduiert
ist. Die Frage ist, ob und wie man diese Graduierung in Termen der graduierten

K-Algebra Endg (V) und Endg (W) beschreiben kann. Die Antwort lautet
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Lemma: FEs gibt einen kanonischen Isomorphismus von Zs—graduierten K-
Algebren

p: Endg(V)®5% Endg(W) — Endg(V @5 W) ,

der vom graduierten Tensorprodukt zweier Matrizen induziert wird.

Beweis: Der Beweis ist analog zum Beweis des Lemmas in §71. In der Tat
ist das dort behandelte Lemma der Spezialfall V" = V. und W = W,. Wir
beschranken uns daher darauf, die Abbildung j anzugeben: M € End% (V) und
N € End% (W) bilden wir ab auf den Endomorphismus

A(M &5 N) € Endi(V @5 W),

welcher durch
v @5 w— (=D (v) @5 N(w)

gegeben ist fiir homogenes v € V. (und w € W).
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73 Cliffordalgebren

Sei K ein Korper und % € K, sei V ein endlich dimensionaler K—Vektorraum
und (v, w) eine symmetrische K-Bilinearform auf V.

Wir betrachten dann K—Algebren A und K-lineare Abbildungen
V=4

mit der Eigenschaft

(%) p(v) - p(v) + (v,0) - 14 = 0.

Erfiillt (¢, A) diese Eigenschaft, dann auch (¢, A’) = (f o p, A'),

)

N/

wobei f: A — A’ ein beliebiger K—Algebrenhomomorphismus ist.

Vv A

Satz: Es gibt ein universelles Paar (o™, A) wie oben mit der Eigenschaft
(x), so daf$ jedes andere Paar (¢', A") aus (v, A) durch Anwenden eines K-
Algebrenhomomorphismus f : A — A’ entsteht.

univ
P

V

A

¢ B
r
A/

Definition: Das universelle Paar (", A) definiert die Cliffordalgebra A =
C(V,(-,+)) von (V,(-,-)). Es wird durch die universelle Eigenschaft bis auf Iso-
morphie eindeutig charakterisiert.

Bemerkung: Fiir eine K-lineare Abbildung ¢ : V' — A sind die folgenden Eigen-
schaften dquivalent
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(i) @) -ev)+ (v,v)-14=0firallev e V.
(i) () - pw)+p(w) - o) +2-(v,w) - 14 =0 fiir alle v,w € V.
(iit) @(b;) - o(b;) + (b)) - p(bi) +2- (b;,b;) - 14 = O fiir eine Basis {b;} von V.

Der Beweis erfolgt durch Polarisierung und ist vollkommen analog zum Beweis
von Lemma 1 in §45. q.ed

Da eine K-lineare Abbildung ¢ : V' — A durch die Vorgabe auf einer Basis
by, ...,b, von V eindeutig festgelegt ist, betrachten wir Algebren A mit ¢; =
©(b;) € A mit der Eigenschaft

ei-ej+ej-ei+2-<bi,bj>-1A:O.

Wahlt man fiir by,..., b, eine Orthonormalbasis der Form (-, -), dann gilt (b;, b;) =
0ij - a; flr gewisse a;.

Folgerung: A = C(ay,...,a,) mite; = 1®°...@°1®°e®° 1... ®° 1 fir
1=1,...,n hat die Eigenschaft

ei-ej+ej-ei+2-ai-5ij-1A:().

Behauptung: A = C(ay, ..., a,) mit ¢(b;) = e; hat die gewiinschte universelle
Eigenschaft. (Insbesondere ist fiir die Nullform < .,. >= 0 die Cliffordalgebra
gerade die GraBmann Algebra).

Beweis: Man reduziert den Beweis mit Induktion nach n auf den trivialen Fall
n = 1 mit Hilfe der folgenden Aussage: Seien A;, Ay, A" Zo-graduierte K-
Algebren und f; : A, — A’ Grad erhaltende K-Algebrenhomomorphismen.
Diese setzten sich zu einem Grad erhaltenden K-Algebrenhomomorphismus f :
Ay ®° Ay — A fort durch f(ay ® az) = fi(a1) - fa(az) falls fi(a1) - fa(az) =
(—=1)lellezl £, (ay) f1(ay) gilt fiir alle homogenene Elemente a; € A;. q.ed

Satz: Ist ¢ eine isometrische K—lineare Abbildung

vV — W,
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beziiglich symmetrischer Bilinearformen (-,-)y resp. (-, Yw auf V und W,
d.h.

(W), v (W))w = (v, )y,
dann ezxistiert ein eindeutig bestimmter K—Algebrenhomomorphismus C(1)
zwischen den Cliffordalgebren C(V, (-, -)y) und C(W, (-, -)w ), welcher folgen-
des Diagramm kommutativ macht:

V w

univ univ

P ¥

oW, y) e

Beweis: Ist ) eine isometrische K—lineare Abbildung 1) : V' — W, dann liefert
die Zusammensetzung ¢ = "™ o 1) eine K-linearen Abbildung von V in die
K-Algebra A = C(W, (,)w) mit der Eigenschaft

p(0) o) + (v -la
= ")) - e (W) + (Y (v), p()w - 14
= 0.
Somit existiert wegen der universellen Eigenschaft von (¢, C(V, (,)y)) ein ein-

deutiger Algebrenhomomorphismus C(¢) : C(V, {(,)v) — C(W,(,)w), welcher
das obige Diagramm kommutativ macht. q.ed

Korollar: Fiir Isometrien ¢ : U — V und ¢ : V. — W (beziiglich gewisser
symmetrischer K-Bilinearformen < ... >y, < .,. >y und < .,. >w auf
UV, W gilt

Cpog)=Cy)oC(e) .

Beweis: Durch Aneinandersetzen der Diagramme fiir ¢ und ¢ des obigen Satz,
erhalt man ein kommutatives Diagramm

o
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Wegen der Eindeutigkeit eines solchen Diagram, ist der Homomorphismus C'(¢))o
C(¢) von K-Algebren daher notwendiger Weise gleich C'(¢) o ¢). Damit ist das
Korollar bewiesen.

Im Spezialfall, wo (-, -) die Nullform auf V ist, ist die Cliffordalgebra gerade die
GraBmann Algebra A*(V') und
1% \ ‘ A*(V)
AY(V)
ist die kanonische Abbildung auf die Schicht vom Grad 1.

Im Spezialfall der Nullform < .;. >= 0 ist jede K—lineare Abbildung ¢ : V' — W
eine Isometrie und man erhilt als Spezialfall das

Korollar: Ist ¢ : V — W eine K-lineare Abbildung, dann existiert genau
ein K —Algebrenhomomorphismus

A () : A*(V) — A*(W)

mat der Eigenschaft

und es gilt A*( o ¢) = A®*(¢) o A*(9).

Im Fall der GraBmann Algebren hat man auBerdem die Besonderheit, daB der
Ringhomomorphismus A®(1)) die einzelnen Schichten der GraBmann Algebra in
sich abbildet. Das heiBt die Abbildung A®*(v)) zerféllt in eine ganze Kollektion
von Abbildungen

A(p): A(V) — A (W) |, VieN.

Zum Beweis geniigt, daB A*(V) erzeugt wird von den i-fachen Produkten von
Vektoren aus V. Diese werden auf Summen von i-fachen Produkten von Vektoren
aus W, also nach A“(WW) abgebildet. Wir schreiben im folgenden v A w fiir das
Produkt in der GraBmann Algebra.
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74 Die Determinante

Wir betrachten jetzt die Abbildung A®(%)) des vorigen Abschnitts in einem Spe-

zialfall. Sei dazu
V=W=K"

und sei
v K" — K"

ein Endomorphismus. Die induzierten K-Abbildungen
A'() : AY(K™) — A(K™)

lassen sich beziiglich der Basis ey, |I| = ¢ wieder als Matrix schreiben. Die
Koeffizienten dieser Matrix lassen sich durch Unterdeterminanten der Matrix von
1 beschreiben. Wir diskutieren hier nur den wichtigsten Spezialfall ¢ = n.

Beispiel: Wir beginnen mit dem Fall n = 2. Die Abbildung ¢ wird durch eine

Matrix
a b
¢ d

beschrieben. Offensichtlich ist A°(¢)) = id, da ey = 1in ey = 1 iibergefiihrt wird.
Auf K2 = A1(K?) ist A(¢) gerade ¢ selbst. A?(k?) = Key 9y wird von egy 9y =
e1 Neg erzeugt. Da A®(1)) ein multiplikativ ist (ein Ringhomomorphismus!), folgt

A*(Y)(er-e2) = A*(Y)(er) - A*(Y)(e2) = (a-e1+c-ex) A(b-er+d-er) .

Aus e; Aep =ex Aeg =0 und es A ey = —eq A ey folgt dann durch distributives
Ausmultiplizieren
= (ad —bc) - e1 N ey

= det(v)) - e; Neg .

Allgemeiner

Lemma: FEs gilt fir alle Endomorphismen ¢ : k™ — k"

A'(Y) = det(y) .
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Beweis: Zu zeigen ist A"(¢))(ef12..n}) = det(v)) - ef12...ny. Wie im Fall n = 2
gilt

A* () (er Aes A oo Aen) = A () (ex) A A* (1) (e2) A . A A*(1) ()

n n n
= Z Mj11€j1 VAN Z Mj22€j2 N A Z Mjnnejn .

J1=1 Jo=1 Jn=1

Wegen ¢; A e; = 0 kann man alle Terme weglassen, fiir die (jy,..,j,) nicht
paarweise verschieden sind. Diese Indizes entsprechen eindeutig den Permutatio-
nen o aus der symmetrischen Gruppe S,, vermdge der Zuordnung j; = o(i) fir
1 =1,...,n. Es ergibt sich

Z sign(o) - H Moy -e1 N ... Ney
k=1

UESn =

=det(v)-e1 N... Ney .

Das Vorzeichen sign(c) ergibt sich dabei aus den GraBmann Regeln beim Um-
ordnen des Produktes e,(1) A ... A €y(n) = sign(o) - e; A ... A e, in aufsteigende
Reihenfolge wie im Fall n = 2.

Ausblick: Somit erweisen sich die im letzten Paragraph bewiesenen Formeln

Ao ¢) = N'(y)) o A'(9)

als eine weitreichende Verallgemeinerung der Multiplikationsformel fiir Determi-
nanten. Denn ¢ : U — V und ¥ : V — W waren dabei beliebige R-lineare
Abbildungen (fiir einen kommutativen Ring R), und diese Formeln gelten fiir alle
1=1,2,3, ..
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75 Der Koszulkomplex

Seien fi,..., fn K-lineare Abbildungen f; : R — R einer kommutativen K-
Algebra R, welche miteinander kommutieren:

fiofj:fjofi ) VZ,]
Dann definiert man den Koszulkomplex K(fi, ..., f,) durch die K-Vektorrdume
AY(R™) @ R-e;
[]=i

mit den K-linearen Abbildungen d; : AY(R") — A™™(R"), welche fiir r € R
auf den Elementen r - ey durch

(r-eg) ny ey, Ner

und sonst durch K-lineare Fortsetzung definiert werden. Dies definiert einen
Komplex von K-Vektorraumen, denn offensichtlich gilt d;; o d; = 0 wegen

div10di(r-ej) Zquf,, ey Ney, Ner = 0.
p=1 v=1
Benutze e, A e, +e, Ae, =0 sowie (f, o f,)(r) = (f, o fu.)(r). Im Fall n =2
erhalt man namlich (fy o fi)(r)-ex Aer+ (fio fo)(r)-e1 Aes+ (fao f1)(r) -
eaNer+ (fao fo)(r)-ea Nex =[(fio f2)(r) — (fao fi)(r)] - e1 Aex = 0. Der

allgemeine Fall n > 2 geht genauso.

Beispiel: (n = 1) Hierist K = K' = R, f = f; und der Komplex K (f;) kann

mit dem Komplex
R-L R

identifiziert werden.

Beispiel: (n = 2) Hier ist K = K? = R und K' = R und der Komplex
K(f1, f2) kann mit dem Komplex

oo (fi(r), fa(r))
(r1,72) > fa(r2) = fi(r1)
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identifiziert werden.

Ubungsaufgabe: Sei R = K[z,y] = (K[z])[y] der Polynomring in zwei Varia-
blen und K eine Korper. Berechne die Kohomologiegruppen dieses Komplexes
K(fi, f2) in den folgenden beiden Fillen:

1) f1 resp. fy ist Multiplikation mit z respektive y.

2) fi1resp. fo ist Ableiten nach x respektive nach y.
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76 Differentialformen

Ist U/ € R™ eine offene Teilmenge, dann ist der Ring der R-wertigen unendlich
oft partiell diffenzierbaren Funktionen auf U

R=C>U,R)

eine kommutative R—Algebra.

Die partiellen Ableitungen 0; = %, 1 =1, ...,n definieren R—lineare Abbildungen
0; : R — R mit der Eigenschaft

82-0@28]»0@

(Symmetrie der Hessematrix).

Setzt man daher K = R und f; = 0; mit den Bezeichnungen des vorigen
Abschnitts, so erhdlt man den Differentialformenkomplex der alternierenden
Differentialformen auf U.

AUR) = A(C=U,R)")
W = Z‘”:if[('rla“-?mn)'dxl-
Beachte die Schreibweise dx, resp. dx; anstelle von e, resp. e;. Dies ist
motiviert durch folgende Formel, welche sich fiir die Abbildung d = dy aus der
Definition des letzten Paragraphen ergibt
AO<U7R) - Al(uaR)

Flon, ) — df =3, (% >($1,...,xn)-d:vy.

Poincare Lemma (ohne Beweis): Ist U eine sternformige offene Teilmenge
von RY, dann ist der Komplex A®*(U,R) der alternierenden Differntialformen
auf U exakt mit Ausnahme im Grad i = 0.

Definition: Eine offene Teilmenge U von R™ heit sternférmig, falls es einen
Punkt z¢ € U gibt so daB mit x € U auch die Verbindungsgerade Tz, in U liegt.
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Bemerkung: A*(U,R) ist ein Ring beziiglich der Tensorproduktalgebrenstruktur
auf A*(U,R) = C>°(U,R) @ A\*(R™). Die Multiplikation in diesem Ring wird
durch das A-Produkt gegeben. Man zeigt dann leicht die folgende verallgemei-
nerte Produktregel

dwAn) = dw)An+ (=1 Adn)

firw e AY(U,R) und n € A (U,R) mit |w| =1, |n| = J.

Die ist eine formale Folgerung aus der Eigenschaft f;(r-s) = fi(r)-s+r- fi(s)
der partiellen Ableitungen (Produktformel).
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77 Pullbacks

Seien U & R™ und V & R™ offene Teilmengen und sei ¢ : V — U eine
unendlich oft diffenzierbare Abbildung. Fiir jede Funktion f € C*(U,R) ist
dann der Pullback ¢o*(f) = fo

1% U
(p*

¢
NS
R
mit ¢*(f) € C*(V,R) definiert.
Die Zuordnung f +— ¢*(f) definiert einen R—Algebrenhomomorphismus
p" OF(UR) — CF(V,R) ,

den sogenannten Pullback von Funktionen. Es gilt offensichtlich fiir zusammen-
gesetzte Abbildungen

(pop) =" op*
wegen (o))" (f) = fo(poth) = (fop)o =9 (fop)=1"(p(f))

Lemma: (ohne Beweis) Den oben definierte Pullback kann man auf eine
einzige Weise zu einer Abbildung

"t AU, R) — A*(V,R)
fortsetzen mit folgenden Eigenschaften

(i) ¢* ist eine Komplexabbildung, d.h.

pr(dw) = dlg*(w) , ¢ (AU,R)) E A(V,R).

(i1) ¢* ist ein R-Algebrenhomomorphismus, welcher im Grad i = 0 auf
AU, R) = C=(U,R) mit dem Pullback von Funktionen iibereinstimmt

P Aw) =" () A" ()]
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Hinweis: Da A®*(U,R) als Ring von C*°(U,R) und den dzy, ..., dz,, erzeugt wird,
legt Bedingung (ii) den Pullback ¢* fest, wenn man alle ¢*(dz, ) kennt. Beachte
weiterhin: Ist 7, : 4 — R die v—te Koordinatenfunktion, welche jedem Punkt
r € U C R" seine v-te Koordinate x, zuordnet, dann gilt A'(U,R) > d(7,) =
Yo a%i(ﬂy)d:ri = dz, wegen Oz;(m,) = 0;,. Nennt man die Abbildung =,
suggestiv x,,, dann schreibt sich dies

d(z;) =dx; , (i=1,...,n).

Wegen Bedingung (i) ist jedenfalls dann fiir o = (1, ..., ©,) (mit p, € C*°(V,R))
p*(dx,) = d(*(m,)) = d(ey) -

Daher legt (i) und (ii) den Pullback auf eindeutige Weise fest.

Die funktorielle Eigenschaft der GraBmann Algebra (§73) zeigt umgekehrt, daB

es einen solchen Pullback ¢* tatsdchlich gibt.

Bemerkung 1: Wegen obiger Formel dx; = d(x;) schreibt man allgemeiner fiir
w € AU, R) oft nur dw statt d(w).

Bemerkung 2 (Verallgemeinerte Kettenregel) : Die Eindeutigkeit der Pullbacks
(im Sinn des obigen Lemmas) und der oben erlduterte Spezialfall des Pullbacks
von Funktionen fiihren allgemein zu der Formel

(poth) =1%o p*

fiir den Pullback von alternierenden Differentialformen unter zusammengesetzten
Abbildungen.
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78 Euklidsche Ringe

Wir kehren nun zuriick zu den kommutativen Ringen. Jeder Ring wird im fol-
genden stillschweigend als kommutativ angenommen.

Definition: Ein Ring heiBt nullteilerfrei, falls gilt O # 1 und wenn aus ab = 0
entweder a = 0 oder b = 0 folgt.

Beispiel:
1) Jeder Korper ist nullteilerfrei.
2) Z ist nullteilerfrei.
3) Der Polynomring K[X] fiir Kérper ist nullteilerfrei.
)

4) Jeder Teilring eines nullteilerfreien Ringes ist nullteilerfrei (z.B. Z C Q).

Definition: Ein Euklidscher Ring R ist ein kommutativer, nullteilerfreier Ring,
versehen mit einer Gradfunktion

g9: R\ {0} — Ny,
so daB gilt:

(i) g(ab) = g(a) ~ Va,be R\ {0}

(ii) Fir jedes Paar a,b € R mit b # 0 existieren m,r € R mit a = mb+r,
wobei entweder r = 0 oder g(r) < g(b) gilt.

a=mb+r  g(r) <g(b) oder r=0
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Beispiele:
1. Jeder Korper K ist fiir g(a) := 1, Ya € K ist ein Euklidscher Ring.

2. R = Z ist nullteilerfrei. Sei g(r) = |r|. Fiir jedes Paar ganzer Zahlen
a,be Z\ {0} gilt

g(ab) = |ab| = |a][b] = [a] = g(a)
wegen |b| > 1. Jede ganze Zahl a € Z schreibt sich in der Form
a=mb+r

mit 7 € [0,b] und m € Z (b # 0 aus Z gegeben). Es gilt entweder r = 0
oder g(r) =|r| < o] =1 < b= g(b).

3. Sei K ein Korper und R = K[X]. Setze
glap+ a1 X + -+ a, X") = max{n € N | a,, # 0},

falls das Polynom nicht identisch Null ist, also nicht alle a; = 0 sind.

(5

heiBt Grad des Polynoms P(X) = > a; X",
i=1

In einer der Ubungsaufgaben der Vorlesung LAl war nachzuweisen, daB
K[X] beziiglich g ein Euklidscher Ring ist.

4. Setze
R=1Z[i] ={a+0bi|abeZ} CC.

R heiBt der Ring der ganzen GauB'schen Zahlen. R ist ein Ring wegen

(a+bi)+(d+Vi) = (a+d)+ (b+V)i
(a+bi)- (" +Vi) = (ad’—bb")+ (ab + a'b)i

Da R ein Unterring des Korpers C ist, ist R nullteilerfrei. Setze

g(a +bi) = N(a+ bi) = a® + b*.
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Beweis von Axiom (i) fiir R = Z][i] :
g(ab) = N(ab) = N(a) - N(b) > N(a) = g(a)  Va,be C\ {0},
denn es gilt N(b) > 1 fiir jede von Null verschiedene ganze GauBsche Zahl.

Beweis von Axiom (ii): Gegeben seien ganze GauBsche Zahlen a,b mit b # 0.
Gesucht sind m und » mit @ =m - b+ r und g(r) < g(b) oder r = 0.

Betrachte z = § € C. Dann gibt es ein m € Z[i] so, daB gilt
z2—m: =T € @
fir den Quader
Q={a+iye |lal <1/2,]al <1/2} .

Jede komplexe Zahl z kann also durch Translation um eine geeignete GauBsche
ganze Zahl m in das Innere des Einheitskreises (um den Nullpunkt) gebracht
werden. Fiir alle solche Punkte gilt dann offensichtlich N(7) < 1 oder 7 = 0
hat, denn der Quader () ist im Inneren des Einheitskreis enthalten.

Setze r = b - 7. Dann folgt a — mb = r mit N(r) = N(b) - N(7) < N(b) oder
r=0.q.ed.

Bemerkung: Ahnlich zeigt man, daB der Ring der Eisensteinzahlen Zlp) =7 +
Z - p, welcher durch Hinzunahme einer dritten Einheitswurzel p € C entsteht, ein
Euklidscher Ring ist. Fiir den Ring R = Z + Z - \/—5 ist dies aber nicht mehr
richtig.
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79 Ideale

Ein MaB fiir die Komplexitat eines kommutativen Ringes R sind die R-Untermoduln
des Ringes. Solche Untermoduln heiBen Ideale des Ringes R.

Ist @ € R beliebig, dann definieren die Vielfachen von a
(a)={reR|3IsecRmitr=s-a} CR
ein solches Ideal. Man nennt (a) das Hauptideal gebildet zum Element a.

Die R-Modul-Eigenschaft von (a) ist klar. Sind ndmlich my, my € (a), dann gilt
my = s1 - a und my = $o - a. Also folgt

m1+m2:sl~a+52~a:(51+52)-a€ (a),
denn (s1 + s2) € R. Weiterhin
Amy = A(sy-a) = (As1) - a € (a),

denn \s; € R.

Beispiele:

1) Sei R = Z, dann bildet die Teilmenge der geraden Zahlen einen Z-
Untermodul von Z. Dieser Untermodul ist das von Element a = 2 erzeugte
Hauptideal (2).

2) (n) C Z fiir n € Z ist die Teilmenge aller durch n teilbaren Zahlen, falls
n # 0 in Z und gleich {0}, falls n = 0 ist.

3) Sei R = K ein Korper. Jedes Ideal I ist entweder I = K oder I = {0}.
Begriindung: Ideale von R = K sind K-Untervektorraume I von K*. Wir wissen

aber nach dem Basiserganzungssatz

dimg(I) < dimg(K) =1
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Also ist entweder dimg () = 0 und somit I = {0}, oder aber dimg(I) = 1 und
dann gilt / = K. Siehe §13).

Satz: Jedes Ideal in einem Fuklidschen Ring ist ein Hauptideal.

Beweis: Sei I C R ein R-Untermodul, d.h. I ist ein ldeal von R. Nach der
Definition eines Untermoduls ist I nicht leer. Also entweder I = {0}, oder es
existiert ein weiteres Element a # 0 in I). Sei oBdA I # {0} und

m =min{g(a) | 0 # a € I} € N3,.

Wahle ein a € I mit grad(a) = m.
Behauptung: I = (a) = {sa | s € R}, insbesondere ist I also ein Hauptideal.
Beweis: Sei b aus I. Zu zeigen ist: 3m € R mit b=m - a.
Wegen (ii) gilt
b=ma+r mit r=0 oder g(r) < g(a).

Es folgt wegen r = b — ma dann r € I, da b und ma in I liegen. Wegen
g(r) < g(a) und da g(a) minimal ist, folgt » = 0. Also ist b ein Vielfaches von
a wie behauptet: I C (a).

Andererseits gilt a € I = m -a € [ fiir alle m € R.. Somit (a) C I. Es folgt

I = (a).

Definition: Ein Hauptidealring ist ein kommutativer, nullteilerfreier Ring mit
Einselement, in dem jedes ldeal ein Hauptideal ist.

Folgerung: Jeder Euklidsche Ring ist ein Hauptidealring.
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80 Elementare Teilertheorie

Definition: Ein Ring R heiBt Integritdtsbereich, wenn R ein kommutativer
nullteilerfreier Ring ist.

Kiirzungslemma: In einem Integrititsbereich folgt aus x -a = y - a und
a # 0 die gekiirzte Identitit x = y.

Beweis: Man erhdlt (z — y) - @ = 0 und wegen der Nullteilerfreiheit von R und
a # 0 also x —y = 0. Das heit x = .

Quotientenkdrper: Die Menge der Aquivalenzklassen von formalen Briichen
x/y (mit y # 0) von Elementen aus einem Integritatsbereich R bilden mit
den iblichen Rechen- und Kiirzungsregeln einen Korper K (R), den sogenann-
ten Quotientenkdrper von R. (Zwei formale Briiche z/y und 2’/y’ heiBen
aquivalent, wenn xy’ = 2y gilt; aus dem Kiirzungslemma folgt die Transitivitat
dieser Relation!). Der Integritatsbereich R 1Bt sich mit dem Teilring von K (R)
aller Briiche der Gestalt x/1 identifizieren.

Sei R ein Integritatsbereich.

Definition: Fiir Elemente a,b € R sagen wir a teilt b (und schreiben a|b), falls
eine der folgenden drei dquivalenten Aussagen gilt:

(i) b=m - a fir ein m € R (b ist ein Vielfaches von a)
(ii) b€ (a)
C

(i) (b) € (a)

Beweis: (i) < (i) = (iii) ist trivial. Umgekehrt (iii) = (i) folgt aus: b=1-b €
(b) C (a). Also ist b =m - a fiir ein m € R.

Beispiel:
1) 1la fiir alle a € R wegen (a) C (1) = R.
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2) a0 fiir alle a € R wegen (0) C (a).

3) al|b und b|c = alc wegen b = ma,c =m'b = ¢ = (m'm)a.

Lemma: Fiir von a # 0 und b # 0 aus R sind dquivalent:

(i) (a) = (b)

(i) a =1 -b fir eine Einheit r € R*
(11i) b=1r"-a fir eine Einheit ' € R*
Beweis: (ii) = (i): Sei r € R*, d.h. es gibt ein ' € R mit ' = r'r = 1. Aus
a = rb folgt (a) C (b). Andererseits gilt ' - a = r' - r - b = b. Der umgekehrte
SchluB liefert dann (b) C (a), und somit (a) = (b). (iii) = (i) folgt dann aus

Symmetrie!

(i) = (i), (i) = (iii): Aus (i) folgta=7r-b=7r-(r"-a) =rr'-a fiir gewisse
r,r" aus R. Das Kiirzungslemma impliziert wegen a # 0
L=rr"=7'r.

Somit sind 7 und 7’ wie behautet Einheiten des Rings R.

Definition: Ein Teiler a von b heiBt echter Teiler, falls gilt

(b) 7 (a) # R.

Beispiel: 1], aber 1 ist kein echter Teiler von b. Genauso gilt b|b, aber b ist kein
echter Teiler von b.
Bemerkung: Sei a # 0. Dann ist a als Teiler von b mit

b=m-a

genau dann ein echter Teiler von b, wenn weder a noch m eine Einheit von R ist.
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Zum Beweis: (b) = (a) ist nach obigem Lemma &quivalent zu b = r - a fiir
ein r € R*. Andererseits gilt b = m - a nach Annahme. Das Kiirzungslemma
impliziert » = m, somit ist m eine Einheit im Fall (b) = (a). Ist umgekehrt
m € R* eine Einheit, dann folgt (b) = (a) nach obigem Lemma.

Analog dazu ist (a) = R = (1) dquivalent zur Aussage a € R*.

Definition: Ein Element p € R mit p # 0 und p ¢ R* heiBt Primelement,
falls p eine der folgenden dquivalenten Eigenschaften besitzt

(i) p besitzt keine echten Teiler
(ii) Fir jede Zerlegung p = u - v von p folgt u € R* oder v € R*.

(iii) Fir jedes Hauptideal I mit (p) C I C R gilt I = (p) oder I = R.

Beispiele:

1) In R = K[X] ist jedes lineare Polynome X — ag ein Primelement.

)

2) X? —2aX + a? ist kein Primelement in K[X].

3) Ist K =R, dann ist X? + 1 ein Primelement in R[X].
)

4) In R = Z ist ein Element n Primelement genau dann, wenn |n| eine
Primzahl ist.
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81 Teilertheorie in Hauptidealringen

Von nun an werde zusatzlich zu der Annahme des vorigen Abschnitts angenom-
men, daB R ein Hauptidealring ist.

Fiir gegebene Elemente a4, ..., a,, des Ringes R setzen wir

(a1, ...,a,) = {Zmiai | m; € R} )
i=1

Diese Teilmenge von R ist unter Addition und auBerdem unter Skalarmultiplika-
tion mit Elementen aus R abgeschlossen. Also ist (ay, ..., a,) ein R-Untermodul
von R oder mit anderen Worten ein Ideal. Dies gilt fiir jeden kommutativen
Ring. Da aber R nach Voraussetzung jetzt ein Hauptidealring ist, existiert jetzt
aber ein a € R mit

(a1, ...,a,) = (a).

Die Zahl a € R ist bis auf eine Einheit eindeutig bestimmt, und man nennt sie
99T (ay,...,a,) oder groBter gemeinsamer Teiler der Zahlen ay, ..., a, aus R.

Analog definiert man kgV'(ay, ..., a,,) = b mittels des Durchschnittideals

(a1) O ... O (ay) = (b) -

Bemerkung: Aus der Charakterisierung von Primelementen im letzten Paragraph
sind in einem Hauptidealring folgende Aussagen dquivalent

(i) p ist ein Primelement

(ii) Fiir jedes I mit (p) C I C Rgilt I = (p) oder I = R.
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Lemma 1: Sei p ein Primelement eines Hauptidealrings und q € R sei
beliebig. Dann sind dquivalent:

(i) plq
(i) (p.q) = (p)

Beweis: (i) = (ii): plg = (¢) € (p) = (p,q) € (p) per Definition des Ideals
(p,q). Andererseits ist (p) C (p, q) immer richtig. Also (p,q) = (p).

(i)=(@): ®ga =@ =0-p+l-g=m-p=qg=m-p=plq

Lemma 2: (Teilerlemma) Sei p ein Primelement in einem Hauptidealring.
Dann gilt:

Aus plqq folgt plq oder plq.

Beweis: Sei I = ggT'(p,q). Dann gilt (p) C I C R. Wegen obiger Bemerkung
ist also entweder ggT'(p,q) = (1) = R oder ggT(p,q) = (p). Im letzten Fall
99T (p,q) = (p) folgt p|q (letztes Lemma). OBdA konnen wir daher gg7'(p, q) =
1 annehmen. Also existieren o, 3 € R mit

a-p+0B-q=1.

Daraus folgt wegen gG = mp
§=(a-p+pB-q-g=a-pqg+B-m-p=(a-g+3-m)-p,

also p|¢ wie behauptet.

Bemerkung: Der GauBsche Ring Z + Z - i und der Eisensteinsche Ring Z+Z - p
mit p> = 1,Im(p) > 0 sind beides euklidsche Ringe, somit Hauptidealringe
und das Teilerlemma gilt in diesen Ringen. Dies ist nicht richtig fiir den Ring
R =7+7Z-/-5 wegen (1+2y/-=5)(1—2y/=5) = 3-7. Man kann zeigen, daB
3,7, 14+2v/=5und 1 —2v/=5 Primelemente in R sind, aber 3 weder 1+ 2v/—5
noch 1 — 24/=5 teilt. Betrachte die Normen! Der Ring Z + Z - /=5 ist also
kein Hauptidealring!
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82 Primzahlzerlegung
Sei R ein kommutativer Hauptidealring.

Satz (Eindeutigkeit der Zerlegung in Primelemente): Jede Zerlequng
a=pi-... pp einer Zahl 0 # a € R in Primelemente py, ..., p, bestimmt die
Primelemente p;(1 = 1,...,7) eindeutig bis auf die Reihenfolge und bis auf
Abdnderungen derselben durch FEinheiten.

Beweis: Sei ¢ =pi-...-pr = q1-...-¢5 (pi, ¢; Primelemente). Wir schlieBen durch
Induktion nach n = max(r,s). OBdA sei » > s und r > 1. Aus der Relation
folgt insbesondere:

pilqr - Gs-

Durch Iteration von Lemma 2 aus dem letzten Abschnitt folgt p;|q¢; fiir ein 4,1 <
i < s. Dies impliziert wiederum (p;) = (¢;), da g; als Primelemente keine echte
Teiler besitzt. Es folgt p; = € - ¢; mit einer Einheit € und man erhdlt aus dem
Kiirzungslemma

(ep2) oo Dr = Q1o vt Qs
Die Zahl der Primfaktoren dieser Identitat ist max(r — 1,s — 1) < max(r, s).
Mit Hilfe der Induktionsannahme folgt daraus der Satz.

Sei R wie bisher ein Hauptidealring. Dann gilt

Satz: (Existenz der Primzahlzerlegung) Jedes Element r € R,r # 0 besitzt
eine Zerlequng r = p1-...-ps in ein Produkt von endlich vielen Primelementen,
oder r ist eine Einheit.

Korollar: In einem Hauptidealring besitzt jede von Null verschiedene Nicht-
einheit eine “eindeutige” Zerlequng in Primelemente.

Zum Beweis der Existenz einer Primelementzerlegung bendtigen wir folgendes

Lemma: Sei R ein Hauptidealring. Dann wird jede aufsteigende Kette von
Idealen
(al) g g (an) g (an+1) c ...
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stationdr, d.h. es gibt einen Index ig, so dafs fir alle v > ig gult

(ai) = (ais1)-

Beweis: Setze I := |J(a;) € R. Offensichtlich ist I ein R-Untermodul von R.
i=1
Da R ein Hauptidealring ist, gilt I = (a) fiir ein a € R. Wegen

n

GGIZU(%)

i=1
existiert dann ein iy, so daB a € (a;,).
a=m-a; € (a;)

Jetzt folgt
I'=(a) C (a;) € (a;) C 1

fir alle i > ig. Also I = (a;) fir i > ig. Damit ist das Lemma bewiesen.

Beweis von der Existenz der Primelementzerlegung: Sei 7 ein von Null verschie-
dene Nichteinheit in R. Sei

r= Hrl(”) r™ e R "¢ R

=1

eine Zerlegung von r der Lange n. Sind nicht alle r§”) Primfaktoren, dann existiert

ein i (oBdA i = n), so daB 7’5") eine weitere Zerlegung in das Produkt zweier
Nichteinheiten besitzt.

AP =
Setzt man r§”“) = r§”), dann erhilt man eine Zerlegung wie oben von der Linge

n + 1. Dieser ProzeB bricht nach endlich vielen Schritten ab, denn andernfalls

ware
(r) = <T§1>> < <T§2>> < <r§3>> g...
eine nichtstationare Kette von Teilern. Dies ist nicht moglich, wie im letzten

Lemma gezeigt wurde. Bricht der ProzeB dagegen ab, ist die Zerlegung die
gewiinschte Zerlegung von 7 in Primelemente.
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83 Der Chinesische Restsatz

Seien a,b € R mit ggT(a,b) = (1) = (R), das heiBt a, b seien teilerfremd. Dann
existieren per Definition o, § € R mit

aa+ Bb=1.
Setze A = aa und B = [b. Dann gilt
A+B=1 und A€(a) Be(b).
Andererseits gilt fiir den kgV'(a,b) = (a) N (b) dann auBerdem
kgV(a,b) = (a-0b),

denn die Teilerfremdheit von a und b impliziert wegen der Existenz und Eindeu-
tigkeit der Primfaktorzerlegung in R, daB eine Zahl z durch a und durch b teilbar
ist genau dann, wenn z durch a-b teilbar ist. Dies liefert die folgende nichttriviale
Identitat

Lemma: Fliir teilerfremde Zahlen a,b in einem Hauptidealring gilt

(@) N (b) = (a-b) .
Daraus folgern wir jetzt

Satz: Fiir teilerfremde Zahlen a,b in einem Hauptidealring R gilt
R/(a-b) = R/(a)® R/(b).

Beweis: Betrachte die R-lineare Abbildung
v: R — R/(a)® R/(b)
welche durch Restklassenbildung wie folgt
p(r) = ([}, [r]) = (r + (a),r + (b))

definiert ist. Offensichtlich gilt
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0) ¢ ist R-linear.

1) Kern(p) = (a)N(b) beziehungsweise auch Kern(y) = (a-b) nach obigem
Lemma, da nach Annahme a und b teilerfremd sind.

2) st surjektiv: Seien A und B gewahlt wie am Anfang des Paragraphen!
Dann gilt ¢(A) = ([0],[1]), denn A € (a) und A =1 — B € [1]. Analog
zeigt man o(B) = ([1],[0]).

Es folgt p(roA + r1B) = (r3[0],r2[1]) + (r1[1],71[0]) = ([r1],[r2]). Das
heiBt jedes Element ([ry],[r2]) € R/(a) @& R/(b) liegt im Bild von .

Der Isomorphiesatz aus §60 impliziert wegen 2) daher wie behauptet

R/(a)® R/(b) = R/Kern(p) 2 R/(a-b) .

Beispiel: Z/(6) =2 Z/(3) ® Z/(2)

T

Korollar: Sei a = [ p;” - € mit einer Einheit € € R* und seien paarweise
i=1

teilerfremde Primelemente py, ..., p, gegeben. Dann gilt

R/(a) = @iy B/ (7))
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84 Aquivalenz von Matrizen

Sei R ein kommutativer Ring. Eine Matrix U € M, ,,(R) mit Eintragen in R
heiBt invertierbar, wenn eine Umkehrmatrix U~! € M, »(R) mit Eintragen in R

existiert mit
UoU'=U'toU=E.

U ist invertierbar genau, dann wenn det(R) eine Einheit von R ist. Dies folgt
unmittelbar aus der Cramerschen Regel.

Die Menge der invertierbaren Matrizen in M, ,,(R) bezeichnen wir mit
Gl(n, R) .
Matrizen in G¢(n, R) bilden eine Gruppe beziiglich der Matrixmultiplikation.

Bemerkung: Fiir U € Gl(n, R) gilt auch AY(U) € G¢(N, R) fiir die GraBmann
Potenzen A"(U). Namlich A“(U1) ist invers zu A*(U) und hat Koeffizienten in
R. Siehe §86.

Definition: Zwei Matrizen M;, My € M, ,,(R) heiBen dquivalent, wenn inver-
tierbare Matrizen U € Gl(n, R) und V' € G¢(m, R) existieren mit der Eigenschaft

M, =U-M,y-V.

Man schreibt dann M; ~ Ms. Dies verallgemeinert die Definition aus §25.

Wie man leicht nachpriifen kann, gilt
My ~ M,
My ~ My = My ~ M,
My ~ My, My ~ Mg = My ~ Mj.

Der Beweis ist vollkommen analog zum Beweis des bereits behandelten Korperfalls.
Siehe §25. Auch der nachste Abschnitt ist eine Verallgemeinerung von §25.
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85 Elementarteiler (Existenz)

Satz: Sei R ein Hauptidealring. Dann ist jede Matric M € M, ,,(R)
daquivalent zu einer Matriz E in Normalform.:

€1 0
€1 0 0
E= 0 bzw. E = Em
0 en |
0
m>n n>m
fiir gewisse ey, ...,e. € R mit der Eigenschaft
erles] - -+ |eq—1ler r = min{n, m}.

Die Zahlen ey, ...,e, heiffen Elementarteiler der Matriz M. Sie sind bis auf
Einheiten in R* eindeutig durch die Matriz M bestimmd.

Bemerkung: Der Fall ¢; = 0 ist moglich. Beachte, daB jede Zahl m € R Null
teilt. Die e; = 0 stehen daher am Ende.

Beweis des Satzes: Wir fiihren den Beweis nur in dem Spezialfall durch, wo R
ein Euklidscher Ring ist. Sei g : R — Nx( die Gradfunktion von R.

Invertierbare n x n-Matrizen mit Eintragen in R sind die Elementarmatrizen:

aa 0 --- 0 0
0 . 0

1) Diag(ay,...;an) = | = . . e mit a, ..., a, € R*
0 0

o 0 - 0 a,
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1 0 0 0 00
0 1 - 00
0 0
2) Ey,u(A) = K oy mit A € Rund v #
0 : oo 0
0 0 oo vov vvv oo 10
00 0 -+ --- 0 0 1

3) Permutationsmatrizen P(o) = (P(0);;)

oLl a=el) ur o
P(O’)U{O j;ﬁa(i)f €S,

Dies zeigt man wie in §24 im Korperfall.

Linksmultiplikationen mit solchen Matrizen (beziehungsweise Rechtsmultipliak-
tionen mit den entsprechenden m x m-Matrizen) zeigt wie in §31, daB durch
folgende Operationen Matrizen in dquivalente Matrizen iibergefiihrt werden:

1. Multiplikation der Spalten (bzw. Zeilen) mit Einheiten

2. Addition des A-fachen der v-ten Zeile (Spalte) zur p-ten Zeile (Spalte)
(v # u)

3. Permutation der Spalten (Zeilen).

Der Beweis des Elementarteilersatzes erfolgt durch Ausrdaumen der gegebenen
Matrix M mit Hilfe der Operationen 1.-3. g hat Werte in N>o. Wir wahlen
unter allen Matrizen, welche zur urspriinglichen Matrix dquivalent sind, eine fiir
die g(aj1) minimal ist (insbesondere ist dann a;; # 0 fir M # 0; aber die
Nullmatrix hat bereits Normalform).

OBdA konnen wir also M selbst als eine dieser minimalenMatrizen annehmen.
Folgerung: Jede der Zahlen ay; und a; ist durch ayy teilbar.

Beweis: ay; fay; = a;; = m-ay; +7r mitr # 0 und g(r) < g(aj;). Addiert man
das —m-fache der ersten Spalte zur i-ten Spalte und vertauscht dann die erste



85. ELEMENTARTEILER (EXISTENZ) 243

und die i-te Spalte,

ail Q14 9 Ae—m Ay Qg — M- Q-
* *
3 a
3 g(r) < glai)
*

erhalt man einen Widerspruch zur Minimalitat von g(aq1). g.e.d. Analog schlieBt
man fiir a;;.

Durch Umformungen mittels der Operationen 1.,2. und 3. kdnnen wir also jetzt
die Matrix tberfiihren in die Gestalt

(1)

a1 0

Behauptung: Jeder Fintrag der Matriz ( ) ist durch aqq teilbar.
0 *

Beweis: Angenommen ayy fa;; = a;; = m-ay;+r mitr # 0und g(r) < g(a1).
Die Operationen

a‘ll e O DRI all DRI a’ll
2. A=1
—_—
0 Clz‘j 0 aij
11 - 4
2. A=—m
—
* T
r *
3.
? * *
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liefern dann wegen g(r) < g(aq1) einen Widerspruch zur Minimalitat. Somit ist
die letzte Behauptung bewiesen.

Es folgt
aq 0 1 0

=a -
0 * 0 N

mit einer Matrix N € M,,_1,,—1(R). Per Induktion hat N oBdA Normalform.
Setzt man e; = aq, erhalt man:

€1 0 ‘

€1 0 |
€9

0 en |
aq1 ist der erste Elementarteiler.

Der Beweis der Eindeutigkeit der Elemetarteilerzerlegung wird im nachsten Ab-
schnitt gegeben. Vorab sei aber das folgende Verfahren zur Bestimmung der
Elementarteiler mitgeteilt, welches auch die Eindeutigkeit derselben impliziert.

Ist M = (i,,), dann gilt
€1 = ggT(ill, ) an)
e1-es = ggT(det aller 2 x 2 Teilmatrizen von M )
ep-ex-e3 = ggT(det aller 3 x 3 Teilmatrizen von M )

e ...-e, = ggT(det aller n x n Teilmatrizen von M )

Der Beweis dieser Aussage sei dem ambitionierten Leser als Ubungsaufgabe
iiberlassen. Hierbei sind die v x v Teilmatrizen zu verstehen als diejenigen Ma-
trizen, die durch Streichen von n — v Zeilen und n — v Spalten entstehen!
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Hinweis: Die Aussage ist klar, wenn M in Normalform vorliegt. Benutze
AN(U) o A(V) = A(UoV)und U € Gl(n,R),V € Gl(m,R) = AN(U) €
GU(N, R), A(V) € G{(M, R) um den allgemeinen Fall auf diesen Fall zuriickzufiihren.

Beispiel: M = (g g) hat Elementarteiler e; = 1, es = det(M) = 4.
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86 Elementarteiler (Eindeutigkeit)

In diesem Abschnitt sei R wieder ein Hauptidealring.

Fir U in M, ,(R) gilt offensichtlich det(U) € R. Eine Matrix U mit dieser
Eigenschaft heiBt unimodular.

Fiir eine Matrix U in M, ,(R) schreiben wir U € Gl(n, R), wenn eine zu U
inverse Matrix U~! in M, ,(R) existiert. In diesem Fall ist wegen det(U) -
det(U™') = 1 die Zahl det(U) eine Einheit in R*, also U unimodular. Die
Umkehrung gilt auch, insbesondere bilden die unimodularen Matrizen eine Gruppe

Lemma: Es gilt U € Gl(n, R) <= det(U) € R* fir U € M,,,(R).

Dies ergibt sich unmittelbar aus der Formel fir die inverse Matrix U~'in Termen
der adjungierten Matrix U € M,, ,(R).

Lemma: Fir M,N € M, ,(R) seien
(a) = ggT(Mij) und (b) = ggT (Ny)

die ggT"’s der Matrizkoeffizienten. Sind M und N dquivalente Matrizen, dann
qilt

Beweis: Esgilt M = a-M; fiirein My € M, ,,,(R). Aus N = UMV = a-UM,V,
folgt a|b, da UM,V Koeffizienten in R besitzt. Wegen Symmetrie folgt genauso
bla, also (a) = (b).

Sei nun M € M,, ,,(R) eine beliebige Matrix. Bezeichne r := min{n, m}. Nach
685 ist M dquivalent zu einer Elementarteilermatrix
€1 0
M~E= mit e | ... | e, und r = min{n, m}.
0 e,

Folgerung: FEs gilt (ggT(MH, s Mnm)) = (e1).
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Die GraBmannkonstruktion: M € M, ,,,(R) ist eine R-lineare Abbildung

M:R"™ — R"

zugeordnet: M (b;) = > 7, My;b; fiir i = 1,...,m. Hierbei seien b; bzw. b; die
kanonischen Basisvektoren des R™ bzw. R"™. Die GraBmannkonstruktion (fiir
k =0,1,2,...) induziert R-lineare Abbildungen

k
AR(Rmy D AR Ry

so daB gilt
Beziiglich der induzierten R-Basen b; lassen sich diese Abbildungen wieder
durch Matrizen beschreiben, welche Koeffizienten in R besitzen. Dies folgt aus

AR(M)(br) = AR (M) (biy A ... Abiy)) = M (b)) Ao AM (b)) = > 1 Miyi by, A
= ZJc{l 7777 n} A¥(M); by durch ausmultiplizieren und zusammenfassen.

Beispiel: Fiir n =m =4,k =2 und M = diag(\1, A2, A3, \4) ist A2(M) gleich
by Aby by Abs by ANby ba ANbs by Aby bs A by

A1 A2 0 0 0 0 0 by A bo
0 A1 A3 0 0 0 0 by A b3
0 0 A1y 0 0 0 by A by
0 0 0 A2A3 0 0 by A b3
0 0 0 0 A2 A4 0 by A by
0 0 0 0 0 AsAg bs A by

denn bl N bj — )\Z . bl N )‘j . bj = )\1)\] : bz A bj. Allgemeiner

Lemma: Fiir M = diag(\y, .., \,) ist A¥(M) eine Diagonalmatriz mit den
Diagonaleintrigen [[,.; Ai an der Diagonalenstelle I C {1,...,n} mit |I| = k.

Lemma: Wenn U : R® — R" invertierbar in M, ,(R) ist, ist A*(U) :
A*(R™) — AR(R™) invertierbar in M(Z)(Z)(R)

Beweis: Weil U invertierbar ist, gibt es ein Uy € M, ,(R) mit UyU = UU; = id.
Es folgt A*(U1) - A*(U) = A¥(Uy - U) = A*(id) = id. Also ist A*(Uy) invers zu
A*(U), und ist ganzzahlig weil U ganzzahlig ist.
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Aus diesem Lemma und der Formel AK(UMV) = A*(U) - A*(M) - A*(V) ergibt
sofort als

Folgerung: Sind M und N dquivalent, dann auch A*(M) und A*(N).
Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zu der entscheidenden Aussage

dieses Abschnitts

Satz: Fir die Elementarteiler e; einer Matriz M gilt

Hle e; = ggT(Koeffizienten von A*(M))|.

Insbesondere sind diese Produkte (fir k =1,2,..,7) und damit auch die Ele-
mentarteiler eq, .., e, selber bis auf Einheiten eindeutig durch die Matriz M
bestimmd.

Beweises des Satzes: Da wie nun gezeigt A*(IE) und A*(M) &quivalent sind,
haben sie denselben Koeffizienten ggT. Aus den oben gegebenen Formeln fiir die
Eintrige der Diagonalmatrix A*(IE) und der Teilerbedingung e;|es... ergibt sich
der Koeffizienten ggT von A*(E) als die Zahl [1"_, e; = 9977 1=r(I s €i)-
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87 Kern, Bild, Kokern

Genau so wie im Korperfall kann man nun auch lineare Gleichungssysteme mit Ko-
effizienten in einem Hautidealring R betrachten und fiir ein solches Gleichungssy-
stem nach Lésungen mit Koeffizienten in R fragen. Wird das Gleichungssystem
durch die Matrix M € M, ,(R) beschrieben, hat man analog zum Kérperfall
eine zugeordnete R-lineare Abbildung

M:R* — R™

rx — M- x.

Wie im Korperfall ist die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems entweder
leer oder ist von der Gestalt zop + Kern(M). Es stellt sich dann natiirlich die
Frage nach der Struktur der R-Moduln Kern(M) C R"™ und Bild(M) C R™?
Es sind Untermoduln von freien Moduln. Tatsadchlich sind beide Moduln selbst
wieder freie R-Moduln. Den Beweis kann man zum Beispiel dadurch fiihren, daB3
man auf den Fall reduziert, wo M eine Elementarteilermatrix ist. Dieser Fall ist,
wie wir sehen werden, von besonderem Interesse.

Die Aussage folgt aber auch aus dem im Anhang bewiesenen allgemeinen Satz.
Wir erhalten in jedem Fall

Satz: Fir ein R-lineares Gleichungssystem M : R" — R™ mit M €
Myn(R) gilt

o Kern(M) ist ein freier R-Modul vom Rang <n

o Bild(M) ist ein freier R-Modul vom Rang < m.

Frage: Wann hat nun M -x = b iiberhaupt eine Lésung (zu gegebenem b € R™)?
Was ist das Hindernis dafiir?

Antwort: Die Losbarkeit des inhomogenen Gleichungssystems ist aus tautologi-
schen Griinden dquivalent zum Verschwinden der Restklasse [b] im Kokern(M) =
R™/Bild(M). Der R—-Modul Kokern(M) hangt aber nur von M ab und nicht
von b. Man nennt ihn daher auch den "Hindernisraum” oder " Obstruktions-
raum”. Dieser Kokern ist im allgemeinen aber kein freier R-Modul mehr, enthalt
aber interessante Informationen iiber das Gleichungssystem.
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T +vy

Beispiel: Fiir M (5;) = < ) ist der Hindernisraum ~ Z/27.

In der Tat hingt der Hindernisraum (bis auf Isomorphie von R-Moduln) nur
von den Elementarteilern von M ab. Im obigen Beispiel sind die Elementarteiler
gerade 1 und 2, und dies gibt dann Z/2Z fiir den Hindernisraum. Die Rechnung
zeigt aber mehr, und erlaubt es diesen Modul in Termen der Elementarteiler
direkt auszurechnen:

Sei
M=U-E-V

mit U € GL(m, R), V € Gl(n, R) und Elementarteilermatrix E. Beachte

veE KenM) = M-v=0U-E-V.-v=0cE-V.-v=0<¢«
V(v) € Kern(E). Also folgt

Lemma: Die Abbildung

Kern(M) — Kern(E)

v —  V(v)

st ein R—linearer Isomorphismus.

2 00
0 0 0 x
Beispiel: Fir E = [0 0 0| gt Kern(E) = y||2-2=0
0 0 0 z
0 0

Somit ist Kern(E) wegen der Nullteilerfreiheit von R gleich dem von dem 2.
und 3. Basisvektor aufgespannten freien R-Untermodul vom R3, also isomorph
zu R2,

Bemerkung: Im allgemeinen folgt genauso Kern(E) ~ R!, wobei

- #(Elementarteiler e; = 0) falls n <m
| #(Elementarteiler ¢; = 0) +n —m falls n > m.

Den Rang des freien Moduls Kern(M) kann man daher daher direkt von den
Elementarteilern von M ablesen.
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Lemma: Man hat R-Modulisomorphismen Bild(M) = Bild(E) und

Kokern(M) = Kokern(E)

in Termen der Elementarteilermatriz & von M.
Beweis: Fiir das Bild und Kokern gilt Kokern(M) = R™/Bild(M) sowie

Bild(M) =BildlU-E-V)=U-E-V(R") = (UE)(R") .
~——
—Rn
Man erhélt einen Isomorphismus U : Bild(E) = E(R") — Bild(M) mit Um-
kehrabbildung
U™ (UE)(R") — E(R") .

Dies ergibt das Diagramm

00— (UE)(R") — R™ — Kokern(M) —0

~

U-1! ~ |yl :EH!

Y
0——=E(R") R™ R™/E(R") —=0

Die R-lsomorphismen U~ induzieren einen kanonisch bestimmten R-lsomorphismus
zwischen den R-Moduln Kokern(M) und Kokern(E) = R™/E(R").
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Appendix

Satz: Sei R ein Hauptidealring. Dann ist ein R Untermodul M des freien
R-Moduls R™ wieder ein freier R—Modul, und sein Rang ist < n.

Beweis: (Induktion nach n) Der Fall n = 1 ist im wesentlichen gerade die
Annahme, daB R ein Hauptidealring ist. Fiir den Induktionsschritt betrachte die
Abbildungen i : R*~! — R" und pr,, : R* — R

T
1 . L1
1 : = ' und Pry : =z, .
Tn-1
Tn-1 0 Tn

Es gilt M C R™ nach Annahme. Sei I das Bild von M unter pr,. Als R-
Untermodul von Rist I = pr,(M) C R ein Ideal. Weil R Hauptidealring ist, gibt
eseina € Rmit I = (a). ObdA ist a # 0, da sonst M C R"' = Kern(pr,)
und wir per Induktion schlieBen. Nun hat man folgendes kommutative Diagramm,
dessen oberste Zeile offensichtlich (!) exakt ist

i Prn

R’n

N

a)

Die untere Zeile ist ebenfalls exakt: Die Exaktheit bei i(R"~') N M und bei (a)
ist klar. Zur Exaktheit in der Mitte

0

Rn—l

0—=i(R" )N M

—

Kern (pro|ay) = M N Kern (pr,) = M Ni(R"1) .

Per Induktion ist nun ¢(R"') N M C i(R" ') ~ R"! frei vom Rang < n — 1.
(a) = R-a~ R ist als R-Modul frei vom Rang 1 mit Basiselement a.

Der Satz folgt daher aus dem folgenden Lemma

Lemma: Sei 0 — Fy > M 5 Fy, — 0 eine kurze ezakte Sequenz von R—
Moduln. Sind Fy, Fy freie R—Moduln vom Rang ny resp. ny (aus N), dann

ist M frei vom Rang nq + ns.
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Beweis: Sei by, ..., b,, eine Basis von Fj und l~)1, Em eine Ba~sis von F5. Da
7 surjektiv ist, existieren by, 11, ..., by, 10y, € M mit w(by, ;) = b;. Das Lemma
folgt dann aus der

Behauptung: ¢(b1), ..., ©(bn,),bn,41, -y buyin, bilden eine Basis von M.

Beweis: Lineare Unabhangigkeit: Wenn fiir \; € R gilt
0= )‘190<b1) + .t )‘nﬁp(b?h) + >‘n1+1bn1+1 + ot )‘n1+n2bn1+n2>

so folgt durch Anwenden von 7
= 04 Apy1b1 4 o 4 Ay gDy

Weil die b; linear unbhingig sind, folgt daraus 0 = Ay, 11 = ... = Ay iny.

Also ist die urspriingliche Relation von der Gestalt 0 = > 7" | \ip(b;) = ¢ (D02, Aibi).
Da ¢ injektiv ist, gilt 0 = >~ \;b;, Wegen der linearen Unabhangigkeit der b;
hat das zur Folge, daB auch die restlichen \; = ... = \,; = 0 verschwinden.

Erzeugendensystem: Sei m € M beliebig. Weil b; ein Erzeugendensystem von
F5 bilden, hat man fiir geeignete \; € R

F2 = 7T(m) = )\161 + ...+ )\n26n2 = Z )\iﬂ.(bn1+i> =T (Z )\ibn1+i> .
i=1 =1

Also m(m — > 72, Nibp, 1) = 0 oder

m — Z)\,-bnﬁi € Kern(m) = p(F) .

=1

Die b; bilden ein Erzeugendensystem von F}. Also gibt es p; € R mit

M= Nibn,si = 0> b)) =Y pieb;) -
i=1 j=1 Jj=1

Folglich gilt m = 3771 ;0(by) + 3202, Aibpy 440 g.e.d.

Bemerkung: Betrachtet man in diesem Appendix — fiir ein fest gewdhltes Prim-
element 7 von R — nur noch R-Moduln M mit der Eigenschaft 7 - M = 0 und
ersetzt ‘freier R-Modul vom Rang n' durch ‘R-Modul vom Typ (R/7R)™', dann
iibertragen sich sowohl die Aussage des Satzes als auch sein Beweis.
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88 Struktursitze

Satz: Jede endliche abelsche Gruppe G ist isomorph zu einem (direkten)
Produkt von zyklischen Gruppen.

Variante: (mittels chinesischem Restsatz) G ist sogar isomorph zu einem
Produkt von Gruppen 7./p"Z mit Primzahlen p € N (und r € N).

Dies sind Spezialfille im Fall R = Z eines in diesem Abschnitt formulierten
allgemeinen Struktursatzes fiir endlich erzeugte R-Moduln iiber einem Haupt-
idealring.

Definition:

1) Ein R—Modul heiBt endlich erzeugt, wenn er ein endliches Erzeugendensy-
stem hat.

2) Ein R—Modul heiBt zyklisch, wenn er von einem einzigen Element erzeugt
wird.

Prasentationen: Sei my,...,m,, € M ein endliches Erzeugendensystem eines R—
Moduls M. Die Abbildung

R M

™

: — romi+ ... +r,m,
Tn

ist eine wohldefinierte R-lineare Abbildung. Weil {my,..,m,} den R-Modul M
erzeugen, ist 7 surjektiv. Fir F':= Kern(m) erhdlt man die exakte Sequenz

0— F 5 R" s M — 0.

Da R ein Hauptidealring ist, ist F' als Untermodul von R" freier Modul vom
Rang » < n, d.h. es gibt einen Isomorphismus ¢ : F' ~ R". Betrachte

M=iod ': R ~F < R".
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Als Zusammensetzung injektiver Abbildungen ist M wieder injektiv. Der Kokern
von M ist isomorph zu M, denn

0—>F——=R"—"—M 0

N\Lé
v

0 R — >~ R" Kokern(M) —0

ist kommutativ mit exakten Zeilen. Also hat man den

Prasentationssatz: Jeder endlich erzeugte R-Modul M diber etnem Haupt-
idealring R ist isomorph zu einem Modul Kokern(M) fir eine geeignete Ma-
tric M € M, ,.(R) (n >r €N geeignet).

Andererseits wissen wir, daB M dhnlich ist zu seiner Elementarteilermatrix [E und
daB gilt Kokern(M) ~ Kokern(IE). Also stellt sich die Frage, wie der Kokern
aussieht fur Matrizen der Gestalt

E = € M, ,(R).
0 e,

0
Die zugehorige Abbildung E : R™ — R™ ist

€121
I .
E : =
(P o
Ty 0

Behauptung:
Kokern(E) = R"/Bild(E) ~ R/e1R &..® R/e,R®&R/0& ... B R/0 .

n—r Kopien

Beweis: Die Abbildung
R* +% R/eyR ©..® R/OR

o= ([r1], ., [n])
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ist surjektiv und hat als Kern den Untermodul
€11
r; € R 3} = Bild(E).
er Ty

0

Aus der Eindeutigkeit des Quotienten folgt daher
R/eyR® ... & R/OR ~ R"/Bild(E) .
Bemerkung: R/OR = R ist zyklisch und R/e; R ist zyklisch.

Struktursatz: Jeder endlich erzeugte R—Modul M diber einem Hauptideal-
ring R ist isomorph zu einer direkten Summe von zyklischen R-Moduln

M~@R/a;R
i=1

fir a; € R mit ay | ... | a,. Hierbei konnen und wollen wir auflerdem
annehmen, daf$ keine der Zahlen a; eine Einheit in R ist.

Im nachsten Abschnitt wird gezeigt, daB dann n und die a;,7 = 1,..,n bis auf
Einheiten durch (die Isomorphieklasse von) M eindeutig festgelegt sind. Wir
nennen die Zahlen a; daher auch die Elementarteiler des R-Moduls M.
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89 Beweis der Eindeutigkeit

Wir wollen zeigen, daB die Elementarteiler eines endlich erzeugten R-Moduls iiber
einem Hauptidealring R bis auf Einheiten eindeutig bestimmt sind.

Gibt es einen Isomorphismus von R-Moduln
N=E@R/(@) = N=ER/b)
i=1 j=1

sowie aj | ... | @, und by | ... | by, missen wir n = m sowie (a;) = (b;) zeigen
fir alle ¢ = 1,..,n. Nach Annahme ist keine der Zahlen a;, b; eine Einheit.

Aus Symmetriegriinden konnen wir N und N’ vertauschen und annehmen

r=#{ai £ 0} > ' = #{b; #0} .

Sei k das Minimum der Zahl k der Primteiler (mit Vielfachheiten) aller a; # 0
bzw. b; # 0. Wir benutzen Induktion nach k. Der Induktionsanfang k£ = 0 ist
der Fall a; = .. = a,, = 0 bzw. b; = ... = b,, = 0. Somit ist der Modul N = N’
frei und alle a; und b; sind Null. Wegen N = R" und N’ = R™ und dem Satz
aus dem Appendix von §87 folgt dann m < n (und dann n = m aus Symmetrie).

Die Strategie: Im Fall £ > 0 wahlen wir einen Primteiler 7w von a; und betrachten
den Untermodul N[r] C N aller m-Torsionselemente

Nir] = {xreN|7m-2=0}.

Es ist klar, daB ein Isomorphismus ¢ : N — N’ von R-Moduln einen Isomorphis-
mus der 7-Torsionsmoduln v : N[r| — N'[r] induziert. Wir erhalten somit

0 N{n] ]I N/N[r] —0
0 N'[r] N’ N’/]v\f’[ﬂ]—>0

Die Strategie ist jetzt die folgende: Wir setzen die Elementarteiler von NV in
Beziehung zu denen von N[rx| und N/N|[r] und zeigen per Induktion, daB
N/N|r] = N'/N'[r| sowie N[r| = N'[r] dieselben Elementarteiler besitzen.
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Berechnung von N[x|: Unsere Moduln N sind direkte Summen von Moduln
N =, N;. Somit ist klar N[n] = €, N;[r]. Fiir die Berechnung konnen wir
uns somit auf den Fall zyklischer Moduln

M = R/aR
beschranken. Hier gibt es drei Falle.

Erster Fall (7 ist teilerfremd zu @). Dann folgt wegen 1 = - 7w + (3 - a sowie
a-m=m-m=0,m e M[nr]sofort m = 1-m = 0 fiir alle Elemente m € M]|r]|.
Also folgt

Mr]=0.

Zweiter Fall (7 teilt @ = 0). Dann ist M = R und wegen der Nullteilerfreiheit

Mr|=0.

Dritter Fall (7 teilt a # 0). Dann gilt M[r] = {m =7r-a mod (a) | r € R}
fir die Zahl @ = a/m. Somit ist M|[n] ein zyklischer R-Modul erzeugt von der
Restklasse [a]. Die Abbildung R — M|r], welche r € R auf r - [a] abbildet, ist
surjektiv und hat als Kern das Ideal (7). Aus dem Isomorphisatz folgt daher im
dritten Fall

Mir] = R/(m) .

Korollar: Ist M ein endlich erzeugter R-Modul iiber einem Hauptidealring,
dann ist M[n] wieder endlich erzeut als R-Modul. Es gilt M[r] = M genau
dann wenn gilt

M = (R/mR)”

Die natiirliche Zahl p ist durch die Isomorphieklasse von M eindeutig be-
stimmd.

Beweis: Alle Aussagen folgen im zyklischen Fall aus den obigen Fallunterschei-
dungen. Im allgemeinen resultieren sie dann — mit Ausnahme der Eindeutigkeit
von p — aus dem Struktursatz fiir endlich erzeugte R-Moduln durch Zerlegung in
zyklische Moduln. Die Eindeutigkeit von p folgt aus der Bemerkung im Appendix
von §87. g.e.d.
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Wir kehren nun zu unserem InduktionsschluB zuriick:

Zur Erinnerung: N[r] = N'[r] und N/N[r] = N'/N'[x].

Aus N/N|[r| = €, N;/N;[r] und den obigen Fallunterscheidungen folgt
Nir| = (R/mR)" ,  p=+#{i|a #0, 7la;}

NNl = DR/

Beachte, daB fiir die Indizes i mit a; = 7 die a;/7 zu Einheiten werden, und die
dazu gehorigen Summanden Null werden.

Es geniigt die letzte Formel fiir N/N[rn] im zyklischen Fall nachzurechnen: Fiir
zyklisches N; = R/(a;) ist wegen 7|a; der R-Modul N;[r] erzeugt von a; = a;/7
und somit Nl/Nl[ﬂ'] = R/(dl)

Nach Wahl von 7 ist aber N 7| # 0 und r = p. Somit folgt aus N[r] = (R/7R)"
und N'[r] 2 N[x] dann N'[z] = (R/7)" # 0 mit p = r (siehe letztes Korollar!).
Wegen

r>r'">p =r

folgt somit dann r =1’ = p = p/. Aus der analogen Formel fiir N'[r]
pl=#{j | b; #0, |b;}
folgt somit 7|b; fiir alle b; # 0. Damit gilt auch die zur obigen Formel analoge

Formel fiir N'/N'[x].
Aus dem Isomorphismus N/N|[n] = N’/N’[rn] folgt daher

Dr) = Dr/)

J=1

und per Induktion (!) die Gleichheit all der Elementarteiler, welche jeweils von
() verschieden sind. Benutzt man die dadurch erhaltene Information, schlieBt
man dann die noch fehlende Gleichheit der Anzahl der Elementarteiler vom Typ
() aus r =1’
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90 Der K[X]|-Modul eines Endomorphismus

Der Polynomring R = K[X] iiber einem kommutativen Kérper K wird durch
den Polynomgrad zu einem euklidischen Ring.

Einsetzungen: Sei a ein Element einer K—Algebra A mit 14. Dann gibt es genau
einen K—Algebrenhomomorphismus ¢ = ¢,

p: KIX] — A
mit der Eigenschaft (X)) = a.

Dies ist sehr einfach zu sehen! (1) = 14, ¢(X?) = a? ... und die K-Linearitit
erzwingen fiir p(X) =" \; - X' € K[X]
AP(X) = (> A X) =S N at
=0 i=0
DaB die so definierte Abbildung ¢, wohldefiniert ist und ein Ringhomomorphis-
mus, ist leicht nachzurechnen.

Der Modul (V, M): Sei A = End(V) fiir einen K-Vektorraum V und a = M fiir
einen Endomorphismus M von V. Durch obigen Einsetzungshomomorphismus
wird V' zu einem K[X]-Modul, den wir mit (V, M) bezeichnen. Die Modulmul-
tiplikation von p(X) =>"" A, - X' € K[X] auf V wird gegeben durch
KX|xM — M
((X),0) — Pla)o = X1y A - ai(0)

Beispiel: Sei V = K2 und M = (8 (1)) Fiir v = (:”1> c K2

X2
1 v = v
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M hat zwei K—Erzeuger €1, e, (die Standardbasisvektoren von K?). Also ist M
endlich erzeugt als K—Modul und erst recht als K[X|-Modul. Wegen X -e5 = ¢
ist der Modul sogar ein zyklischer K[X]-Modul erzeugt von e;. Nach dem
Struktursatz gilt daher M = K[X]/a(X). Man zeigt leicht a(X) = X?2. Also
M = K[X]/X?, was als K-Vektorraum isomorph ist zu K + K - X ist.

Ist der K-Vektorraum V' endlich dimensional, dann ist offensichtlich (V, M) als
K[X]-Modul endlich erzeugt. Nach dem Stuktursatz fiir Moduln iiber dem
Hauptidealring R = K[X] in §88 gilt: Jeder endlich erzeugte R-Modul ist
isomorph zu einem R—Modul der Gestalt

R/(a1) ® R/(a2) @ ... © R/(ar)

mit a; | as | ... | a. € R. Wir kdnnen diesen Struktursatz auf die K[X]-Moduln
(V, M) anwenden.

Bemerkung: Fiir a = 0 ist R/(a) = R. Im Fall R = K[X] ist dies unend-
lichdimensional als K—Vektorraum. Da (V, M) aber endlichdimensional als K-
Vektorraum ist, kommt somit das Polynom a; = 0 in der Zerlegung in zyklische
Moduln nicht vor.

Korollar: Sei V' ein endlich dimensionaler K -Vektorraum, M € End(V)
und (V, M) der zugeordnete K[X|-Modul. Dann gibt es nichtverschwindende,
0obdA normierte Polynome a; = a;(X) € K[X]| mit ay | ... | a, vom Grad
n; > 1, so daf gilt

n

(V.M) ~ P R/(a).

=1

Ein Polynom heiBt normiert, wenn es von der Form ist

a;(X) = X" + (Polynom vom Grade < n;) .
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91 Zyklische Moduln

Sei im folgenden a(X) = X™ + oy X" ! + ... + «,, ein normiertes Polynom mit
Koeffizienten in K vom Grad n > 1.

Die Restklassen der Monome in dem Quotientenmodul W = K[X]/(a(X)) des
Polynomrings K[ X| nach dem von a(X') aufgespannten Hauptideal, sind Mengen
der Form

1] = 1+a(X) K[X]
[X] = X +a(X) K[X]
(X1 ; X" a(X) K[X]

Lemma: Fafst man W = K[X]/(a(X)) als K—-Vektorraum auf, dann bildet
(1], [X], [X?], ... [X"7'] eine K-Basis von W.

Beweis: (Erzeugendensystem) Sei [p(X)] € W mit Reprasentant p(X) € K[X].
Division mit Rest gibt Polynome 7 und m mit p(X) = m(X)-a(X)+r(X) und
grad(r) < grad(a) oder r = 0 gilt. Fiir r =0, d.h. p(X) = m(X) - a(X), ist
[p(X)] = [0]; oder 7(X) = ;1 X" ! + ... + p,, hat Grad kleiner als n = grad(a).
Dann liegt [p(X)] = [r(X)] = p1[ X" '|+...+pn[1] im K-Aufspann der Vektoren
(X1, .., [1].

Lineare Unabhingigkeit: Fiir Ao, ..., A1 € K so daB

N[l +M[X]+ .+ X[ X" = 0
= [)\0+)\1X+...+>\n_1Xn71] == O
& M X" T LM X+ X = m(X) - a(X)

(fiir ein m € K[X]) folgt aus Gradgriinden m(X) = 0 (wegen grad(a(X)) = n)
und damit \yg = ... = \,_1 = 0.
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Betrachte die K-lineare Selbstabbildung von W = K[X]/(a(X))

oW — W

v — X v

Die Matrix zu ¢ beziiglich der Basis ([1], [X], [X?], ..., [X""!]) besitzt die soge-
nannte Jordan—Normalform

[ [x] (X% - (X7

00 0 - 0 —ap 1]

10 0 -+ 0 —omy [X]
M= 101 0 0 —nos [X?]

00 0 —a (X7

0 0 jR— (X

denn ¢([X"]) = X - [X] = [X*!] fiir i = 0,1,...,n — 2, und
p(X"]) = (X" = [a(X) —aa X" — = ay)

— —Oq[Xn*l] — = [ X] = ap[1] .

Bemerkung: Wir haben also dem zyklischen K[X]-Modul W eine Matrix M
zugehordnet. Diese beschreibt die Operation von X € K[X] auf dem W =
K[X]/(a(X)) zugrundeliegenden K-Vektorraum. Offensichlich gilt daher

W = (K™, M)

mit den Bezeichnungen des letzten Paragraphen.

Lemma 1: Das charakteristische Polynom der Matrix M zu ¢ ist
xu(t) =t ot L an gt .

Lemma 2: M" +oyM" '+ .. +ap,_ M +a,E=0
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Beweis von Lemma 1: Laplaceentwicklung nach der ersten Spalte.

Beweis von Lemma 2: Zu zeigen ist, daB X" +...+a,, = a(X) die Nullabbildung
ist auf W = k[X]/(a(X)). Dazu rechnet man nach, daB Multiplizieren mit a(X)
auf W die Nullabbildung ist: a(X) - [P] = [a(X) - P] = [0].

Wir erhalten als Anwendung den folgenden

Satz: (Cayley—Hamilton) Sei M € M, ,(K), K ein Korper und x(t) das
charakteristische Polynom von M. Dann gilt

X(M) = 0.

Beispiel: Fiir M = <§ ?) gilt x(t) = t* — 3t — 13. Also
2 arr vam (19 9Y (6 9\ (13 0\ (0 0
M? = 3M = 13F = <15 16 15 3 0 13) \0 0)°

Beweis des Satzes: Sei V' = K. Fiir den K[X]-Modul (V, M) gilt

T

(VaM) = @k[x]/(az(){)) = @(WiaMi)7

W, i=1

wobei die M; in Jordan—Normalformen sind. Die Matrix M beschreibt die Skalar-
multiplikation mit X. Beziiglich der Zerlegung in zyklische Moduln hat M daher
als Matrix Blockmatrizengestalt M = Diag(M;, ..., M,.). Fiir Blockdiagonalma-
trizen M (§38) gilt xas(t) = xar, () - - xar,. (£). Weil xar,(M;) = 0 auf W; und
wegen (1) | xar(t) folgt xar(M;) = 0 fir i = 1,...,7. Also ist xp (M) =0
auf allen W; und somit auch auf V.
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92 Jordan—Normalform

Gegeben seien Endomorphismen M : V — V bzw. M’ : V' — V' von endlichdi-

mensionalen K-Vektorrdumen V', V', sowie die dazu gebildeten K[X]-Moduln

(V,M) und (V', M").

Frage: Was bedeutet in der Sprache der K-Vektorraume, daB eine Abbildung
o+ (V, M) — (V!, M)

K[X|-linear ist?

Antwort: ¢ : V. — V' ist einerseits notwenig K-linear und zusitzlich gilt
o(Xv) = Xo(v) fir alle v € V, das heiBt

poM=Mogp,
oder als kommutatives Diagramm geschrieben

V—=v

Ml |
V——=V"
Ist umgekehrt p : V' — V' eine K-lineare Abbildung, so daB obiges Diagramm
kommutiert, dann definiert ¢ eine k[X|-lineare Abbildung zwischen den k[X]-
Moduln (V, M) und (V’, M’).

Begriindung: Aus der K-Linearitdt von ¢ sowie p(Mv) = M'p(v) (fir alle
v e V) folgt

(Y NX ) = 0(Y NMv) = D7 AM p(v) = (3 MX)e(v)

Somit folgt p(rv) = re(v) fir alle r € K[X].
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Folgerung: Die Zerlegung (V, M) ~ @;_,(V;, M;) von k[X]|-Moduln in
zyklische Moduln bedeutet daher in der Sprache der K-linearen Algebra die Exi-
stenz einer K—linearen bijektiven Abbildung ¢, welche das Diagramm kommuta-
tiv macht

Vv —— PV
=1

)

1% = @ V.
=1

Wenn man Basen B; von V; wihlt um V; mit K44 ynd M; mit einer Matrix zu
idendifizieren, so hat die €, M; zugeordnete Matrix Blockdiagonalgestalt. Das
heiBt, wir haben via ¢ letzlich damit auch eine Basis von V' gefunden, beziiglich
der M Blockdiagonalgestalt bekommt.

Satz: Sei K = C und sei M € M, ,(C). Dann ezistiert eine Basiswechsel-
matriz T € Gl(n, K) , so daf$ gilt

M, 0

TMT ' = -
0 M,

mit (sogenannten) Jordanblocken der Gestalt

Ao 00 .- 0
I AN 0 - 0

My=]0 1 X - 0 ,  MNeC
0 0 IRDY

Beweis: Sei V' = K™. Nach dem Struktursatz von §88 ist der Modul (V, M)
als K[X]-Modul direkte Summe von zyklischen Moduln. Mit dem chinesischen

Restsatz kann man die zyklischen Summanden als K [X|-Moduln weiter zerlegen
in K[X]-Moduln der Gestalt €@, K[X]/p;*, wobei p;(X) die Primpolynome sind
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(obdA paarweise teilerfremd). ZusammengefaBt gibt es also Primpolynome 7; =
mi(X) in K[X], so daB

wvmy L2 Prx
=1

Jetzt wird ausgeniitzt, daB fiir K = C der Fundamentalsatz der Algebra gilt.
Somit hat jedes normierte Primpolynom 7(X) € C[X] die Gestalt 7(X) = X —A
fiir ein geeignetes A € C.

Also kann man sich nun auf Moduln der Gestalt C[X]/((X —\)") konzentrieren.
Eine seiner Basen (als C—Vektorraum) besteht aus den Restklassen [1], [X], [X?],

. [X™7Y. Also ist auch [1], [X — A], [(X = A)?], ..., [(X — X\)"71] eine Basis,
wie man leicht zeigt. Beziiglich dieser Basis wird die Multiplikation mit X durch
folgende n x n—Matrix beschrieben

A0 0 0
1 X 0 0
0 1 A o],
0O 0 -~ 1 A
denn der i—te Basisvektor [(X — \)?] wird abgebildet auf

[

XX =T = (X =2 [(X=NT+A- [(X =N
(X =) - (X = AT+ A [(X =]
(X =)™+ A [(X =\

Behauptung: Auf der Diagonalen der Jordan—Normalform einer Matrix M €
M, .(C) stehen die Eigenwerte von M.
Beweis: Mit den Bezeichnungen des Satzes ist das charakteristische Polynom
xu(t) = det(M —t-E)=det(TMT* —t-FE)
A —t 0
= det( )

= =)™ (O — )



Spinorgruppen
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93 Involutionen auf Clifford Algebren

Die Involution *: Ist A eine K-Algebra, dann definiert

/ /
A opp @ =0a - a

eine neue Multiplikation auf A. Das Assoziativgesetz und die Distributivgesetze
vererben sich. Man erhilt eine neue K-Algebra, die reziproke K-Algebra A°PP.
Ist A eine Zs-graduierte K-Algebra, dann definiert
. f—(—1)lalle’l
aopp@ = (1) a-a
(fiir homogene Elemente a,a’ € A.) analog eine nunmehr Zs-graduierte Algebra,
die reziproke Zo-graduierte Algebra A®°PP,

Im Fall einer Cliffordalgebra A = C(V,< .,. >) ist A zu A" als K-Algebra
isomorph. Dies gilt im ungetwisteten [und im getwisteten Sinn, wenn i € K
existiert mit i> = —1]. Sonst gilt nur C(V, < .,. >)®P? =2 C(V,— < .,. >).
Wir betrachten den ungetwisteten Fall.

Beweis: Sei A = C(V,< .,.>). Dann gilt A = AP fiir die zu Grunde liegen-
den K-Vektorraume. Durch diese ldentifikation erhalt man eine offensichtliche
Abbildung ¢ : V' — A = AP auf die erste Schicht von A°?? = A. Diese hat die
Eigenschaft

P(v) opp P(V)+ < v,v > -1y

= (V) - p(v)+ <v,v>-14=0.

Somit gilt
©

1% Acr
7

Souvx e

A
fiir einen eindeutig bestimmten K-Algebrenhomomorphismus

fr Ao Awr

welcher auf V' die Identitat ist. Da AP von (V') als K-Algebra erzeugt wird,
ist f surjektiv. Aus Dimensiongriinden ist daher f ein K-Algebrenisomorphimus.
[Gilt f(AL) C AL, dann definiert f°(a) = il f(a) einen Isomorphismus von
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Zo-graduierten K-Algebren f¢ : A — A%°P. Hierbei sei vorausgesetzt, daB K
ein Element i enthilt mit i? = —1].

Involutionen: ldentifiziert man A°? mit A wie oben (als K-Vektorraum, nicht
als K-Algebra !), so kann man f als eine Abbildung

Ada—a €A

auffassen mit der Eigenschaft
(a1 + az)" = aj + a3
(a1-a2)" =a3-aj
a*=afiralleae K-1y4.
Gilt weiterhin
(@) =a,

nennt man eine solche Abbildung eine K-Algebren Involution. Da A im vorlie-
genden Fall von (V') erzeugt wird, ist die letzte Eigenschaft (a*)* = a erfiillt,

denn f ist auf den Erzeugern aus (V') die identische Abbildung. Wir erhalten
auf diese Weise die kanonische Involution der Clifford Algebra.

Konjugation: Sei nun a — a* die kanonische Involution von A. Weil A Z»-
graduiert ist mit (A4)* C AL, kann man dann eine zugeordnete Konjugation auf
A wie folgt definieren

a — a= (=Dl qa
fir homogene Elemente a € A, (von der Notation leider leicht zu verwechseln

mit der komplexen Konjugation).

Lemma: Die Konjugation definiert einen Isomorphismus von Zs-graduierten
K-Algebren
C(V,<,>) 2 OV, <,>)% .

Es qgilt ay £ ao =0y £ as, a1 -as = a1 -0z, a=a fiira € K -14 sowie
a=—a
fir a € (V') in der ersten Schicht von C(V,<,>).

Beispiel: Im Fall der Hamiltonschen Quaternionen H = C(1,1) fiir K = R gilt
j=-j,k=-kundl=kj=(-1)°kj)* = jk* = jk = —kj = —1. Also

a+pfBj+vk+0l = a—pj—vk—4l.
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94 Das chirale Element

Sei K ein Korper mit 1/2 € K. Ist A eine Z,-graduierte K-Algebra, dann ist
das Zentrum Z%(A) von A per Definition die Zy K-Unteralgebra aller Elemente
z € A mit

zoa = 7-(=D)Fllg. 2 re{1,-1}

fur alle a € A (a,z homogen). Beachte Z°(A) ist selbst Zy-graduiert mit den
Komponenten Z=7(A). Warnung: Es muB nicht immer gelten Z5%(A) C A..

Beispiel: Im Fall der GraBmann Algebren A = A*(V) gilt Z5t(A4) = A.
GraBmann Algebren sind ‘superkommutativ’: Die Superkommutatoren [z, al® =
z-a— (=1)Flelg . 2 sind alle Null.

Lemma: Sei <,> nicht ausgeartet auf V und sei 1/2 € K. Dann gilt: Ein
Element in a € A = C(V,<,>) vertauscht mit allen Elementen von A, =
Ct(V,<,>) genau dann, wenn a eine K-Linearkombination der Elemente
14 und T’ (chirales Element) ist

’F:eyeg--fn,l'en‘.

Hierbei ist eq, ..., e, eine beliebige Orthogonalbasis von V.
Zusatz (Antizentralitét): Es gilt e; - T = (=1)""'T - ¢; fiiri=1,..n.
Aus dem Lemma und seinem Zusatz folgt als

Korollar: Fiir nichtausgeartete Bilinearformen <,> aufV ist das Zentrum
gleich Z=(A) von A = C(V,<,>) gleich

Z5H(A) =K - 14

bzw.

75 (A)=K-T.

Insbesondere ist die Gerade K -1" unabhangig von der gewahlten Orthogonalbasis.

Bemerkung: T" hangt zwar ab von der Wahl der Orthogonalbasis e, .., e, nicht
aber die Gerade K - I'. Sei a; =< e;,e; >. Dann gilt weiterhin
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o ' =(—1)n=b/2r,
e IT =a;---a,-14 fiir a; = q(e;). Insbesondere I' € A*.

e Esgilt ['¢ K -1y, aber T2 = (—1)"""Y/2q;...q, 14

Die Restklasse (—1)"("~1/2q, ...q, € K*/(K*)? nennt man die Diskriminante
der Form <, > und sie ist wohldefiniert. Die erste und zweite Aussage ergibt
sich aus e;6; = —€? = a; # 0 und eie; = —eje; fiir i # j. Es folgt daraus auch

sofort der Zusatz zum obigen Lemma.

Folgerung: Sind die Clifford Algebren von nicht ausgearteten symmetri-
schen K -Bilinearformen isomorph als Zs-graduierte K -Algebren, dann haben
die Formen dieselbe Diskriminante.

Beweis des Lemmas: Setze ¢; = e;, ---¢;, fir iy < «--i, fur I = {iy,---i,}
in {1,---,n} von der Kardinalitdt . Die Elemente ¢; bilden eine K-Basis der
Clifford Algebra A und cqy,... 3 ist chiral. Weiterhin sei ¢c;; = ¢; - e; fiir i # j.
Dann ist ()

Cij * C1 — C1 * Cij
in A gleich 0 wenn [{ij} N I| # 1, und gleich 2a,c; wenn {ij} NI = {k}.
Hierbei entsteht I aus I durch Hinzunahme von 7 und j und Wegnahme von k.
Insbesondere gilt |I| = |I| und genau ein Element wird ausgetauscht. Es gilt

I=1
Sei nun a = ngm Ar - cr aus A mit Koeffizienten \; aus K. Wir behaupten
Gjra—a-c; =0 |, Vi#j
und m < dimg (V') = n impliziert
a€ K- -1,4.

Man zeigt dies mittels () durch Induktion nach m (Ubungsaufgabe). Anderer-
seits folgt aus dem Zusatz zum Lemma

Cij'F—F'CijZO s VZ%]

Die Algebra A wird von den Elementen ¢;; € A, erzeugt. Offensichtlich liegen
[ und 14 im Zentrum von A, . Jedes a' im Zentrum von A, ist daher von der
Form o’ = A - T' 4 a mit a wie oben als Linearkombination von ¢; mit |I| < n.
Esfolgta’' = A-T' 4+ p-14.
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95 Die Clifford Norm

Sei V' ein K-Vektorraum und <, > eine symmetrische K-Bilinearform auf V.
Wir nehmen auBerdem an 1/2 € K. Sei A = C(V, <,>) die Clifford Algebra
mit der kanonischen Einbettung

p: V—A.
Wir betrachten jetzt
A" = {ae A" |a-ae K* 14} .
Hierbei sei @ das Konjugierte von a, aber a sei nicht notwendig homogen.

Die Bedingung a-a € K*-14 : Aus

a-a=A-1a€ K" -1y

folgt bereits a € A*. Denn a=! = \~'@ ist links invers zu a. Also a - A =
A aus Dimensionsgriinden (denn Multiplikation mit a ist injektiv!). Weiterhin
gilt aab = baa fiir alle b € A. Durch Multiplikation mit a von links somit
(aa) - ab = ab) fiir alle ab € aA = A. Somit ist aA\™'@ = aa™! links neutral.
Also aa™! = (aa=1)14 = 14. Folglich ist a=! auch rechtsinvers. Also a € A*
(und damit a € A°) wie behauptet. Obiges Argument zeigt insbesondere auch

a-a=a-a
fiir alle @ € A°. Insbesondere folgt daraus @' -a~! = A"! € K*-14. Es folgt

Lemma: A° ist eine Untergruppe der Einheitengruppe A* von A. Es gilt
N(a) :==a-a=1a-a und die Abbildung

N: A" = K*

definiert einen Gruppenhomomorphismus, die Clifford Norm.

Beweis: Fiira; € Amita;-a; =\ - 14 mit \; € K* (1 =1,2) gilt

a10s - 109 = A9 - A1 * A1 * G2 :a_g)\lCLQ = /\1a_2a2 = )\1)\2 . 1A .
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Also ist A° unter Produkten abgeschlossen. Da wie bereits gezeigt a € A°
impliziert a=! € A?, ist somit A" eine Untergruppe von A* und N ist ein Grup-
penhomomorphismus.

Definition: GPin(V,<,>) ={a € A | a-V-a~ C V} definiert eine Unter-
gruppe von A°. Wir schreiben dabei hier wie auch im folgenden der Einfachheit
halber oft nur V' an Stelle von (V).

Beweis: Fiir a € GPin(V) gilt
a-V-alt =V.

Die K-lineare Abbildung V' > v — ava™' € V ist namlich offensichtlich
injektiv (1), daher aus Dimensionsgriinden ein Isomorphismus. Somit folgt
a”! € GPin(V). Wie man leicht sieht, ist GPin(V) auch unter Multiplika-
tion abgeschlossen.

Lemma: Sei <,> eine nicht ausgeartete symmetrische K-Bilinearform auf
V und 1/2 € K. Sei G die Gruppe aller a € A* mit

a-V-alcV|.

Dann ist a € G genau dann, wenn gilt a = ay - z mit a; € GPin(V') und
z-GNZ(A)*. Hierbei kann ay sogar homogen gewdhlt werden.

I =o' € V folgt av = v’a und daher fiir a = a, + a_ somit

Beweis: Aus ava™
a+v = v'ax. Durch Konjugation folgt vay = ayv’ wegen v = —0v, 0 = —v'.
Somit @, a.,v = va.,a., fir alle v € V (durch Vergleich mit @.,v'a.,). Damit

ist @c, ae, in Z5°1%2(A). Da die Form nicht ausgeartet ist, folgt
araq, a_a_ € K-14 und aya_, a_ap € K-T'.

Daraus folgt a € (K - 14 + KT') - Ay nach einer kurzen Rechnung, falls gilt
aya; € K* (und dann a,a, = @yay) oder a_a_ € K* (und dann a_a_ =
a_a_).

[Waren beide Produkte Null folgt @Ga = @, a_ +a_a, € K*-T', da a ist inver-
tierbar ist. Somit I' = I'. Aber @ a_ und @_a, sind konjugiert, als Vielfache
A-I') A € K somit gleich. Insbesondere ist dann A nicht Null. Dies ergibt einen
Widerspruch wegen 0 = @, (a.a—)a, = (@ra_) - (@a_ay) = N*I? #£0]. Q.ed.
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96 Clifford Automorphismen

Sei A = C(V, <, >) eine Clifford Algebra. Ein Clifford Automorphismus 1) ein K-
Algebrenautomorphismus von A, der das folgende Diagramm kommutativ macht

Vs OV, <, >)

J

Vs OV, <, >)
Somit erhalt ¢ automatisch die Zy-Graduierung auf A.

Sei 4 ein Clifford Automorphismus. Dann gilt —q(¢)(v))-14 = ¢(v)2 - 1/)(1,2) —
PY(—q(v) - 14) = —q(v) - 14. Also

fir alle v € V. Die Einschrankung von v auf V' induziert somit eine orthogo-
nale K-lineare Abbildung 1|y, € O(V,<,>). Offensichtlich ist die induzierte
Abbildung injektiv, denn V" erzeugt C(V, < . >)

Aut(V — C(V, <, >)> — OV, <,>) .

Lemma: Ist (V,<,>) nicht ausgeartet, dann gibt einen kanonischen Iso-
morphismus Aut(V — C(V,<,>)) = O(V, <, >).

Beweis: Dies folgt aus der universellen Eigenschaft der Clifford Algebren.

Spiegelungen: Sei a € V ein anisotroper Vektor, d.h. ein Vektor mit der Eigen-
schaft
q(a) =<a,a>#0 , a€V.

Behauptung: Dann ist a € GPin(V), somit definiert 1, (w) = (—1)*la-w-a™?
fir homogenes w € A einen Clifford Automorphismus in Aut(V — C(V, <, >)).

Dieser operiert auf V'

1

—ava” = 04(v)

durch die Spiegelung o, € O(V, <, >) an der zu a senkrechten Ebene a'.
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Beweis: Es gilt @-a = —a? = —(—q(a)) = q(a). Also a € A°. Weiterhin
N(a) =< a,a >. Die Clifford Identitdt av + va = -2 < v,a > firv € V
impliziert dann durch Multiplikation mit @ = —a die Gleichung ava + vaa =

—2a- < v,a >. Daraus folgt a € GPin(V,<,>), denn
<v,a>

N(a)-ava™ = ava = —N(a) - [v — 2
(a) - ava ava (a) - [v E—

al

liegt wieder in V. Die Abbildung o,(v) = v — 2222 - bildet a auf —a ab und
ist die Identitit auf a*. Insbesondere gilt

Y (v) = o, .

Daraus folgt — mit Hilfe der Aussagen des nachsten Paragraphen iiber die Erzeu-
gung der orthogonalen Gruppe durch Spiegelungen — die Behauptung. Q.e.d.

Getwist innere Automorphismen: Sei GPin*(V,<,>) = GPin(V,<,>) N AL
die Untergruppen der homogenen Elemente. Dann haben wir also mit anderen
Worten im nicht ausgearteten Fall eine surjektive Abbildung

™ Gpin®(V,<,>) —  O(V,<,>)
auf Aut(V — C(V,<,>)) = O(V, <, >) definiert durch die Zuordnung

¢(a) = Int:

mit Ints(w) = (—1)l"lg . w - a~! und homogenes w € A. Die Abbildung 7°
ist ein Gruppenhomomorphismus

(a1 - ag) = w°(ay) - 7 (az) .

Der Kern besteht aus den Elementen in GPin®(V,<,>)N Z=T(A) = K* - 14.
Damit ist der folgende Satz bewiesen

Satz: Sei <, > nicht ausgeartet. Die Abbildung ¢ induziert dann eine exakte
Sequenz von Gruppen

1— K*——>GPinf(V,<,>) == 0(V,<,>) —=1

Es gilt m¢(T") = —idy sowie

det(7%(a)) = (—1)l
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und

7(a) = o,

fiir anisotrope Vektoren a € V.

Die Spinornorm: Mit Hilfe des letzten Satzes kdnnen wir jetzt fiir eine nicht
ausgeartete symmetrische K-Bilinearform die Spinornorm definieren, einen Grup-
penhomomorphismus

SN: O(V,<,>) — K*/(K*)?*.

Diese Spinornorm verallgemeinert die Definition, die wir im Fall der Lorentzgrup-
pen gegeben haben.

Wir betrachten dazu das Diagramm

1 K* GPins(V,<,>) ==0(V,<,>) —>1
Nl Nl SN
\

1—(K*)? K* — K (K)? ——1

und beriicksichtigen, daB auf K* - 14 die Cliffordnorm N durch Quadrieren ge-
geben wird.

Fiir Spiegelungen o, an anisotropen Vektoren a € V gilt dann

SN(oa) = qla)- (K")*].
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97 Erzeuger der orthogonalen Gruppe

Sei V, <, > in diesem Paragraph nicht ausgeartet und sei 1/2 € K. Sei G die von
den Spiegelungen o, (a € V anisotrop) erzeugte Untergruppe von O(V, <, >).

Behauptung: G =0(V,<.>).

Beweis (durch Induktion nach dimg(V)): Wahle v € V anisotrop. Dann ist
V = K-wdvt. Firo € O(V,<,>) setze w = o(v). Dann gilt ¢(w) = q(v) # 0.

Entweder ist < v,w >= 0 und somit ¢(*5%) = 1(q(v) + q(w)) = q(v)/2 # 0;
oder es gilt < v,w >%# 0. Aber dann ist mindestens einer der beiden Werte

q(3(v+w)) #0. In jedem Fall gilt g(a) # O fiir ein @ € {#52}. AuBerdem gilt
o.(v) = tw .

Beachte 4 < a,a >=q(v)+q(w)£2 < v,w >=2 < v,v > £2 < v,w >. Also

: <va>  _ _ —
<a,a>=<wv,a>. Somit 0,(v) =v—-2Z7Za=v—-2a=v—(viw)=Fw.

Bemerkung: Ist ey, .., e, eine Orthonormalbasis von (V, <, >), dann gilt
—idy = 0¢ 0....00,, .

Wegen der Bemerkung und wegen o,(v) = tw gibt es ein g € G mit g(w) = v.
Folglich g o o(v) = v. Somit ist go o € O(vt, <, >) und die obige Behauptung
folgt per Induktion. Q.e.d.

Folgerung: Die Gruppe SO(V,<,>) wird von den Produkten von geraden
Anzahlen von Spiegelungen erzeugt.
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98 Die Spinorgruppe
Wir definieren jetzt die Spinorgruppen einer nicht ausgearteten symmetrischen
K-Bilinearform. Wie immer nehmen wir an 1/2 € K. Setze

Pin(V,<,>) = {a € GPin*(V,<,>) | N(a) =1€ K"}

sowie
Spin(V,<,>) = GPin*(V,<,>)N Pin(V,<,>) .

Es gibt dann eine exakte Sequenz
1 — {1} —= Pin(V, <,>) == O(V, <, >) == K* /(K*)?

Hierbei ist die Abbildung 7 gegeben durch

Beweis: Sei o0 € O(V,<,>) mit SN(o) = 1. Das heit 0 = Ints mit a €
GPin®(V,<,>) und N(a) = N2 fiir A € K*. Also o(v) = (—1)lava=" =
(a/A) -v-(a/AN)* = m(a/N\) mit N(a/A\) = 1. Das heiBt o liegt im Bild von
Pin(V,<,>) unter 7. Ist m(a) = 1, folgt a = AN 1, fir A € K*. Wegen
N(a) =1 folgt A = £1. Q.e.d.

Korollar: Man hat eine exakte Sequenz von Gruppen

1 — {1} —= Spin(V, <,>) —= SO(V, <, >) 2= K*/(K*)?
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99 Ahnlichkeitengruppen

Sei (V, <, >) eine nicht ausgeartete symmetrische K-Bilinearform. Sei 1/2 € K
und sei G = GO(V, <, >) die Gruppe der orthogonalen Ahnlichkeitsabbildungen.
Das heiBt fir g € G

q(r(v)) = v(7) - q(v)

fir alle v € V mit einem Streckungsfaktor v(g) € K*. X € K* wird als
Streckungsfaktor realisiert genau dann, wenn <, > und - <, > isometrisch sind.

Zum Beispiel ist A-id ein Ahnlichkeit mit dem Streckungsfaktor v()\) = A2. Ist die
Dimension von V' ungerade, dann folgt durch das Betrachten von Determinanten
sofort v(g) € (K*)%. Im ungeraden Fall gilt daher die Gruppe

GO(V,<,>) = K*xO0O(V,<,>) .

Wir betrachten nun den Fall, wo dimg (V') gerade ist:

Hyperbolische Ebenen: In diesem Fall ist K*xO(V, <, >) ein Untergruppe (sogar
ein Normalteiler) von GO(V, <, >). Die Abbildung v bildet die Quotientengruppe
auf eine Untergruppe von K*/(K*)? ab. (V, <,>) heiBt hyperbolisch, wenn V/
eine orthonale Zerlegung in zweidimensionale Raume (K2, <, >) mit ¢((z,y)) =
z -y besitzt. Wie man leicht sieht, kommt jedes A € K* als Ahnlichkeitsfaktor
einer hyperbolischen Form vor. Besitzt ¢ einen isotropen Vektor v # 0, dann ist
Kv C vt die Form isometrisch zu einer direkten Summe aus einer hyperbolischen
Ebene Kv+ Kw (w € V mit < v,w >=1 und obdA < w, w >= 0) und eines
orthogonalen Unterraums der Kodimension 2.

Durch lteration folgt: (V, <,>) zerféllt in eine orthogonale direkte Summe aus
einem hyperbolischen Raum und einem anisotropen Raum (V,,, <, >,) (aniso-
trop heiBt: die Null wird nur vom Nullvektor dargestellt). Man sieht jetzt sofort.
(V,<,>) und (Vn, <, >qn) realisieren dieselben Ahnlichkeitsfaktoren.

Sei g € G = GO(V,<,>). Wahle a € V anisotrop. Dann ist auch g(a) € V
anisotrop. Es gilt ¢(g(a))/q(a) = v(g). Also v(g) = SN(og4@w)0a) - (K*)*. Es
folgt

G/(K*xO(V,<,>) — SN(SO(V,<,>)) .

Im allgemeinen ist dies eine echte Untergruppe. Wir geben Beispiele
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1.Beipiel: Sei K = R und (p, q) der Sylvester Typ und p + ¢ = n gerade. Der
Raum ist genau dann anisotrop, wenn p oder ¢ Null ist. In diesem Fall sind <, >
und — <, > nicht isometrisch, also kommt —1 nicht als Ahnlichkeitsfaktor vor.
GleichermaBen gilt SN(SO(V, <,>)) = 1. Ist dagegen die Form indefinit, dann
ist —1 - (K*)? im Bild SN(SO(V, <,>)). Dagegen ist —1 Ahnlichkeitsfaktor
genau dann, wenn p = ¢ ist oder mit anderen Worten wenn der anisotrope Kern
(Van, <, >an) trivial ist.

2.Beispiel: Sei K ein lokaler nichtarchimedischer Korper der Charakteristik Null.
Siehe Serre ‘A course in Arithmetic’. Dann ist sind zwei nicht ausgeartete Formen
vom Rang n genau dann isomorph, wenn ihre Diskriminanten und ihre Hasse
Invarianten iibereinstimmen. Da <,> und \- <, > fiir jedes A\ € K* dieselbe
Diskrimante D = (—1)™""1/2det(S) besitzen, kommt X als Ahnlichkeitsfaktor
genau dann vor, wenn die Hasse Invariante sich nicht dndert. Sei nun obdA n
gerade. Dann verandert sich die Hasse Invariante um den Faktor

(\,D) .

A ist also genau dann Ahnlichkeitsfaktor, wenn A eine Norm in K (v/D) ist. Nach
einem Satz von Kneser ist andererseits SN (SO(V, <, >) gleich K*/(K*)2.

Konjugation: Die Gruppe G = GO(V,<,>) operiert durch Konjugation auf
den Untergruppen O(V, <,>) und SO(V,<,>). Fiir eine Spiegelung o, aus
O(V,<,>) und g € G gilt

g 0q 'g_l = Og(a) -

Daraus folgt
SN(goag™") = v(g)- SN(0a) .

Daher ist im allgemeinen das Bild von Pin(V,<,>) in G kein Normalteiler.
Bildet man geradzahlige Produkte von Spiegelungen gilt dagegen

SN(gog™') = SN(o,) , (g€ G,0€ SOV, <,>)).

Somit ist das Bild von Spin(V, <,>) immer ein Normalteiler in G.



