Arithmetische Schnittheorie

R. Weissauer



Inhaltsverzeichnis

I Komplexe Mannigfaltigkeiten

1 Formen
1.1 Differentialformen . . . . .. .. .. .. .. ... .. ..
1.2 Aussere Ableitungen . . . . . . . . ... ...
1.3 Pullback . . . . . ...
1.4 DieGarben A% . . . . . ...
2 Strome
2.1 Testformen . . . . . . . . ..
22 Stromeauf X . ..o
2.3 Erstes Beispiel: Zykel . . . . . . . . .. L
2.4 Funktorialitdt . . . . . . . . . . e e e e e
2.5 Ableitung von Stromen . . . . . . . ... ..o e
2.6 Multiplikation . . . . . . . .. e
2.7 Beispiel . . ..o e e e
3 Glittung
3.1 DasPoincaré-Lemma . . . . . . . . . ...
3.2 Glattungslemma . . . . .. L. e e e e e

4 Lineare Algebra

4.1 Komplexifizierung . . . . . . ... e
4.2 Hermitesche Formenauf V' . . . . .. ... .. ... oo
43 Dieunitdire Gruppe U . . . . . . . . . L e
44 Die Grassmann-Algebra . . . . . .. ... oL o
45 Paarungenund * . . . ... Lo e e e e
4.6 Hermitesche Formauf W*® . . . . . ... ... .. o

5 Invariantentheorie

5.1 Verbindung zu sli(2,C) . . . . . .. .
5.2 Darstellungstheorie von GI(2,C) . . . . . . . . . ... L
5.3 Beweis des Zerlegungslemmas . . . . . . . ... ... e
54 AppendiX . ... .. e e e
6 Kihlersche Mannigfaltigkeiten
6.1 Der+ Operator . . . . . . . . . e e e e e e e e
6.2 Dieglobale Paarung . . . . . . . . ...
6.3 Kihlermetriken . . . . . . ... Lo

12
12
12

14
14
14
15
15
16
17

18
18
19
19
20



INHALTSVERZEICHNIS

6.4 Infinitesimale Umgebungen . . . . . . . . . . . . ... ...

7 Kaihleridentititen
7.1 Die6Operatoren . . . . . . . . ... e e
7.2 Identititen zweiter Ordnung . . . . . . . . . .. ...

8 Der Satz von Hodge
8.1 Harmonische Formen . . . . . . . ... . ... ... .. .. . ...
82 DerSatzvonHodge . . . . . . . . ...

9 Der Satz von Lefschetz

10 10 Die Potentialgleichung
10.1 Der Operator K . . . . . . . . . i e e e e e e e e
10.2 Das Glittungslemma . . . . . . . .. ..o

11 Ubungsaufgaben

IT Arithmetische Chowgruppen
12 Greensche Strome

13 Arithmetische Varietiiten:
13.1 Erhaltungseigenschaften . . . . .. ... ... ... ... . . ... . ...,

14 Chowgruppen
14.1 Die Chowgruppe . . . . . o v v i i e e e e e e e e e e e
14.2 Herbrandindex und Moduln endlicher Lidnge . . . . . . . ... ... ... .. ....
14.3 Multiplizitdten . . . . . . . . . . . .

15 Arithmetische Chowgruppen
15.1 Arithmetische Zykel . . . . . .. .. . ... ... L
15.2 Arithmetische Chowgruppe . . . . . . . . . . .. . .

16 Relative Sequenz:
16.1 Der Homomorphismus & . . . . . . . . . . . ... ...
16.2 Der Spezialfallp =0 . . . . . . . . . ...

16.4 Der Zahlringfall . . . . . . . . .. ...
16.5 Der Spezialfallp =d+1: . . . . ... ... ...

17 Eine hohere arithmetische Chowgruppe

III Arithmetische K-Gruppen

18 Metrisierte Vektorraumbiindel
18.1 Antiholomorphe Ableitung . . . . . . . . . . . ...
18.2 Zusammenhidnge . . . . . . . . . ... e
18.3 Der metrische Zusammenhang . . . . . . . . . ... ... L oL
18.4 Kriimmungstensor V2 =V2(E,h) . . . . . oo

25
25
26

28
28
29

30

31
31
32

34

35
36

38
39

40
40
40
41

42
42
43

44
45
45
45
46
46

48



INHALTSVERZEICHNIS

19

20

21

22

23

24

25

18.5 Hohere Chernformen ¢;(E,h) . . . . . . . .o i
Bott - Chern Klassen

Der Cherncharakter

Metrisierte K-Gruppen

Der Ringhomomorphismus &
22.1 HOhenpaarungen . . . . . . . . . . . . i e e e e e

Metrisierte Picardgruppen
Metrisierte Determinanten

A-Ringstruktur

IV Der Dirac Operator

26

27

28

29

30

31

Kihleridentititen (Verallgemeinerung)
Cliffordalgebren
Derivationen

Einige Differentialoperatoren
29.1 Zusammenhdnge . . . . . . . . . ... e e e e e

Der Hesse-Laplace Operator
Lichnerowicz Formel
Kriimmungstensoren

Lokale Rechnungen
B.1 Bezeichnungen . . . . . . ... .. ...
B.2 Ein Vergleich . . . . . . . . ...
B.3 Symbolterme 2.0rdnung . . . . . . ...
B4 Terme 1.0rdnung . . . . . . . . . ..
B4l
B.A2 e
B.5 Normalkoordinaten . . . . . . . . . . .. . L e
B.6 Termnullter Ordnung . . . . . . . . . . .. ...
B.6.1
B.6.2
B.7 Differenzterm nullter Ordnung . . . . . . . . . . ... ...
B.8 Der Kriimmungstensor . . . . . . . . . ...

55
59
61

63
63

65
66

68

72
73
75
78

80
80
81
81

84
86

88



INHALTSVERZEICHNIS 4

V Elliptische Operatoren und Wirmekerne 94
Sobolev Theorie 95
1 Sobolev-Raume H, . . . . . . . . . . . . e e 95
.2 Sobolev Einbettungssatz . . . . . . . . ... 96
3 Rellich-Theorem . . . . . . . .. ... e 96
4 Allgemeine Mannigfaltigkeiten X . . . .. .. ... ... 97
.5 Differentialoperatoren . . . . . . . . ... 97
Gardings’ Ungleichung 98
.1 Verallgemeinerte Garding-Ungleichungen . . . . . .. ... ... .......... 99
Selbstadjungierte Operatoren 100
Der Greensche Operator 102
1 Resolventen . . . . . . . ... e e e 102
Wirmeleitungskerne (Definition) 104
.1 Elementare Eigenschaften . . . . .. ... .. ... ... ... . ... ... ... 105

1.1 Eindeutigkeit . . . . . . ... 105
.1.2 Funktionalgleichung . . . . . . ... ... ... 106
1.3 Tensorprodukt . . . .. ... 106
1.4 Summierbarkeit . . . .. ... Lo 106
Existenz von Wirmekernen I 107
A0 DIeEXIStenz . . . . . . o e e e e e 107
.2 Fundamentale Abschdtzung . . . . . . . . . . . ... ... 108
3 Verschidrfung . . . . . ... 108
Storungstheorie (Streuformeln) 109
.1 Storungsintegrale . . . .. L. Lo e 109
.2 Charakterisierende Differentialgleichung . . . . . . . . ... ... ... .. ... .. 110
.3 Inhomogene Wirmegleichung . . . . . .. .. ... ... ... ... 112
Lokalisation 113
.1 Vergleich von Wirmekernen . . . . . . . . ... ... oL L 113
Existenz von Wirmekernen I1 115
Asymptotische Entwicklung 117
1 DasTheorem . . . . . . . . .. e 117
20 BewelS. ... e 117
2.1 Lokalisierung . . . . . . . . . . . e 117
2.2 Reskalierung . . . . ... ... 118
2.3 Pullback des Warmekerns . . . . . . .. ... ... 118
24  Reihenentwicklung . . . . . . . ... oL 119
2.5 EuklidischeKerne . . . ... ... ... .. ... .. ... . .. . ..., 119
2.6 Polynomiale Operatoren . . . . . . ... ... ... ... ... ....... 120
2.7 Dasletzte Integral . . . . . . ... L 121

2.8 SchluBbetrachtung . . . . . . . ... ... 121



INHALTSVERZEICHNIS

Zetafunktionen

A

B Spektralsatz fiir kompakte Operatoren

C Darstellungssatz fiir glatte Kerne

D Berechnung von Integralen

D.l DerFallaa > —1 . ... . e
VI Indexsitze

Normalkoordinaten

.1 Normalkoordinaten fiir Vektorbiindel (der Ordnung N) . . . . ... ... ... ...
.2 Kaéhlersche Normalkoordinaten (der Ordnung N) . . . . . . ... ... ... ....
.3 Komplexe versus reelle Koordinaten . . . . .. ... ... ... ...........
Die Asymptotik des Dirac Operators

.1 “Phantastische Kiirzungen” . . . . . . . . . . . ... . L
Bestimmung der dominanten Terme

.1 Der vereinfachte Differentialoperator . . . . . . . ... ... ... .. ........
2 DerFalld=1. ... ... . . e

Hirzebruch-Riemann-Roch

Erweiterte Superspuren

1

Verallgemeinerte SUPErspuren . . . . . . . . ... ..o et e

Formel fiir den subdominanten Term

Der Konjugationstrick

1

2
3
4

L.Paritdtsannahme . . . . . . . . . . . . . . e
2.Paritdtsannahme . . . . . . . . . ...
3.Paritdtsannahme . . . . . . . . . .. L e
Anwendung . . . ... L e e e e e e e e

Bismut-Lichnerowicz Formel

1

2
3
4

Zur Erinnerung . . . . .. ...
Neue Operatoren V' . . . . . . . . e
Diskussionder Terme . . . . . . . . . . . . . ..
Bismut-LichnerowiczFormel . . . . . . . .. . ... ... ... ... ........

123
124
125
126

128
128

130

131
131
131
132

134
134

137
137
138

139

141
141

143

144
144
144
145
145



Teil I

Komplexe Mannigfaltigkeiten



Kapitel 1

Formen

Eine Mannigfaltigkeit X heifit komplexe oder analytische Mannigfaltigkeit, wenn alle Kartenabbil-
dungen ¢; : U; C X — ¢;(U;) C C? stetige Abbildungen zwischen offenen Untermengen der
Riume X und C sind, und die Kartenwechsel ¢;; = ¢; o ¢; ' holomorphe Funktionen auf ¢;(U;)
sind. Ist X zusammenhingend, heifit die Zahl d = d(X) Dimension von X.

Eine Abbildung f : X — C heiit holomorph, wenn alle Einschrinkungen f o (j)i_l holomorph auf
¢;(U,) sind. Die holomorphen Funktionen auf X definieren eine Untergarbe Ox der Garbe C der
unendlich oft differenzierbaren komplexwertigen Funktionen auf X.

Sei f : X — Y eine Abbildung zwischen komplexen Mannigfaltigkeiten. Diese heifit holomorph,
falls Pullbacks f*(h) = ho f holomorpher Funktionen h € Oy (V') wieder holomorph sind f*(h) €
Ox(f71(V)).

1.1 Differentialformen
Fiir U C C4 ist der C°°(U)-Modul der C*°-Differentialformen definiert durch

ANU) = C®(U)dzy @ ...C®(U)dzg ® C(U)dz, & ...0°(U)dz,

sowie der C°°(U)-Modul der alternierenden n-Formen

A™MU) = /n\Al(U).

1.2 Aussere Ableitungen

Sei 0; = $(9/0x; — i0/0y;) und 9; = (0/0x; + i0/0y;) sowie dz; = dx; + idy; resp dz; =
dx; — idy;. Man definiert 9 durch

d
O(hdzy Adzy) = 0i(h)dz; Adzp A dZ,
i=1

und analog 3. Offensichtlich gilt 92 = & = 0 sowie 99 + 89 = 0. Die dussere Ableitung
d: A"(X) — A"TH(X)
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ist definiert durch d = 0 + 9 und erfiillt > = 0. A*(U) = @iio A™(U) = @ AP1(U) ist ein
bigraduierter, superkommutativer Ring beziiglich des A-Produktes. Diesbeziiglich gilt

dnAw)=dnAw+ (-1)"n A dw

firn € A"(U)undw € A™(U).

1.3 Pullback

Fiir holomorphe Abbildungen f : U — U’ mit U’ € C% und U C C? hat man den Pullback
f* :AQ,O(U/) — A”’(U) .

Dies sind bigraduierte Ringhomomorphismen f*(n1 A n2) = f*(n1) A f*(n2), vertriaglich mit der
Ableitung
d(f*(n)) = f*(dn)

und funktoriell (f o g)* = g* o f*. Diese Eigenschaften charakterisieren die Pullbacks eindeutig.

Beispiel 1.3.1. Auf A0 gilt f*(h(2')dz]) = Zd/ h(f(2))(dfi/dz;)(z)dz;.

j=1

1.4 Die Garben A%

Fiir allgemeines X und U C X offen definiert man die C'Y-Modulgarbe A% der alternierenden
n-Formen auf X durch die Schnitte

A% (U) = {m € A"(:(UNU)) | 6i5(ng) = mi € A (Ui NU; NU))}
Alle lokalen Aussagen verallgemeinern sich durch Verkleben. Insbesondere hat man die Pullbacks
J*ANY) — AT(X)
fiir holomorphe Abbildungen f : X — Y. Desgleichen hat man auch global

A = P g

pt+g=n

durch Sortieren der holomorphen und antiholomorphen Differentiale (wohldefiniert, da Kartenwech-
sel holomorph!).
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Strome

2.1 Testformen

Sei A24="(X) der C-Vektorraum der Schnitte der Garbe A% mit kompaktem Triger auf X. Auf
A%d=n(X') hat man die Schwartztopologie. Die Nullfolgen dieser Topologie

¢y —0
sind Folgen mit der Triagerbedingung U, supp(¢, ) C K, K kompakt und der Eigenschaft
supzex|D"(¢y)(x)] — 0 (fiir aller)

fiir alle 7-fachen Ableitungen der Koeffizienten der ¢, (dies ist wohldefiniert wegen der Triagerbedingung!).

2.2 Strome auf X

Sei DP»4(X) der Raum der stetigen C-Linearformen 7' auf dem Testraum A?~7-¢=4(X) und ana-
log D"(X) = @, 4—n D'"4(X). Die D?4(U) definieren fiir offene Teilmengen U C X (im
Gegensatz zu den AZ~P:4=4(U)!) C3F-Modulgarben (benutze Partition der 1) auf X

n __ P,q
Dy = @ Di°.
ptg=n

Man nennt sie die Garben der p, ¢-Strdme D% oder n-Strdme D% . Die C'°°-Modulstruktur ergibt
sich fir f € C*°(X) durch

(fT) () =T(fn) -
Als C¥-Modulgarben sind die Garben A%?, DX fein und haben somit verschwindende Garbenko-
homologie H" (X, AR?) = H™(X, D%?) = 0 fiir n > 0.

2.3 Erstes Beispiel: Zykel

Zykel sind formale endliche Linearkombinationen Z = ;1;Y; von abgeschlossenen komplexen
Untermannigfaltigkeiten Y; (oder allgemeiner komplexen Unterrdumen) von X von einer festen
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komplexen Kodimension k. Solche k-Zykel definieren Strome 6z = n;dy, mit Hilfe der Dirac
Distributionen dy, . Hierbei ist

5Y E Dd*d(Y),d*d(Y) (X) — Dk,k(X)

v = [ rm= [ =

definiert fiir abgeschlossene komplexe Unterrdume ¢ : ¥ — X von X mit Desingularisierung
7 Y — Y. (Komplexe Mannigfaltigkeiten sind automatisch orientiert, somit sind die Integrale
wohldefiniert. Wihle im folgenden immer die iiblichen kompatiblen Orientierungen.)

2.4 Funktorialitat

Eine Abbildung heifit eigentlich, wenn Urbilder kompakter Mengen kompakt sind. Sei f : X — Y
eine eigentliche holomorphe Abbildung zwischen zusammenhingenden komplexen Mannigfaltig-
keiten. Der Pullback definiert eine Abbildung

API(Y) — AZ9(X)
sowie dual dazu
DPA(X) — DP~™477(Y) .
Hierbei bezeichene r = d(X) — d(Y") die relative Dimension.
Fiir glatte holomorphe Abbildungen f : X — Y erhilt man durch Integration iiber Fasern (!) eine

Abbildung
AI(X) = ALY

und dual einen Pullback
fr:DPYY) — DPY(X).

2.5 Ableitung von Stromen

Fiir T € D"(X) definiert man die Ableitung dT € D"1(X) durch
dT)(n) = ()" T(dy) , neAZTHX).
Analog definiert man 0 und O und zeigt die iiblichen Formeln d?> = 92 = 52 =0.

Beispiel 2.5.1. Fiir Zykel gilt déy = 0. Dies folgt aus dem Satz von Stokes. Dieser besagt d(dy) =
+ fY d(?) = 0 fiir Formen mit kompaktem Triiger auf Y. Reduziere dies mit Partition der 1 und

Fubini auf [*_¢/(x)dz = 0 fiir §(z) € C(R).

2.6 Multiplikation

D% ist eine A%-Modulgarbe. Fiir T € D*(X) und w € A7(X) definiert man w A T € D" (X))
durch o
(WAT)m) =T(wAn) , neA"I(X).

Dies macht D$® zu einer bigraduierten A%*-Modulgarbe.

Achtung: Das A-Produkt zweier Distributionen in D?(X) und D7 (X) ist im allgemeinen aber nicht
erklrt!
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2.7 Beispiel
Beispiel 2.7.1. Fiirw € D"(X) sei T,, =w A dx
L) = [ wnn.
X

Dies definiert injektive Garbenabbildungen
A%y — A% Nox C D%
gegeben auf globalen Schnitten durch w — T, € D%. Insbesondere geht die konstante Funktion

1€ A%X) auf 6x € D°(X).

Diese Injektionen sind kompatibel mit der A***(X )-Modulstruktur sowie mit Ableitungen

An —4 ot
py —2 - putt

Beweis: Ty, (n) ist
J@rnn= [ dwnn = [ 0= [ dwnm+dtm = o)

wegen dem Satz von Stokes [ d(?) = 0.

Bemerkung 2.7.2. Das Beispiel (2.7.1) zeigt, daf man sogar jeden Schnitt w € Azl,loc(X) als
Strom in D™(X) auffassen kann (via w — T, definiert durch obige Formeln).

Seiw € A}, ,,.(X) und die Einschrinkung von w sei glatt auf einer offenen dichten Teilmenge U.

Die Ableitung dw € A"+1(U) lasse sich zu einem Schnitt in A} (X) fortsetzen. Dann sind T,
und d7;, wohldefiniert. Der Satz von Stokes ist nicht mehr direkt anwendbar. Der verbleibende Term
fU d(w A n) liefert ein sogenanntes Residuum res = Ty, — dT,,.

Beispiel 2.7.3. w = ;--dz/z € D*°(C), U =C* C X = Cmitdw =0 € D"(C*) und
res(T,) = —dT, = 00} ,
da sich fiir den Storterm in D?(C) mittels des Satzes von Stokes aus

, 1
—/Ud(W/\n):_lﬂ%j{%dz/Z/\f(z):f(o)

ergibt.
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Glittung

3.1 Das Poincaré-Lemma

‘Wir erinnern an das Poincare Lemma:

Lemma 3.1.1. Die Garbenkomplexe (A%°,0), (D%°,0) sowie (A%, d), (D%,d) sind exakt mit
Ausnahme an der nullten Stelle.

Im folgenden betrachten wir nur die d Komplexe, da der d-Fall einfacher ist.

Das Poincare Lemma liefert eine Komplexabbildung zwischen feinen Garbenauflosungen

0 —— Kern(d: D%’ —— DR D% D%? Dy
0 —— Kern(d: A" —— AR AR AR? AR
Die Garbe

b = Kern(d : AR" — A1)
ist die Garbe der holomorphen alternierenden p-Formen . Lokal fiir U ¢ C? und
w=Y hydz; € Q% (U)
I

impliziert ndmlich
Ow = "i(h1)dz; Ndz; =0,
I

die Holomorphiebedingungen 9;h; = 0 (fiir alle i und I) fiir die Koeffizienten h; € C>°(U). Die
Koeffizienten h; € Ox (U) sind also notwendigerweise holomorph.

3.2 Glattungslemma

Wir zeigen nun folgendes Glittungslemma:

12
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Lemma 3.2.1. Fiir T € DP9(X) mit
0T =n € APITH(X)
existiert ein w € AP9(X) und ein S € DP9~ 1 (X)) mit
T=w+0dS.
Beweis: Wir nehmen an, wir hitten die Aussage im Fall ¢ = 0 und 7 = 0 bewiesen. Dann folgt
O = Kern(d: AR® — AR') = Kern(d : D}° — DR}') .

Da Kohomologie von der Wahl einer I'( X, )-azyklischen Auflosung nicht abhéngt, folgt

HI(X, %) = HI(A4,0) = HI(DY",D)

Der zweite Isomorphismus wird induziert von der obigen Komplexabbildung und liefert zwei Spe-
zialfille des Glattungslemmas:

e i) Surjektivitét: Aus 9T = 0 folgt die Existenz einer glatten Form @ mit 7 = & + 05 und
insbesondere 0w = 0.

e ii) Injektivitit: Sei eine glatte Form 7 durch einen Strom berandet 7 = 9T, dann existiert eine
glatte Form w mit n = dw.

1) und ii) implizieren andererseits das Glittungslemma:
Sei 0T = n wie in der Formulierung des Glittungslemmas. Nach ii) gibt es ein glattes «’ mit

9(T — w') = 0. Nach i) folgt daraus (T — w') = w" + 95 fiir ein glattes w”. Fiir w = o’ + w” folgt
die Behauptung.

Es verbleibt der noch fehlende Nachweis des Gléttungslemmas im Fall 7 = 0 und ¢ = 0. Fiir die

Koeffizienten hy € D°(U) von T = Y, hydz; reduziert sich dies auf die Aussage: Sei h € D°(U)
mit 0h = 0, dann ist h glatt. Einen Beweis findet man in Teil V, Appendix A an der Seite 124.

Bemerkung 3.2.2. Analog zeigt man Kern(d : A% — AY) = Cx und

|H"(X,Cx) = H"(A*(X),d)) = H"(D*(X),d)) .|

Fiir zwei Kohomologieklassen [z;] von H™i(A®*(X),d)) mit geschlossenen Reprisentanten z; €
A" (X)), dz; = 0 ist die Kohomologieklasse [z1][z2] = [z1 A z2] € H™T"2(X, Cx ) wohldefiniert.
Sie héngt nicht ab von der Wahl der Reprisentanten z; wegen (z1+dw1 ) A(za+dws) = 21 Azo+dws.
Dies definiert das superkommutative Cup-Produkt N auf der Kohomologie H*(X,Cx).

Beispiel 3.2.3. Ist X kompakt und zusammenhdngend, dann definiert Integration iiber X eine nicht-
triviale Abbildung # : H?*?(X,Cx) = A%4(X)/dA?¥~Y(X) — C. Fiir k-Zykel Z, und Z5 mit
Kodimension ki + ko = d erhdlt man mittels des Gldttungslemmas das Schnittprodukt

(Z17ZQ) = #(6Z1 ﬂ(SZz) .
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Lineare Algebra

4.1 Komplexifizierung

Wir betrachten einen komplexen Vektorraum V. Sei o die komplexe Konjugation auf C und
W=CerV=VaV

A®r v — (Av,0(A)v)

der komplexwertige Tangentialraum”von V. Auf W hat man zwei Vektorraumstrukturen, einmal
via A(v,w) = (M, o(AN)w) auf den Koeffizienten und zum anderen die induzierte geometrische
Operation A(v,w) = (Av, Aw). Falls nicht anders gesagt betrachten wir die Koeffizienten- Struktur
auf V. Die Abbildung (v, w) — (v,w) = (w,v) ist antilinear beziiglich der Koeffizientenstruktur
und heifit komplexe Konjugation auf W. Wir identifizieren im folgenden V' mit dem C-linearen
Unterraum aller Elemente (v,0) € W. Dann ist der konjugierte Raum V der C-Unterraum aller
Elemente ¥ := (0,v) € W. Man erhilt damit die C-Vektorraumzerlegung

W=VaeV.

Hierbei sind V und V' die Eigenriume von der Fortsetzung J = id®gi auf W von der Multiplikation
mit i auf V. Wir identifizieren dabei V mit dem ersten Summanden via v := (v,0) = 3 (1®@v—i®iv)

inC @g V. Dannist v = (v,0) = (0,v) = (1 @ v + i ®v).

4.2 Hermitesche Formen auf V/

Sei h eine positive definite hermitesche Form auf V' mit h(Avq, pve) = Amh(vi,ve). Die Form h
auf V' ist R-linear. Das gleiche gilt fiir die beiden R-Bilinearformen g = Re(h) sowie

(wi=—Im(h):V xV =R

Die Sesquilinearitiit von h ist Re(h) eine symmetrische und —Im(h) eine symplektische Biline-
arform auf v. Skalare Erweiterung induziert zwei entsprechende C-Bilinearformen auf W. Wegen
—w(Jv,w) = Im(h)(iv,w) = g(v,w) fir v,w € V ist g und damit auch h durch w eindeutig
bestimmt.

14
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Sei ey, .., eq eine Orthonormalbasis von V' beziiglich h. Eine kurze Rechnung zeigt: Die C-Unterrdume
V und V von W sind maximal isotrop beziiglich der symmetrischen Form g = Re(h) und der sym-

plektischen Form w. Desweiteren gilt g(e,,€,) = % und w(e,,e,) = —Im(h)((e,,0),(0,e,)) =
16, = (e @€, — € @ e};). Anders formuliert w = % Zgzl e;,NE;.

Normierung: Wir normieren die Dualbasis e}, = dz,,€, = dz, des Kotangentialraum W* durch
die Normierung v, = e*/v/2 bzw. 5, = €’ /+/2. Beziiglich der dualen Metrik auf W* gilt dann
g(v,,7,) = d,,. Also

d
w:ig v, N, ,
v=1

undi-v, AU, = %dzl, ANdz, = dx, A dy, ist das Euklidsche Volumenelement. Der Faktor ¢ macht
w = w reell. Da die v,, A\ 7,, miteinander kommutieren, sieht man leicht

d
w
o= (dzy Adyr) Ao A (dzg N dyg) -

4.3 Die unitire Gruppe U

Sei U = U(V,h) die zu h gehorige unitire Gruppe. Diese operiert C-linear auf V' mit der Stan-
darddarstellung. Dies induziert eine C-lineare Operation von U auf W durch skalare Erweiterung.
Beziiglich der C-linearen Ientifikation

H-W=VopV-VaV*
(v,w) — (v, h(.,w))

operiert dann U auf dem ersten Summanden V' C W mit der Standarddarstellung, und auf V* mit

der kontragredienten Darstellung w +— (u/) ~1w wegen

u(v,w) «— (u(v), (., u(w))) = (v, h(u*(.),w)) «— (uv, (v') " w) .
4.4 Die Grassmann-Algebra

Wir betrachten die Grassmann Algebra W* = @id:() W™ des Kotangentialraumes W = W* =

Te (V)
wr=A\w"= P /Z]\V/\/I\V*: @ wre.

p+q=n p+g=n
Die Operation von U auf W setzt sich fort auf W* mittels u(/\, v;) = A, u(v;). Die Aktion von U
vertauscht mit den Projektionen I17:¢ : W* — WP:4 auf die Unterriume W79, Der Raum (W?2)V
der U-Invarianten in W? ist eindimensional

d
(W2)U=(C-w , w:iny/\@
v=1

Die durch 7 — 71 A w definierte Abbildung

L:W*—Ww*
N AW

hat Bigrad (1, 1) und kommutiert mit U und der komplexen Konjugation.
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4.5 Paarungen und x

Das A-Produkt definiert eine nichtausgeartete C- und U-lineare Cup-Produkt Paarung

d d
()1 WPegwePda Lypdd = Ay A AV 25 C

durch (n,n'); = or(n A n2), wobei der Isomorphismus or : W9 22 C normiert sei durch die
Vorschrift i%v; A T1... A vg ATyq — 1. Weiterhin hat man

p q q p
(o :WPlaWwi? = AVAAV e AVAAV —C,
und somit die C- und U-lineare Auswertungspaarung
()2 : WP WP — C

definiert' durch (v; ATy, v ATy)e = (=1)MIYI = (=1)P4 fiir I’ = J,J’ = I und Null sonst.
Dies definiert via (7, .); = (xn,.)s einen Isomorphismus

x: W —W*.

Aus dieser Definition folgt: Die C-lineare Abbildung * : W»4 = (Jd=—p.d=a)* = J/d=0.d=P yer.
tauscht mit der Operation von U. Ebenso mit komplexer Konjugation

) = #7]

wegen (U, W) = (v, w) fiir beide Paarungen. Explizit berechnet? ergibt sich bis auf das Vorzeichen
Cry = i4(—1)Md=0/24rdgign (T, I¢)sign(J, J°)

(v AvG) =Cry-vge Avje

Hierbei sei sign (I, I¢) das Vorzeichen der Permutation, welche (I, I°) fiir aufsteigend geordnete T
und 7¢in (1,2, 3..., d) umordnet.

Beispiel: x1 = id(fl)d(d’l)/zv{lwd} AVTy ay = (ivy Av}) - (ivg Avj) = wd/dl.

Aus sign(I, 1¢)sign(I¢,I) = (—1)P(4=P) fiir |I| = p etc. folgt dann mit einer kleinen Rechnung?
xxn = (=1t | neWri.

Im Diagramm (4.1) an der Seite 17 bedeutet * spiegeln an der horizontalen Achse und ~ spiegeln an
der vertikalen Achse.

. < < < v v v v
Beachte PV A 9V* @ “IVA PVF = "PYA IVE g “PYEA Ay
2Benutze ¢y y(—1)(@=P)(d=0) = (—1)d(—1)4(d=1)/2(_1)(d=P)agign (T, I¢)sign(J, JC)
3wegen C1yCyere = (—1)dtrdt(d—a)d(_1)p(d=—p)(_1)a(d—9) = (_1)Pt+q
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Abbildung 4.1: Die Operatoren * und ~

4.6 Hermitesche Form auf V*

Man sieht sofort (v; AvY), *(vpr Av¥,))1 = 66y fiiralle I, J, I, J'. Daher definiert fiir n;, 72 €
Wpa

d d
m A, e W= Ava Avr=cC
eine positiv definite hermitesche Paarung [11,72] = or(n A *7j5) auf W4,

Ubungsaufgaben:

e [ ist selbstadjungiert beziiglich (., .);.

e A = x~!Lxist das (hermitesch) adjungierte von L beziiglich |.,.] oder (., .)s.



Kapitel 5

Invariantentheorie

5.1 Verbindung zu sl/(2,C)

Betrachte nun A = *~!Lx. Dies ist ein C-linearer Operator auf W*, welcher mit U und der kom-
plexen Konjugation vertauscht. Man zeigt durch Reduktion! auf den offensichtlichen’ Fall der Di-
mension d = 1 die fundamentale Lefschetzidentitit

AL—LA=h:=> (d—p—qu’.

D,q
Unmittelbar klar sind ausserdem
hL — Lh = —2L
hA — Ah =2A.

Dies entspricht den Relationen der Liealgebra si(2, C) vermége der Zuordnung

0 1 0 0 1 0
G o) =2 (o) (o B) o

Die Aktion integriert sich zu einer Operation der einfach zusammenhaiigenden Gruppe Si(2,C).
Zusammen mit der damit kommutierenden Aktion von z € C* auf WP9 via 2?tP~9 erhilt man
eine Darstellung von GL(2,C) = (S1(2,C) x C*)/ £+ 1 auf W*, welche mit der Operation von U
kommutiert. Die Untergruppe GI(2, R)™ vertauscht obendrein mit der komplexen Konjugation. Die
Gruppe

GI(2,R) = (GI(2,R) ", %)

vertauscht ebenfalls mit U und der komplexen Konjugation.

Lemma 5.1.1 (Zerlegungslemma). Die (d + 1)(d + 2)/2 irreduziblen Konstituenten von W* unter
der Operation von G1(2,C) x U haben Multiplizitit < 1.

Fiir (V,h) = (Vi,h1) & (Va, ko) gilt (W*,[,,.]) = (W, [,.]) @ (W, [.,.])und L = L1 ® id + id ® Ly sowie
h = h1®id+td® ha. Ebenso A = A1 ®id+d® A2 durch Adjunktion bzgl. [., .]. Kommutatoren von Tensorderivationen
sind wieder Tensorderivationen. Somit folgt die Kommutatorrelation aus derjenigen fiir V7 resp. Va.

2[A, L)1 = AL(1) = A(w) = (+* 'L*) 1 =+ 1L1 =1 wegen*l = L1 =wundp+q = 0.

18
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5.2 Darstellungstheorie von GI(2,C)

Vektoren w mit der Eigenschaft Aw = 0 heilen primitiv. Die Darstellungstheorie der Untergrup-
pe U(2) C GI(2,C) zeigt, daB eine irreduzible Unterdarstellung W, von GI(2,C) in W* einen
eindeutig bestimmten primitiven Vektor w, besitzt. Beachte, daf dies gerade der Eigenvektor unter
dem Torus der Diagonalmatrizen (oder dquivalent dazu der Eigenvektor von h) mit dem hochsten
Gewicht ist. Insbesondere charakterisiert das Eigenwertsystem diag(t1, to)w, = t]*t5?w, die Dar-
stellung 7. Eine Basis des irreduziblen Darstellungsraumes W, erhilt man in der Form

Wy, L(wy), LQ(wﬂ), v LT (wy)

Hierbei ist r gegeben durch diag(t,t™!)(w,) = t"w, oder h(w,) = rw,. Beachte weiterhin
h(L™(wy)) = (r — 2m)w,. Insbesondere ist L damit a priori injektiv auf allen Eigenrdumen von h
vom Eigenwert > 0. SchlieBlich folgt W, = Wy prim @ L(Wo).

5.3 Beweis des Zerlegungslemmas

Die Eigenrdume in W* unter den Matrizen {diag(t1,t2)} sind genau die W7 mit den Eigenwert-
systemen diag(ty,t2) — t9 95, Die Vektoren

Upg = VI A o AV AU g A Avg e WPT L ptg<d

in WP sind offensichtlich (!) primitiv A(v, ;) = 0. Es sind gleichzeitig (!) Vektoren von U vom
Hochstsgewicht

(1,1,.,1,0,..,0,—1,..,—1) .
——— ———

p mal q mal

Der davon erzeugte irreduzible U-Modul besteht nur aus primitiven Elementen (U und A kommu-

tieren) und hat die Dimension

dimc(WP?) — dimc(L(WP~1471))
denn L ist injektiv fiir p + ¢ < d (Darstellungstheorie der GI(2, C)). Es folgt

Dies ist aber genau

wrt=whi g L(WP~hat)

prim

und Wi ist ein irreduzibler primitiver U-Modul vom angegebenen Hochstgewicht. Andererseits
gibt es fiir p + ¢ > d keine primitiven Elemente (das U (2)-Gewicht r = d — p — ¢ eines primitiven
Vektors ist immer positiv). Folglich erzeugen die v, , unter der Operation von GI(2,C) x U ganz
W*. Die Behauptung folgt.

bis auf einen Skalar

Korollar 5.3.1 (Hodge-Riemann Bilinearrelationen). Je zwei U-invariante hermitesche Formen auf

W;T’fm sind proportional (Schursches Lemma!) und damit bis auf einen Skalar definit.

3Benutze Induktion nach d. Sei obdA p > 0. Wegen Weyl’s Dimensionsformel nimmt dzm@(WIfrfm) beim
d d

Ubergang von (d,p,q) zu (d — 1,p — 1,q) den Faktor ((jj:ll)d) auf. Dasselbe gilt fiir b oa = p71 qil =
dl(d+1)!

sad—pinid—grnr ¢ +1-pP—9q).
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Beispiel 5.3.2. 71 A7y A % ist auf Wi das (—1)P+0)eta=0)/2p=4-fache* der definiten

q)
Form my A *7),.

Dal} die erste Paarung diese Eigenschaft besitzt ist direkt nicht einfach einzusehen (selbst im Fall
d = p + q), und im allgemeinen auch nicht richtig auf ganz W?9.

5.4 Appendix

Wir erinnern in diesem Anhang an einige wohlbekannte Eigenschaften (stetiger endlich dimensio-
naler) Darstellungen 7 der unitiren Gruppe U = U(d) C Gi(d,C) auf endlich dimensionalen
komplexen Vektorrdumen V. Solche Darstellungen 7 : U — GI(V') auf V heiBen irreduzibel, falls
V keinen nichttrivialen U-stabilen Teilraum besitzt.

Lemma 5.4.1 (Schursches Lemma). Zwischen irreduziblen Darstellungen gibt es bis auf skalare
Vielfache hochsten eine U -lineare Abbildung (Kern und Bild sind U -stabil).

Jede Darstellung ist isomorph zu einer direkten Summe von irreduziblen (man konstruiert mittels
Integration eine U-invariante hermitesche Metrik und verwendet dann orthogonale Projektion).

Die Isomorphiklassen irreduzibler Darstellungen V; stehen in eineindeutiger Korrespondenz zu den
d-Tupeln x = x () ganzer Zahlen

ny >nNg > ... >Ng .

Die Zuordnung 7 +— x(7) ist wie folgt definiert: Betrachte den Torus 7' = U (1) der Diagonalma-
trizen in U. Der Raum V; zerfillt in Eigenrdume unter 7' mit den Eigenwerten diag(t1, .., tq)v =
7" ...t} "v. Die Permutationsmatrizen sind in U enthalten und operieren auf V. Zu jedem ‘Ei-
genwert’ (my,..,my) gibt es somit einen permutierten, welcher angeordnet ist m; > ... > mg.
Der beziiglich der lexikographischen Anordnung grofite dieser Eigenwerte ist das Hochstgewicht
x = x(m) der Darstellung V. SchlieBlich hat man die Weyl’schen Dimensionsformeln:

A(nl +d—1,no4+d—2,..,ng_1 + 1,nd)
A(d—-1,d—2,.,1,0)

dimc(Vﬂ) =

mit A(21, .., zq) = [[;; (2 — ;).

”Ubungsaufgabe 5.4.2. Die Darstellungen det™ ® Symm™(C?) erschopfen alle Isomorphieklassen
irreduzibler Darstellungen von U (2) (und G1(2, C)). Zeige damit die Vorbemerkung zum Beweis des
Zerlegungslemmas.

»Ubungsaufgabe 5.4.3. Fiir p > 0 ist dim(W?%%) gleich _{d+1)d - dim(WP LY yeoen der

prim p(d+1—q) prim
; A(d,d=1,..,(d=p)¥,..,(¢=1)",..,0,=1) _ _(d+1)d A(d—1,.,(d=p)",..,(g=1",..,0,=1)
Gleichung A(d—1,.,1,0) = Pld+1—q) A(d—2,..,1,0) :

4(,1)1%1(,1)qq(,1)p(p71)/2(,1)q(q71)/2i*p*q — (,1)(p+q)(P+L1*1)/2¢p*q



Kapitel 6

Kahlersche Mannigfaltigkeiten

Wir betrachten eine komplexe Mannigfaltigkeit, deren komplexes Tangentialbiindel (assoziiert zum
Dual der lokalfreien Garbe Q%) eine hermitesche Metrik h besitzt. Sei ¢1, ..¢q eine lokale Basis
von A!(X), welche in lokalen Koordinaten punktuell in jedem Punkt z von der Form vy, ..,vq €
T, (X, C)* gebildet zu einer Orthonormalbasis e1, .., e; des Tangentialraums 7. (X, C) beziiglich h.

6.1 Der x Operator

Die hermitesche Metrik definiert nun den * Operator auf A®(X) wie im lokalen Fall. Benutze dazu
die Basis ¢, und die expliziten Formeln im Abschnitt iiber lineare Algebra. Wie dort gezeigt wurde,
ist die Definition intrinsisch und héngt nicht ab von der Wahl der ¢, ab. Analog definiert man den
Lefschetzoperator L wie im lokalen Fall.

6.2 Die globale Paarung

Auf einer komplexen Mannigfaltigkeit X mit einer hermiteschen Metrik definiert nun

(m,m)x = / m A *7)y
X

eine positiv definite hermitesche Form auf den A?:9(X). Die globalen Operatoren L, d,d und d
definieren die hermitesch adjungierten globalen Operatoren A, 9%, 8" und d* sind diesbeziiglich der
Paarung (., .)x. Es gilt dann wieder d*d* = 9*0* = 00" = 0. Es gilt auch global A = %~ Lx.
Ausserdem gilt fiir d* = 0* + 9"

0" = — % Ox

0 = — % Ox

nach dem Satz von Stokes!.

R R R _
! xdm Ay = d(...) — (=1)p—1 xm A de e fiir die p — E{—Form n1. Fiir die 2d — p + 1-Form =2 ist
Kk = (_1)2d—P+1 = (—1)1’—1_ Es folgt (d7717772)X = x dn N *T)y = xm A *(— * d*)nQ = (7]17 (_ * d*)ﬁz)x

21



KAPITEL 6. KAHLERSCHE MANNIGFALTIGKEITEN 22

6.3 Kaihlermetriken

Eine hermitesche Metrik h auf einer komplexen Mannigfaltigkeit heifft Kéhlermetrik, wenn die as-

soziierte reelle (1,1)-Form
w=iy ¢,N, € AVNX) , w=w
geschlossen ist

Bemerkung 6.3.1. In den einzelnen Punken x € X entspricht w auf T,,(X) g C =V & V* der
bereits betrachteten symplektischen Form —Im(h) = i) v, A T,. Somit ist w intrinsisch definiert
und héngt nur ab von h und nicht ab von der Wahl der ¢,,.

Bezeichne
L:A*(X)— A%(X)

nE—nAw.
Die Kihlerbedingung dw = 0 ist gleichbedeutend mit der Kéhleridentitét

oL=L1o , L=13.|

Es zeigt sich, dafl die Kéhlerbedingung eine Reihe anderer Identitdten von Operatoren nach sich
zieht, z.B trivialerweise

OA=AD* , OA=AD .

Zuerst zeigen wir, daB} fiir jeden Punkt x € X beziiglich eines geeigneten Koordinatensystems (Ei-
chung) die Form w infinitesimal in erster Ordnung bei x invariant unter der lokalen Symmetriegruppe
U(d) gemacht werden kann.

6.4 Infinitesimale Umgebungen

Sei (X, h) eine komplexe Mannigfaltigkeit der Dimension d mit hermitescher Metrik h. Fixiere
x € X. Wir betrachten Taylorentwicklungen im Nullpunkt bis zu Termen zweiter Ordnung. D.h.
formal ersetzen wir R = C°°(X) nach Wahl lokaler holomorpher Koordinaten z1, .., z4 durch den
Restklassenring R = C'°°(X)/m? nach dem Quadrat des Ideals m = (21, .., 24, Z1, .., Zq). Formen
aus A®(X) reduzieren sich dann auf Elemente in R ®¢c W*. Dazu ist obdA X offen in C? und
x = 0. Sei h = hg + hy die Taylorentwicklung der hermiteschen Metrik im Punkt x = 0, und
U = U(V, hg) die zugehorige unitire Gruppe auf V' des konstanten Koeffizienten hg. U operiert auf
R in der natiirlichen Weise und mit der induzierten Operation auf R ®@c W*. Sei

w=wy+w € ReWht

die Taylorentwicklung im Punkt x der globalen (1, 1)-Form w = —Im(h). Als Komplexifizierung
der reellwertigen Funktion —Im(h) ist w = @ reell. Daher gilt w; = ;.

Satz. Aquivalent sind
1. Injedem Punkt x € X existieren lokale holomorphe Koordinaten 21, .., z4 fiir die gilt w; = 0.

2. In jedem Punkt x € X existieren lokale holomorphe Koordinaten z1, .., z4 fiir die w; invariant
unter U = U (T, (X), hy) ist.
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3. Die Kihlerbedingung dw = 0.

Bedingung (iii) besagt also in geeigneten holomorphen Koordinaten w = wy + quadratische oder
hohere Terme.

Folgerung 6.4.1. Da h aus w berechnet werden kann, folgt h = hg + quadratische oder hohere
Terme.

Zum Beweis des Satzes: Die Implikationen (i) = (i4) = (44i) sind klar. Fiir die zweite Implika-
tion beachte man, daf§ die Cartan Ableitung d mit der Operation von U kommutiert. Wegen Lemma
5.1.1 enthilt W?3 das Hochstgewicht (0, ..,0) der trivialen Darstellung nicht. Fiir die Implikation
(#91) = (i) betrachten wir die anderen Cartanableitungen. Analog wie im Fall R = C'°°(X) haben
wir die dufleren Ableitungenen

d: Roc W* — W*t!

sowie analog 9,0 auf R ® W**. Beim Ableiten werden lineare Koeffizienten konstant, und kon-
stante werden Null etc. Das Poincare Lemma (!) auf C? liefert analog durch Taylorentwicklung im
Nullpunkt fiir alle > 0 exakte Sequenzen

Symm™ (W) — Symm"™ Y (W)@ W = Symm™2(W) @ W? — Symm"3(W) @ W3 —

Wir betrachten den Fall » = 3. Die Form w; € Symm!(W) ® W? ist nach der Annahme (iii)
geschlossen dw; = 0, damit also von der Form w; = dn fiir

d
n= Z(qydzu +pudzl/) S Syme(W) ® Wl

v=1

mit quadratischen Polynome p,, q,. Wegen w; € Symml(W) Wl obdA p, = pu(21, .., 24)
und ¢, = q,(Z1, .-, Za)- Dies definiert fir M = Symm?2(V*)@V C Symm (W) ® W Elemente
q €M ,pe Mmitw, = 0p+ dq. Daw; reell ist, ist obdA 1 = 7, d.h. ¢ =

=0p+0p.

Eichtransformationen: Eine holomorphe lokale Koordinatenwechsel mit identischer Jakobimatrix

Te:zy— 2, +&(21,.,24) , §E€M
induziert wegen 77 (wo) = Tg‘(% 25:1 dz, A\ dz,) durch Pullback

d
Z(dz,, + 9€,) A (dz, + OE,) = wo + Op + Ip + quadratische Terme

v=1

T (wo) =

fir p = 25 € M. Die ‘reelle’ Formen wy + w; kann daher in erster Ordnung durch eine Eichtrans-
formation in die Form T (wp) gebracht werden. Durch Riicktransformation folgt die Behauptung.

1.Beispiel: Sei X = Pg = U(n + 1,C)/(U(n,C) x U(1,C)) der projektive Raum. Fiir eine
U(n,C) x U(1,C)-invariante Metrik im FuBpunkt gibt es eine U (n + 1, C)-invariante Fortsetzung
auf P¢. Nach der Bemerkung des vorigen Abschnittes ist diese Metrik auf Grund ihrer Symmetrie
notwendig Kéhlersch.
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Die so definierte U(n + 1, C)-invariante Metrik i auf P% liefert eine alternierende (1, 1)-Form w,
welche durch die U(n + 1, C)-Invarianz eindeutig bestimmt ist. Daraus folgt sofort aus Invarianz-
griinden bis auf Normierung

Explizit: w(zg : ... : 2,) = (271)7100log(|z0]? + ... + |2n|?).

ImFalln = 1 alsow = L 1‘2)2 dz N dz (in affinen Koordinaten). In Polarkoordinaten z =

T 27 (1+=
r - exp(2mit) ergibt sich

[omd [fa] i e,
x 2 ) pso (L4722 Jp 22

2.Beispiel: Komplexe Untermannigfaltigkeiten ¢ : ¥ < X Kihlerscher Mannigfaltigkeiten X
sind wieder Kéhlersch. Fiir den Pullback der hermiteschen Form vererbt sich die Kidhlerbedingung
d(i*(w)) = i*dw = 0.

3.Beispiel: Produkte Kihlerscher Mannigfaltigkeiten sind wieder Kéhlersch.



Kapitel 7

Kahleridentitaten

7.1 Die 6 Operatoren
Die hermitesche Metrik definierte den * 9perator auf A?(X) und das globale Skalarprodukt (., .)x.
Wie gezeigt wurde, gilt fiir d* = 0* + 0

O = — % Ox

0" = — % 0%

mit d*d* = 0*9* = 8 & = 0. Zusammen mit L, A, und O erhilt man folgende Operatoren auf
A%*(X)

(p+1,q+1)
(r+1,9) L (p,q+1)
(p+1,q-1) (p,q) (p—1,q+1)
(pf 17q) A (pvqfl)

(p—1,q-1)

Fiir X Kihlersch, hat man zusitzlich zu der ersten lokalen Kéhlerbedingung [L, 9] = 0 und den
konjugierten bzw. adjungierten Inkarnationen 0L = LJ , 9*A = AO* | 8 A=A eine weiteren
zweiten Typ von Kéhleridentititen erster Ordnung

[L,0%] = id [L,0] = —id

[A, ] = —i0* [A, 0] =id

Beweis: Jede der Gleichungen impliziert die anderen. Die rechts enstehen durch komplexe Konju-
gation. Die unteren aus den oberen durch Adjunktion. Da es sich um Identititen erster Ordnung

25
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handelt, konnen wir zum Beweis infinitesimal in R rechnen. (Dabei benutzen wir die Notation aus
dem Abschnitt 6.4.)

Dies erlaubt es X durch V = C% zu ersetzen, und h durch die konstante Metrik h = hg auf C%.
ObdA sei © = 0. Bezeichne A2(C) = ®’11 A2(C) c A2(V) das supergraduierte Tensorprodukt
von d eindimensionalen A®(C) fiir V = C?. Dann geniigt es die obigen Identititen auf .A®*(C¢) im
Punkt 0 zu zeigen.

Fiir orthogonale Zerlegungen (V, h) = (V1,h) @ (Va, h) gilt offensichtlich L = L; ® id + id ® Lo
(Derivation) und
0=0®id+id®° 0

(Superderivation im supergraduierten Sinn). Auf .4” (C) sei das Skalarprodukt (71, 72)y beziiglich
hg. Dann gilt (A*(V),(,,.)v) = (A*(V1), (., )v,) ®° (AY(Va), (.,.)v, ). Daher folgt mittels Ad-
junktion auch 0* = 0* ®° id 4 id ®° 0*. Da der Kommutator einer Derivation und einer Super-
derivation eine Superderivation ist, ist [L, 0*] eine Superderivation. Damit kann man die Identitit
[L,0*] = i0 auf den eindimensionalen Fall V' = C reduzieren. Im Fall V' = C sind beide Sei-
ten der Identitiit [L,0*] = i0 Null aus Gradgriinden auf Formen vom Typ (p,q) = (0,1) oder

(p,q) = (1,1).
Fiir (p,q) = 0und V = Cist [L,0*|f = %0 % (Lf) = *(9.f)V/20 = i(0.f)V/20 = i0f wegen

«v = iv. Fiir (p, ¢) = (1,0) gilt [L, 0*](f-v) = —L+0x(f-v) = L*0i(f-v) = iL*(d.f)-(TAv) =
—V2(0,f)L(+w) = —2(0.f) - w = i0(f - v) wegen xv = —jw und *1 = L(1) = w = iv A T.

7.2 Identititen zweiter Ordnung

Sei jetzt die Situation wieder global. Aus den lokalen Kihleridentitéten erster Ordnung folgen durch
rein algebraische Umformungen Identitéten zweiter Ordnung, ndmlich

Korollar 7.2.1. Fiir den Laplaceoperator A = dd* + d*d gilt’ [A,L]=AL—-LA=0. ‘

Beweis: Aus den Kihleridentititen Ld = dL, [L,8*] = id, [L,d | = —id erster Ordnung folgt

[L,dd* + d*d) = d[L,d*] + [L,d*|d = (3 + 9)(id — i) + (id — i9)(d + 8) = 2i(D — ) =0.

Korollar 7.2.2. ’ 90" +990=0. ‘

Beweis: Aus der zweiten Kahleridentitit iLd  —i0 L =9und 9 9" =0 folgt

-k

80" = (—id'L+L9)0 = —i0 L0 = -0 (iLd —id L)=-90.

1 —
Korollar 7.2.3. §A = Ay = Ay |und damit gilt | [A, 0] = [A, 0] =
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Beweis: Fiir Ay := (00" + 0*0) und Ay := (88" + 8 9) gilt trivialerweise Ay = Az und
Ay =i[L,07)0" +i0*[L,0] = L(i0 9*) +i(9" LD — D' L*) — (i0°0")L .

Aus L = L und dem letzten Korollar 7.2.2 folgt daher Ay = Agp, also Ay = Az. Wegen A =
A+ (99" +8"9) + (99" + ) + Az folgt aus Korollar 7.2.2 schliesslich A = Ap + Az = 2A.

Bemerkung: Die Kihlerrelationen besagen letztlich, daB die Operatoren A, L, h, A und 9,0, 9%,
eine Super-Liealgebra der Dimension 8 aufspannen, mit einem 4 dimensionalen geraden Anteil auf-
gespannt von A, L, h, A. Ausserdem liegt A im Zentrum.
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Der Satz von Hodge

8.1 Harmonische Formen

Auf einer Kidhlerschen Mannigfaltigkeit X ist
(m,m2) = / UARANTD
X

eine positiv definite hermitesche Form auf den A?2-*(X). Die globalen Operatoren A, 0%, 9" und d*
sind diesbeziiglich die adjungierten Operatoren zu L, 0, 0 und d.

Eine Formin € A™(X) (resp. AP4(X)) heiBt harmonisch n € H™(X) (resp. H?*4(X)), wenn gilt

Aus der Kahleridentitit A = 2A5 = 2A5 folgt
H'(X)= P H"(X).

ptg=n

HP(X) = HPP(X) .
Aus der Definitheit der Paarungen ( , ) folgt

Lemma 8.1.1. Fiirn € A?(X) sind dquivalent:

1) n ist harmonisch.
2) On=0"n=0.
3) On = 5*77 =0.

Beweis: Die Aquivalenz von 1) und 3) ist klar wegen (Agn, 1) = (9n,9n) + (9 1, 7).
2) und 3) folgt aus Ay = Az.

Seinun X eine kompakte Kéhlersche Mannigfaltigkeit. Dann ist A?9(X) = AP'¢(X). Nach Lemma
1 ist jede harmonische Form geschlossen. Der nun folgende Satz zeigt sogar, dal} die natiirliche
Abbildung

HPI(X) — HI(AR®, D) = HI(X,0%)

wegen JG (1) = G(0n) ein Isomorphismus ist.

28
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8.2 Der Satz von Hodge

Satz 8.2.1 (Satz von Hodge). Sei X eine kompakte Kihlermannigfaltigkeit. Dann ist der Raum der
harmonischen Formen HP1(X) C AP1(X) endlichdimensional. Sei H : AP1(X) — HP1(X) die
Hilbertraumprojektion auf den abgeschlossenen (da endlich dimensional) Teilraum H?1(X). Dann
gibt es einen Operator, den sogenannten Greenschen Operator

G : API(X) — AP9(X)

welcher 3.6 = [5*7 Gl=0
sowie n="H(n) E(E*G(n)) +9 @G(U))
oder kurz H + AzG = id erfiillt.

Beweis: Siehe Kapitel 11, Ubungsaufgabe 1 und Teil V, Kapitel und .

Variante: Eine dhnliche Aussage gilt fiir DP'9(X) anstelle von AP9(X).

Folgerung 8.2.2. Der Vergleich mit der Kohomologie H?%(X ) = H9(X, Q%) (also das Glittungslemma)
ergibt, daf; ein harmonischer Strom automatisch glatt ist! Aus diesem Grund verwenden wir in bei-
den Fiillen dieselbe Bezeichnung H?-1(X) fiir den Raum der harmonischen Elemente.

Korollar 8.2.3. Man hat eine orthogonale Zerlegung

AP9(X) = HP9(X) @ (Bild(9) ® Bild(d%)) .

Aus den Kéhleridentititen A = 2Ay = 2A5 folgt H = ‘H und somit fiir den Greenschen Operator
G = G. Mit anderen Worten

Folgerung 8.2.4. Die Operatoren H und G vertauschen mit allen Operatoren d, d*,d,0*, 0, 9.

Korollar 8.2.5. Man hat eine orthogonale Zerlegung AP1(X) = HP1(X)® (Bild(d)+ Bild(9*)+
Bild(d) + Bild(9")).

Korollar 8.2.6. | 1"(X) = H"(A*(X),d) = H"(X,Cx) . |

Es sollte erwihnt werden, daf} das A-Produkt und der Pullback harmonische Formen im allgemeinen
nicht in harmonische Formen tiberfiihrt!
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Der Satz von Lefschetz

Sei X eine kompakte Kahlersche Mannigfaltigkeit.

Auf Grund der Kéhlerrelation [A, L] = 0 erhilt der Operator L harmonische Formen
L:HP(X) — Hp+1’q+1(X) .

AuBerdem gilt *Ay = #(30* + 0*0) = —x I % D% —xx0x 0 = 0 0% 4+00 * = (Ag)* = (Ag)*
wegen xx = (—1)P*9, Es folgt

x 1 HPU(X) 5 HEeITP(X)
sowie natiirlich dann A, h : H** — H**°.

Folgerung 9.0.7. Man hat eine natiirliche Operation von (x, G1(2, C)) auf den harmonischen For-
men. Dies induziert eine Zerlegung

HPUX) = HPL (X)) @L('prl’qil(X))

prim

mit

Hypyim (X) = {n € HP(X)|An = 0} .

prim

Korollar 9.0.8 (Hard Lefschetz). Es gibt Isomorphismen

Ld=p=a)/2 . ypa 5 pd—ad=p yegen GI(2,C) Theorie

, da (, ) definit .

* o HPe4 D Hd—g.d-p

und somit die folgende scharfe Form der Poincare Dualitiit: Bezeichne [L] € H*(X,Cx) die Koho-
mologieklasse der (geschlossenen) Kdhlerform w, dann gilt

N[L)™: H"(X,Cx) = H™(X,Cx) .

Sei nun die Dimension d gerade. Aus den Hodge-Riemann Bilinearrelationen folgt, dafl z.B. das

Cup-Produkt eine definite nichtausgeartete Paarung auf 1. g,{if /? definiert (Hodge Indexsatz). Hier-
beiistn € Hgﬁfﬂ dquivalent mit A(n) = 0 oder L(n) = 0 (n ist invariant unter SI(2, C)).

Ein Spezialfall des Hard Lefschetz ist die Tatsache, daf} die Potenzen w” nichttriviale Kohomologie-
klassen in H?" (X, Cx) definieren fiir alle r = 0, .., d.
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10 Die Potentialgleichung

10.1 Der Operator K
Wir studieren nun den Operator
K = (27mi)7100 : AP4(X) — APTLaTL(X)

Beachte 99 = dd. Somit ist jede Form im Bild von K geschlossen d(K (n)) = 0, d-exakt und
0O-exakt sowie d-exakt ! Die Umkehrung gilt auch (Lemma 1). Also ist Bild(K') der Raum BP-7(X)
der d-exakten Formen!

Lemma 10.1.1. Sei X kompakt und Kdhlersch. Sei n € AP1(X) geschlossen dny = 0 und 0-(oder
0 oder d) exakt, dann gibt es ein Potential ¢ € AP~%9~Y(X) mit der Eigenschaft

(2mi)~100p =1 .

Zusatz: Fiirn = reell und p = q kann man ¢ reell wiihlen.

Variante: Eine analoge Aussage gilt fiir Strome.
Beweis: Aus jeder der drei Arten von Exaktheit fiir 7 folgt

H(n) = 0. .0

Q|

Andererseits ist dn = 0, also 97 = 0 und On = 0. Somit folgt aus .
dem Satz von Hodge

n=0() , v=09G@). .

Wegen der Kéhleridentitit 90+ 00 = 0 erfiillt 1 aber 01 = 0.
AuBerdem gilt H(¢)) = 0 wegen des Korollars zum Satz von Hodge.
Der Satz von Hodge (0-Variante) zeigt jetzt:

e
N4
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ZusammengefafBt folgt also (277) ~100¢ = n fiir
¢ = G(G(2mid D' n)) .

Da 700 mit Konjugation vertauscht, kann man fiir reelles 1 das Potential ¢ auf seine reelle Kompo-
nente projezieren und erhélt obdA ein reelles Potential als Losung.

Bemerkung 10.1.2. Man hat ein triviales lokales Analogon. Ist 1 € AP9(X) geschlossen, dann
existiert fiir jedes x € X eine offene Umgebung U und ein ¢ € A?{Lq*l(U) mit ﬁﬁad) =n(
benutze Poincare Lemmal).

Lemma 10.1.3. Sei X kompakt und Kihlersch. Ist n € AP9(X) eine Form mit 99n = 0, dann gibt
es Formen o € AP~14(X), 8 € AP9~Y(X) mit

n=H(n) +0a+0d3.

Variante: Eine entsprechende Aussage gilt auch fiir Strome.

Beweis: 0.3
on an
K n K
16} o
On ist nach Annahme geschlossen d(J7n) = 0. Andererseits ist es d-exakt. Nach dem obigen Satz

gilt daher o
on = 9(0a) = d(da)

fiir ein ov. Analog aber auch B B
On = 0(983) = d(0p)
fiir ein 3. Es folgt d(n — da — ) = 0 und somit aus dem Satz von Hodge
(n — da — 9B) = harmonische Form + d-exakt .

Daraus folgt die Behauptung.

10.2 Das Glattungslemma

Die Information von Lemma 10.1.1 und Lemma 10.1.3 ist gerade das Diagramm (X kompakt
Kihlersch)

0 — HPIUX) —— AP9(X) _K Brbatl(X) —— 0

| l o

0 —— HPI(X) —— DPI(X) —— BrHieti(X) —— 0.
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Hierbei seien

APA(X) = AP(X)/(0APTHI(X) + DAPIH (X))
Dra(X) = DP(X)/(9DP~14(X) 4+ dDP11(X) .

und weiterhin bezeichne BP-?(X) resp. B”%(X ) den Raum der d-exakten Formen resp. Stréme vom
Typ (p,q)- Beachte, dal3 jeder harmonische Strom glatt ist.

Die rechte vertikale Abbildung ist aber injektiv! Aus der Kern-Kokern Sequenz folgt daher fiir X
kompakt und Kéhlersch

Lemma 10.2.1 (Gléittungslemma). Sei X komplexe Mannigfaltigkeit.

1) Ist K(T') glatt fiir T € D”(X), dann gibt es eine glatte Formn € AP?(X) und Strome A, B
mitT =n+ 0A+ 0B.

1l) Ist eine glatte Form n € AP4(X) von der Gestalt ) = 0A + gBﬁir Strome A und B, dann gibt
es glatte Formen o und (3 mit n = da + 06, d.h AP1(X) — DP1(X).

Beweis: Im allgemeinen Fall schliet man durch Induktion nach p — ¢ wie folgt:

Teil T): Der Induktionsanfang (p,q) = (0,d) folgt aus dem O
Glittungslemma.

Der Induktionsschluf ist wie folgt: Sei 00T glatt.

1) Aus dem 0 Glittungslemma folgt fiir ein S \ /
(x) 9T = glatt +9S
V V
2) Aus 9(0S) = d glatt = glatt folgt aus der Induktionsannahme g
des Lemmas B 9
S = glatt + 0A+0B. \ /

3) Einsetzen in (*) liefert O(T + 0B) = glatt. Aus dem 9
Glittungslemma folgt die Induktionsaussage 1"+ 0B + 0A =
glatt fiir geeignetes A. Das zeigt I).

Nun zu Teil I1): Sei w = A + dB. Dann sind K (A) und K (B) glatt. Nach Teil I) folgt daher fiir
ein § 7
w=0a+9dB+K(S).

Da K (.S) dann glatt ist, folgt nach Teil I) fiir ein glattes o

w=0a+ 0B+ K(c) € 9AP~19(X) + DAPI~1(X) .



