Uberlagerungen

Vorbemerkung. Ein top. Raum X sei die disjunkte Vereinigung X = .., U;
von offenen Teilmengen U; C X. Alle U; sind dann als Komplement von [#);_; U;
auch abgeschlossen in X. Fiir jede stetige Abbildung

v:Q — X

von einem zusammenhéngenden top. Raum () (etwa einem Quader Q) = []'_, [a;, b;])
nach X gilt dann

e . vel, = ~QcCU;.

[@ ist zusammenhzngend und die disjunkte Vereinigung der offen und abgeschlos-
senen Menge v~ (U;) und v~ (Uf). Also Q = v~ 1(U;) oder Q = v~ 1(Uf)].

Definition. Eine Abbildung p : X — Y zwischen top. Rdumen heiBt Uberlagerung,
wenn gilt: Jeder Punkt y € Y besitzt eine Umgebung U C Y fiir die p~'(U) C X
in eine disjunkte Vereinigung von offenen Teilmengen U; C X zerfdllt

) ) = U
i€F
so dafs alle eingeschrinkten Abbildungen
() p:U —=U
Homdomorphismen sind.

Im Fall (*) und (**) nennen wir eine offene Teilmenge U C Y gut (oder p-gut).
Offene Teilmengen einer p-guten Menge sind wieder p-gut.

Bemerkung 1. Uberlagerungen sind stetige und offene Abbildung, d.h. Bilder of-
fener Menge sind offen.

Bemerkung 2. Sind p; : X; — Y Uberlagerungen, dann ist auch die disjunk-
te Vereinung p = Wp; : ¥, X; — Y eine Uberlagerung. Ist p : X — Y
eine Uberlagerung und Y eine Mannigfaltigkeit, und ist X = |4, X; die Zer-
legung von X in Zusammenhangskomponenten, dann ist p|y, : X; — Y ei-
ne Uberlagerung. [Fiir p-gutes und obdA zusammenhiingendes U gilt p~!(U) =
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¥ U;, und X; NU; ist aus Zusammenhangsgriinden entweder U; oder (), da U; = U
zusammenhingend ist.]

Bemerkung 3. Fiir y € U liegt wegen (**) in jedem U; genau ein Punkt x der Faser
p~'(y). Die Indexmenge F' kann daher mit der Faser p~'(y) identifiziert werden.
Gilt x € U, fir z € p_l(y), dann schreiben wir auch U, anstelle von U;, und
nennen U, das Blatt von x iiber U. Fiir verschiedene =’ # x in der Faser F' gilt
offensichtlich

UsNUy =0

Bemerkung 4. Fiir Y/ C Y (versehen mit der Einschrinkungstopologie) ist die
Einschriinkung einer Uberlagerung p : p~1(Y”’) — Y” wieder eine Uberlagerung.

Bemerkung 5. Sei Y eine Mannigfaltigkeit. Sind p = pyopound py : Z7 — Y
Uberlagerungen und ist p; : X — Z stetig und surjektiv, dann ist auch p; eine
Uberlagerung.

[Der Durchschnitt U einer p-guten Umgebung von y mit einer p;-guten Um-
gebung von v, ist p- und p;-gut. Jede zusammenhédngende offene Teilmenge U
ist dann p- und py-gut mit |, U; = p~'(U) = p;'(p, ' (U)) = pi' (W Vi) =
I, p' (Vi). Die U; 22 U sind die Zusammenhangskomponenten von p~!(U). Bil-
der zusammenhingender Mengen unter der stetigen Abbildung p; sind wieder
zusammenhingend. Also ist p;(U;) zusammenhingend. Aus Zusammenhangs-
griinden folgt p; (U;) N'V; = p1(U;) (die Menge dieser j sei .J) oder p;(U;) NV, =
(). Im ersten Fall gilt p, (U;) C V;. Anwenden des Homéomorphismus ps : V; — U
zeigt pi(U;) = Vi wegen po(p1(Uy)) = p(U;) = U. Also pi (Vi) = WW,, Uj,
denn (p|y,) und ps|y; sind Homéomorphismen und wegen ps|v; o p1|y, = plu; gilt
dies dann auch fiir p; : pi[y, — Vi.]

Existenz und Eindeutigkeit von Lifts
Seip: X — Y eine stetige Abbildung, und sei
e 7 : 1 — Y ein stetiger Weg mit v(0) = y

e 1y € X ein Punkt mit p(xg) = yo.



Ein Lift von ~y ist dann ein stetiger Weg 7 : [ — X

mit

Lokale Lifts. Uber jeder guten Teilmenge U C Y einer Uberlagerung p : X — Y
existiert ein ‘lokaler’ Lift. D.h. fiir [a,b] C I mit |4 : [a,b] — U und ein
beliebiges gewihltes Blatt U, liber U ist

7= plU,) " oy
ein Lift von 7|, 4.

Eindeutigkeitslemma. Fiir eine Uberlagerung p ist ein Lift von v durch seinen
Anfangspunkt x eindeutig bestimmt.

Beweis. Die Menge J der Punkte in I, wo zwei Lifts iibereinstimmen, ist nicht
leer (0 € J Anfangspunkt !). Wir zeigen .J ist offen und abgeschlossen, und damit
J = 1. Fiir jedes ty, € I wihlen wir dazu eine gute Umgebung U C Y von (%)
und setzen V = 1 (U).

Sei nun ¢y ¢ J oder anders gesagt
r=79() # 2'=7(t).

Aus ',z € F = p~*(y(t)) und der Vorbemerkung folgt dann 7|y, C U, und
'y C Uy. Wegen U, N U, = () enthihlt also das Komplement von J auch die
offene Menge V' um ¢, ist also offen.

Andererseits ist J selbst offen, denn stimmen zwei Lifts im Punkt ¢, liberein, dann
auch in der offenen Umgebung V' von t,. Dies ist wiederum eine unmittelbare
Konsequenz der Vorbemerkung und der Eigenschaften (*) und (**). QED

Liftungslemma. Sei p : X — Y eine Uberlagerung. Dann besitzt jeder stetige
Weg v : I — 'Y einen Lift zu vorgegebenem Anfangspunkt o € p~(yo).
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Beweis. Die Menge J aller t € I mit der Eigenschaft "Der gesuchte Teillift
?’[O,t) . [O,t) — X

existiert” ist nicht leer [da der lokale Lift auf einer guten Umgebung des An-
fangspunktes 3, existiert]. Wie man leicht (!) aus der Definition sieht, gilt dann
to = sup(J) € J. Es geniigt den Lift auf eine Umgebung von

to = sup(J) = maz(J)

fortzusetzen. Sei dazu U C Y eine gute Umgebung von y = (). Wihle € > 0
mit y([tg — €,to + €]) C U (Stetigkeit von «) und ein t; € (to — €,1p). Setze
x = 4(t;) € X. Auf Grund unserer Annahmen existiert dann auf U ein (a priori
moglicherweise anderer) lokaler Lift

7 i lto—eto+el —p'(U)

von 7y mit der Vorgabe
V() =z =7(t) € X.

Als Lifts von ~ stimmen dann wegen dieser Vorgabe 4 und 4’ auf [ty — ¢, 1]
tiberein (Eindeutigkeitslemma !). Also verheften sich beide Lifts zu einer stetigen
Abbildung. Dies setzt v stetig als Lift auf eine Umgebung von ¢, € I fort. Aus
der Minimalitét von ¢, folgt daher ¢, = 1, sowie die stetige Fortsetzbarkeit von
vom Bereich aller 0 < ¢ < ty = 1 auf den Bereich 0 <t <ty = 1. QED

Homotopie-Liftungslemma. Sei p : X — Y eine Ubgrlagerung. Dann besitzt
jede stetige Homotopie H : 1?> — Y einen stetigen Lift H : I*> — X bei vorgege-
benem Anfangswert H(s,0) = zo € p~(yo).

Beweis. H(s,t) ist eine Familie von stetigen Kurven v,(t) = H (s, t). Diese lassen
sich (wie bereits gezeigt) einzeln liften zu Kurven ;. Dies definiert

H(s,t) := 7,(t) .

Es bleibt zu zeigen, daB H : 1> — X stetig ist. Per Definition ist H stetig in
t bei fest gehaltenem s. Wie im letzten Lemma benutzt man die Existenz eines
“maximalen” ¢, fiir das H(s,t) noch stetig ist auf I x [0,¢,) C I?. Fiir die Ste-
tigkeit von H auf ganz I? geniigt wiederum die Stetigkeit von H in allen Punkten
(s,t) € I x [to — &,ty + €]. Dies ist eine lokale Frage und man kann Y durch
eine gute Umgebung U von y = H(s,t) und I? durch einen geeigneten Quader
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Q = [a,b] x [@/,0] C I* mit H(Q) C U ersetzen. Es geniigt dann die Blatttreue
in folgendem Sinne zu zeigen

H(Q)CU, falls x:=H(st),
da dies sofort die lokale Stetigkeit von H zeigt vermoge

H|p =ply, o Hy .

Bild:

Die Blatttreue. Aus der Vorbemerkung folgt H(so,t) € U, fiir alle t € [a’, V]
(Stetigkeit in ¢ bei festem s). Wihle ein ¢; mit b’ < ¢; < t;. Aus der Vorbe-
merkung folgt wiederum H (s, t,) € U, fiir alle s € [a,b] (Stetigkeit in s nach
Definition von t). Schliesslich gilt auch H(s,t) € U, fiir alle t € [a/, '] (wieder
die Stetigkeit in ¢ bei festem s). QED



Die universelle Uberlagerung X

Sei X eine Mannigfaltigkeit (topologisch, differenzierbar oder eine Riemannsche
Fliache) und wegweise zusammenhéngend. Wir fixieren einen Basispunkt 2y € X.
Sei dann X die Menge der Homotopieklassen 7/ ~ von (stetigen) Wegen 7y : [ =
[0,1] — X in X mit Startpunkt in v(0) = zo. Da der Endpunkt (1) nur von
der Homotopieklasse von +y abhingt definiert p(y/ ~) = (1) eine wohldefinierte
Abbildung

p: X —X.

p ist surjektiv, da X zusammenhidngend ist. Uber z liegt ein spezieller Punkt
Zop € X, die Homotopieklasse des konstanten Wegs z.

Die Topologie von X

Um X mit einer Topologie zu versehen, geniigt es eine Basis' der zu konstruie-
renden Topologie anzugeben. Wir wihlen dazu einen geeigneten Atlas der Man-
nigfaltigkeit X, d.h. eine Uberdeckung X = U,e; Xi durch offene Teilmengen
mit Kartenabbildungen ¢; : X; = V; C R? derart, dass die Bildmengen 1;(X;)
sternformige offene Teilmengen von R? sind. Wir nehmen obdA an fiir jeden
Punkt x € X gibt es ein X; mit x € X, so dass die Kartenabbildung /; den
Punkt z auf einen Sternmittelpunkt von ;(X;) abbildet. Wir nennen einen sol-
che Umgebung U = X; von x € X eine gute offene Umgebung von x. Man
kann zusitzlich annehmen, da3 mit X; auch auch alle gestreckten Kartenmenge
X;(t) = ;7 1t - (X)) fiir 0 < t < 11im Atlas enthalten sind. Man sieht leicht,
dass ein solcher Atlas existiert.

Definition der Basis von X. Gegeben sei eine Wegeklasse v/ ~, also ein Punkt &
von X. Zu dem Endpunkt = = p(Z) wihlen wir eine gute Umgebung U = X von
x in X. Dem Paar (U, v/ ~) zugeordnet wird eine Teilmenge in X

U/~ c X,

'Eine Basis B eines topologischen Raums ist einen Teilmenge der Menge aller offenen Menge,
welche die Basis-Eigenschaft besitzt: B1) U,V € B = U NV C |J,,; Vi fiir geeignete V; € B,
i € I. B2) Eine Teilmenge ist offen, wenn sie mit jeder ihrer Punkte & auch ein V' € B enthilt
mit £ € V. Beispiel: Die offenen Kugeln definieren einen Basis der Topologie des Euklidschen
Raums. Jede Teilmenge B der Potenzmenge einer gegebenen Menge X mit der Basis-Eigenschaft
B1) definiert umgekehrt durch die Vorschrift B2) eine eindeutig bestimmte Topologie auf X, die
von der Basis B erzeugte Topologie.



nidmlich die Menge aller Wegeklassen

yzov)/~ , yeU.

Hierbei bezeichne yz das das Urbild des linearen Verbindungswegs zwischen
¥;(x) und ¢;(y) in dem sternformigen Gebiet ¢;(U ) unter der Abbildung ¢;. D.h.
yz ist ein Weg in U mit Anfangspunkt x und Endpunkt y. Die Abbildung p bildet
[U,v/ ~] € X bijektiv auf U C X ab

U/ ~) = U.

Basiseigenschaft B1)

Sei «y/ ~ im Durchschnitt von [U’,~'/ ~] und [U",~4"/ ~]. Das Bild z von 7/ ~
unter p : X — X liegtdannin U'NU" C X. Sei U eine gute Umgebung U von z;
ersetzt man U durch eine geschrumpfte Menge U(¢) kann man obdA annehmen

U Cc U' NU". Zum Beweis der Basiseigenschaft geniigt
U,/ ~] C [UA)~]

und analog fiir [U”,~"”/ ~], denn solche [U,~/ ~]| iiberdecken sann den Durch-
schnitt (Eigenschaft B1). Zur benétigten Inklusion muss fiir y € U gezeigt werden

yroy ~ yi' oy
Wegen [y/ ~] € [U’,~'/ ~] gilt dies fiir y = x, also
N o~ TToy ~ z1 0.

Einsetzen in die zu zeigende Identitit reduziert auf eine Ausage in U, ndmlich zu
zeigen

_ — —

yroxx ~ yx'
Diese folgt unmittelbar aus dem Schliissellemma?, denn U ist homéomorph zu
einen offenen sternférmigen Menge und damit einfach zusammenhingenden Men-
ge im Euklidschen Raum.

%In einem einfach zusammenhiingenden Raum sind je zwei Wege mit denselben Anfangspunk-
ten und denselben Endpunkten zueinander homotop.



Wir betrachten nun eine fixierte offene Menge [U’,+'/ ~] versehen mit der
Einschrinkungstopologie. Eine Basis dieser Einschriankungstopologie wird gege-
ben durch die Schnitte [U’,+/ ~] N B. Obiges Argument zeigt, dal man alter-
nativ statt dieser Basis von [U’,7'/ ~| die Menge aller [U,~y/ ~] wihlen kann
mit U C U’ und obiger Bedingung an y/ ~. Ersetzt man [U’,~/ ~| mittels der
Bijektion p durch die Menge U’, so entspticht dies genau den guten Teilmengen
U c U’, denn fiir jedes U’ gibt es ~, das die obige Bedingung erfiillt. Es folgt

Lemma. Die bijektive Projektion
p: [U,f‘)/a/ N] I U/

ist ein Homdomorphismus zwischen der offenen Teilmenge [U',~',/ ~] € X
versehen mit der Teilraumtopologie und der offenen Menge U' C X. Insbesondere
ist p stetig.

Beweis. Es geniigt zu bemerken, daf} die sternférmigen Karten U C U’ um Punkte
x € U’ mit ”Sternmittelpunkt” = eine Basis der Topologie von U darstellen. Dies
iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

Separiertheit der Topologie

Gegeben seinen zwei verschiedene Punkte v/ / ~und 4"/ ~ in X mit Bildpunkten
2, 2" in X.

Fir U' NU" = 0 sind [U’,+'/ ~] und [U",~"/ ~]| disjunkt, da ihre Bilder
unter p disjunkt sind. Da X separiert ist, zeigt dies die Separiertheit fiir 2’ # x”.

Im Fall 2’ = z” definiert jeder Punkt

v~oe U/ ~0 0N~

eine Homotopie yZ o ' ~ ~ ~ yz o 7”. Anwenden von 5z~ gibt v’ ~ ~”. Ein
Widerspruch. Dies zeigt die Trennungseigenschaft und ausserdem die Eigenschaft
(*) von Uberlagerungen

P U) = W [0/~

v/~eF

wobei F' die Homotopieklassen v/ ~ von Wegen in X von xy nach = durchliuft.
Aus dem letzten Lemma folgt aber auch die Eigenschaft (**) einer Uberlagerung.
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Korollar. p : X — X ist eine Uberlagerung.

Da X lokal so aussieht wie X , kann man den gewihlten Atlas von X mit den
guten Kartenmengen zu einem Atlas von X machen durch Zusammensetzung der
Kartenabbildungen von 1 : U — ¢(U) C R mit den Projektionen

p:lU~/~ =U.

Korollar. Ist X eine topologische (differenzierbare) Mannigfaltigkeit oder eine
Riemannsche Fliche, dann gilt dasselbe fiir die Uberlagerung X, und der Mor-
phismus p : X — X ist stetig (differenzierbar) bzw. holomorph.

Wichtige Eigenschaften

Sei X eine (wegweise) zusammenhingende Mannigfaltigkeit. Wir haben gezeigt:
Fiir zy € X definiert der topologische Raum

X = { Wege in X mit Anfangspunkt z, }/ Homotopie
mit der kanonischen Abbildung
P XX ,

welche jeder Wegeklasse seinen Endpunkt zuordnet, eine Uberlagerung. Man
nennt diese Uberlagerung die universelle Uberlagerung von X. Die Faser F' =
p () ist mx (o, zo). In F gibt es einen ausgezeichneten Punkt Ty = id,,, die
Klasse des konstanten Wegs von x( nach x.

Liftungsformel. Sei 7, € F' die Klasse des konstanten Wegs. Sei v : I — X ein
stetiger Weg in X mit Anfangs- und Endpunkt xo und 7 : I — X der eindeutig
bestimmte Lift von v zum Anfangspunkt . Dann gilt: Der Endpunkt in F' =
mx (o, z0) C X ist

(1) =/~

Korollar 1. Je zwei Punkte %, T(, in der Faser F iiber x, kinnen durch einen Weg
in X verbunden werden.

Korollar 2. Ist X wegweise zusammenhdngend, dann auch X.
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Beweis. Jedes # € X kann mit einem Punkt 7y, in der Faser iiber =, verbunden
werden, wenn X zusammenhingend ist. Lifte dazu einen Weg in X von p(z) nach
2o). Dann benutze Korollar 1.

Korollar 3. Zwei Wege in X mit Anfangs- und Endpunkt xo sind homotop in X
genau dann wenn ihre (eindeutig bestimmten) Lifts nach X mit Anfangspunkt I
denselben Endpunkt haben.

Korollar 4. X ist einfach zusammenhdngend.
Beweis von Korollar 4. Seien 7', 5 Wege in X von %, nach Z,. Per Definition sind

sie die Lifts ihrer Bildwege v =pod,y=po7in X.Da#5 und 7 denselben
Endpunkt 7, in X haben, folgt aus der Liftungs-Formel

,}/ ~ in 7TX<33'0, xO) .
Aus dem Homotopie Liftungslemma folgt dann
~/ ~

v~ ) in 7T)~(<i)07j§0) .

Da dies fiir alle 4/, 7 gilt, ergibt sich 7, (X, &) = 0.
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Beweis der Liftungsformel

~ sei ein Weg in X mit Anfangspunkt x. Bezeichne v, : t — () := y(st) den
um s geschrumpften Weg. Dann gilt

o 7,(t) ist stetig in ¢ € I mit Anfangspunkt v,(0) = . Also ist fiir festes s
die Wegeklasse s/ ~ ein Punkt von X.

e Fiir s = 0ist yo(t) = v(0) = zg = id,,(t) der konstante Weg in X.
e Der Endpunkt in X von 75 ist z := 74(1) = ~(s).
e v/~ €mx(zg,x) C X,
Variert man s, definiert dies eine Abbildung
vy:I— X

vermoge s +— s/ ~. Der Endpunkt = von 7, hingt dabei von s ab. Wir haben
damit eine Zuordnung konstruiert

{ Wege in X mit Anfangspunkt 2o} —  { Wege in X mit Anfangspunkt 7 } ,

welche den Weg v : I — X (parametrisiert durch die Variable t) auf v : [ — X
abbildet (parametrisiert via J(s) = s/ ~ durch die Variable s). Das folgende
Diagramm ist kommutativ

X =)
|
p
I—>X > g

denn p o Y(s) = p(vs/ ~) = y(st)|i=1 = Y(s). Weiterhin gilt
1. Der Anfangspunkt 7(0) in X (bei s = 0) ist 4o/ ~ = idy, / ~ = Zo.
2. Der Endpunkt 7(1) in X (bei s = 1)ist v/~ =/ ~.

3. Ausserdemisty : [ — X stetig. Dies folgt aus dem néchsten Lemma (wenn
man sich genau an die Definition der Basis der Topologie von X erinnert).
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Also ist 7y der eindeutig bestimmte Lift von v mit Anfangspunkt Z,. Die Liftungs-
formel folgt damit aus 2). QED

Lemma. Sei ® : [? — X eine stetige Abbildung mit ®(s,0) = x,. Setze v,(t) =
®(s,t). Dann gilt: Fiir festes s' € I und alle s nahe genug bei s gilt

Vs WO Vs
Hierbei bezeichne yy' wie bisher die " Verbindungsgerade” von y' = vy (1) nach
y = 75(1) in einer beliebigen ‘sternférmigen’ Umgebung® U C Y von y/'.
Bild:

Beweis. Uberdecke ®(I?) durch sternformige offene Teilmengen U; C Y'; man
legt in solchen Teilgebieten dann ~’Verbindungsgeraden v; = y;y. mity, = y,y,. =
y (siehe Bild). Dann gilt

ar~yi0B1 .., q~y0B09

und @ = «a, 0..0 a1 = 7, da die U; einfach zusammenhingend sind (bereits
bewiesenes Schliissellemma*), sowie 3 = 3, o ... o 1 = 7y sowie 7, = yy’. Aus
der Homotopieassoziativitéit und ;o 7; ~ id,, folgt dann

a~yof.

Universalitat

Sei Y eine zusammenhiingende Mannigfaltigkeit und p : X — Y eine Uberlagerung.
Sei zy € X ein fixierter Punkt und y, € Y sein Bildpunkt. Sei py : Y — Y die
universelle Uberlagerung. Wir konstruieren eine stetige Abbildung ¢ : ¥ — X,
welche das Diagramm

Y
.

N

pPx X

M /p Uberlagerung

3d.h. eine Umgebung, welche unter einer geeigneten Kartenabbildung ¢ auf eine sternformige
Menge in C abgebildet wird mit Sternmittelpunkt ¢(y’)

4Gilt 71(U;) = 0, dann sind je zwei Wege in U;, die einen gemeinsamen Anfangspunkt und
einen gemeinsamen Endpunkt besitzen, homotop in U;
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kommutativ macht.

Konstruktion von q. Fiir vy/ ~ in Y wihle einen Reprisentant v : I — Y, v(0) =
yo. Fiir den eindeutig bestimmten Lift 4 : [ — X mit 5(0) = x, setzen wir

q(v/ ~) = (1) €Y.

Dies ist wohldefiniert [denn fiir einen anderen Reprisentant 4" ~ ~ folgt aus dem
Homotopieliftungslemma 4’ ~ 7, und somit 7'(1) = 4(1)]. Es gilt p(¢(v/ ~)) =
p(7(1)) = (1) = py(y/ ~). Also p o ¢ = px. Man zeigt leicht: ¢ ist stetig.

Lemma. Ist X zusammenhdingende Mannigfaltigkeit und p : X — Y eine
Uberlagerung, dann ist auch

q: Y - X
eine Uberlagerung.
Beweis. Jeder Punkt x kann mit z, durch einen Weg 4 verbunden werden. Setze

v = p o7, dann gilt ¢(y/ ~) = x. Also ist ¢ surjektiv. Nach Bemerkung 5
(Abschnitt Uberlagerungen) ist ¢ eine Uberlagerung.

Satz. Sei Y eine zusammenhdngende Mannigfaltigkeit mit 71 (Y, yo) = 0. Sei
p: X—-Y

eine Uberlagerung und X zusammenhdingend. Dann ist p : X — Y ein Isomor-
phismus.

Beweis. Es gilt py = p o q. Wegen m1(Y,yo) = 0 ist py ein Isomorphismus.
Also po f = idy fir f := qo p;l. Eine direkte Rechnung zeigt andererseits
fop=1dx.Fir x € X wihle dazu einen Hilfsweg 7, der xy mit = verbindet. Sei
v in'Y der Bildweg von y, nach y = p(z). Dann gilt f(p(z)) = f(y) = ¢(y), und
per Definition ¢(y) = (1) und damit gleich (f o p)(z) = ¢q(y) = z. QED

Korollar 5. Sei X eine zusammenhiingende Mannigfaltigkeit mit 71(X, z¢) = 0
und
p: X —=Y

eine Uberlagerung. Dann ist q : Y — X ein Isomorphismus.
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Funktorialitat

Sei f : X — Y stetig. Dann existiert eine stetige Abbildung f: X — Y, welche
folgendes Diagram kommutativ macht

%y
pxl lpy
XLy
definiert durch
v/~ = (fo)/~ .
Kommutativitit:

py(f(y/ ~) = py((fo)/ ~) = (fey)(1) = f(v(1) = flpx(v/ ~)) -

Wir iiberlassen es dem Leser nachzupriifen, dass f stetig ist. Ist f ein Morphismus
zwischen Mannigfaltigkeiten (diffbar, hol. etc), dann auch f .

Quotienten

Sei X eine Mannigfaltigkeit und I' eine Gruppe von Morphismen, welche auf
X operiert. z, 2" € X heissen dquivalent unter I, wenn ein v € I existiert mit
2’ = ~(z). Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf X. Die Aquivalenzklassen
nennt man Orbits von [ auf X.

Sei p: X — X/T" die Abbildung, welche jedem x seinen Orbit zuordnet. Versehe
X/T mit der Quotiententopologie, d.h. U C X/T ist offen gdw p~*(U) offen
in X ist. Dann ist p stetig per Definition und auflerdem offen, d.h.: Ist V' offen
in X, dann auch p(V). [p~'(p(V)) = U,cp7(V) ist offen als Vereinigung der
offenen Mengen ~(V')]. Man sieht leicht, daB} eine gegebene Topologie auf X /T’
die Quotiententopologie ist, wenn p stetig und offen ist. [Ist p~' (V) offen, dann
auch p(p~'(V)) = V]

Die Operation heisst frei, wenn gilt

1. Fiir jedes z € X gibt es eine Umgebung U, von x mit der Eigenschaft

YU)NU, #0 = ~v=1.
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2. Sind z, y nicht dquivalent unter I', dann gibt es Umgebungen U, von x und
U, von y mit U, N y(U,) = 0 fiiralle y € I.

Aus 1) folgt: 1(U,) N/(U,) # O impliziert U, 1y~ 15/(U,) # 0. damit 415/ = 1
wegen 1), also v = v/.

Eigenschaft 2) folgt bereits aus 1): Da X eine Mannigfaltigkeit ist, ist X lokal-
kompakt. Wihlt man U, in einem Kompaktum K, sind fiir 2) bei festem y nur
endlich viele v relevant. Wegen der Separiertheit von X kann man dann U, und
U, endlich oft verkleinern so, daf 2) gilt.

Operiert I frei auf X, dann auch jede Untergruppe von I'.

Beispiel. Sei X = Cund I' = Z + Z - 7 (fiir ein festes 7 € H) operiere per
Translation. Fiir y = I'm(7) gilt |y| > y fiir alle v # 0 in I". Wihlt man fiir U,
eine Kugel vom Radius r < y/2, dann ist Eigenschaft 1) und damit 2) erfiillt.

Lemma. Ist die Operation von I auf X frei, dann ist p : X — X/T' eine
Uberlagerung.

Beweis. Fir T € X/I" sei x € X ein Reprisentant. Wihle V' = U, wie in 1).
Dann ist U = p(V') offen in X/T" und p~"(U) = U, ¥(V) = ), 7(V), denn
y(V) N+ (V) # () impliziert v/ = ~ wegen 1). Es bleibt zu zeigen, daB p die
Mengen (V') homdomorph auf U abbildet. Da p stetig und offen ist, geniigt dazu
die Bijektivitdt. Surjektivitdt gilt per Definition von U und wegen p = p o .

Injektivitit. Fir z, 2" € V gelte p(z') = p(z), also 2/ = ~(x) fiir ein 7 aus I
Dann ist 2’ € v(U,) N U,. Daraus folgt v = 1 wegen 1). Also 2’ = z. QED.

Lemma. Ist die Operation von T auf X frei, dann ist X /T eine Mannigfaltigkeit
und p : X — X/T" ein Morphismus von Mannigfaltigkeiten.

Beweis. Aus Eigenschaft 2) folgt, daB X/I" als top. Raum separiert ist. Da p eine
Uberlagerung ist, findet man leicht Karten auf einer guten Menge durch Karten auf
X, derart daB} alle Kartenwechsel die gewiinschten Eigenschaften haben. QED

Ist U ein Normalteiler’ in I und operiert I' frei auf X, dann induziert dies eine
freie Operation von I" auf den U-Orbits und damit auf X/U. Man zeigt leicht
(X/U)/(T/U) = X/T".

SD.h. es gelte YU~ ~! = U fiir alle v € T'. Damit ist einerseits die Faktorgruppe I' /U erklrt.
Andererseits gilt v(Ux) = vUy—1vy(z) = U(y(z)). Mit anderen Worten: ~ bildet den U-Orbit
von z auf den U-orbit von y(x) ab.

-1
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Die Operation von 7, (Y, 1) auf Y
Sei Y eine zusammenhédngende Mannigfaltigkeit.

Die Homotopieklasse eines Weges in Y mit Anfangspunkt y, kann verkniipft mit
der Homotopieklasse eines Weges von y, nach . Dies fiihrt zu einer Operation
der Fundamentalgruppe auf Y. Genauer: Die Fundamentalgruppe I' = m (Y, %)
von Y operiert auf der universellen Uberlagerung Y vonY vermoge

(W~ xF/~) = (YeyTl~)
(fiiry'/ ~ in Y) so dass die Diagramme

v/~ ~
Y
Y

kommutativ sind. Man sagt daher oft, I' operiert durch Deckbewegungen. Die Or-
bits dieser Operation sind offensichtlich die Mengen

Y

Ty (?Jo, y)

da ' = 7wy (yo,yo) einfach transitiv auf my (yo, y) operiert (Eigenschaft des Fun-
damentalgruppoids). Der Orbit ist daher durch y festgelegt. Die Menge Y /T kann
daher mit Y identifiziert werden und die Orbitquotientenabbildung p durch die
Abbildung py : Y — Y.

Satz. Die Fundamentalgruppe operiert frei auf Y und die Quotientenabbildung
Y — Y /T kann mit der Abbildung py : Y — Y identifiziert werden.

Beweis. Da die Uberlagerungsabbildung stetig und offen ist, ist die Quotienten-
topologie auf Y damit die gegebene Topologie auf Y. Fiir § € Y sei U einen
gute Umgebung von p(g). Dann gilt p~*(U) = ), U;. T operiert auf p~*(U), und
permutiert die Zusammenhangskomponenten U;. Diese werden durch die Faser
p Yy) = my(y, y) parametrisiert. Aus der Fundamentalgruppoid-Eigenschaft er-
gibt sich daher, da8 die U; mit den Mengen v(U;),y € T identifiziert werden
konnen. Hierbei sei U; die Teilmenge, die § enthilt. Also operiert I frei auf Y.
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Zu jeder Uberlagerung p: X — Y mit zusammenhiingendem X hatten wir bereits
eine Uberlagerung ¢ : Y — X konstruiert, welche das Diagramm

“a Uberlagerung

N

pPx X

v /p Uberlagerung

kommutativ macht. Aus Korollar 5 folgert man, dass X — Yein Isomorphismus
ist, d.h. .
q:Y —- X

ist die universelle Uberlagerung von X .Die Abbildung p induziert eine Abbildung
ps (X, 20) — m (Y, y0) = I'. Aus dem Homotopie-Liftungslemma folgt, dass
diese Abbildung injektiv ist. Das Bild U

U—T
ist zu m; (X, z¢) isomorph. Die Fundamentalgruppe U operiert daher auf Y derart,

dass gilt .
X2Y/U |, U=Zm(X, ).

Abelsche Uberlagerungen

Sei A eine abelsche Gruppe. Wir nennen eine Mannigfaltigkeit X einen A-Raum,
wenn A operiert frei auf X operiert. Dies definiert eine Uberlagerung

p: X —>X/A=Y.

Ein A-Morphismus f : X — X’ von A-Rdumen ist ein Morphismus mit der
Eigenschaft f(a - z) = a - f(z).

Sei b : Y — A eine lokalkonstante Funktion. Wir fassen b vermoge b(x) :=
b(p(x)) dann auch als Funktion b : X — A auf. Fiir diese gilt dann b(a-x) = b(z).
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Jede lokalkonstante Funktion b : Y — A definiert einen A-Morphismus von X
vermoge fy(x) := b(x) - x, denn fi(a - x) = a - fi(r) wegen

bla-x)-(a-z) = b(x)-(a-z) = (b(x)-a)-xz = (a-blx))z=a(b(x)x) =a fi(x),

da A abelsch ist! Ein A-Morphismus X — X' induziert einen Morphismus
X/A — X'/A der Quotientenrdume. Ein A-Raum heisst trivial, wenn er als A-
Raum isomorph ist zu A x Y mit der Operation a’ - (a,y) = (¢’ + a,y).

Lemma. Sei X = AXY ein trivialer A-Raum. Die Gruppe der A-Isomorphismen

von X, welche die Identitdit auf Y induzieren, ist isomorph zu A und wird erzeugt
von den f, fiirb € A.

Kozykel. Sei X ein A-Raum mit Quotient Y = X /A. Fiir einen geeignet gewihlten
Atlas U von Y aus guten zusammenhingend gewihlten Karten gilt fiir die U; € U,
daB p~1(U;) als A-Raum trivial ist. Also gibt es einen A-Isomorphismus, der mit
der Operation von A vertriglich ist

%‘ ipil(UZ‘) = A X ljZ .

Bei einem Kartenwechsel zu U; © U; NU; C U; hat man daher einen zusammen-

gesetzten A-Isomorphismus ¢j; = ¢, !

u;nu; © Yilunu;
Gjiw (A U|vau, = p~ (Ui N U;) = (A X Uy, -
Es gilt notwendigerweise

Vji(a,u) = (a + azi(u), u)
fiir eine lokalkonstante Funktion a;; : U; N U; — A. Aus der Definition von ;
folgen die
Kozykelrelationen: agj(u) + aji(u) = ag;(uw) , YueUNU;NUg

sowie a;(u) = 0 auf U;. Man nennt eine beliebige Kollektion lokal konstanter
Funktionen aj;(u) : U; N U; — A einen Cech-Kozyklus zu der Uberdeckung U,
wenn die obigen Kozykelgleichungen fiir alle U;, U;, Uj, € U gelten.

Die Mannigfaltigkeit Y kann vollstéindig aus den Karten U; und den Verheftungen
entlang der Durchschnitte rekonstruiert® werden. Analog gilt dies fiir den A-Raum

oy = B U;/ ~ mit der Aquivalenzrelation u; ~ u; gdw u; und u; denselben Punkt in Uy
definieren.
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X. Aus der Kenntnis des Cech-Kozyklus kann man den A-Raum X vollstindig
rekonstruieren durch Verheften von A-Karten

AxU; , Uel

entlang der Durchschnitte U; N U; mit Hilfe der A-Kartenwechselabbildungen
1;j(u). Zur wohldefinierten Konstruktion einer solchen Verheftung braucht man
nur die Kozyklerelationen’. Dies zeigt, da man fiir einen beliebigen Chech-Kozyklel
einen A-Raum X zusammenkleben kann, und es gilt X/A =Y.

Lemma. Seien aj; und a;-i Kozykel fiir U. Seien X, X' die zugehirigen A-Rdume.
Dann gibt es einen Isomorphism f : X — X' von A-Rdumen, welcher aufY die
Identitiit induziert, genau dann wenn es Elemente a; € A gibt mit

/

aji(u)—aji(u):aj—ai ., vwelUnU; , Vij.

X = (WA x U;)/ ~ mit (a,u;) ~ (a’,u;) genau dann wenn u; und u; denselben Punkt
u € Uj,; definieren und wenn gilt ' = a + a;;(u). Die Kozykelrelationen zeigen, daB dies eine
Aquivalenzrelation definiert.
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