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Einleitung

Ist X ein kompakter topologischer Raum, dann ist der Ring C'(X) der steti-
gen reellwertigen Funktionen auf X ein kommutativer Ring mit 1. Fiir jeden
Punkt x € X definiert die Auswertung f — f(z) einen Ringhomomorphis-
mus von C'(X) auf den Korper der reellen Zahlen. Das Bild ist der Korper R,
der Kern P, dieser Auswertung ist also ein maximales Ideal in C'(X). Eine
stetige Abbildung ¢ : X — Y induziert einen Ringhomomorphismus

p:C(Y) = CX),

den Pullback f(y) — f(g(y)). Das Urbild des maximalen Ideale P, C C(X)
ist wieder maximal: ¢~1(P,) = Py(z). Somit legt der Ringhomomorphismus
@ die zugrunde liegende Abbildung g eindeutig fest.

Da die stetigen Funktionen die Punkte in X trennen (kompakte Rédume sind
normal), gibt es fiir z,y € X eine Funktion f € C(X) gibt mit f(z) # f(y).
Daher sind die Ideale P, (fiir + € X) alle verschieden voneinander. In der
Tat liefert dies genau die Menge X = Specm(R) aller maximalen Ideale
des Rings R = C(X). [Gébe es ein weiteres maximales Ideal P in C'(X),
dann gibt es zu jedem Punkt z € X ein f, € C(X) mit f € P, f, ¢ P,.
Das heifit f,(z) # 0, obdA > 0. Durch Multiplikation mit der stetigen
Funktion maz(0, f,) kann dann obdA angenommen werden f, > 0. Wegen
Kompaktheit existiert eine endliche Menge S € X mit f = > o f. > 0.
Einerseits ist f € P. Andererseits ist 1/f in C'(X). Ein Widerspruch.]

In der kommutativen Algebra versucht man diesen Gedanken umzudre-
hen, indem man jedem kommutativen Ring R einen topologischen Raum
X = Spec(R) zuordnet. FEigentlich wiirde man gerne fiir X die Menge der
maximalen Ideale von R nehmen. Ein Ringhomorphismus ¢ : R — S hat
aber im allgemeinen nicht mehr die Eigenschaft, daf§ Urbilder von maximalen
Idealen maximal sind. Geht man aber von maximalen Idealen auf die grofere
Menge der Primideale oder gar Primérideale iiber, dann ist die entsprechen-
de Aussage aber erfiillt. Urbilder von Primidealen sind Primideale, Urbilder
von Priméridealen sind Primérideale. Man definiert daher X = Spec(R) als
die Menge der Primideale und versieht diese mit einer geeigneten Topologie,
der Zariski Topologie.
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1 Endliche Ringerweiterungen

Sei p : R — S ein Ringhomomorphismus zwischen kommutativen Ringen
mit Eins, im folgenden kurz Ringerweiterung genannt. Per Definition des
Ringhomomorphismus werden die Einselemente aufeinander abbildet. Wir
schreiben dann r € S anstatt ¢(r) € S fiir Elemente r € R, obwohl ¢ nicht
notwendigerweise injektiv sein muf.

Definition: Ein Element s € S heifit ganz tiber R (beziiglich einer Ringer-
weiterung R — S), wenn es 71, ..,7, € R gibt mit der Eigenschaft

sS"Hrs" L+, =0

in S, d.h. s erfiillt eine sogenannte Ganzheitsgleichung.

Definition: Eine Ringerweiterung R — S heifit ganz, wenn jedes s € S
ganz iiber R ist.

Es gibt einen engen Zusammenhang mit dem Begriff der endlichen Ringer-
weiterung

Definition: FEine Ringerweiterung R — S heifit endlich, wenn S als R-
Modul endlich erzeugt ist.

Wie bei Korpererweiterungen zeigt man leicht

Satz: Sind R — S, S — T endliche Ringhomomorphismen, dann ist die
Zusammensetzung R — T wieder endlich.

Hilfssatz: Jede endliche Ringerweiterung R — S ist ganz.

Beweis: Seien by, ..., b, Erzeugende des R-Moduls S und obdA b; = 15. Dann
gibt es rj; € R mit

n

S'bj:ZTji'bi.

i=1

Dies definiert eine Matrix R € M,,,(R). Setzt man M = R —s-E und ist M
die Komplementérmatrix von M € M,,,(S), dann gilt M- M = det(M) - E
(GraBmannkalkiil !). Die urspriinglichen Gleichungen
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multipliziert mit Mkj liefern daher nach Summation iiber 5 die Gleichungen
det(M) - by = 0, fiir k =1 wegen b; = 1g daher

det(M) =0 .
Wegen (—1)"det(M) = s" — spur(R)s" ™' £+ ... + (—=1)"det(R) ist dies eine
Ganzheitsgleichung fiir s iiber R.

Eine ganze Ringerweiterung R — S ist nicht notwendig endlich, aber es gilt

Lemma 1.1. Fir s € S sind dquivalent

a) s ist ganz tiber R.
b) Die von s und R in S erzeugte Teilalgebra R[s| C S ist endlich iber R.

¢) Die Ringerweiterung R — S faktorisiert R — S — S, wobei R — S eine
endliche Ringerweiterung mit s € S (genauer im Bild von S).

Beweis: Klar. Aufler dem Hilfssatz benutzt dies nur, dafi R[s] als R-Modul

erzeugt wird von den Monomen 1, s, 52, ..., s" ! im Fall einer Ganzheitsglei-

chung vom Grad n.

Korollar: Sind R — S und S — T ganze Ringhomomorphismen, dann ist
auch die Zusammensetzung R — S ganz.

Beweis: Fiir t € T seien sy, ..., s, € S die Koeffizienten einer Ganzheitsglei-
chung. Dann gilt

t € R[Sl, ey Sn,t] .
Da R[s;] endlich iiber R, R[s1, s3] = R[s1][se] endlich tiber R[sy] etc., ist am
Ende R[sq, .., $n, t] endlich {iber R und somit ¢ ganz iiber R. Benutze Lemma

1(c).
Zum Abschlufl

Lemma 1.2. Ist R — T ganz und S multiplikativ abgeschlossen in R. Dann
1st auch die induzierte Ringerweiterung

ST R — S7IT

(universelle Eigenschaft der Lokalisierung !) wieder ganz.

Beweis: Geniigt ¢ der Ganzheitsgleichung t" + rit"~! + ... + 7, = 0 iiber R,
dann geniigt t/s folgender Ganzheitsgleichung iiber SR

(t/s)" 4 (ri/s)(t/s)" 4+ ...+ (rn/s") =0 .
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2 Der ganze Abschlufl von R in S

Sei R — S eine Ringerweiterung. Dann bilden die iiber R ganzen Elemente
von S einen Teilring Intg(S) von S mit Eins

()5,
‘\R/

den ganzen Abschluff von R in S.

ImfR

Beweis: Sind si, sy ganz iiber R, dann sind R[s;] und R[sy] endlich iiber R in
S. Somit ist auch R[sy, se] = R[s1][s2] endlich iiber R. Da 1,51 - $9,81 + 89 €
R[s1, s9], sind diese Elemente wieder ganz iiber R wegen Lemma 1.1(c).

Beispiel: Ist L eine endliche Korpererweiterung von Q, dann nennt man den
ganzen Abschlufl Inty;(L) von Z in L den Ring Oy, der ganzen Zahlen in L.

Offensichtlich ist die Bildung des ganzen Abschlufles funktoriell in folgendem
Sinn. Ist
Sh — Sy

VA

ein kommutatives Diagramm von Ringerweiterungen, dann induziert die Ein-
schrankung von ¢ ein kommutatives Diagramm

IntR(Sl) - [ntR(Sg)

| |

R, Ry

Dies ist klar, denn das Bild o(s1) von s; € Intgr(S;) geniigt in Sy iiber Ry
‘derselben’ Ganzheitsgleichung wie s; in 57 iiber R;. Insbesondere gilt daher
0'(81) € IntR(SQ)

Lemma 2.1. Sei R ein faktorieller Ring (= Integritdtsbereich mit eindeuti-
ger Primfaktorzerlegung) mit Quotientenkirper K = Quot(R). Dann gilt
IntR(K) =R s

d.h. R st ein normaler Ring, d.h. nullteilerfrei und ganz abgeschlossen in
K.
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Dies zeigt, dafl typischer Weise Lokalisierungen R — Rg nicht ganz sind.
Wir werden das spéater noch genauer untersuchen.

Beweis: Sei © = r/s € Intg(K) mit r,s aus R uns s # 0. Aus der Existenz
einer Ganzheitsgleichung fiir = folgt

s (g s ) =0

Somit gilt fiir jeden Primteiler 7 von s auch 7|r", also dann auch 7|r. Also
folgt durch Kiirzen obdA s = 1 beziehungsweise x € R. Q.e.d.

Kriterium: Ist R C K = Rg ein Ring mit Quotientenkorper K. Sei R nicht
ganz abgeschlossen in K mit z = r/s € Intgr(K) \ R. Dann folgt [r] # 0 in
R/sR sowie [r]" = 0 in R/sR (fiir ein n € N). Das heifit [r] ist nilpotent in
R/sR.

Lemma 2.2. Sei K der Quotientenkirper eines faktoriellen Ringes R und
Intgr(L) der ganze Abschluf$ von R in einem endlichen Erweiterungskérper
L von K. Dann existiert fiir jedes x € L ein 0 #m € R mit m-x € Intg(L).
Inbesondere gilt L = Quot(Intr(L)).

Beweis: Sei 2™ + riz™ ! + ... + r, = 0 eine Ganzheitsgleichung von x iiber
K mit rq,..,7, € K. Sei 0 # m € R so gewahlt, daB gilt m - r; € R.
Durch Multiplikation der Ganzheitsgleichung mit m™ folgt dann sofort m-x €

3 Der Korperfall

Sind R und S Korper, ist eine Ringerweiterung R — S genau dann endlich,
wenn gilt dimg(S) < 0o, also wenn es sich um eine endliche Kérpererweite-
rung handelt. Uber einem Kérper R ganze Elemente nennt man synonym
auch iiber R algebraische Elemente.

Wir betrachten jetzt Félle, wo entweder R oder S ein Korper ist. Hierbei

nehmen wir obdA an
R— S

sei injektiv.
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Lemma 3.1. Sei R — S eine injektive, ganze Ringerweiterung und sei S
ein Korper. Dann ist R ein Teilkdrper.

Beweis: Sei r # 0 in R und s = r~! € S. Multipliziert man eine Ganz-
heitsgleichung von s iiber R (vom Grad n) mit r"~! erhilt man r—! € R
wegen

rh (i, ") =0

Lemma 3.2. Sei R ein Korper und S ein Integrititsbereich und R — S eine
(injektive), ganze Ringerweiterung. Dann ist S ein Kdrper.

Beweis: Fiir s € S ist R — R|[s| endlich erzeugt, also ist R[s] ein endlich
dimensionaler R-Vektorraum. Multiplikation mit s ist ein injektiver (!) R-
linearere Endomorphismus von R]s|, also wegen LAI auch surjektiv. Somit
hat die Gleichung s-z = 1 eine Losung x € R[s| C S. Dies liefert das Inverse
r=s1es.

Aus dem im néchsten Abschnitt bewiesenen Noetherschen Normalisierungs-
satz folgt jetzt unmittelbar

Korollar 3.3. Sei K — S eine Korpererweiterung und ist S als Ring von K
und endlich vielen Elementen si,..,s, € S erzeugt, dann ist S endlich tiber

K.

Beweis: Es gibt einen Polynomring R in r Variablen iiber K, welcher in S
enthalten ist, so da8 S endlich und damit auch ganz iiber R ist (Noethers
Normalisierungssatz). Dann ist nach dem vorletzten Lemma R ein Korper.
Dies impliziert r = 0 bzw. R = K. Also ist S endlich iiber K.

4 Der Noethersche Normalisierungssatz

Substitutionen: Fiir M € M, ,(K) (K ein kommutativer Ring) induziert die
Einsetzung t; — > y M;;t; einen Ringhomomorphismus ¢j; des Polynomrings
K|tq,..,t,] in sich. Ist M invertierbar, dann ist ¢, ein Automorphismus.

Der Korperfall: Sei jetzt K ein Kérper mit unendlich vielen Elementen und

flt, o tn) = colta, .o tn) -t 4 cilta, . ty) - 7 4 ety o th)
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ein Polynom f € Klty,..,t,]. Per Induktion nach n findet man leicht ein
A= (A1, An) € (K7)"
mit f(\) # 0. Fiir die lineare Variablensubstitition M
ti—= A ty, tor—to+X-t, ... ,tya—t,+ A\ -1
gilt dann
ft, o ty) = f(A1, Az, .y An) - tY 4 niedere Term in ¢, .

Der Koeffizient f(A) # 0 der hochsten Potenz von ¢; héngt daher nicht von
den anderen Variablen %o, ..,t, ab.

Folgerung: Ist K ein unendlicher Korper und 0 # f € R = K|ty,..,t,],
dann gibt es einen K-Automorphismus ¢ von R derart, daf$ nach Anwendung
der Transformation @ auf f gilt

(,D(f) :co-tiv+cl(t2,..,t]v)tf[_1+...—|—CN(t2,..,tN) , O#C()GK* .

Bemerkung: Ist K ein endlicher Korper, dann induziert die Substitution
tl = tl, tQ = tg -+ )\2 't71n2, ceey tn = tn -+ )\n t;nn

einen Ringautomorphismus von K{ti, .., t,]. Bei geeigneter Wahl der \; € K*
und m; € N (zum Beispiel geeignete Potenzen der Charakteristik) iibertragt
sich die Aussage der obigen Folgerung.

Eine Ringerweiterung R — S heifit endlich erzeugt, wenn es endlich viele
Elemente sq,..,s, in S gibt, so da} S als Ring von R und s, .., s, erzeugt
wird. Mit anderen Worten, der Einsetzungshomomorphismus

R[tl, ,tn] — S

vom Polynomring, welcher die Variablen ¢; auf s; € S abbildet, ist surjektiv.
Somit gilt S = R[ty,..,t,]/I fiir ein Ideal I C Rl[ty,..,t,]/I. Umgekehrt sind
alle Ringe dieser Gestalt endlich erzeugt iiber R.

Satz: Ist R endlich erzeugt tiber einem Kdrper K, dann ist R eine endliche
Ringerweiterung eines (geeigneten) Polynomrings K[y1,..,y,| C R.

Beweis: Sei R iiber K von den Elementen ¢4, ..,t,, € R als Ring erzeugt. Dann
ist entweder R = K[ty ..,t,] isomorph zum Poynomring, oder (man kann
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man durch Ubergang zu neuen Erzeugern mittels einer Variablensubstitution
obdA annehmen)

f(tla >tn) =Co - tiv + Cl(t27 7tn) ’ tiVil + ot CN(t27 "7tN) =0

fiir ein Polynom f # 0 mit ¢y € K*. Teilt man durch ¢y, dann erfiillt #; eine
Ganzheitsgleichung iiber dem Teilring K [to, .., t,] C R, und man schliefit nun
per Induktion nach der Zahl der Ringerzeuger.

Ubungsaufgabe: Sei R endlich erzeugt iiber Z und p eine Primzahl. Dann
existiert ein NV € Z teilerfremd zu p, so dafl die Lokalisierung Ry endlich ist
iiber einem geeigneten Polynomring Z[%][yl, Y] in Ry.
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5 Die Zariski Topologie

Fiir einen Ring R bezeichne X = Spec(R) die Menge seiner Primideale und
| X | = Speecm(R) C Spec(R) die Teilmenge der maximalen Ideale. Betrachtet
man Ideale I mit 1 ¢ I, so folgt aus dem Zornschen Lemma: Specm(R) ist
nicht leer, genau dann wenn gilt R # {0}. Jeder Ringhomorphismus

f:R—S
induziert dann eine Abbildung
Spec(f): Spec(S) — Spec(R)
in der umgekehrten Richtung durch
P fY(P).

Offensichtlich ist f~'(P) wegen a-b € f~}(P) = f(a)- f(b) € P =
f(a) € P oder f(b) € P=>a oder b€ P = a oder b € f~'(P) wieder ein
Primideal.

Klar ist auch, dafl Spec einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der
Ringe mit 1 in die Kategorie der Mengen definiert.

Fiir Ideale I von R betrachten wir nun die Teilmengen

V(I) = {PD>1I| P prim}

in Spec(R). Das Symbol V steht fiir ‘Varietéit’ und ‘Verschwinden’. Es gilt
Lemma:

o X =V({0})

e ) =V(R), genaver V(I) =0 < I =R

° N, V(L) =V(ggT (L))

o V(LH))U...UV(L,)=V(I-.. 1,
Hierbei bezeichne gg7'(1,) das von allen I, aufgespannte Ideal in R. Fiir die
letzte Beziehung beachte: Fiir Ideale I, J in R bezeichne I - J das von allen

endlichen Summen ) i, - j,(i, € 1,7, € J) aufgespannte Ideal von R. Es
gilt dann (/- J)- K =1-(J- K). Die letzte Identitét des Lemmas folgt aus

Ii- I, C Pprim= I, C Poder I, C P
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und somit [y - Iy C P. Nur die erste Implikation bedarf der Begriindung.
Dazu: Ist I; ¢ P, dann existiert i1 ¢ P. Aus iy - iy € P und der Primidea-
leigenschaft von P, folgt 75 € P fiir alle i € I5. Das heifit I C P.

Folgerung: Die Teilmengen V (I),I C R Ideal definieren die abgeschlossenen
Mengen einer Topologie auf Spec(R), der sogenannten Zariskitopologie. Fiir
diese Topologien sind die den Ringhomomorphismen f: R — S zugeordneten

Abbildungen Spec(f) : Spec(S) — Spec(R) stetige Abbildungen.

Beweis: Klar wegen Spec(f)~Y(V(I)) = V(J), wobei J das von den Ele-
menten von f(I) aufgespannte Ideal in S ist. Beachte fiir P prim in S
und I C R gilt: P € Spec(f) " (V(I)) < f'(P) 21 < f(P) 2
g9T(I,Kern(f)) <= P 2 f(I) <= P D J.

Jedes V(I) besteht aus den Primidealen von R oberhalb des Ideals I. Diese
Menge von Primidealen kann mit der Menge der Primideale des Quotienten-
rings 7 : R — R/I identifiziert werden. Somit gilt

Spec(m) : Spec(R/I) — Spec(R) .

Im speziellen Fall der Abbildung Spec(w) werden maximale Ideale auf maxi-
male Ideale abgebildet (dies ist im allgemeinen nicht der Fall), und es gilt

Spec(m)(Spec(R/I)) = V(I) <C Spec(R) .

Lokalisierung: Wir betrachten nun multiplikativ abgeschlossene Teilmengen
S in R. Dazu gehort ein Lokalisierungs Homomorphismus

g: R—-Rg=S"'R
und eine zugehorige Abbildung
Spec(g) : Spec(Rg) — Spec(R) .
Wir nehmen an 0 ¢ S. Dann ist Rg # {0} und somit Spec(Rg) # 0.

Lemma: Die Abbildung Spec(g) ist injektiv mit dem Bild

Bild(g) = {P € Spec(R) |[PNS=0}].

Beweis: Fiir Primideale P in Rg gilt

Sng '(P)=10,
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da Elemente von S Einheiten in Rg werden, und Einheiten wegen P # Rg
in keinem Primideal liegen konnen.

Sei umgekehrt p ein Primideal in R mit pNS = (). Setze P = S~!'p = Rg-g(p).
Dann gilt
g (P)=g(ST'p)=p.

Denn fiir x = r/s mit r € p, s € S impliziert x € R dann sz € p und somit
x € p (wegen s ¢ p). AuBlerdem ist P prim in Rg, denn fiir 1 /s1-1r2/s9 = 1/5
impliziert r € p,s € S (oder r/s € P) dann sryry € p. Da p prim ist, folgt
sry € p oder 7y € p. Somit gilt entweder ry/s; € S7'p oder ry/s0 € S7p.
Also ist P = S~ !p ein Primideal. (Bemerkung: Der Schlufl g=!(S™11) = I
iibertréigt sich auf primére Ideale' I von R).

Injektivitit: Seien Pj, P, Primideale von Rg mit ¢~ '(P) = g *(P). Wir
zeigen P, = P,. Dazu geniigt P, C P, wegen Symmetrie. Sei x = r/s aus Py
mit r € g7 (P) = g7 (P2) =: py. Esfolgt # € S™'py = P,. Also P, C P.
Damit ist das Lemma gezeigt.

Beachte: P = S~'g7!(P).
6 Eine Basis der offenen Mengen

In gewisser Weise wiirde man die Elemente f des Rings R gerne als Funktio-

nen auf dem Raum
X = Spec(R)

auffassen mit den Funktionswerten
f(P) == fmod P €R/P.

Das macht natiirlich keinen Sinn, da die Werte dieser ‘Funktion’ ja dann in
den Ringen R/P liegen wiirde, was von Punkt zu Punkt variiert. Man muf
dann schon @&pR/P als Bild wéhlen

f:X—€p R/P.
P

Was aber dann in jedem Fall sinnvoll ist, ist die Aussage ob f in P eine
Nullstelle besitzt. Gleichbedeutend mit f(P) = 0 ist dann f € P oder

'D.h. Ideale I # Rmit x ¢ I,y ¢ [,z -y €I =3 N mit 2V, yN €I
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(f) = R- f C P. Die Menge der Nullstellen von f in Spec(R) ist daher die
abschlossene Teilmenge

v o, I=(f)
oder kurz V (f) aller Primideale, welche das Hauptideal I enthalten.

Die erste interessante Beobachtung ist nun, daf§ fiir nilpotente Elemente f €
R, d.h. fiir die es ein n € N mit f* = 0 gibt, gilt

V(f)=X .

Mit anderen Worten: Nilpotente f definieren die Nullfunktion auf Spec(R)!
Dies ist klar, da nilpotente f auf nilpotente Elemente in R/P abgebildet
werden. Da die Ringe R/P als Quotienten nach Primidealen nullteilerfrei
sind, folgt aus (f mod P)" =0 aber f mod P = 0.

Sei nun f nicht nilpotent. Dann ist S = {1, f, f2, ..} eine multiplikativ ab-
geschlossene Teilmenge von R. Da sie nach Annahme 0 nicht enthélt, folgt
Rs # {0}, insbesondere also

X = Spec(Rs) # 0 .

Wir schreiben auch R; anstelle von Rg. Wir behaupten jetzt V(f) # X.
Dies folgt aus der allgemeinen disjunkten Zerlegung

X = X;uV(f)|.

Beachte namlich fir P € Spec(R) gilt wegen des letzten Lemmas: P ¢
Xj<= SNP#0<= f"eP<= feP<«<= PD(f)<= PcV(f).

Beachte Ry = Ry» und somit
Xf - an .
X ist die Teilmenge, auf der f nicht verschwindet. Wir fassen zusammen

Lemma 6.1. Die Teilmengen Xy, wobei f die Elemente des Rings R durchlduft,
sind (fiir nicht nilpotentes f nichtleere) offene Teilmengen von X = Spec(R)
und bilden eine Basis der Topologie.

Beweis: X ist offen, da das Komplement V(f) abgeschlossen ist. Fiir eine
beliebige offene Teilmenge U = X \ V/(I) gilt wegen V(1) =, V(f) aber

U=JX;.
fel

Fiir nilpotentes f gilt X; = 0.
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Lemma 6.2. (Einheiten): Ist f € R ist genau dann eine Einheit f € R*
des Rings R, wenn f # 0 fir alle Punkte P € X = Spec(R) — oder bereits
Specm(R) — gilt

fe R <— Xf =X.

Beweis: Fiir eine Einheit f existiert r € R mit r - f = 1. Daraus folgt, dafl
auch die Restklasse von f in R/P eine Einheit ist. Somit folgt f(P) # 0.

Sei umgekehrt f(P) # 0 fiir alle P € Spec(R). Dann folgt (f) = R, denn
anderenfalls gébe es ein maximales Ideal P mit (f) C P,1 ¢ P in dem f
verschwindet. Aus (f) = R folgt aber f € R*.

Punktetrennung: Sei Py, .., P, Primideale mit P; ¢ P; fiir ¢ # j. Dann
gibt es f; € R mit f;(P;) # 0 aber f;(P;) = 0 fiir alle j # 4. [Setze dazu
fi = 11, fij fir irgendwelche f;; € R mit f;;(F;) # 0 und f;;(P;) = 0].

Lemma 6.3. [ C |J;_, P, = I C P, fiir eint (I Ideal, Py, .., P, Primideale).

Beweis: Anderenfalls gébe es g; € I mit g;(F;) #0und f =5, g, fi wére
in I, aber f(P;) # 0, YP,. Widerspruch.

7 Das Nilradikal

Den Durchschnitt aller Primideale

Nil(R) = (] P

PeSpec(R)
nennt man das Nilradikal des Ringes R. Der Name erklért sich aus folgendem

Lemma: f ist genau dann im Nilradikal von R, wenn f ein nilpotentes
Element des Rings ist.

Beweis: Nilpotente f verschwinden auf Spec(R). Somit f € P fiir alle P,
d.h. f € Nil(R). Ist andererseits f nicht nilpotent, dann ist wie bereits
gezeigt Uy nichtleer. Fiir P € Uy gilt dann f ¢ P. Also f ¢ Nil(R).
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Teilt man den Ring durch das Nilradikal, erhélt man als Quotientenring den
reduzierten Ring

R,cq = R/Nil(R) .
Offensichtlich gilt

Nil(Ryeq) = {0},
denn aus f* € Nil(R) folgt (f*)™ = 0, also f € Nil(R). Die Bildung des
reduzierten Rings ist funktoriell. Das heifft, man hat kommutative Diagram-
me

8 Radikal-Ideale

Allgemeiner definiert man die Radikal-Ideale eines Ideals I C R durch

Rad(I) = () P.
)

PeV(I

Offensichtlich ist Rad(I) wieder ein Ideal und es gilt
I C Rad(I) .
Im Spezialfall I = {0} gilt Rad(0) = Nil(R). Offensichtlich gilt aber
V() = V(Rad(I)) .

Zum Beweis ersetzt man R durch den Quotient R/I und kann daher obdA
annehmen [ = {0}.

Lemma: V([;) = V() <= Rad(Il,) = Rad(I).

Beweis: Man kann obdA annehmen, daf§ I, = Rad([l,) gilt. Aber solche
Radikal-Ideale sind per Definition durch die Mengen V'(1,) definiert.

Bemerkung: Im Fall V/(I) = () ist die Situation besonders einfach. Hier
folgt immer I = Rad(I) = R, denn jedes Ideal I # R besitzt ein Primideal
PeV().
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9 Zusammenhangskomponenten

Ringprodukte: Fiir kommutative Ringe R; mit Eins (fiir ¢ = 0, 1) setzen wir
R =Ry x 4

mit komponentenweiser Multiplikation und Addition. Dann gilt 1z = 1g, +
1g,, 1g, - 1g, = 0 und R ist ein kommutativer Ring mit Eins. Die Elemente
e; = lg, bilden ein Paar von orthogonalen Idempotenten: €3 = eg, el =
e; und ege; = 0 sowie ey + e; = 1. Weiterhin gilt V(e;) = Spec(Ri_;).
Orthogonale Idempotente: Ist umgekehrt eg +e; = 1,€3 = ep,€? = e; ein
orthogonales Paar von Idempotenten eines Rings R. Dann sind R; = ¢; - R
Ringe mit Einselement e;. Es folgt R = R; + Ry wegen r = ry + ro und
r; = e;-r. Die Zerlegung ist eindeutig wegen R1NRy C Ry-Ry = ejex-R = {0}.
Also R = Ry @ Ry und (11 + r2) (1] +15) =m0} + 7915 wegen Ry - Ry = 0.
Somit gilt

R:R1XR2.

In der obigen Situation ist e; eine Funktion auf X = Spec(R) mit e; = 0
auf V(e;). Wegen 1 = e; + ey gilt daher ¢; = 0 auf 4; = V(e;) und e; =
1 auf Ay ; = V(e;—;). Der Raum X = Spec(R) zerfillt in die disjunkte
Vereinigung zweier abgeschlossener Teilmengen

X=XoUX; , X;=V(e).
Da e; — e; € R auf X nirgendwo verschwindet, gilt e; — e; € R*.
Zerlegungen: Sei umgekehrt X = Spec(R)
X =XoU X4

eine disjunkte Vereinigung von abgeschlossenen Teilmengen A; = V' (I;). Aus
der Disjunktheit Xy N X; = () folgt dann V(Iy + I;) = 0 und daher

Li+L=R.
Aus Xy U X1 = Spec(R) folgt
Iy- I, C Nil(R) .
Somit existieren Elemente e; € I; mit

€0+61:1
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(eo - el)k =0

fiir geeignetes k € N. Wir wollen durch absteigende Induktion nun zeigen,
dafl obdA hier £ = 1 gewéhlt werden kann.

Ansatz: ég =eg—x, €1 = e +x mit x € [1 N Is.

Dieser Ansatz liefert éy + é; = 1 sowie € - €; = ey - e1 + (e1 — eg)x — 22, Die
Funktion ey — ey ist -1 auf Ap und 1 auf A;, somit nirgens Null. Daher ist
eo — e1 eine Einheit in R. Wir setzen

x:—eoel/(el—eo) S I()'Il .

Dann folgt & € I; sowie éy- & = —2, also (& - ;)% = 0. Wegen [k/2] < k
fiir £ > 1 kénnen wir durch Iteration obdA von jetzt an £k = 1 annehmen.

Wir nehmen nun £ = 1 an: Dann sind ey und e; sogar Idempotente. Durch
Multiplizieren mit ¢; folgt e? = e;. Also R = Ry x Ry mit R; C I; und ¢; € 1.
Wir behaupten, daf§ die Idempotenten e; dadurch sogar eindeutig bestimmt
sind.

Eindeutigkeit: Wére ¢; € I; ein zweites Paar mit 1 = ég + €y, éf = ¢;. Zerlegt
man R > ¢y = 719 + r1 im obigen Sinn mit r; € R; C [;, dann sind auch
ro = eg€o und r; = €16y Idempotente. Anderseits ist r; € I - [y C Nil(R)
nilpotent. Daraus folgt r; = 0. Es folgt 7y = rg. Ditto ¥y = 1. Somit sind
Zerlegung R = R; X Ry und Idempotente eindeutig durch die Bedingung
Spec(Ry_;) = X; festgelegt. Also

Lemma 9.1. Disjunkte Zerlegungen X = X; U Xy von X = Spec(R) in
abgeschlossene Teilmengen X; entsprechen eineindeutig Zerlequngen von R
in direkte Produkte der Gestalt

’R = RIXRQ .

Hierbei gilt obdA A; = Spec(X;).

Folgerung: Spec(R) ist zusammenhingend genauw dann wenn 0 und 1 die
einzigen Idempotenten in R sind.

Beweis: Ein Idempotent e liefert Elemente e; = e und ey = 1 — e mit €2 = ey,
e% =e; und eq - e; = 0 und umgekehrt.
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10 Eine Anwendung

Lemma 10.1. Sind I, Iy Ideale mit Iy + I, = R, dann gilt I - I, = I; N L.
Beweis: Die Inklusion C ist klar. Sei umgekehrt x € I; N I, und 1 = i1 + iy
miti, € [,. Dannist c =z -1 +x -1y € I - I5.

Satz 10.2. Ist K ein Kéorper und L eine endliche K-Algebra, dann gilt
L= @ L; (endliche Summe)

mit K-Algebren L;, so daff alle (L;)req endliche Korpererweiterungen von K
sind.

Beweis: Schritt 1. Jedes Primideal P von L ist maximal, wegen Lemma 3.2
und K <— L/P. Dabher ist {P} = V(P) ein abgeschlossener Punkt (!) in
Spec(R).

Schritt 2. Fiir Primideale P; # P; von L gilt wegen der Maximalitét daher
P, + P; = L und somit (siehe obiges Lemma)

PNP =P P.

Schritt 3. Fiir Primideale Py, .., P, von L gilt

denn andernfalls ware ﬂ:;ll P, =P -...- P._y [gilt per Induktion!] enthalten
in P., und da P, prim ist, wire somit P, C P, fiir ein ¢ = 1,...,r — 1
(siehe §5) im Widerspruch zu Schritt 1. [Induktionsschritt: Auerdem somit
P+ N P, = (1) wegen der Maximalitit von P, und daher (_, P, =
Py - ... P, wie in Schritt 2.

Schritt 4. Jedes Primideal ist ein K-Vektorraum. Nach Schritt 3 folgt daher
aus K-Dimensionsgriinden, dafl es nur endlich viele Primideale in L geben
kann.
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Schritt 5. Wie gezeigt ist Spec(L) die endliche disjunkte Vereinigung von
abgeschlossenen einpunktigen Mengen {P;}. Somit wegen des letzten Para-

graphen
L= @

wobei jetzt jedes L; nur noch ein einziges Primideal besitzt. Also ist (L;)yeq
ein Korper, da Null sein (einziges) Primideal und gleichzeitig maximales Ideal
ist.

Schritt 6. Die L; = L - e; sowie auch (L;),eq sind K-Vektorrdume. Somit ist
der Korper (L;),eq eine endliche Kérpererweiterung von K. Q.e.d.

Bemerkung: L /K ist per Definition separabel, wenn die Kéhlerdifferentiale
verschwinden: Q(L/K) = 0. Fiir L /K wie im letzten Satz ist dazu dquivalent
Q(L;/K) =0 fir alle i. Q(L;/K) = 0 gilt genau dann, wenn L; = (L;),eq €in
Korper ist und L;/ K eine separable Korpererweiterung ist (siehe Appendix).

Beispiel: Sei M eine n x n-Matrix mit Koeffizienten in dem Korper K = C.
Sei L die von M in M,,,(K) aufgespannte K-Unteralgebra. Wendet man das
letzte Lemma in dieser Situation an, erhilt man daraus die Zerlegung in Jor-
dannormalformen. Insbesondere fiir eine Blockmatrix mit « auf der Diagona-
le und 1 in der unteren Nebendiagonale und Nullen sonst, gilt dimg (L) = n,

aber
Lred =C

sowie
M —a-FE € Nil(L) .

Dieser Zusammenhang mit der Eigenwerttheorie erkliart den Name Spektrum.
Im allgemeinen entsprechen die Punkte von Spec(L) den Jordanblocken. Das
Element f = M € L definiert die Funktion mit den Werten

f(Pl) = Oy € C .

Appendix

Sei L eine endliche K-Algebra mit einelementigem Spektrum. Dann ist nach
dem letzten Satz L,.q = L/I eine Korpererweiterung von K, wobei I das
Radikal von L bezeichne. Man hat also folgende Ringerweiterungen

K — S=K -1 — L.

Ist I = 0 und L,.q/K separabel, dann ist L/K separabel. Die Umkehrung
gilt auch
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Lemma 10.3. L/K ist genau dann separabel, wenn gilt L = L,eq und die
Korpererweiterung Lyeq/ K separabel ist.

Beweis: Ist umgekehrt L/K separabel, dann ist L/S separabel (Al Lemma
[X.3.5). Dann ist aber wegen Derg(L, M) = 0 auch Derg(Lyeq, M) = 0 fiir
alle Lyeq-Vektorraume M. Also ist L,.q/K separabel. Aus dem Satz vom
primitiven Element fiir die separable Korpererweiterung L,.;/K sowie Al
Lemma IX.4.1 folgt dann schliefllich: S/K ist separabel. Wir behaupten, dies
impliziert I = 0, d.h. L,.q = L. Wire I # 0, dann folgt I/I? # 0 (benutze
I" = 0 fir n >> 0 oder das Nakayama Lemma in §12). Es geniigt dann
die Existenz von nichttrivialen K-Derivationen von S oder vom Quotienten
S/I?, um einen Widerspruch abzuleiten. Wir kénnen daher S durch S/I?
ersetzen und obdA annehmen I? = 0. Dann gilt aber (!)

Derg(S,M) = Homg (I, M)

fiir alle S-Moduln M. Ist S/K separabel, gilt per Definition Dery (S, M) = 0
fiir alle M. Daher I = 0.



Maximale Ideale
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11 Lokale Ringe

Ein Ring heifit lokaler Ring, wenn er ein einziges maximales Ideal besitzt.

Ist R ein beliebiger Ring und P € Spec(R), dann bilden die Elemente
S=R\P

wegen der Primidealeigenschaft von P eine multiplikativ abgeschlossene Teil-
menge von R. Die Lokalisierung Rg von R nennt man in diesem Fall die
Lokalisierung nach dem Primideal P und schreibt Rp anstatt Rg

R—>RP.

Lemma 11.1. Rp ist ein lokaler Ring. Beziiglich der von R — Rp induzier-
ten Abbildung Spec(Rp) — Spec(R) wird das mazimale Ideal von Rp gerade
auf P abgebildet.

Genauer: Der Inklusionsverband der Primideale® von Rp entspricht dem In-
klusionsverband der Primideale von R, welche in P enthalten sind.

Beweis: Ein Primideal P’ von R liegt genau dann im Bild von Spec(Rp),
wenn gilt P’'NS =P N(R\P)=0, dh. aber

P cP.

Mit anderen Worten: fiir P € X = Spec(R) gilt

Spec(Rp) = {P' € X | P C P}|.

Q.e.d.
Wir bemerken an dieser Stelle, dafl andererseits per Definition gilt
V(P)={P"eX|PcCP'}.

Dabei ist V(P) die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, welche den
Punkt P € X enthilt. Also ist V(P) der Abschlu} der einpunktigen Menge
{P} C X in der Zariskitopologie

{P} = {P"eX|PcCP"}|.

2 Analog entsprechen die Primérideale von Rp den Priméridealen von R, welche in P
enthalten sind.
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Folgerung: FEin Punkt P € X = Spec(R) ist genau dann abgeschlossen als
Teilmenge von X, wenn P ein mazximales Ideal von R ist.

Die lokalen Ringe R sind also genau jene, fir die Spec(R) genau einen ab-
geschlossenen Punkt besitzt. Aus Lemma 6.2 folgt weiterhin, daf fiir einen
lokalen Ring R mit maximalem Ideal m gilt

R*=R\m.

12 Das Jacobson Radikal

Sei R ein von Null verschiedener Ring, dann ist das Jacobson Radikal definiert
als der Durchschnitt

Rad;(R)= (] P
PeSpeecm(R)

aller maximalen Ideale P. Offensichtlich gilt auf Grund der Definition
Nil(R) C Rad;(R).

Jedes Element
1+r , r€ Rads(R)

ist nach Lemma 6.2 eine Einheit.

Nakayama Lemma: Sei
I C Rad J(R)

ein Ideal von R und M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann gilt

I-M=M= M ={0}.

Beispiel: Fiir lokal noethersches® R mit maximalem Ideal I folgt (), I™ = 0.
Durch Ubergang zum Quotient M /N erhélt man die

Variante: M = N + [ - N’ impliziert M = N fir Untermoduln N, N'. (Es
gentigt sogar nur anzunehmen, daff N’ endlich erzeugt ist).

3siche §16
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Beweis: Sei ey, ..., e, ein Erzeugendensystem von M von minimaler Lénge.
Aus e, = i1e1 + ... +ine, (i, € I) folgt e, = (1 —i,) (i€ + .. +in_1€n1)
im Widerspruch zur Minimalitédt von n falls M # 0. Beachte, dafl 1 —4,, eine
Einheit ist wegen i,, € Rad;(R).

13 Der Hilbertsche Nullstellensatz

Fiir jeden Ring gilt Nil(R) C Rad;(R). Im allgemeinen gilt hier aber nicht
das Gleichheitszeichen. Das sieht man schon am Beispiel R = Z,) (Lokali-
sierung im Punkt p): Dann ist Nil(R) = {0} und Rad,;(R) = (p).

Man sagt daher: Der Hilbertsche Nullstellensatz gilt fiir R, wenn

Nil(R) = Rad;(R)

erfiillt ist. Mit anderen Worten besagt der

Nullstellensatz: Eine ‘Funktion’f € R verschwindet auf X = Spec(R) bereits
identisch, wenn f auf den abgeschlossenen Punkten verschwindet.

Annahme: Der Ring R besitze folgende Eigenschaft: Die von R — R]t]
(Polynomring iber R) induzierte Abbildung

Ax = Spec(R[t]) = X = Spec(R)

bildet abgeschlossene Punkte auf abgeschlossene Punkte ab.

Im néchsten Paragraphen geben wir Bespiele fiir solche Ringe R an.

Frage: Was geht schief im Fall R = Z,)?

(Antwort: Das maximale Ideal x = Kern(y) des Kerns von
@ Zplt] - Q mit p(t) = 1/p, wird auf das Primideal P, =
Kern(p|Zg)) = 0 abgebildet. P, = 0 ist prim, aber nicht mehr
maximall)
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Lemma: Ist obige Annahme fiir R erfillt, dann gilt der Hilbertsche Null-
stellensatz fiir den Ring R.

Beweis: Andernfalls gébe es ein f € R, das Null auf Specm(R) aber nicht
nilpotent ist; insbesondere Ry # 0 sowie Speem(Ry) # . Fiir ein maximales
Ideal = € Spec(Ry) = X bezeichne P, € Spec(R) = X das Bild in Spec(R)

Xfc—>X .

r——> P,

Angenommen, P, ist wieder ein maximales Ideal. Dann folgt — wegen der
disjunkten Zerlegung X = X;UV(f) —also (f) € P, bzw f ¢ P, im Wider-
spruch zu f € Rad;(R) = (\pespeemm) - Es geniigt also die Maximalitét
von P, zu zeigen.

Dazu benutzen wir eine neue Beschreibung der Lokalisierung R, ndmlich
Ry = R[t]/(f-t—1)

(der Ring auf der rechten Seite erfiillt die universelle Eigenschaft der Loka-
lisierung!). Wegen R — R[t] — R[t]/(f -t — 1) = Ry faktoriert daher die
Einbettung X; < X in der Form

N

X

Die erste Abbildung ¢ bildet abgeschlossene Punkt auf abgeschlossene Punk-
te ab, da sie von einer Ringquotientenabbildung induziert wird; die zweite
Abbildung 7 tut dies ebenfalls auf Grund unserer Annahme an R. Somit ist
P, abgeschlossener Punkt in Spec(R), also P, maximal.

14 Endlich erzeugte R-Algebren

Wir betrachten einen Ring R mit folgender Eigenschaft

Annahme: Fiir jede Ringerweiterung

p:R— L
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von R in einen Kérper L, so daff L als Ring endlich erzeugt tiber o(R) ist,
1st das Bild von R ein Korper

K, = ¢(R) .
(Beispielsweise: R ist selbst ein Korper).

Fiir einen solchen Ring R betrachten wir die Kategorie der endlich erzeugten
R-Algebren. Objekte sind alle Ringerweiterungen R — A, welche aus R
durch Polynomringbildung und Quotientenbildung hervorgehen. Jede solche
Ringerweiterung ist also ein Quotient des Polynomrings in n Unbestimmten
fiir geeignetes n € N

R— Rty .t/ I =A .

Morphismen sind die R-Algebrenhomomorphismen, also die Ringhomomor-
phismen iiber R. Die maximalen Ideale einer solchen R-Algebra A sind die
maximalen Ideale des Polynomrings R[t1, .., t,], welche das Ideal I enthalten.

Maximale Ideale des Polynomrings sind Kerne von surjektiven R-Algebren
Homomorphismen

@ R[tl, ,tn] — L

auf Korpererweiterungen L von R. L ist dann als Ring endlich erzeugt iiber
©(R) (mit n Erzeugenden). Nach obiger Annahme an R folgt daraus, daf
©(R) = R/m selbst ein Korper ist. Das zugehorige durch ¢ bestimmte
maximale Ideal m von R liefert eine Faktorisierung von ¢

Rlt1, .., ) 4 L
(R/m)[tr, .. 1,]

Der recht untere Pfeil ist dabei ein Einsetzungshomorphismus, welcher die
Variablen ¢; auf ihre Bilder «; € L abbildet

t;— oy (i=1,..,n).

Aus Korollar 3.3 folgt, dafl alle «; algebraisch iiber dem Koérper R/m sind.
Da die «; den Kérper L iiber R/m erzeugen, folgt

[L:(R/m)] <oo.

Umgekehrt: Ist m ein maximales Ideal von R und oy, .., v, algebraisch iiber
R/m, L die davon erzeugte endliche Korpererweiterung von R/m, dann defi-
niert der Kern des zugehorigen Einsetzungshomomorphismus Rlty, .., t,] — L
ein maximales Ideal.
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Aus dieser expliziten Beschreibung der maximalen Ideale, welche aus der
oben gemachtem Annahme an R folgt, ergibt sich

Folgerung 14.1. Die maximalen Ideale des Polynomrings Clty,..,t,] ent-
sprechen eineindeutig den Punkten (o, .., a,) des C™.

Speem(Clty, .., t,]) = C™|.

Folgerung 14.2. Die von einem R-Algebrenhomomorphismus ¢ : A — A’
zwischen endlich erzeugten R-Algebren induzierte Abbildung

Spec(v) : Spec(A’) — Spec(A)

bildet abgeschlossene Punkte auf abgeschlossene Punkte ab

Spec(y) : Speecm(A’) — Specm(A) .

Beweis: ObdA kann A = RJty, .., t,| angenommen werden.

Sei ¢’ : A" - L’ die Quotientenabbildung nach einem maximalen Ideal m/,
von A’ fiir x € Specm(A’). Der Kern der Zusammensetzung

@ ot Rlty, ...t — L'
ist das Primideal P = Spec(¢)(z). Sei L = Bild(¢' o ).

L ist ein endlich erzeugter Erweiterungsring des Korpers R/(PNR) = R/(mN
R) im Korper L', also ein Integritétsbereich. Die Erzeugenden «; liegen in der
endlichen Korpererweiterung L' von K, := R/(P N R), sind also algebraisch
iiber dem Korper K,. Somit ist L also ganze integre Ringerweiterung des
Korpers K, selbst ein Korper (Lemma 3.2). Also ist das Primideal P ein
maximales Ideal. q.e.d.

Aus der Folgerung 14.2 und den Ausfithrungen des vorangegangenen Para-
graphen folgt

Folgerung 14.3. Gilt obige Annahme gilt fiir den Ring R, dann gilt der
Hilbertsche Nullstellensatz fiir jede endlich erzeugte R-Algebra A.

Korollar 14.4. Fiir eine endlich erzeugte Algebra A iiber Z. oder tiber einem
Korper gilt der Hilbertsche Nullstellensatz.
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Beweis: Wir miissen zeigen, dafl unsere Annahme im Fall R = 7Z erfiillt ist.
Dazu sei ¢ : Z — L eine endlich erzeugte Ringerweiterung und L sei ein
Korper. Es ist zu zeigen, dafl ¢ iiber einen endlichen Quotient Z — Z/pZ
faktorisiert, da dann gilt p(Z) = F,. Wir behaupten dies ist immer der
Fall. Anderenfalls wire némlich ¢(Z) = Z ein Unterring von L. Somit
gilt auch Q C L und L ist eine endlich erzeugte Korpererweiterung von Q.
Aus Korollar 3.3 folgt [L : Q] < oo. Seien rq,..,r, € L die endlich vielen
Ringerzeuger von L iiber Z. Es gibt dann ein 0 # N € N mit N -r; € Oy,
(Lemma 2.2). Es folgt Or[~] = L. Aber Or[+]NQ = Z[+] (Lemma 1.2 und
2.1) ist nicht LNQ = Q. Dies ist ein Widerspruch und zeigt die Behauptung,.

15 Eine Umformulierung

Wir geben in diesem Abschnitt einige offensichtliche Umformulierungen des
Hilbertschen Nullstellensatzes fiir Ringe vom Typ R = C[ty, .., t,]/I:

Seien fi, .., f, Polynome des Polynomrings R = Clty, .., t,] und
I= (f17 ty fr)

das von diesen Polynomen erzeugte Ideal von R. Dann gilt

V(D) Speem(R) = {2 € C" | fi(z) = = fi(2) = 0} .

Dies entspricht gerade den abgeschlossenen Punkten z aus Spec(R). Dies er-

laubt es Punkte z € Specm(R) mit Losungen des polynomialen Gleichungs-
systems

filz) = folz) == fr(2) =0 , zeC"
zu identifizieren. Wir erhalten nunmehr folgende Verallgemeinerung des Fun-
damentalsatzes der Algebra.

Entweder gilt
1= Z gi- fi
i=1

(fiir geeignete g; € R) oder mit anderen Worten I = R. Oder aber R # 0
und 3z € Speem(R) # (). In diesem Fall folgt also die Existenz einer Losung
z € C" des Gleichungssystems fi(z) =--- = f.(z) = 0.

Folgerung: FEin polynomiales Gleichungssystem fi(z) = .. = f.(2) = 0
besitzt genau dann keine Liosung z € C" wenn es Polynome g,(z), .., g-(2)
gibt mit der Eigenschaft Y. g;(2) fi(z) = 1.
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Weiterhin: Fir ein Polynom f € Clty,..,t,] sind die folgenden Aussagen
dquivalent

e fIVUI) = 0
e filz) =---=f(2)=0 = f(2)=0
e INeN, fNel dh fN=3" pi(2)fi(2).

Alle gemachten Aussagen gelten analog fiir einen beliebigen algebraisch ab-
geschlossenen Korper K anstelle von K = C.



Noethersche Moduln und Ringe
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16 Noethersche Ringe

Ein R-Modul M heifit noetherscher R-Modul, wenn sein R-Untermoduln alle
endlich erzeugte R-Moduln sind.

Ein Ring R heifit noethersch, wenn R als R-Modul noethersch ist. Mit an-
deren Worten:

Definition: Ein Ring R heift noethersch, wenn alle seine Ideale endlich er-
zeugte R-Moduln sind.

Beispiele: Koérper und Hauptidealringe sind noethersche Ringe. Quotien-
ten von noetherschen Ringen sind wieder noethersche Ringe. Quotienten-
und Untermoduln eines noetherschen R-Moduls sind automatisch wieder
noethersch. Es gilt auch folgende Umkehrung

Lemma 16.1. Sei (0 —)N — M — N'(— 0) eine exakte Sequenz von
R-Moduln. Dann ist Mnoetherscher R-Modul, falls N, N' noethersche R-
Moduln sind.

Beweis: ObdA ist die linke Abbildung injektiv und die rechte surjektiv! Sind
dann N’, N noethersch und n),...,n/ sowie n;,..n, R-Erzeugendensysteme
von BN’ resp. N. Dann ist nq,..,ns, my,..,m, ein R-Erzeugendensystem

von M, falls m; — n,. Das Argument iibertrégt sich sofort auf Untermoduln
von M.

Korollar: Fiir noethersches R sind endlich erzeugte R-Moduln noethersch.
(Per Definition ist umgekehrt jeder noethersche Modul endlich erzeugt).

Lemma 16.2. Ist R ein noethersch, dann auch jede Lokalisierung S~ R.

Beweis: Ist I ein Ideal in S™'R und f : R — S~!'R die natiirliche Abbildung,
dann ist das R-Ideal f~'(I) endlich erzeugt. Aber fiir r/s € I folgt r €
f~YI) = (ry,..,m,). Somit erzeugen 71, .., 7, auch den S~!'R-Modul I.

Lemma 16.3. Ist R noethersch und normal (nullteilerfrei und ganz abge-
schlossen in seinem Quotientenkdrper K ). Dann ist der ganze Abschiufi S
von R in einer endlichen separablen* Korpererweiterung L von K wieder
noethersch und normal.

4Diese Annahme ist notwendig, wenn R nicht endlich erzeugt iiber einem Korper ist.
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Beweis: Sei a ein (obdA {iber R ganzes) primitives Element von L/K. Ist y =
Zgié{ -1 x; - a’ ganz, dann auch seine Konjugierten. Sei D die Vandermonde
Determinante der Konjugierten von a. Wegen Cramers Formel ist D -xz; € S
fiir alle z; € K. Wegen D € S und D? € R also x; € D=2 - R. Somit ist S
ein R-Untermodul des freien R-Moduls vom Rangs [L : K], also noethersch.

Satz 16.4. Ist R noethersch, dann auch der Polynomring R[X].

Beweis: Fiir ein Ideal I von R[X] definieren die ‘héchsten’ Koeffizienten
ap = ao(f) der f=ag- X"+ ...+ a, € I ein Ideal J von R

J=H{ao(f) | eI},

Nach Annahme wird J von endlich vielen rq, .., r,, als R-Modul erzeugt und
es gibt Polynome f1, .., f,, € I mit den fiihrenden Koeffizienten rq, .., r,,.

Es folgt: I wird von fi, .., f;, und einem R-Erzeugendensystem des R-Moduls
M=IN(R+R-X+..+R- X"

erzeugt, wobei N = max;(degx(f;)). Da M als R-Untermodul eines endlich
erzeugten R-Moduls (mit N Erzeugenden) wieder endlich erzeugter R-Modul
ist (letztes Korollar), ist daher I erst recht endlich erzeugt als R[X]-Modul.

Per Induktion folgt
Korollar: Ist R noethersch, dann auch der Polynomring R[ X1, .., X,,].

Bemerkung: Ein R-Modul M ist genau dann noethersch, wenn aufsteigende
Ketten von R-Untermoduln

..CN;_1CN;CNjy...CM

stationar werden
Ni == Ni—i—l flir 7 2 io .

Begriindung: Der R-Modul N = J, N; ist im noetherschen Fall endlich er-
zeugt und alle Erzeugenden liegen daher in einem Nj,.

Umgekehrt, gilt die Kettenbedingung, dann ist jeder R-Untermodul endlich
erzeugt, da anderenfalls durch Hinzunahme immer neuer Erzeuger unendlich
aufsteigende nicht stationédre Ketten entstehen wiirden.
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17 Noethersche Riaume

Ein topologischer Raum heifit noethersch, wenn jede absteigende Kette von
abgeschlossenen Teilmengen stationar wird. Aus der Bemerkung des letzten
Abschnitts folgt daher unmittelbar

Lemma: Ist der Ring R st noethersch, dann auch der topologische Raum
Spec(R).

Ein topologischer Raum X heifit quasikompakt, wenn jede offene Uberdeckung
von X eine endliche Teiliiberdeckung zulédsst. Die duale dazu dquivalente
Aussage ist: Ist ein Durchschnitt von abgeschlossenen Teilrdumen leer, dann
bereits ein endlicher Teildurchschnitt. Daraus folgt

Lemma: FEin topologischer Raum X ist noethersch genau dann, wenn jede
offene Teilmenge von X (mit der induzierten Topologie) quasikompakt ist.

Beweis: Sei X noethersch und U C X offen. Seien A, C U mit (), 4, = 0
abgeschlossene Teilmengen und A = X'\ U. Da dann AU A, abgeschlossen in
Xist [U\A, = X\ (AUA,) ist offen in U und offen in X, da U offen], folgt
aus [,(AUA,) = A bereits () A, = 0 fiir einen endlichen Teildurchschnitt,
da man anderenfalls eine nicht stationére zu A absteigende unendliche Kette
von abgeschlossenen Teilmengen in X konstruieren koénnte.

Ist umgekehrt jede offene Teilmenge U C X quasikompakt, ist X noethersch.
Sei A; 2 A;11 2 eine absteigende Kette von abgeschlossenen Teilmengen in
X mit Durchschnitt A = () A;. Betrachte dann U = X \ A. Aus der
Quasikompaktheit von U folgt, daBl A bereits ein endlicher Teildurchschnitt
der A; ist. Die Kette der A; wird daher stationar in X.

Abgeschlossene Teilmengen eines topologischen Raumes X heiflen irreduzibel,
falls sie nicht als Vereinigung von zwei abgeschlossenen echten Teilmengen
geschrieben werden kann.

Lemma 17.1. Sei X ein noetherscher topologischer Raum. Jede abgeschlos-
sene Teilmenge Y von X kann als endliche Vereinigung von irreduziblen Men-
gen 'Y, geschrieben werden

Y = hu..UY,.

Man kann obdA annehmen Y; € Y, fir i # j. In diesem Fall sind die
wrreduziblen Komponenten Y, eindeutig bestimmd.
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ganze Erweiterung von Koerper
Beweis: Die Eindeutigkeit folgt unmittelbar aus der Existenz.

Existenz (mittels noethersche Induktion): Sei F eine Eigenschaft der abge-
schlossenen Mengen Y von X — etwa die oben relevante Eigenschaft ‘Y ist
Vereinung endlich vieler irreduzibler Komponenten’ — und fiir E selbst sei
folgendes vorausgesetzt:

1) E gelte fiir die leere Menge.
2) E gelte fiir Y, wenn E fiir alle echten abgeschlossenen Teil-
mengen von Y gilt.

Dann gilt (fiir noethersches X): E ist fiir alle abgeschlossenen Y C X erfiillt.

Beweis: Anderenfalls gibt es eine nicht stationére absteigende Kette von
abgeschlossenen Mengen, fiir die E nicht gilt. Widerspruch!

18 Generische Punkte

Fiir X = Spec(R) = Spec(Ryeq), gilt:
1) Ist X irreduzibel und nicht leer, dann ist R,.q nullteilerfrei:

fr9g=0=X=V(0)=V(f)UV(g) = V(f) = X oder V(g9) = X bzw.
f € Nil(Ryeq) = 0 oder g € Nil(R,eq) = 0.

2) Die Umkehrung;:

Ist R nullteilerfrei, dann ist X = Spec(R) irreduzibel und nicht leer: X =
V) UV(J)=V(I-J)(I,J ldeale)== I - J C Rad(R) = Nil(R) =0 =
I'=0oder J=0bzw. V(I)= X resp. V(J) = X.

3) Ist X irreduzibel, ist {0} ein Primideal von R,.q, das eindeutig bestimmte
minimale Primideal des Ringes mit Zariski Abschluff {0} = X.

Gibt es umgekehrt ein eindeutig bestimmtes minimales Primideal P. Dann
gilt Rad(R) = (\p, P’ = P. Somit ist das Radikal das minimale Primideal
P und R,.q = R/P ist nullteilerfrei. Den zum Radikal gehorigen Punkt
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P € X nennt man dann den generischen Punkt von X. Es ist der eindeutig
bestimmte Punkt in X, dessen Abschlufl ganz X ist.

Korollar: X = Spec(R) ist irreduzibel und nicht leer genau dann, wenn
X einen einzigen generischen Punkt besitzt bzw. genau dann, wenn Req

nullteilerfres ist.

Sei R ein noetherscher Ring und X = Ul X, die Zerlegung des Spek-
trums in seine irreduzible Komponenten. Die Komponenten X; = V(I;)
sind homoomorph zu V(1;) = Spec(R/I;). Sie besitzen daher eindeutig be-
stimmte generische Punkte P; € X;, deren Abschlufl {P;} gerade X; ist. Die
reduzierten Ringe (R/P;) = (R/I;)req sind nullteilerfrei. Sei

GenSupp(R) = {Py, .., P,}
die Menge der generischen Punkte, dann gilt

Rad(R)= () P.
PeGenSupp(R)

19 Primzyklische Moduln

Allgemeine Begriffe: Sei M ein R-Modul. Die r € R mit r- M = 0 definieren
ein Ideal in R, den Annulator Anng(M). Aus N C M folgt Anngr(M) C
Anng(N),darM =0=rN = 0.

Beispiel: Fiir zyklische Moduln M = R/ gilt
Anng(M)={reR|r-[l]=[rlel}=1.
M heifit primzyklisch, wenn [ prim ist.
Lemma 19.1. Sei R/I zyklisch und R/P" primzyklisch. Dann gilt (a)
Hompg(R/I,R/P')#0 < I CP .

(b) Ein injektiver Homomorphismus ¢ # 0 existiert genau dann wenn I = P’.
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Beweis: Sei ¢ : R/I — R/P’ R-linear. ¢ ist durch das Bild [r] des Erzeugers
[1] € R/I festgelegt. Aus ¢ # 0 folgt ¢ P’. Der Annulator von [1] € R/I
ist 1. Somit I C Anng(e([1])) = Anng([r]). [r] # 0, wenn ¢ nicht null ist.
Somit Anng([r]) = P’, da R/P’ nullteilerfrei ist. Es folgt I C P'. Ist ¢
injektiv, dann gilt Anng([1]z/r) = Anng([r]), also I = P'. Q.e.d.

Sei nun R ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeuter R-Modul. Wir
interessieren uns dann fiir

Zyklische Untermoduln: Ein zyklischer Untermodul <m > C M wird erzeugt
von einem Element m. < m > ist ein Quotient von R. Somit gilt <m >
R/I, fiir ein Ideal I. I ist der Annulator I = {r € R | r-m = 0} des Elements
m. I ist ungleich R, genau dann wenn gilt m # 0.

Im Inklusionsverband aller Annulatoren I # R von Elementen m in M liegt
jedes I in einem maximalen Elementannulator # R (R ist noethersch!). Sei
I # R maximal in diesem Sinn. Dann ist I ein Primideal: Aus r-s € [
und 7 ¢ I (dh. m' =r-m #0), s ¢ I folgt ndmlich ein Widerspruch zur
Maximalitit von I:

Anng(m) G Anng(m’) , s € Anng(m’) \ Anng(m) .
Maximale Annulatoren P # R von Elementen m aus M definieren daher

nichttriviale primzyklische Untermoduln R/P =<m> C M. Somit ist fiir
M # 0 die folgende Menge nichtleer

Ass(M) = {P € Spec(R) | 3 R/P— M } .

Die Ideale P € Ass(M) nennt man die zu M assoziierten Primideale. ein
Primideal P € Ass(M) heift isoliert, wenn P 2 P’ gilt fiir alle P’ € Ass(M).

Folgerung 19.2. Sei R noethersch und M ein noetherscher R-Modul. Dann
existieren endliche aufsteigende Filtrationen

My={0}S..CM; . G M; G ...C M, =M
gegeben durch R-Untermoduln M; von M mit

ObdA kann angenommen werden, dafl jeweils P; € Ass(M/M;_4) isoliert sei.
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Beweis: Wihle wie oben R/ P < M nichttrivial und primzyklisch. Betrachte
den Quotienten und iteriere das Verfahren bis es (wegen der Annahmen an
R und M) abbricht. Q.e.d.

Sei N C M ein R-Untermodul. Trivialerweise gilt Ass(N) C Ass(M). Sei
P e Ass(M)\ Ass(N). Dann erhélt man eine injektive R-lineare Abbildung
¢:R/P — M/N via

N¢ M M/N .
] A
R/P

Also P € Ass(M/N).

Begriindung: [Fiir 0 # Kern(yp) existiert P’ € Ass(Kern(yp)). Also R/P'—
Kern(p)— R/P. Somit P = P (Lemma 19.1). Aber R/P'— Kern(p)— N
im Widerspruch zu P’ = P ¢ Ass(N).] Es folgt die erste Aussage von

Folgerung 19.3. Seien R und M noethersch, und N C M ein R-Untermodul.
Dann gilt

1. Ass(N) C Ass(M) C Ass(N) U Ass(M/N)
2. Ass(R/P) ={P}, fir Primideale P.
3. Ass(M) ist endlich und nichtleer fiir M # 0.

Beweis: 2. folgt aus Lemma 19.1(b). Aus 1., 2. und Folgerung 19.2 folgt 3.

Ass(M) C UASS(R/R-) = U{B} = {P,..P,} .

Ein r € R heifit Nullteiler von M, wenn r - m = 0 gilt fiir ein m # 0 aus M.

Lemma 19.4. UPGASS(M) P ist die Menge der Nullteiler von M.

Beweis: C ist klar wegen P- < m >=0 fir <m >= R/P — M.

Sei andererseits r ein Nullteiler von M mit - m = 0,m # 0. Dann gilt
<m> = R/I, also r € I. Fiir einen maximalen Elementannulator P # R,
welcher [ enthéilt, ist dann P prim, somit in Ass(M), und es gilt r € I C P.
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Folgerung 19.5. Besteht ein Ideal I eines noetherschen Rings R nur aus
Nullteilern®, folgt I C P fiir ein P € Ass(R). Ist R reduziert®, gilt Ass(R) C
GenSupp(R).

Beweis: r ¢ P, VP € GenSupp(R) und r - s = 0 = s € P, VP €
GenSupp(R). Also s € Nil(R) = {0}. Somit ist r kein Nullteiler und
Ass(R) C GenSupp(R).

20 Der Triager eines R-Moduls

Allgemeine Begriffe: Der Tréger Supp(M) eines R-Moduls M ist die abge-
schlossene Teilmenge

Supp(M) = V(Anng(M))
von X = Spec(R). Im zyklischen Fall M = R/I ist Annr(M) = I, also
Supp(R/I)=V(I) .

Offensichtlich ist Supp(M) fir M # {0} immer nicht leer. Weiterhin gilt
N Cc M = Supp(N) C Supp(M). Sei N C M ein Untermodul. Sind
I, I, I die Annulatoren von M, N, M/N, dann gilt I; - I, C I sowie [ C I
und I C I,. Es folgt

Supp(M) = Supp(N) U Supp(M/N) | .

Der noethersche Fall: Sei von nun an R und M noethersch. Sei

GenSupp(M) C X

die endliche Menge der generischen Punkte des Tragers Supp(M). Deren
Abschliisse V (P) liefern die irreduziblen Komponenten

Supp(M) = U v

PeGenSupp(M)

5Lemma 6.3 und Lemma 19.4
6Nach Lemma 20.1 gilt dann sogar Ass(R) = GenSupp(R).
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Nach 19.2 besitzt M eine endliche Filtration mit primzyklische Subquoti-
enten M;/M,;_; = R/P, fie alle i. Somit Supp(M) = |J;_, Supp(R/P;) =
Ui, V(P;) sowie Ass(M) C U, Ass(R/P;) = U;_o{P;} (Folgerung 19.3).
Also

Ass(M) c {Py,....,P,} C Supp(M)|.

Fir P € Supp(M) ist P € V(P;) (d.h. P, C P) fiir mindestens ein ¢. Fiir
minimale Primideale von Supp(M), d.h. P € GenSupp(M), folgt daraus
P =P

(%) GenSupp(M) C {P, .., P,} .

Lemma 20.1. (R, M noethersch) Die generischen Punkte” von Supp(M)
liegen in Ass(M)

GenSupp(M) C Ass(M)| .

Daraus folgt sogar, dal die minimalen Elemente innerhalb der Mengen
Ass(M) und Supp(M) iibereinstimmen. Dies charakterisiert die minimalen
oder auch isoliert genannten Elemente von Ass(M) als die generischen Punk-
te von Supp(M). Im allgemeinen kann natiirlich vorkommen P G P’ fiir
Elemente P, P" € Ass(M). Diese nicht isolierten Primideale P’ von Ass(M)
nennt man ‘eingebettet’.

Folgerung 20.2. (R, M noethersch). Sei P ein Primideal von R. Dann
qilt

Ass(M) ={P} = Supp(M)=V(P) .
Somit gilt P; 2 P fiir die Subquotienten R/ P; einer primzyklischen Filtration
von M.

Beweis: Ass(M) = {P} = M # 0,GenSupp(M) C {P} nach Lemma
20.1. Also GenSupp(M) = {P}. Folglich Supp(M) = V(P). Somit wegen
P, € Supp(M) =V (P) also P C P,.

Beweis von Lemma 20.1: Fir P € GenSupp(M) gilt obdA P ¢ Supp(M;_1)

und P = P, fiir ein ¢ im Sinne von Folgerung 19.2. Aus dem néchsten Lemma
[fir M = M;, N = M; 1 und P = P} folgt P, € Ass(M;) C Ass(M).

Lemma 20.3. (R, N C M noethersch). Aus Ass(M/N) N Supp(N) = 0

folgt
Ass(M) = Ass(N)U Ass(M/N) .

"Tnsbesondere gilt daher Nil(R) = \pe ass(r) P-
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Beweis: Die Inklusion C gilt nach Folgerung 19.3. Es bleibt P € Ass(M) zu
zeigen fur P € Ass(M/N). Ersetzt man M durch das Urbild eines R/P C
M/N, kann obdA M/N = R/P angenommen werden. Wéhle ein Urbild
m € M von [1] € R/P

0 N M ~ > R/P——=0
M =J-m
P -m liegt in N und wird vom Annulator J von N annuliert. Es folgt
P C Anng(M")

fir M’ = J-m wegen J-(P-m)=P-(J-m)=0. In dem Untermodul M’
von M existiert ein m’ mit 7(m') # 0. Anderenfalls J C P im Wiederspruch
zu P ¢ Supp(N). Der von m' aufgespannte zyklische Modul <m/ >= R/I
erfiillt als Untermodul von M’ wegen P C Anng(M') C I = Anng(m’)

Pcl , R/II—M.

Andererseits gilt Homg(R/I, R/P) # 0 auf Grund der Wahl von m’. Aus
Lemma 19.1 folgt I C P und somit I = P. Dies impliziert P € Ass(M).

21 P-Kopriméire Moduln

Definition: Sei R ein noetherscher Ring und M ein noetherscher R-Modul.
Gilt
Ass(M) = {P}
heiit M P-koprimér, Fiir einen koprimédren Modul gilt nach Folgerung 20.2
Supp(M) =V (P) .

Bemerkung: Primideale P sind Radikalideale. Aus V(I) = V(P) fiir [ =
Anng(M) folgt daher Rad(I) = Rad(P) = P. P = (ry,..,r) ist endlich
erzeugt (R noethersch !). Fiir jeden Erzeuger r; existiert ein m; mit (r;)™ € I
(Radikalbedingung !). Also folgt PY C I C P fir N = Zle m;, denn
r=3" a;re I =N =Y Binomialkoeffizient - (cv; -71)° - - - (et - 7).
Fiir jeden Summanden gibe es mindestens ein ¢ mit e; > m;. Also sind alle
Summanden bereits einzeln in dem Ideal I. Es folgt v € I. Man erhilt

Lemma: Flir einen P-koprimdren Modul M sind folgende (fiir noethersches
R zueinander dquivalente) Eigenschaften erfillt
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o Supp(M)=V(P)
o PN C Anngr(M) C P fiir ein N € N
o Rad(Anng(M)) = P.

Folgerung 21.1. Fiir einen endlich erzeugten R-Modul M # 0 dber einem
noetherschen Ring R mit P € Spec(R) sind dquivalent:

1. Ass(M) = {P}, d-h. M ist P-koprimdr

2. Fiirr € R st die Multiplikationsabbildung
M——M

injektiv fir r ¢ P und nilpotent auf M fir jedes r € P (eine Potenz
von r induziert die Nullabbildung von M ).

Beweis: 1.=-2.: Ist Kern(r : M — M) # 0, dann ist r ein M-Nullteiler.
Also r € Ass(M) = {P} (Lemma 19.4). Fiir r € P existiert N mit r¥ €
PN C Anng(M) (fiir ein geeignetes N nach dem letzten Lemma). Daher ist
rN = 0 auf M, also r nilpotent auf M.

2.—=>1.: Nilpotente Abbildungen sind nicht injektiv auf M wegen M # 0.
Aus Annahme 2 folgt daher, dal P die Menge der M-Nullteiler ist. Also
{P} = Ass(M) nach Lemma 19.4.

Als Spezialfall von Folgerung 19.3 erhélt man daher

Lemma 21.2. Sei N ein R-Untermodul von M. Sind N und M/N P-
koprimdr, dann auch M. Ist M P-koprimdr, dann auch N.

Beispiel: Direkte Summen von P-kopriméren Moduln sind somit P-koprimaér.
R/P ist P-kopriméir. Achtung: Zwar ist R/P™ im allgemeinen® nicht P-
koprimér, aber es gilt GenSupp(R/P™) = {P}.

8Fiir R = Z + (pt, %) - Z[t] in Z[t] ist P = (pt,t?) - Z[t] ein Primideal. Es gilt R/P =7
und R/P? =Z® Zpt ® (Z/p*) - t2 @ (Z/p) - 3. Also I = Anng((Z/p) - t3) = (p,pt,t?) mit
R/I =TF, und I € Ass(R/P?)\ Ass(R/P).
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22 Koprimire Moduln

Definition: Ein noetherscher R-Modul M iiber einem noetherschen Ring
R heifit koprimér oder nullteilerarm, falls gilt: 1) M # 0. 2) Fiir r € R ist
entweder r : M — M injektiv oder nilpotent auf M.

Ein noetherscher Ring R heifit koprimér oder nullteilerarm, wenn er als R-
Modul koprimaér ist.

Mit anderen Worten: Ein Ring R ist nullteilerarm (koprimér), wenn gilt
R # 0 und

r-s=0und r#0,s #0 = r nilpotent und s nilpotent.

Das heif3t: Die nilpotenten Elemente sind die einzigen Nullteiler von R.

Beispiel: Sei R ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m und I ein Ideal von R,
das eine Potenz von m enthélt. Dann ist automatisch R/I koprimér. Beachte
Ass(R/I) C Supp(R/I) = V(I) = V(m) = {m} wegen m = Rad(l). Ist
dagegen P ein nicht maximales Primideal, dann ist im allgemeinen R/ nicht
einmal koprimér fiir die Primidealpotenzen I = P™.

Ein koprimérer Modul ist P-koprimér fiir ein eindeutig bestimmtes Primideal
P € Spec(R). Denn fiir kopriméres M ist

P = {r € R | r nilpotent auf M}

ein Ideal (Summen komm. nilpotenter Abbildungen sind nilpotent, Vielfache
ebenso) und P ist prim (da die Komposition injektiver Abbildungen injektiv
ist, und da injektive Abbildungen wegen M # 0 nicht nilpotent sind).

23 Einbettbarkeit

Jeder noethersche R-Modul M iiber einem noetherschen Ring R 148t sich in
eine endliche direkte Summe von kopriméren R-Moduln einbetten 148t (wir
zeigen dies weiter unten)

M — @7 M; , M;] koprimir|.
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Die M} sind obdA koprimér zu paarweise verschiedenen Primidealen P; we-
gen Lemma 21.2. Aus Korollar 19.3 folgt weiterhin
Ass(M) C {P,..,P} .

Ist 7 minimal gewéhlt, gilt Gleichheit

Ass(M) ={Py,..,P}|.

Beweis: Wegen der Minimalitét von r ist 7; : M — @;2; M/ nicht mehr
injektiv. Als Untermodul von M ist Kern(r;) = M N M} aber P;-koprimér
(Lemma 21.2): Ass(Kern(m;)) = Ass(M;) = {P;}. Es folgt P; € Ass(M)
wegen Kern(m;) C M.

Beweis der Einbettbarkeit: (mittels Induktion nach der Lénge [ einer ‘prim-
zyklischen’ Filtration (M;);—.; von M wie in Folgerung 19.2). Zur Er-
innerung R/P, — M/M,;_; fur isoliertes P; € Ass(M/M;_1). Also P, €
GenSupp(M) C Ass(M) (nach Lemma 20.1). Fir P = P, und alle i =
1,---,1 gilt daher

P#P —P2P,.

Induktionsschritt: Sei P = P;. Betrachte M; = R/P — M mit Quotient
w: M — N = M/M,. Per Induktion gibt es dann bereits eine Einbettung
p: N — N = @;N; (mit P-koprimaren Moduln N;). Es verbleibt daher
nur noch eine R-lineare Abbildung

v:M— M | (M koprimér)

zu finden, welche auf Kern(y¢) = R/P injektiv ist. Dann ist ¥ & (p o) :
M — M’ & N’ eine Injektion von M in eine direkte Summe von kopriméren
Moduln.

Konstruktion von ¢: Fiir die Subquotienten R/P; der Filtration von M gilt

PP —PPP— F,eP\P.
Das Produkt r aller so definierten r; erfiillt

re€ P, firalle P,# P sowier ¢ P .
Die in Schritt 1 gesuchte Abbildung ist dann ¥(m) =r!-m

v M—M |, M=r-M.
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Offensichtlich ist ¢ auf dem Untermodul R/P injektiv wegen r ¢ P (Null-
teilerfreiheit von R/P) und M’ ist koprimér (siche néchster Hilfsatz). Q.e.d.

Hilfssatz: Das Bild M’ = r!- M der I-fach angewendenten Multiplikation mit
r ist ein P-koprimérer Modul.

Beweis (durch absteigende Induktion nach der Lange [): Die Multiplikation

M —— M fiir » € R respektiert Filtrationen M, C ... C M; C ... C M; =
M
M, M, —>R/F,

My~ M, — R/P,

Der Fall P # P;: Dann ist die rechte vertikale Abbildung Null. Somit r :
M, — M,_; und 7'M < r"'M,_;. Per Induktionsannahme ist r~'M;_,
P-koprimir, und damit auch M’ = r'M (Lemma 21.2).

Der Fall P = P;: Dann ist r' : R/P — R/P injektiv. Somit r(r'=!- M; ;) C
rl- My mit Quotient r'-(R/P) isomorph zu R/P. Beachte: w(r'M;) = r'(R/P)
mit Kern(w) N (r'M;) = r'M;_, da r' kein Nullteiler von R/P ist. Somit

ist M’ = 7' - M; wegen Lemma 21.2 und der Induktionsannahme wieder
P-koprimér.

24 Priméirzerlegung

Sei R ein noetherscher Ring und M ein noetherscher R-Modul.

Einen R-Untermodul N von M nennt man (P)-priméren Untermodul, wenn
der Quotient M/N ein (P)-koprimérer R-Modul ist

N (P)-primdr <= M/N (P)-koprimér , d.h. nullteilerarm (bzgl. P) .

Ein Ideal I in R heifit Primérideal (zum Primideal P), wenn der Quotient
R/I nullteilerarm (ein P-koprimérer R-Modul) ist

I primér <= R/I nullteilerarm.

Insbesondere gilt dann PY C I C P fiir ein geeignetes N € N.
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Bemerkung: Fiir Ideale gilt: maximal = prim = primar = V'([) irre-
duzibel.

Die Aussagen des letzten Abschnitts lassen sich wie folgt umformulieren:

Sei @jp; 1 M — @j_; M eine Einbettung in eine direkte Summe von Pj-
kopriméren R-Moduln M. Sei M; C M der Kern von ¢; : M — M. Da
M Pj-koprimér ist, ist auch der Untermodul Bild(p;) = M/M; ein Pj-
koprimérer R-Modul. Somit ist M; primér und es gilt

{O}ZHMi-

j=1
Wendet man dies auf einen Quotientenmodul M /N an, erhilt man

Satz 24.1. Sei R ein noetherscher Ring und M ein noetherscher R-Modul
und N C M ein R-Untermodul. Dann gibt es eine (nicht eindeutige) Dar-
stellung

N = hMj
j=1

als Durchschnitt von Pj-primdren R-Untermoduln M; C M. Ist r minimal
gewdhlt gilt
Ass(M/N)={FPy,..,P} .

Bemerkung: Fiir M =0 ist N = 0 der leere Durchschnitt.

Korollar: Jedes Ideal I # R eines noetherschen Rings R ist ein endlicher
Durchschnitt von Primdridealen zu den Primidealen P € Ass(R/I).

1.Beispiel: Sei R = C[X,Y]. Dann sind I = (X% XY) = (X)N(X,Y)? =
(X) N (X?2,Y) verschiedene Primérzerlegungen von I, wobei Ass(R/I) =
{(X), (X, Y)}.

2.Beispiel: Ist I = P", dann ist P das einzige Primideal in GenSupp(R/I).
Wegen GenSupp(R/I) C Ass(R/I) kommt ein P-priméres Ideal in der
Primérzerlegung von I vor. Dieses Primérideal nennt man die n-te sym-
bolische Potenz P™ von P. Es gilt

P cpP™cp.

Die symbolische Potenz P™ ist eindeutig bestimmt und hingt nicht ab von
der Wahl der Primérzerlegung wegen
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Satz 24.2. Ist P € GenSupp(M/N), dann ist die zugehérige P-primdre
Komponente M; einer Primdrzerleqgung N = ﬂ;:1 M; eindeutig bestimmd.

Beweis: ObdA N = 0. Seien P = P, eines der isolierten Primideale der
Primérzerlegung wie im letzten Satz 24.1. Dann ist M; = Kern(y;) der
maximale R-Untermodul U von M mit Triger in Y = J;, V(F;) (M ist
noethersch!). Also ist M; intrinsisch definiert.

Begriindung: Der Aufspann von Untermoduln mit Tréger in Y hat wieder
Trager in Y. Somit ist U eindeutig bestimmt. Quotienten haben wieder
Tréger in Y. Wegen M; C U gilt Supp(U/M;) C Y. P ist im Trager Y nicht
enthalten (Minimalitdat von P!). Wére M; # U, ist U/M; # 0 als Unter-
modul von M/ wieder P-koprimér (Lemma 21.2). Somit P € Ass(U/M;) C
Supp(U/M;) im Widerspruch zu obiger Feststellung. Es folgt U = M;. Q.e.d.

Analog gibt es einen kanonischen Untermodul N C M
0—=N—-M-—-Q—0
mit Ass(Q) = Ass(M )isotiert und Ass(N) = Ass(M)eingebettet-

Alternativer Beweis (via Lokalisierung): Fiir endliche Durchschnitte gilt all-
gemein (Ubungsaufgabe!)

STAL =571
J J

Fiir Primérideale I und g : R — S™'R gilt ¢7'(S~'I) = I (siehe §5). Fiir
das Primérideal I = P gilt P* = P™ N I} Fir S = R\ Pist S7'I; =
SR fiir alle Primirkomponenten [ L F P™ wegen der Minimalitdt von
P € Ass(R/P"). Dies charakterisiert P eindeutig:

g (STIPY) =g (ST P N () ST) = g (ST P™) = P

J

Ubungsaufgaben: Zeige S™'P" = (S™'P)" und S~Y(I 4+ J) = S~ + S~1J.
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25 Hohe eines Primideals

Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Fiir ein Primideal P in X = Spec(R)
definieren wir die Hohe h = h(P) als das Maximum der Léngen von echt

absteigenden Kette von Primidealen P; in R mit
P;Plg...gPh.

Der Fall h = oo ist moglich.

Krulldimension: Wir setzen dim(R) = —oo fiir den Nullring. Ansonsten

dim(R) = mazxpex (h(P)) :

Die Krulldimension héngt offensichtlich nur von dem topologischen Raum X
ab. Insbesondere dim(R) = dim(R,cq).

Beispiele: 1) Sei R noethersch. Ist die Dimension Null, ist jeder Punkt
im Spektrum X abgeschlossen. Somit sind die endlich vielen generischen
Punkte abgeschlossene Punkte. Der Abschlul X ist die Vereinigung der
endlich vielen generischen abgeschlossenen Punkte. Aus Lemma 9.1 folgt
dann: R,.q ist eine endliche direkte Summe von Koérpern <= dim(R) = 0.

2) dim(Z) = dim(K[X]) = 1 fiir Kérper K.

3) Wir zeigen spéter dim(R) = 2 fir R = Z,)[X]. Eine echte maximale
Kette von Primidealen der Linge zwei fiir R ist etwa {0} € (X —p) &
(X, p). Dagegen ist {0} € (1—pX) eine maximale Kette von Primidealen des
Rings, deren Linge aber nur eins ist! Dies folgt aus dem spéter bewiesenen
Krullschen Hauptidealsatz, da Z,[X]/(1 — pX) = Q.

Eine Ungleichung: Offensichtlich gilt dim(R) > dim(R/P) + h(P) fir alle
PeX

R
dim(R/P)

P
h(P)

0

Im noetherschen Fall kann somit die Dimensionsbestimmung immer auf den
Fall eines nullteilerfreier Ring durch Betrachten der irreduziblen Komponen-
ten zuriickgefithrt werden. D.h. fiir noethersches R und Ideale I # R gilt

dim(R/I) = mazp (dz‘m(R/P))
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fir P € GenSupp(R/I). Offensichtlich gilt

dim(R) = max pespec(r) <dim(Rp)> .

ObdA konnte man sich dabei auch auf die maximalen Ideale P beschranken
(sieche Lemma 11.1 von §11).

Lemma 25.1. Sei R noethersch und 0 # a € R kein Nullteiler von R. Dann
qilt
dim(R) > dim(R/a) + 1 .

Beweis: ObdA R/a # 0. Wihle P € GenSupp(R/a) mit Urbild P in R
so, da dim(R/a) = dim(R/P). P kann nicht minimal in R sein. Wére P
minimal in R, wire a € P wegen P € GenSupp(R) C Ass(R) (Lemma 20.1)
ein Nullteiler in R (Lemma 19.4). Widerspruch! Also h(P) > 1. Daraus
folgt dim(R) > dim(R/P) + 1 =dim(R/a) + 1. Q.e.d.

26 Going Up

In diesem Paragraphen sei R < R’ eine injektive, endliche Ringerweiterung.
Es seien X’ = Spec(R') und X = Spec(R) die zugehorigen Spektren und m
die zugehorige Abbildung

m X — X.

Dann gelten die folgenden Lemmata 26.1-26.4 (zum Beweis wird obdA R # 0
und damit R’ # 0 angenommen).

Lemma 26.1. Aus P, C P, und P, P, € X' sowie w(P)) = ©(P;) folgt
P1 - P2.

Beweis: Durch Division nach P, gilt obdA P, =0 und p = 7(P) = RN P, =
0. Somit sind R, R’ nullteilerfrei. Fiir 0 # x € P, sei 2" +a;2" ' +...+a, =0
eine Ganzheitsgleichung iiber R von minimalem Grad. Dann ist a,, # 0 (R’ ist
nullteilerfreil). Andererseits ist a,, € P, N R = w(P;) = p = 0. Widerspruch!
Es folgt P, =0, also P, = P,. Q.e.d.

Lemma 26.2. 7 bildet mazimale Ideale auf maximale Ideale ab

7T:|X"—>’X|.

Beweis: : Lemma 3.1.
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Lemma 26.3. 7 : X' — X ist surjektiv.

Beweis: Seip € X und S = R\ p. Dann ist S™'R — S™' R’ wieder injektiv(!)
und endlich. Fiir Xg = Spec(S™'R) und X} = Spec(S™'R') gilt (siche §5)

0# X4 X X
[p} —— [ Xl Xg—— X

Wegen p € Bild(Xg) kann man daher obdA durch Lokalisieren p als maximal
und R als lokalen Ring annehmen. Es gentigt dann, da Specm(R’) (nicht
leer!) auf Specm(R) abgebildet wird (Lemma 26.2)!

Korollar 26.4. dim(R) = dim(R').

Beweis: Wegen Lemma 26.1 ist dim(R) > dim(R’). Eine maximale Prim-
idealkette von R kann andererseits geliftet werden. Es geniigt zu zeigen dafl
fiir p; g pir1 und 7(P;) = p; ein Py 2 P, gefunden werden kann mit
7(P;+1) = pix1. ObdA p; = 0 und P, = 0 wie in Lemma 26.1. Dann folgt die
Existenz von P;,; sofort aus Lemma 26.3. Somit dim(R) = dim(R').

Lemma 26.5. 7(P) ist mazimal <= P mazimal ist.

Beweis: <= nach Lemma 26.2. Nach Lemma 26.3 existiert fiir p € | X| C X
ein Urbild P, € X’. Fiir maximales P, O P, gilt dann notwendiger Weise
auch 7(P;) = p. Nach Lemma 26.1 ist dann P; = P, maximal.

27 Polynomringe

Ist K ein Korper und R,, = K[X3, .., X,] der Polynomring. Dann ist P, =0
das eindeutige minimale Primideal. Sei Py 2 Py_y 2 ...P1 2 P, irgend eine
echte Kette von Primidealen in R,,, welche sich nicht weiter verfeinern 1af3t.
Wihle 0 # f € P,. Dann bilden die Quotienten P; (ab i = 1) eine nicht
verfeinerbare echte Kette von Primidealen im Quotientenring R = R/ f und
umgekehrt. Es folgt

dim(R,) = dim(R) + 1 .
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R ist andererseits eine endliche Ringerweiterung eines Polynomrings R,,_; <
R (Noetherscher Normalisierungssatz). Somit folgt

dim(R) = dim(R,_) ,

und durch Induktion nach n

Satz 27.1. |dim(K[X1, .., X,]) =n|

Allgemeiner folgt daraus
Satz 27.2. Fir noethersche? Ringe R gilt dim(R[X1, .., X,,)]) = dim(R) + n.

Der Fall R = R,, ist klar. Den Fall einer endlich erzeugten K-Algebra R
kann man durch Noether-Normalisierung und going up sofort auf den Fall
R = R,, zuriickgefiihren.

Beweisskizze: Den allgemeinen Fall reduziert man sofort auf die Situation R
nullteilerfrei und n = 1. Dann folgt dim(R[X]) > dim(R) + 1, weil (X) ein
Primideal mit Restklassenring R ist und {0} ein Primideal mit Restklassen-
ring R[X] ist.

Fiir die nichttriviale Ungleichung
dim(R[X]) < dim(R) + 1

geniigt es die Dimension einer Lokalisierung von R’ = R[X] nach einem be-
liebigen gewéhlten maximalen Ideal I’ von R’ zu betrachten. Sei I das Prim-
ideal I = I'N R von R. Wir konnen daher zuerst R nach I lokalisieren wegen
R\ I C R[X]\ I'. Ersetzt man R durch diese Lokalisierung, erlaubt es dies
obdA R als lokal anzunehmen mit maximalem Ideal I = I'N R und Restklas-
senkorper K. Wir betrachten nun wieder den Polynomring R’ = R[X] iiber
dem lokalen Ring R (nicht seine Lokalisierung nach I’). Das abschlieBende
Argument benutzt eine Technik des néchsten Kapitels, welche es erlaubt den
noetherschen Ring R durch eine endliche erzeugte K-Algebra iiber einem
Korper K zu ersetzen (und diesen Fall haben wir bereits bewiesen):

Der Ring Gr;(R) = @,1"/I""! ist eine endlich erzeugte K-Algebra. Er hat
dieselbe Dimension wie R. (Siehe néchstes Kapitel, Korollar 31.1). Analog
gilt, daB8 R[X] dieselbe Dimension hat wie Grp(R') (nach Lemma 29.1 ist es
egal ob man R’ zuerst nach I’ lokalisiert oder nicht; wir lokalisieren daher
nicht).

9Fiir nicht noethersches R ist dies im allgemeinen falsch.
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Das maximale Ideal I’ ist der Kern eines surjektiven Homomorphismus ¢ :
R’ — L auf einen Kérper L. Hierbei wird R auf den Teilkorper R/RN 1" =
R/I = K abgebildet. L ist algebraisch iiber K und von der Restklasse [X]
von X erzeugt (Korollar 3.3).

R[X] — K[X] ==L
17
R K

Der Kern von 7 wird vom K-Minimalpolynom von [X] € L erzeugt. Also ist

der Kern I’ von ¢ gleich
I'=(1Y)

fiir ein Polynom YV = X"+ a; X ' + ... + a, € R[X], welches das Minimalpo-
lynom liftet. Es folgt die Existenz eines surjektiven graduierten Homomor-

phismus
GT[(R) [Y] - GT[/(R’) .

Wir erhalten dim(Grp(R')) < dim(Gri(R)[Y]) = dim(Gr;(R)) + 1. Also
dim(R[X]) = dim(Grp(R')) < dim(Gr;(R))+ 1 =dim(R) + 1 .

Q.e.d.
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28 Filtrationen

Eine Filtration auf einem R ist eine absteigende Kette von Idealen R = I, O
I O I, O ... mit der Eigenschaft I; - I; C I;,; fiir alle ¢, 7 € N. Wir fixieren
nun eine solche Filtration und erhalten ein filtrierten Ring R.

Sei M ein R-Modul. Eine absteigende Kette M = My O M; 2 M, O ... von
R-Modul definiert einen filtrierten Modul M, falls gilt I, - M; C M,.;. Die
filtrierten R-Moduln bilden eine Kategorie, deren Morphismen die R-linearen
Abbildungen f : M — N sind mit der Eigenschaft f(M;) C N; fiir alle i.

I-adische Filtration: Sei I C R ein Ideal. I, = I" definiert die I-adische
Filtration R/~%¢ auf R. Ditto definiert M,, = I"™ - M die I-adische Filtration
M= quf M.

Induzierte Filtrationen: Ist ein M ein filtrierter R-Modul und

0—=N—-M-—Q—0

eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln. Dann definiert N,, = M,,N N resp.
Bild(M,) induzierte Filtrationen N = N und Q = Q™ auf N resp. Q.
Ist die Filtration M auf M I-adisch, dann auch die Filtration Q auf @; im
allgemeinen ist aber N nicht I-adisch auf N, d.h. N™4 £ N/—ad,

Man definiert nun einen graduierten Erweiterungsring R — R*®
R. :R@]l@lg@

mit der graduierten Multiplikationsregel I;-I; C I;4 ;. Aquivalente Definition:
R* = R&t-I1®t*- I, - - als Untering des Polynomrings R[t]. Ein filtrierter
R-Modul M definiert den R°*-Modul

M®*=My@® M, &My ... .
Alternativ: M* als Untermodul des R[t]-Moduls M|t] = @&2,t* - M;.

Der noethersche Fall: Ist R noethersch, und die Filtration auf R [-adisch,
dann ist R® wieder ein noetherscher Ring (ndmlich ein Quotient des Polynom-
rings R[X, .., X;| unter der Abbildung X; — t-r;, wobei 11, .., r; Erzeugende
des R-Moduls [ sind).

Lemma 28.1. Sei R noethersch und die Filtration R [-adisch. Sei M ein
zugehoriger filtrierter, endlich erzeugter R-Modul (nicht notwendig selbst I-
adisch). Dann sind dquivalent
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1) My =1 - M, firn > ng.
2) Der R*-Modul M* ist endlich erzeugt als R*-Modul.

Beweis: 1) = 2) ist klar, da dann M* = R*- M=" gilt fiir den endlich
erzeugten R-Untermodul

M=" = @Mt M, .

Umgekehrt folgt aus 2., dal in M*® jede aufsteigende Kette von R*-Moduln
ab einem n = ny stationdr wird. Angewandt auf die aufsteigende Kette
C R*-M="C R*-M="*! C ... von R*-Untermoduln von M*

R*-M=" = M=" @ t""Y(I-M,) & t""*(I°M,)® ...
erhilt man 1). Q.e.d.

Einen filtrierten R-Modul M mit den beiden &dquivalenten Eigenschaften des
letzten Lemmas nennt man stabil. Da Untermoduln von noetherschen Mo-
duln wieder noethersch sind, folgt aus dem letzten Lemma sofort die erste
Aussage von

Lemma 28.2. (Artin-Rees) Seien die Voraussetzungen wie im letzten Lem-
ma, M stabil filtriert und N C M ein R-Untermodul. Dann ist die auf N
induzierte Filtration N stabil, d.h.

NﬁMn+k:[n(Nka) s kao, Vn| .

Zusatz: Fir die I-adische Filtration M,, = I™ - M auf M folgt

"N C NA([™F. M) € I"-N

fiir alle n und ein geeignetes k.

Beweis: (Zusatz) Trivial ist die linke Inklusion, denn I"*%. N C I"**. M ist
eine Teilmenge von N. Die rechte Inklusion folgt aus Artin-Rees NNM,, 1, =
I" - (NN Mg,)CI™ N fir allen > 0. Q.e.d.
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29 Graduierte Moduln

Sei R ein noetherscher Ring versehen mit der [-adischen Filtration. Im
letzten Abschnitt haben wir einen Funktor konstruiert von der Kategorie der
stabil filtrierten endlich erzeugten R-Moduln in die Kategorie der endlich
erzeugten R*-Moduln

M — M*® .

Wegen R C R® ist R® ein R-Modul. Sei I - R® das von [ erzeugte R°*-Ideal.
Dann ist
Gri(R)=R"/I-R*

als Quotientenring des noetherschen Rings R*®* wieder noethersch. Beachte,
Gri(R)=(R/)® (I/1*) & (I*/I*) & ...
ist ein R/I-Modul.
Ist M* als R*-Modul endlich erzeugt, dann ist
M®/I-R*M*® = (My/IMy) & (My/IM;) & ---
ein endlich erzeugter Gr;(R)-Modul. Ebenso der Gr;(R)-Modul
GriM) = @, M,,/My 41 ,

da M nach Annahme eine stabile Filtrationen ist, gilt M,,/M, 1 = M, /I1-M,
fiir fast alle n. Somit stimmen beide Quotienten nach Artin-Rees fiir fast alle
n iiberein (Lemma 28.1) und Gry(M) ist ein Quotient von M*®/I - R*M®.

Lemma 29.1. Fiir mazimale Ideale I € Specm(R) sei R — S™'R die Lo-
kalisterung nach I. Dann gilt

Gri(R) 2 Grg-1;(S7IR)| .

Beweis: (S7'I)" = S7U™ und ST = " + S~ (Exaktheit der Lo-
kalisierung). I™*! ist [-koprimiir, da I ein maximales Ideal ist. Es folgt
(S"U™NY A R = I™! nach §5. Somit (S~LI)"/(S~)™ = I"/(I" N
Sflln+1) — In/]n+1‘
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30 Hilbert—Dimension

Sei R noethersch (nicht notwendig lokal) mit maximalem Ideal I. Dann ist
K = R/I ein Korper. Somit ist Gr(R) eine K-Algebra.

Gri(R) ist endlich erzeugt iiber K: Sind xy, .., 2, Erzeugende des Ideals I,
dann ist R® ein Quotient von R[X7,.., X,]. Somit ist Gr;(R) ein Quotient
von K[Xq,.., X,].

Weiterhin: Wegen des noetherschen Normalisierungssatzes kann man die Er-
zeugenden x1, .., x, von I so wahlen, daf§ die ersten s Variablen X, Xo, ..., X,
einen K-Polynomring in Gr;(R) aufspannen, iiber dem Gr;(R) eine endliche
injektive Ringerweiterung von graduierten Ringen ist

K[Xy,.,Xs]| — Gri(R) endlich

Insbesondere hat man nach Going Up Dimensionsgleichheit.

Definition-Folgerung: Fir R noethersch lokal mit I mazimal und der
I-adischen Filtration R ist s = s(R) die Dimension von Gri(R), und s(R)
nennt man die Hilbert-Dimension des lokalen noetherschen Rings R.

Da die K-Dimension des Raums P;' der Polynome in X3, .., X vom Grad < n

gleich ("7°) ist [wegen PI'/X; - P'~' = P, sowie ("J(;(fz)l)) + (D) =

(":fs)], ist ("jf;l) die Dimension der Polynome vom genauen Grad n.

Korollar 30.1. Im Fall > 1 gilt fiir alle n € N

ettt < dimg (NI < Cone!

beziiglich einer geeigneten Konstante C'.

Bemerkung: Sei G' = @&;2,, G" ein endlich erzeugter graduierter Modul iiber
dem Polynomring K[X7, .., X;]. Nach Hilbert gibt es dann ein Polynom Pg(t)
vom Grad < s — 1, so daB gilt

dimg(G") = Pg(n) , Vn>ng.

Dies beweist man durch Induktion nach s: Betrachte die Multiplikation
X, : G* — G**'. Kern und Kokern sind endliche graduierte Moduln iiber
K[Xy,.., Xs_1] und man erhélt Pg(n+1)— Pg(n) = Pgoker(n+1) — Pger(n).
Die rechte Seite p(n) ist nach Induktionsannahme polynomial vom Grad
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< s —2 (fiir n >> 0). Benutze nun, daB fiir jedes Polynom p(n) auch
P(n) = 3.1 p(i) ein Polynom ist.

Daraus folgt: Sei R ein noetherscher lokaler Ring mit maximalem Ideal [
und Restklassenkérper K = R/I. Sei M ein noetherscher R-Modul verse-
hen mit einer stabilen Filtration M = (M, ),en. Dann sind die Subquo-
tienten M;/M;,; endlich dimensionale K-Vektorraume. Setze [(M/M,) =
S dimg (M;/M;.1). Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome Qi (%),

[(M/M,) = Qu(n) ,  dimg(M,/M,) = Pa(n)

fiir alle n > no(M). Offensichtlich gilt Qm(t + 1) — Qm(t) = Pm(t). Aus
30.1 folgt daher

Folgerung: Die Hilbert-Dimension eines lokalen noetherschen Rings R ist
gleich dem Grad des Polynoms Qgr/(t)

s(R) = deg(Qr(?)) |-

Additivitat

Ist N C M ein R-Untermodul von M und versieht man N und M /N mit den
von M induzierten Filtrationen, so erhélt man aus der Kern-Kokern Sequenz
die folgenden exakten Sequenzen

OHNi/NiH HMZ‘/MZ‘—H - (M/N)i/(M/N)iH —0

Daraus folgt Px(t)+Puv/n(t) = Pum(t) und durch Aufaddieren dieser Betrége
zu den Léngen folgt die Langenadditivitét {(N/M,, NN)+1(M/(N+ M,)) =
I(M/M,). Also

On(t) + Qmyn(t) = Qm(t) -

Lemma 30.2. Die Ldnge [(M/M,) hingt nur von M, C M und nicht von
der Filtration ab. Aus M, C M) folgt [(M/M,) > I(M/M)).

Beweis: Sei M fixiert und M, C ... C M{ C M| = M eine zweite Filtra-
tion. Die Filtration M induziert Filtration auf den Untermoduln M/ und
den Subquotienten. Wir nehmen an M, C M. Beziiglich dieser induzierten
Filtrationen folgt aus der Additivitiat der Langen

m(M/My) ZlM (M;/M;y,) + (M /M) .
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Der Index Iy soll daran erinnern, dafl es sich um von M induzierte Langen
handelt. Der letzte Term Iy (M) /M,) ist > 0. Es geniigt daher fiir den
Beweis zu zeigen In (M, /M], ) = dimg(M]/M],,). Somit ist die Aussage des
Lemmas auf den Fall von R-Moduln reduziert, auf denen I trivial operiert.
R-Untermoduln sind dann aber nichts anderes als K-Untervektorraume. Die
von M induzierte Filtration ist ein Filtration durch K-Untervektorraume
und die Ausage folgt aus der Dimensionsformel fiir Kern und Bild.

31 Dimensionsvergleich

Sei R ein lokaler noetherscher Ringe mit maximalem Ideal I und I-adischer
Filtration R. Wir vergleichen die Hilbert-Dimension mit der Krull-Dimension
und zeigen Gleichheit.

Korollar 31.1. Fiir noethersche lokale Ringe mit maximalem Ideal I gilt

dim(R) = dim(Gr;(R)) = s(R)|.

Beweis: Induktion nach s = dim(Gr;(R)). Sei dim(Gry(R)) = 0 (Indukti-
onsanfang). Also I"/I"* = 0 fiir fast alle n, d.h [-1" = I". Daher I" = 0 fiir
n >> 0 (Nakayama Lemma). Also I = Nil(R). Daher ist R,eq = R/I = K
ein Korper. Es folgt dim(R) = dim(R,eq) = dim(K) = 0. Die Umkehrung
gilt auch.

Also konnen wir daher annehmen dim(R) > 1. Zum Beweis von dim(R) =
dim(Gr;(R)) konnen wir R durch R,.4 ersetzen. Dies éndert weder die Di-
mension noch die Hilbert-Dimension, da G, (Ryea) ¢in Quotient von G;(R)
mit nilpotentem Kern ist. Dadurch ist nun R obdA reduziert und I # 0.

Wihle P € GenSupp(R) mit dim(R) = dim(R/P) und ein P' 2 P mit
dim(R) — 1 = dim(R/P’). Das Ideal P" enthélt nach Folgerung 19.5 einen
Nichtnullerteiler o des Rings R. Setze R = R/x- R. Die induzierte Filtration
R ist die I-adische fiir das maximale Ideal I = Bild(I) von R.

Wegen (z) C P’ gilt dim(R) > dim(R/P') = dim(R/P) — 1 = dim(R) — 1.
Wegen Lemma 25.1 gilt dim(R) — 1 > dim(R), da x kein Nullteiler in R ist.
Also

dim(R) = dim(R) -1 .

Aus dem néchsten Lemma 31.2 folgt dim(G7(R)) = dim(G;(R)) —1. Wegen
der Induktionsannahme gilt daher dim(R) = dim(Gr;(R)). Q.e.d.
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Lemma 31.2. Sei R lokaler noetherscher Ring und x € I, I maximal. Dann
gilt fir die Hilbert-Dimensionen s resp. S von R resp. R = R/xR die
Ungleichung s — 1 <'5. Ist x € I kein Nullteiler in R qilt s = s — 1.

Beweis 1. 0 — (zRNI")/(zR N ") — (1)1 — (T"/T") = 0
ist exakt (Kern-Kokern Sequenz). Somit § < s und durch Aufaddieren fiir
n>>0

Qr(n) — Qz(n) = Qi(n) .
2. Aus I"/I" — I /x 1™ folgt durch Aufaddieren

QL (n) < Qr(n)
I—ad

fir n >> 0. Ist x kein Nullteiler in R, gilt sogar (), z*“(n) = Qr(n) wegen
In/[n—i—l (Y] x[n/x[n—i-l.

3. Wegen x € [ ist zI™ C xRN 1" C R. Somit folgt fiir alle n >>

0 geniigend groB Qmd(n + 1) < QL*(n) (Lemma 30.2). Daraus folgen

zusammen mit 2. und 3. folgende Ungleichungen Qr(n+1) — Qr(n+1) =
md(n +1) < QL"(n) < Qg(n). Die duBere Ungleichung liefert

QR(H+1) —QR(n) S QE<TL+1) .

Also deg(Qg) > deg(Qr) — 1, da der fithrende Koeffizient von Qr(n) positiv
ist. Das heifit: 35> s—1.

4. Nach Artin-Rees gilt tRNI"™F C 2™ C xR. Also Q¢ (n+k) > Q1" (n)
fiir n >> 0 (Lemma 30.2). Ist  kein Nullteiler, folgt nach 1. und 2. daraus
Qr(n+k)—Qgr(n+k) > Qr(n) oder Qp(n+k) < Qr(n+k)—Qr(n). Somit
5 < s—1, da der fithrende Koeffizient von Qx(n) positiv ist. Zusammen mit
der Ungleichung aus 3. folgt s=s—1. Q.e.d.

Korollar 31.3. Sei R lokaler noetherscher Ring mit maximalem Ideal 1.
Fiir x € I gilt dann

dim(R) < dim(R/xR)+1

mit Gleichheit, wenn x kein Nullteiler von R ist.
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32 Regulire lokale Ringe

Sei R noethersch, lokal mit Restklassenkorper K = R/I. Jedes minimale Er-
zeugendensystem x1, .., z, des Ideals I muBl I/I? als K-Vektorraum erzeugen.
Elemente x1,..,2, € I mit [ = Rx; + --- + Rz, mod I? tun dies anderer-
seits (Nakayama Lemma). Es folgt r = dimg(I/I?). Nach §30 galt fiir
die Hilbert-Dimension s(R) immer s(R) < r . Wegen s(R) = dim(R) folgt
daraus

dim(R) < dimg(1/1%) .
Wird fiir einen noetherschen lokalen Ring R die Gleichheit

dim(R) = dimg (1 /I?)

angenommen, heifit R regulér.

Wir bemerken an dieser Stelle, da§ der Quotient I/I? eine geometrische Be-
deutung besitzt. Man nennt den K-Vektorraum [/I? den Kotangentialraum
des lokalen Rings (R, I).

Fiir regulédre lokale Ringe ist die in §30 konstruierte Injektion
K[Xy,.., X — Gr;(R)

wegen s = dim(R) (Korollar 31.1) eine Bijektion. Némlich I/I* = K - X +
o+ K- X,. I"/I"" wird dann von den Monomen vom Grad n in X7, .., X,
erzeugt.

Korollar 32.1. Fir einen reguldren lokalen Ring R der Dimension s mit
Restklassenkérper K = R/1 gilt

Gri(R) = K[X1, ., X,] .

Bemerkung: Sei R lokal noethersch mit maximalem Ideal und sei Gr;(R)
nullteilerfrei und ganz abgeschlossen in seinem Quotientenkorper. Dann ist
auch R nullteilerfrei und ganz abgeschlossen in seinem Quotientenkorper.
Beachte, v(x) = min,(z ¢ I"*1) ist eine diskrete Bewertung!® auf R. Somit
ist R nullteilerfrei. Sei r/s ganz iiber R. Dann folgt durch Betrachtung
der graduierten Ganzheitsgleichung r € a - s + I*)*! fiir ein @ € R. Auch
/s’ =r/s—a = (r—as)/s ist ganz iiber R. Iteriert man das Argument,
folgt r € (s) + I™ fiir alle n € N. Aber (2,((s) + I") = (s). [Nakayama

n=0

Lemma fiir den lokalen Ring R/(s)]. Es folgt r € (s) bzw. r/s € R.

10Giehe §35
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Korollar 32.2. Reguldre lokale Ringe R sind normal, d.h. nullteilerfrei und
ganz abgeschlossen in ihrem Quotientenkorper.

Beweis: K[Xj, .., X] ist nullteilerfrei und ganz abgeschlossen in seinem Quo-
tientenkorper.

Korollar 32.3. Ist R requlir lokal und x € I\ I?, dann ist auch R/x requlir
lokal und von der Dimension dim(R/x) = dim(R) — 1.



Normale Ringe
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33 Krull’s Hauptidealsatz

Satz 33.1. Sei R noethersch und a € R. Fir jedes P € GenSupp(R/(a))
gilt h(P) < 1. Ist R nullteilerfrei und a # 0, gilt h(P) = 1.

Beweis: ObdA R lokal mit maximalem Ideal P; ersetze dazu R durch die Lo-
kalisierung nach P. Noethersch bleibt nach §16 erhalten! (Ist R nullteilerfrei,
dann auch die Lokalisierung; a # 0 = a/1 # 0 in diesem Fall). Aus Korol-
lar 31.3 folgt dim(R) — dim(R/a) < 1. Wegen h(P) < dim(R) — dim(R/a)
folgt also h(P) < 1. (Ist R nullteilerfrei und a # 0, gilt h(P) = 1 wegen
P #{0}).

Bemerkung: Analog h(P) < r fir P € GenSupp(R/(ay, .., a,)) und beliecbige
Elemente a4, ..,a, € R.

34 Faktorielle Ringe

Ein kommutativer Ring mit 1 heifit faktoriell, wenn R nullteilerfrei ist, und
wenn jedes Element 0 # a aus R eine eindeutige Zerlegung der Form

a=¢-m'-omr , e€R

mit Primelementen 7y, ..., . € R besitzt. Ein Element 0 # 7 € R, 7w ¢ R*
heiflit prim oder Primelement, wenn fiir jede Zerlegung m = a - b entweder a
oder b eine Einheit ist.

Existenz: Ist R noethersch, dann besitzt jedes Element ein Primfaktorzerle-
gung. Dies folgt unmittelbar aus dem Abbrechen aufsteigender Idealketten.
Siehe LA-II-Skript. Im allgemeinen ist diese Primfaktorzerlegung aber nicht
eindeutig!

Beispiel: R = Z[v/—5] = Z|X]/(X? + 5) ist nicht faktoriell wegen
2.3=(1+v=5) (1—v=5)

fiir Primelemente 2,3,1 4+ +/—5 von R, deren Hauptideale — wie man durch
Normbildung leicht sieht — paarweise verschieden sind. Die aufgespannten
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Hauptideale (2),(3), (1 & +/—5) sind jedoch keine Primideale. Die dariiber
Primideale sind

(2,1++/-5) sowie (3,1++/=5) und (3,1 —+/=5).

Eindeutigkeit: Sei R faktoriell. Sei 7 € R prim. Aus 7|a-b folgt durch Prim-
faktorzerlegung von a und b sofort m|a oder 7|b. Somit ist das Hauptideal
() des Primelements 7 ein Primideal.

Sei umgekehrt R ein (noetherscher) Ring, in dem fiir jedes prime Element
7w € R das zugehorige Hauptideal (7) ein Primideal ist. Dann folgt die Ein-
deutigkeit von Primfaktorzerlegungen in R. Man zeigt dies durch Induktion
nach der Lénge einer Primfaktor-Zerlegung wie im Fall euklidscher Ringe
(LA-IT Skript).

Lemma 34.1. Ser R ein nullteilerfreier, noetherscher Ring. Dann sind
aquivalent

Bezeichnung (HI = Hauptideal)

Der Ring R Primideale P mit h(P) =1
ist faktoriell. sind Hle.

@| Krulls HI-Satz

Jedes HI # R liegt in

Def. Primelement einem primen HI

falls m prim

Beweis: 1) Def.Hohe: Sei R faktoriell, d.h. (7) sei prim fiir jedes Primelement
m € R. Sei P ein Primideal der Hohe 1 in R. Wihle 0 # a € P mit
Primfaktorzerlegung a = ¢ - [[, m € P. Da P Primideal ist folgt 7 € P fiir
mindestens einen Primfaktor m = m; von a. Also {0} C (a) C (7) C P. Da
{0} und (7) Primideale sind, folgt dann P = (7) wegen h(P) = 1. Somit ist
P ein Hauptideal.
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2) Krulls HI-Satz: Sei (a) # R ein Hauptideal. ObdA a # 0,a ¢ R*. Die
minimalen Primideale P iiber (a) haben dann Hohe h(P) = 1 nach Krulls
Hauptidealsatz 33.1. Somit sind sie nach Annahme Hauptideale.

3) Def. Primelement: Sei 7 ein Primelement. Nach Annahme existiert ein
primes Hauptideal (a) mit (7) C (a). Also m = r - a. Da 7 Primelement ist,
folgt » € R* wegen a ¢ R* (sonst wére (a) = R kein Primideal!). Es folgt
(m) = (a). Also ist (7) ein Primideal. Q.e.d.

Wir erinnern abschlieBend an den Satz von Gaufl (siehe Algebra I)

Satz 34.2. Ist R faktoriell, dann auch der Polynomring R[X].
Als Konsequenz

Korollar 34.3. Polynomringe iiber Z oder einem Kérper K sind faktoriell.

35 Diskrete Bewertungen

Sei R noethersch lokal mit maximalem Ideal I. Fiir einen lokalen Ring R
mit maximalem Ideal I gilt R\ I = R* (§11). Weiterhin gilt (2, " = 0
(Nakayama’s Lemma). Fiir 0 # 2 € I sei n = v(x) das minimale n € N mit
x ¢ " Firz € R\ I = R* setzen wir v(x) = 0. Dann gilt z = ¢ - a*®).
Setze noch formal v(0) := oo.

Ist a kein Nullteiler in R, ist der so definierte Exponent v(z) eindeutig durch
x bestimmt. Insbesondere ist dann R = ()., R* - a” nullteilerfrei.

Lemma 35.1. Sei R noethersch lokal und das mazimale Ideal sei ein Haupt-
ideal I = (a). Dann hat jedes Ideal J die Gestalt J = (a™). R ist ein
Hauptidealring der Dimension < 1.

Beweis: 0 # x € R schreibt sich in der Form x = a"®) . ¢ mit ¢ € R* = R\ I.
Es folgt J = (x4, ..,z,) = (a") fiir n = min(v(xy),..,v(z,)). Q.e.d.

Bewertungsringe: Erfiillt R die Annahmen von Lemma 35.1 und ist a kein
Nullteiler in R, dann ist R ein reguldrer lokaler Ring von der Dimension
dim(R) = 1. Die Umkehrung gilt offensichtlich auch. Ein solcher Ring ist
insbesondere nullteilerfrei. FErfiillt R die Annahmen von Lemma 35.1 und
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ist nullteilerfrei, dann nennt man R einen diskreten Bewertungsring. Die
Zuordnung x +— v(z) definiert eine diskrete Bewertung, also eine Funktion

v:R—ZU{oo}
mit den Eigenschaften
1) v(z-y) = v(x) +v(y)
2) v(x +y) = min(v(z),v(y))

3) v(z) =00 <=z =0.

Eine Bewertung v eines nullteilerfreien Rings R kann mittels v(z/y) = v(x)—
v(y) auf den Quotientenkorper K = Quot(R) fortgesetzt werden. Fiir einen
diskreten Bewertungsring (im obigen Sinn) gilt dann sogar K* = o - R*
(oder dim(R) = 0 und R ist bereits ein Korper). Die Eigenschaften 1) und
2) bleiben erhalten, und es gilt: Fiir x € K sind dquivalent z € R und
v(z) > 0.

Bemerkung: Ein diskreter Bewertungsring R ist normal, d.h. nullteilerfrei
und ganz abgeschlossen in seinem Quotientenkorper. Nullteilerfreiheit folgt
aus 1) und 3). Aus 2" +ry-2" 4.+, = 0 und r; € R folgt andererseits
n-v(z) > min((n — 1)v(x),..,v(x),0), also v(z) > 0 bzw. = € R. [Unter der
zusitzlichen Annahme dim(R) = 1 ist R dann ein regulérer lokaler Ring der
Dimension 1. Dies folgt aus dem néchsten Lemma 35.2 wegen (iii) = (ii).

Das duale Ideal *

Sei R ein nullteilerfreier Ring und I ein Ideal in R. Die Menge I* aller x in
Quot(R) mit x - I C R ist ein R-Modul. Per Definition gilt /*I C R und
RcCI".

Lemma 35.2. Sei R ein lokaler noetherscher normaler Ring mit mazimalem
Ideal I. Dann sind dquivalent

(i) I* # R.
(ii) I ist Hauptideal und somit R ein diskreter Bewertungsring.
(1i) dim(R) < 1.

() I € Ass(R/(a)) fiir ein a € R.
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Beweis: Angenommen es gilt (i). Aus I*/ C Rund R C [*folgt I C I*I C R.
Da I ein maximales Ideal ist, folgt

.

[I*I = I ist ausgeschlossen. I* wire ganz iiber R (I ist ein endlich erzeugter
R-Modul), also wiire I* = R entgegen der Annahme (i).]

Wihle a € I (obdA a ¢ I? wegen des Nakayama Lemmas, denn der
Korperfall I = 0 ist trivial). Dann ist [*a C [*I = R. Somit gilt ent-
weder I*a C I (also (a) = IT*a C I? im Widerspruch zu a ¢ I?) oder daher
I*a = R. Letzteres impliziert (a) = (II*)a = I(I*a) = I, also I = (a). Die
Implikationen (i)==(ii)==-(iii) folgen daher aus Lemma 35.1.

(i) = (iv): Wegen dim(R) < 1 und der Nullteilerfreiheit von R sind
{0} und I die einzigen Primideale von R. ObdA koénnen wir annehmen
I # {0}, da der Korperfall trivial ist. Fiir 0 # a € I ist dann Ass(R/a) C

Supp(R/a) = {I}.

(iv)=(i): Sei I € Ass(R/a). Dann existiert R/I =< m > zyklisch in R/a
mit [ = Ann(m) ={r € R|r-z € (a)} fir ein Urbild 2 € R von m € R/a.
Also £ -1 C R fiir £ = z/a, bzw £ € I*. Genauer

E=x/a € I"\R

wegen = ¢ (a) <= m # 0 € R/(a). Also I* # R. Q.e.d.

36 Priméarzerlegung von Hauptidealen

Sei R ein noetherscher normaler Ring mit Quotientenkérper K = Quot(R).

Lokalisierungen: Fiir jedes Primideal P € X ist die Lokalisierung Rp dann
wieder noethersch und normal in K: Dafiir miilen wir zeigen, daf§ Rp wieder
ganz abgeschlossen in K ist. Sei (§)"+ (r1/s1)()" '+ -+ (rn/s,) = 0 eine
Ganzheitsgleichung von £ € K iiber ST'R = Rp, dann geniigt £-[[1_, s; € K
einer Ganzheitsgleichung iiber R und liegt somit in R. Also £ € Rp.

Wir behaupten

Lemma 36.1. Sei R noethersch. Ist R normal dann gilt'! fiir alle a € R

Ass(R/a) = GenSupp(R/a)

"1 Umgekehrt folgt die Normalitit von R aus diesen Eigenschaften, indem man damit
direkt Lemma 38.3 zeigt. Ein Durchschnitt von Bewertungsringen ist ndmlich normal.
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und jedes P in GenSupp(R/a) ist ein Primideal in R (der Hohe 1), dessen
lokaler Ring Rp ein diskreter Bewertungsring ist.

Beweis: ObdA a # 0. Fiir P € Ass(R/a) sei P das Urbild in R mit a € P
und Rp = S~'R die Lokalisierung von R nach P mit dem maximalem Ideal
I = S7'P. Dann ist I € Ass(Rp/a). [Fir m € R/a mit Anng(m) = P
gilt s-m # 0 fiir alle s € S = R\ P. Also m/1 # 0 in Rp/a. Somit
Anng,(m/1) # Rp. Anderseits gilt P-m = 0, also I - m/1 = 0 und daher
Anng,(m/1) = I]. Somit ist jetzt obdA R lokal, noethersch, normal mit
maximalem Ideal und I € Ass(R/a). Daraus folgt dim(Rp) = 1 wegen der
Implikation (iv)==-(iii) von Lemma 35.2. Wegen dim(Rp) = 1 ist dann aber
P ein minimales Primideal iiber (a) (nach dem Krullschen Hauptidealsatz).
Es folgt Ass(R/a) C GenSupp(R/a). Die andere Inklusion gilt nach Lemma
20.1. Q.e.d.

Folgerung 36.2. Sei R noethersch und normal. Dann besitzt jedes Haupt-
ideal (a) # R eine eindeutige Primdrzerlequng als endlicher Durchschnitt von
symbolischen Potenzen P™ wvon Primidealen P der Hihe 1

Beweis: Die Primérzerlegung (a) = [, Q; in primére Ideale @); ist eindeutig
wegen Lemma 36.1 und Satz 24.2. Die Ideale @); sind primér zu Primidealen
P; der Hohe 1 nach Lemma 36.1. Nach Abschnitt §5 entsprechen die P;-
priméren Ideale genau den S~! P-priméren Idealen der Lokalisierung Rp, =
S7IR. Da dieser lokale Ring ein diskreter Bewertungsring ist, sind die von
Null verschiedenen Ideale dieses lokalen Rings die Potenzen des maximalen
Ideals. Daraus folgt, dal Q); = PZ-(") eine symbolische Potenz des Primideals
P, ist. Siehe §24.

Korollar 36.3. Endliche Durchschnitte von Hauptidealen schreiben sich in
der Form

@ = () A™ . m=max(on(a)) .

acJ PeXx!

Im néchsten Abschnitt geben wir einen von der Primérzerlegung unabhéngigen
Zugang zu den obigen Resultaten.
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37 Reflexive Ideale

In diesem Paragraphen sei R ein nullteilerfreier noetherscher Ring und K
der Quotientenkorper von R. Ein endlich erzeugter R-Untermodul I # 0
von K heifit gebrochenes Ideal von R. Es gibt dann ein r € R mit r- I C R.
Also sind die gebrochenen Ideale die R-Moduln der Gestalt & - I fiir £ € K*
und Ideale I in R. Zwei gebrochene Ideale Iy, I, heiflen dquivalent, wenn
&I, = I, gilt fiir ein € € K*. Jedes gebrochene Ideal ist dann dquivalent zu
einem Ideal in R. Jedes Ideal in R ist dquivalent zu einem gebrochenen Ideal
das 1 und damit R enthilt. Ein gebrochenes Ideal der Gestalt (§) = £+ R
heifit (gebrochenes) Hauptideal. Fiir ein gebrochenes Ideal sei

I"'={xeK|xz-ICR}.

Offensichtlich gilt R* = Rund (£-1)* =& - I*. Aus I, C I, folgt I} C I}.
Aus I D Rfolgt I* C R, also ist I* wieder ein gebrochenes Ideal. Daraus folgt
aber durch Ubergang zur Aquivalenzklasse, da§ I* fiir beliebige gebrochene
Ideale I wieder ein gebrochenes Ideal ist.

Allgemein gilt I C I* = (I")*. Gilt dann I = (I*)*, nennt man das
gebrochene Ideal [ reflexiv. Beispiel: Von Null verschiedene Hauptideale
sind reflexiv. Allgemein gilt £ € ([*)* <= £ -y € R fiir alle y € K \ 0 mit
y-I C R. Dazu équivalent ist £ € (y~!) falls I C (y~!). Also
= (1 (2.
€K, IC(x)

Durchschnitte: Diese Formel fiir /™ impliziert fiir reflexive Ideale I; sofort

(M, L) €N (Maexr,c (@) = N; 477 =;1; und somit wegen der umge-
kehrten trivialen Inklusion beim Doppeldual

(ﬂ L) = nfj :

Es folgt

Lemma 37.1. Ein gebrochenes Ideal I eines nullteilerfreien noetherschen
Rings ist genau dann reflexiv, wenn I ein endlicher*? Durchschnitt von (ge-
brochenen) Hauptidealen ist.

Bemerkung: Fiir jedes gebrochene Ideal [ ist I* reflexiv: Einerseits gilt I* D
(I™*)* wegen I C I™*. Andererseits gilt I* C (I*)**. Es folgt I* = I***.

Ubungsaufgabe: Es gilt I* = Homg(I, R). Benutze, jedes ¢ € Homg(I, R)
ist von der Gestalt p(a) =z - a fiir ein x € K.

12] v I* transferiert absteigende Ketten reflexiver Ideale in aufsteigende Ketten.
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* Appendix

Wir zeigen fiir nullteilerfreie noethersche Ringe R die folgende Verschiirfung'?
des Krullschen Hauptidealsatzes:

Sei I" C R reflexiv. Da R noethersch ist gibt es unter den reflexiven Idealen
I mit der Eigenschaft 1 ¢ I und I’ C I C R ein maximales. Ist I maximal
in diesem Sinn, dann ist I ein Primideal. Genauer

Satz 37.2. Maximale reflexive Oberideale 1 ; R eines gegebenen reflexiven
Ideals in R sind Primideale. Sie haben Hohe 1 und sind von der Gestalt
I'=(x)N (1) fir einx e K*.

Beweis: I = (,;(z) (Reflexivitdt). ObdA 1 € J und dann obdA (z)N(1) #
(1) fur x € J. Dadurch gilt entweder J C R, und wegen der Maximalitét
von [ somit #J =1 und I = (x) = (z) N (1). Oder wegen der Maximalitét
von I gilt I = ()N (1) fiir ein einziges x € J\ R. Damit ist bereits die letzte
Aussage gezeigt.

Aus I'G Rfolgt I C PG R fiir ein P € Spec(R). Sei a-b € I fiir a,b € R.

Der Fall (a”'x)n (1) € P: Hier gilt I = (x)N (1) C (a”'z)N (1) C P C R.
Wegen der Maximalitét von I ist daher I = (a='z) N (1). Andererseits gilt
be (atz)N(a) und b € (1). Also b € (atz)N (1) = 1.

Der Fall (a™*z) N (1) € P: Dann existiert ein ¢ € R mit ¢ ¢ P und ¢ €
(a*z)N(1). Somit a-c € (x)N(c) C (z)N(1). Also a € (c7*z)N(c™") sowie
a € (1). Es folgt

ac(clz)n(1).

Aber c-[(c'z)N(1)] C (z ) (¢) C (z)N(1) C P. Da P ein Primideal ist und
da ¢ ¢ P, folgt daraus (c™'z) N (1) € P & R. Aus der Maximalitéit von I
und der Reflexivitit von (¢™'z) N (1) folgt (c7*z) N (1) = I und damit a € I.

Somit gilt entweder a € I oder b € I. Also ist I ein Primideal in R.

Da I reflexiv ist, gilt h(I) < 1. [Benutze Lokalisierung nach I'! Reflexivitét
bleibt erhalten — also I* # R — und I wird maximal. Aus Lemma 35.2 folgt
dann h(I) = dim(R;) < 1]. Q.e.d.

13Der Beweis ist unabhiingig vom Beweis in 33



38. DIE KLASSENGRUPPE 74

38 Die Klassengruppe

In diesem Paragraph sei R noethersch und normal. Sei X = Spec(R) und

X'cX

die Menge der Primideale P von R der Hohe h(P) = 1. Wie bereits in §36
gezeigt gilt

Lemma 38.1. Ist R noethersch und normal, dann ist auch jede Lokalisierung
Rp nach einem Primideal P von R noethersch und normal.

Sei P # 0 minimal, also P € X'. Dann gilt dim(Rp) = 1 fiir den lokalen
und noetherschen normalen Ring Rp. Wir erhalten nach Lemma 35.2

Lemma 38.2. Sei R noethersch, normal mit K = Quot(R) und P € X!
ein Primideal mit h(P) = 1. Dann ist die Lokalisierung Rp ein diskreter
Bewertungsring. D.h. es existiert eine diskrete Bewertung v = vp von K mit
Rp ={x € K | v(x) > 0} und mazimalem Ideal {z € K | v(z) > 0}.

Sei
Div(R)= P z-P.

Pex!

Jedem Element x € K* ist ein Divisor in Div(R) zugeordnet durch

Div(z) = Y vp(z)-P.

pex?

Fast alle vp(x) sind Null; dazu kann obdA z € R angenommen werden.
Dann liegen nur endliche Primideale der Hohe 1 iiber dem Hauptideal (x)
(die generischen Punkte von R/(z) wegen des Krullschen Hauptidealsatzes).

Notation: Wir schreiben Dy = Y ,.vinp-P > Dy = >, vimp - P fiir
Divisoren Dy, Dy, wenn np > mp fiir alle P € X! gilt.
Lemma 38.3. Unter den Vorausetzungen von 38.2 gilt R = (\pex1 Rp, d.h.

fir x € K* sind dquivalent

r € R<= Div(z) >0 .
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Beweis: Die Inklusion C ist trivial. Sei umgekehrt x = - € K™ gegeben

mit v(z) > 0 fiir alle P € X', Das heifit maz(vp(r),vp(s)) = vp(r) fiir alle
P e X' Aus 36.3 und Div(x) > 0 <= Div(r) > Div(s) folgt (s)N(r) = (r),
also r € (s), d.h. x € R. Q.e.d.

Alternativer Beweis: Das Ideal I = (z7') N (1) in R ist reflexiv. Wire
I'G R, gibt es ein P € X' mit I C P nach Satz 37.2. Also (s)N(r) Cr-P
(alternativ folgt dies auch aus Folgerung 36.2). Durch Lokalisieren nach P
folgt S~'[(s) N (r)] =S (s)NS~'(r) c S7'r- P S S™'R= Rp. Da Rp ein
Bewertungsring ist folgt max(vp(s),vp(r)) > vp(r) + 1. Ein Widerspruch.
Somit gilt (z7')N (1) = Rund 1 =+¢ -2~ ! firein t € R. Somit z =t € R.
Q.e.d.

Korollar 38.4. Ein Element in K* ist genau dann eine Finheit von R, wenn
fiir alle P € X' gilt vp(x) = 0.

Man erhélt daher eine exakte Sequenz
0— R"— K*— Div(R) - CI(R) — 0.

Den Kokern CI(R) der Divisorenabbildung nennt man die Klassengruppe des
Rings R. Nach Lemma 34.1 ist der Ring R genau dann faktoriell, wenn gilt
Cl(R) = 0.

Bemerkung: Jeder Divisor D € Div(R) definiert ein gebrochenes Ideal
I(D)={z € K |vp(z) > D} .

Beachte, fiir jedes D existiert ein & € R mit Div(§)+D > 0. Somit £-1(D) C
I(0) = R. Offensichtlich gilt I(D)* = I(—D). Insbesondere ist daher I(D)
reflexiv. Fiir Hauptdivisoren D = (&) folgt weiterhin I(D) = (£). Wegen
Ni—, I(D;) = I(D) fir D = sup,;(D;), ist daher dann sogar jedes reflexive
Ideal I von der Gestalt I = I(D) wegen Lemma 37.1.

Die Primideale P € X* sind Spezialfiille. Beachte P = {z € R | vp(x) > 1}
wegen't P =g ' (S7'P) = RN (P - Rp). Aus Lemma 38.3 folgt somit

I(P)=P.

Folgerung: Ist R noethersch und normal, dann sind die Primideale P € X!
reflexiv. Nach Satz 37.2 sind dies genau die reflexiven Primideale von R.

14Bezeichnungen wie in §5.
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39 Dedekindringe

Ein noetherscher, normaler Ring der Dimension < 1 heiffit Dedekindring.
Die Primideale P # {0} eines Dedekindrings sind wegen dim(R) = 1 alle
maximal und haben die Héhe 1. Insbesondere sind sie daher reflexiv.

Lokalisierungen von Dedekindringen sind wieder Dedekindringe.

Beispiele: Z und K|[X] fiir Korper K sind Dedekindringe. Fiir jede endliche
Korpererweiterung L von Q (Zahlkdrper) bzw. von K(t) (Funktionenkdrper)
ist der ganze Abschlufs von Z resp. K|[t] in L wieder ein Dedekindring.

Sei I # 0 ein Ideal eines Dedekindringes R und sei I = ();_, Q; sei seine
Primérzerlegung. Hierbei sind @); P;-koprimére Ideale; die P; sind notwendig
maximale Ideale von R. Dann bedeutet P;-koprimér aber gerade

PrCc@Q:Ch

fiir ein geeignetes n € N. Genauer gilt fiir Dedekindringe dann aber sogar
Q; = P fiir geeignetes n, denn die Pj-priméren Ideale entsprechen ein-
eindeutig den P;-priméren Idealen der Lokalisierung Rp, (siche §5). In der
Lokalisierung ist jedes Ideal eine Potenz des maximalen Ideals (Lemma 35.2
und Lemma 35.1). Aus dieser verfeinerten Primérzerlegung folgt

T

I=(\p".

i=1

Hierbei sind obdA die P, paarweise verschieden, indem man iiberfliissige
Terme streicht. Da es fiir jeden Divisor D € Div(R) ein reflexives Ideal I(D)
gibt, folgt durch Vergleich sofort

R
I=I(D) , D= n;-P;.
=1

Folgerung 39.1. Jedes (gebrochene) Ideal I # 0 eines Dedekindringes ist
reflexiv und einem eindeutig bestimmten Divisor D zugeordnet: I = I(D).

Sein nun dim(R) = 1, d.h. R kein Korper. Sind P, und P; verschiedene
maximale Ideale des Dedekindringes, dann gilt I = R fiir das Ideal [ :=

15Fiir den inseparablen Fall siche Zariski-Samuel
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P+ P (fiir beliebige n; > 0,n; > 0). [Beachte V/(I) = V(P")NV(P]") =
{P}n{P;} =0, also I = R]. Somit

PP =P"- PV

nach Lemma 10.1. Dieser Schlufl verallgemeinert sich sofort auf endliche
Produkte. Es folgt

Korollar 39.2. Jedes Ideal I # 0 eines Dedekindringes R schreibt sich auf
eindeutige Weise als ein Produkt von Primidealpotenzen

I= H::1 sz

fiir paarweise verschiedene maximale Ideale P; von R (die auftretenden Prim-
ideale P; sind die Elemente von Ass(R/I)).

Die gebrochenen Ideale bilden daher von sich aus eine Gruppe, welche man
mit der Divisorengruppe identifitieren kann.

Beispiel: Im Ring R = Z[v/-5] gilt (2,1 + v/=5) = (2,1 — v/—5) sowie
2:3=(14+-5)- (1 —+/=5). Somit

(2,1+V=5)*=(2)

(3,14 +v=5)- (3,1 = v=5) = (3)

(21+V=5)-(3,1-v=5)=(1-V-5)

(2,14 v=5)- (3,14 v=5) = (1 + v/=5)
wegen (2, 1++/=5)-(2,1—+/=5) = (4,2(1£+/=5),6) = (2). Wegen (9,3(1+
V=5),3(1=y/=5),6) = (3). Wegen (6,2(1—v/=5), 3(1+v/=5),6) = (6,2(1
V=5),3(1 — /=5)) = (1 — v/=5) und wegen (2,1 — /=5) - (3,1 +/=5) =

(1+v-5).

40 Zahlkorper

Sei L/Q eine endliche Korpererweiterung. Der ganze Abschlufl R = Oy, von
Z in L ist ein Dedekindring. Going up liefert eine Surjektion

7 : Spec(R) — Spec(Z)
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mit Fasern Y = 7 !(p).

Beispiel Der Ring R = Z[y/=5] ist normal in L. Also R = Oy und es gilt
' {@)) = {@21+V-5)}.

Weiterhin 7 1({(3)}) = { 3,1++/=5), (3,1 —+v/—5) }.

Zur Erinnerung: Die Primideale P € Y von iiber einem maximalen Ideal
p C Z sind die Primideale von R mit der Eigenschaft P N Z = p oder
P 2 p- R. Es folgt

Y = Spec(R/pR) .

Zerlegungsgesetz: Das Hauptideal p - R schreibt sich nach Kor.39.2 als Pro-
dukt

p'R:H@gzlpiei .

Das Produkt erstreckt sich iiber die Primideale P, ..., P, € Ass(R/pR). We-
gen dim(R) = 1 ist jedes Primideal in Ass(R/pR) isoliert. Es folgt

Ass(R/pR) = GenSupp(R/pR) = Spec(R/pR) =Y .

Beispiel: Fiir R = Z[v/=5] ist 2- R = (2,1 + v/—5)%. Dagegen 3- R =
3,1+ +v=5)-(3,14++/-=H).

Man zeigt nun ohne Miihe, dafl R als Untermodul eines freien Z-Moduls
(siehe §16) selbst ein freier Z-Modul ist. Also

Lemma 40.1. R ist ein freier Z-Modul vom Rang [L : Q).

R/pR ist also eine F,-Algebra der Dimension [L : Q] und zerféllt nach Satz
10.2 in eine direkte Summe lokaler [F,-Algebren R;

R/pR = P R; .
Py

Restklassengrad: R/P; = (R;)eq ist der Restklassenkorper von P;, ein endli-
cher Erweiterungskorper von F,, mit Restklassengrad f; = [R/P; : F].

Verzeigungsindex: Beachte R; = R/P{*. Der Verzeigungsindex e; ist die
Lénge des R-Moduls R/Pf". Es gilt dimg,(R;) = e; - [R/P; : Fp] (wegen
Lemma 38.2 ist die P-Lokalisierung von R ein Bewertungsring).
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Dimensionsformel: Aus der Summenzerlegung von R/pR folgt

[Li@]:ZBP'fP-

PeYy

Idealnormen: Definiere fiir maximale Ideale P von R die Norm
N(P) =#(R/P) .
Fiir P iiber p- R gilt N(P) = p/ fiir f = [R/P : F,]. Es folgt

Korollar 40.2. Sei p eine Primzahl und p - O, = [[p P°" seine Faktorisie-
rung in Op. Dann gilt die Normen

pEA =T NPy .
P

Das Produkt durchliuft die Primideale von Oy, tiber p, und es gilt ep > 1.

Galois Fall: Sei L/Q galoisch mit Galoisgruppe G. G operiert auf Spec(Op)
und Y = 71((p)). Sei Y =[]V, die Zerlegung in G-Orbits. Wihle f € R
mit f € P =P, € Yy und f ¢ P;,i > 2 (Punktetrennung). Es folgt
N(f) =Il,eqo(f) € P fiir alle P € Yi, und N(f) ¢ P fiir die P € Y \ Y1.
Aber N(f) € Z liegt in (p) und somit in allen P € Y. Es folgt Y = Y; und
somit

Lemma 40.3. Ist L/Q galoisch, dann operiert die Galoisgruppe transitiv auf
den Fortsetzungen P des Primideals (p). Die Restklassengrade fp und die
Verzweigungszahlen ep hingen nur ab von p. Setzt man g, := #Y, qilt

#G:ep'fp'gp'

41 Kreiskorper

Sei die Situation wie im letzten Paragraph, aber nun speziell

L= Q(Cp”)

fiir eine primitive p"-te Einheitswurzel (,». L ist der Zerfallungskorper des
itber Q irreduziblen ganzzahligen Kreispolynoms

O (X) = X" L4
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Also ist (n ganz tiber Z wegen ®,n((n) = 0 (Ganzheitsgleichung). Somit ist
R = ZlGn] = ZIX]/(®p (X)) .

ein Unterring von Oy.
Lemma 41.1. R = Oy.

Beweis: 1) L = S™!'R fiir S =7\ {0}. Wir zeigen, R ist ganz abgeschlossen
in L. Angenommen es gibe x =r/sin Op \ R mit r € R, s € S. Wir zeigen
einen Widerspruch.

2) W&hlt man = mit |s| minimal, ist s = [ notwendig prim in Z. Nach §2 ist
0 # [r] € R/IR nilpotent. Daraus folgt | = p, denn R/IR = F;[X]/®,.(X) ist
reduziert fiir primes [ # p. Beachte ®(X)|X?" — 1 und X?" — 1 ist separabel
im Fall [ # p. Benutze den Appendix von §10!

3) Es folgt [ = p. Insbesondere liegt = nicht in der Lokalisierung R, von R
nach Z\ (p). R wére somit nicht ganz abgeschlossen in L. Ein Widerspruch!
Nach Schritt 4) ist ndmlich R ,) noethersch lokal mit einem maximalen Ideal
I, das ein Hauptideal ist

Somit ist R, ein diskreter Bewertungsring (Lemma 35.1), insbesondere al-

so ganz abgeschlossen in seinem Quotientenkoérper. Der Widerspruch zeigt
daher R = Oy.

4) Es gilt R/pR = R(,)/pRp (dies gilt fiir Z und R ist frei als Z-Modul).
Die maximalen Ideale in R, entsprechen den Primidealen von R iiber pR
respektive den Primidealen von R/pR = F,[X]/®,n(X). In F,[X] gilt

- n—1

X)) (XP" —1)= (X" —1).

Die Variablensubstitution X =Y 4+ 1 und der kleine Fermat liefern daher
R/pR = F,[Y]/(y® "y,

Insbesondere ist (R/pR)eq = F,[Y]/(Y) = F, ein Kérper. Somit ist R/pR
ein lokaler Ring. Sein maximales Ideal wird von Y = [(n] — 1 erzeugt.
Folglich ist R, ein lokaler Ring mit dem maximalem Ideal I = ({» — 1,p).
Aber N((pn — 1) = p wegen @, (Y + 1) = YP=DP""" 4 ... 4 p Daraus folgt
p=({m—1)- H”él o(Cn —1) € (Gn —1),also I = (1 —(m). Qed.
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Korollar 41.2. Fir die Verzweigungszahlen der Erweiterung Q((n)/Q gilt:

(i) e, = 1 fiir Primzahlen | # p.

(ir) e = [Q(Gpr) = Q] fiir I = p.

Somit f, =g, =1und p- R = (N(({;» — 1)) = P°P. Das eindeutig bestimmte
Primideal P iiber p ist das Hauptideal

P=(1-¢(n).
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42 Vervollstiandigung

Gegeben sei ein projektives System von abelschen Gruppen (Ringen, R-
Moduln), also ein System Ay, Aj,.. von abelsche Gruppen (kommutative
Ringen, R-Moduln etc.) mit (Ring, R-Modul) Homomorphismen

’/TjiAj—>Aj,1 .

Sei 0: [[;A; — [[;A; der Homomorphismus
0(xo, 1, Ty ++) = (m(21), m2(22), s T (Tngr), )
Definition: Der projektive Limes lim A; ist Kern(1 —6) C [[; 4; . Ele-

mente in lim. A,, haben die Form (ao, a1, ag, - - -) mit 7;(a;) = a;_; fiir alle
j > 1. Der Kokern Kokern(1 — ) wird mit lim! A; bezeichnet.

Fiir kurze exakte Sequenzen mit kommutativen Quadraten

0—=A; 1 —=DBj, Ci1 0

liefert die Kern-Kokern Sequenz eine 6-Term exakte Sequenz zwischen den
projektiven und hoheren projektiven Limiten der Gruppen. Man erhélt sogar
kurze exakte Sequenzen

0—lmA; - limB; —limC; — 0,

— — —

wenn (fast) alle 7; : A; — A;_; surjektiv sind. Dann ist Kokern(1—64) = 0.

Bemerkung: Wenn alle 7; Isomorphismen sind fiir j > n, dann definiert die
Projektion (ao, ay,---) +— a, einen Isomorphismus (lim. A;) = A,,.

Der Ringfall: Sei R ein filtrierter Ring. Sei R = Ip O I, D [, D ... die
zugehorige Filtration durch Ideale I; mit der Eigenschaft I; - I; C I;;;. Man
hat dann Ringhomomorphismen 7; : (R/I;) — (R/1;—1) und dies defininiert
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den projektiven Limes R = lim_(R/I;) als Ring. Man hat einen Ringhomo-
morphismus

i: R — R=1lim(R/I,)

definiert durch i(z) = ([z], [z], [z], --- ). Analog definiert man den projekti-
ven Limes M = lim._ M/M; eines gefilterten R-Moduls M. Die Abbildung
i: M — M ist im allgemeinen weder injektiv noch surjektiv. Thr Kern wird
beschrieben durch folgende exakte Sequenz

O—>ﬁMV—>M—>M

v=0

Definition: Ist i: R — R bijektiv, dann heifit R vollstandig.

Begriindung: Sei ¢ > 1. Dann ist d(r,r’) = ¢~ | 7"=7€li } ¢ine Pseudo-
Metrik auf R. Es gilt die scharfe Dreiecksungleichung

d(r,r") < max(d(r,r"),d(r',r")) .

Die offenen Kugeln um Null sind gerade die ;. Gilt ) ;1; = 0, dann ist
d(.,.) eine Metrik. Das heit d(r,r’) = 0 <= r = 1/ sowie R — R. Fiir
z = (29, 21,..) € Rsei j = v(z) maximal mit 2; = 0 (in R/;) fiir i < j. Dann
ist d(x,2') = ¢~*@'~®) eine Fortsetzung der Metrik d von R auf R. Addition
und Multiplikation sind stetige Abbildungen auf R bzw. R. Der Ring R
liegt dicht in R: Fiir z € R und & > 0 gibt es 7 € R mit d(z,i(r)) < . Der
metrische Ring (R, d) ist die (isomorph zu der) Cauchy-Vervollstindigung des
metrischen Rings (R, d) (= metrische Ring der Cauchyfolgen von R modulo
dem Ideal der Nullfolgen von R).

[Beachte: Fir x = (z,...) und Représentanten y; € R von z; € R/I;
ist y; eine Cauchyfolge in R: d(y;,y;) < ¢ ™=@, Ist umgekehrt y; eine
Cauchyfolge in R, dann ist z; := y, mod I; unabhéngig von i fiir i >> 0.
Dies definiert ein Element = (zg, 21, ...) € R. Andert man (y/) ab um eine
Nullfolge, dndert dies nichts am Wert x € R und Y — v, ist eine Nullfolge. |

Man kann auch Reihenkonvergenz untersuchen. Auf Grund der scharfen
Dreiecksungleichung gilt sogar

Lemma 42.1. Fiir eine Folge y, in R sind dquivalent: 1) y, ist eine Null-
folge. 2) Die Rethe "y, konvergiert.
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Aquivalente Filtrationen: Zwei Filtrationen M;, M ]’ auf einem R-Modul hei-
Ben dquivalent, wenn fiir ein geeignetes festes k € N fiir alle j € N gilt

Mj C My/—k , MJI - Mj—k .

Beispiel: Seien M, R noethersch und sei N C M ein R-Untermodul. Nach
Artin-Rees ist die [-adische Filtration N; = IV - N auf N dquivalent zu der
von der I-adischen Filtration auf M induzierten Filtration Nj = NN (17-M).

Aquivalente Filtrationen definieren dieselbe Topologie auf M und haben
denselben projektiven Limes: Die Abbildungen

(M/M;) — (M /M) und (M/M,_) — (M/M, o)
induzieren Abildungen der projektiven Limiten

lim(M/M;) — Hm(M/M;_y) ,  Hm(M/M;_y) — Gm(M/M;_ )

deren Zusammensetzung die Identitét von M’ ist. Sie wird induziert von
(%0, -y ok, Toka1, --) — (22 mod M, ..) = (xg, 21, ...) .
Ditto in der umgekehrten Richtung.

Wichtige Beispiele: Sei R = Z und I; = p’ - Z, dann bezeichnet man die
zugehorige Komplettierung von Z als p-adische Komplettierung und Z als
den Ring der p-adischen ganzen Zahlen Z,.

Ist R = Zund I; = (j!), dann bezeichnet man die zugehérige Komplettierung
als den Ring Zy;, der ganzen Adele. Es gilt

Die Lokalisierung von Zy;, nach Z \ 0 ist der Ring der endlichen Adele A fin-
Der Ring A = R x Ay, heifit Ring der Adele. Dieser Ring spielt eine funda-
mentale Rolle in der algebraischen Zahlentheorie.

m-adische Entwicklungen: Sei I = (7) ein Hauptideal und sei 7 kein Nullteiler
von R. Sei R C R ein Reprisentantensystem von R/I. Dann gibt es fiir
a € Rein 8° € R mit a — 6° = a; - 7. Da 7 kein Nullteiler ist, ist a; € R
durch a eindeutig bestimmt. Somit gilt a; = §' +ay -7 usw. Rekursiv enthilt
man eine eindeutige m-adische Entwicklung

a=0+8 74+ 12+ F5-1" + (7", (S ER).
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Beispiel: Im Fall R = Z, kann man R = {0,---,p — 1} wihlen und 7 = p.
Wir werden im néchsten Kapitel zeigen, dafi Z, die (p — 1)-ten Einheits-
wurzeln enthélt. Zusammen mit Null bildet dies ein multiplikatives Re-
présentantensystem R von Z,/pZ, = F, in Z,.

Trivialerweise folgt durch Rechnen mit den 7-adischen Entwicklungen

Lemma 42.2. [st R/(w) nullteilerfrei und ;2o (") = {0}, dann ist auch R
nullteilerfrei.

Insbesondere ist also der Ring Z, der p-adischen Zahlen nullteilerfrei und
sein Quotientenkorper ist der Korper Q, der sogenannten p-adischen Zahlen.



Ringe der Charakteristik p
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43 Perfekte Ringe

In einem Ring R der Charakteristik p gilt p- R = 0. Der Frobenius F'robg :
R — R ist i.a. weder injektiv noch surjektiv. Ist Frobg bijektiv (surjektiv),
heifit R perfekt (semiperfekt).

Lemma: Fiir einen Ring R der Charakteristik p gibt es einen perfekten
Ring P(R) — die Perfektionierung von R — und einen Ringhomomorphismus
p: P(R) — R, so daf§ (P(R),p) in folgendem Sinn universell ist:

Jeder Ringhomomorphismus ¢ eines perfekten Rings R’ nach R faktorisiert

eindeutig tiber p
%)

R R

T p
Ay
Q

P(R)

Zusatz: Ist Frobr surjektiv (injektiv), dann ist p surjektiv (injektiv). Ist R
perfekt, dann ist p ein Isomorphismus.

Beweis: Sei P(R)

P(R) = lim ( R

Frob R Frob R Frob R FrobR o ) ’

der projektive Limes beziiglich des Frobenius Homomorphismus F'robgr. Die
Elemente von P(R) sind somit Folgen (z,),>o von Ringelementen x, € R
mit der Eigenschaft (z,)? = z,—1. P(R) ist ein Ring mit komponentenweiser
Addition und Multiplikation.

P(R) ist ein Ring der Charakteritik p. Sein Frobeniushomomorphismus
FT’Obp(R)((ZEn)nZ()) = (xn—l)nZO (mlt r_q1 = ZL’g)

ist bijektiv mit Frob;%R)((xn)nzo) = (Tps1)n>0 (voila !). Also ist P(R)
perfekt.

Setze nun p((z,)n>0) := xo. Offensichtlich ist p surjektiv, wenn Frobg sur-
jektiv ist (wihle zy € R mit Frobgr(xy) = xo usw.). Ist Frobg injektiv, ist
auch p injektiv (aus zo = 0 folgt z; = 0 etc.).
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Die Konstruktion von P(R) ist funktoriell: Ein Ringhomorphismus ¢ : R —
R induziert auf offensichtliche Weise ein kommutatives Diagramm

)

R R
T” P(p) T”
P(R') — P(R)

via (Tn)n>o0 — (@(xn))n>0. Ist R perfekt, gilt p : P(R') = R'. Dies
zeigt die universelle Eigenschaft. Beachte ¢(z), = p(Frobpipi(z)) =
p(Y(Frobg'(z))) = ¢(Frobg(z)). Also ist ¢ eindeutig bestimmt.

44 Der Teichmiiller Lift

In diesem Paragraph sei p eine Primzahl und A ein kommutativer Ring mit

1, und sei [-vollstandig
A=1lim A/I"

fiir ein Ideal I mit der Eigenschaft p € I. Dann ist A/I ein Ring der
Charakteristik p. Fiir a € A bezeichne @ die Restklasse in A/I.

Betrachte:  Z;(A) = {z = (zo,21,--*) | 2, € A mit (z,)? = x,,—; mod I} .
Offensichtlich definiert diesen einen Ring. Im Fall I = (p) schreiben wir Z(A)
fiir diesen Ring anstatt Z;(A).

Ersetzt man die Kongruenzbedingungen (z,)? = x,_; mod [ in der Defini-
tion von Z;(A) durch die rigidener Bedingungen (z,)? = z,,_; erhilt man a
priori keinen Ring mehr. Dies definiert erst einmal nur einen multiplikativen

Untermonoid P(A)—'~ Z;(A)

P(A) ={z = (¢, 21, ) | xp € Amit (z,)’ =xp_1} .

Ziel dieses Abschnitts ist es zu zeigen, daf§ man (P(A),-) dennoch als den
multiplikativen Monoid einer Ringstruktur auf P(A) auffassen kann. Dazu
geniigt es zu zeigen (siehe Satz 44.3), dafl die Reduktionsabbildung A — A/I
einen Monoidisomorphismus P(A) — P(A/I) induziert. Denn nun ist A" =
A/I ein Ring der Charakteristik p. Und fir Ringe A’ der Charakteristik p
ist P(A’) in natiirlicher Weise ein Ring. P(A’) = Z(A’) ist dann némlich
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die Perfektionierung des Rings A’, genauer (P(A’),-) ist der muulpikative
Monoid dieses Ringes.

Wie gesagt gilt per Definition
Z(AJI) = P(A/I)
und Reduktion modulo [ liefert das kommutative Diagramm
Z1(A) <Z—) P(A)

Tz T

Zi(A/T) P(A/p)

fiir i : (zo, x1,..) — (20,21, ...), wegen lim,, (z,;)P" = lim,(z;) = z;.

Lemma 44.1. Fir x € Z;(A) existiert in A der Limes

[z]p = lim (a,)?"

n—oo

Beweis: [x]o = xo + (2] — x0) + (avé72 — %) + ... konvergiert, denn der kleine

Fermat liefert

ri=x; mod I" = (x})’ = (z;)? mod I"!|.

i+1 7

Fiir ) = (2;,1)” ist daher (27}, —2?") = (#})?" — (2,)” in I'. Q.e.d.

Bemerkung: Analog existiert dann

[#]; = lim (2510)"

n—oo

(durch Verschieben). Dies definiert einen Monoidhomomorphismus, die sur-

jektive Retraktion ] : = = (zg,x1, -+ ) +—  [z] = ([z]o,[x]1, -+ )
mit
Zi(A) e P(A) | [Joi=idpuy -
N~

Lemma 44.2. Die Limiten [z]; hdngen nur ab von (z,, mod I),>.
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Beweis: z, = 2, mod [ = (x,)"" = (z,)’" mod I""' = [2]y = [2]o.
Es geniigt obdA 7 = 0. Q.e.d.

Wegen Lemma 44.2 faktorisiert die Retraktion [.] iiber die Reduktion 7z
modulo I. Dabei ist die Reduktion 7z : Z;(A) — Z;(A/I) definiert durch

wz(To, 1, ) = (To,Z1,---). Diese Faktorisierung definiert eine Monoidab-
bildung, den Teichmiiller-Lift ¢ : P(A/I) — P(A)

[

Z1(A) P(A)
A
Tz al
Z1(AJT) —— P(A/I)

1) 9 ist surjektiv, da die Rektraktion surjektiv ist.
2) 1 ist injektiv wegen
T o) =idpa/p) fir 7. P(A) — P(A/I) .

2 7

Némlich (mot))((Tn)n>0) = m(imi(Zp4:)n>0)" ) = Imy((Tnti)nz0)? = (Tn)nzo0-
Satz 44.3. Sei A [-vollstindig fiir ein Ideal I mit p € I. Dann sind der

Teichmiiller Lift 1 und die Reduktion 7w : P(A) — P(A/I) modulo I invers
zueinander. m und v definieren Bijektionen

P(A) = P(A/D)].

Da A/I Charakteristik p besitzt ist P(A/I) ein Ring (die Perfektionierung
von A/I). Obige Bijektion induziert auf P(A) wie bereits erldutert eine
natiirliche Ringstruktur, welche die gegebene multiplikative Monoidstruktur
induziert. Der so definierte Ring P(A) ist funktoriell beziiglich (A, I).

Ist A/I perfekt, dann gilt P(A/I) = A/I und es folgt

Korollar 44.4. Ist der Restklassenring A/I sogar perfekt, dann gibt es einen
Isomorphismus multiplikativer Monoide

v (A1) = (P(A),-)

Die Zuordnung, welche jeder Restklasse T € A/l die nullte Komponente
[Z] = (T)o € A zuordnet, ist multiplikativ

-yl =[] - 9]
und erfillt
[Z] = T modulo I .

Man nennt [T] den Teichmiiller-Reprdisentant, und R = {[z] | T € A/I} das
multiplikative Restklassensystem von A/l in A.
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45 Einige Beispiele

Beispiel 1): P(F,) =F,.
Beispiel 2): P(F,[t]) =F,.

Beispiel 3): P(Z,) = P(Z,/pZ,) = P(F,) = F, ist ein multiplikativer Mono-
id in Z,. Somit sind die p — 1-ten Einheitswurzeln in Z;. Es gilt

Zy = p1 % (1+ L)
Beachte (1 + pr)~! =1 — px + p*z?- - - konvergiert.
Wie in Beispiel 3 zeigt man allgemeiner

Lemma 45.1. Ist A/I perfekt, dann gilt A* = (A/I)* x (1+1).

Beispiel 4): Sei A = O, die p-adische Komplettierung (nicht die Bewer-
tungskomplettierung) des zyklotomischen Rings'® aller p-Potenzeinheitswurzeln
(pn liber Z,. A erfiillt unsere Annahmen und

$= (1,6 G o) € P(A)

fiir geeignete primitive p™-te Einheitswurzeln (,». Identifiziert man P(A) =
P(A/p) und betrachtet anstelle von ¢ das Element

<=(1,¢,.(p,) € P(A/p) |,

so ist in dem Ring P(A/p) das Element
¢—1=(0,71,72,..) € P(A/pA)

erklart. Es wird representiert von den Elementen m, = (;n» —1 € A mit der

p-adischen Bewertung v(7,) = ’;1 : . Offensichtlich ist < — 1 ein nichttriviales
Element im Kern

S—1 € Kern(p: P(A/p) — A/p) .

BEs gilt ®pn(Y +1) = Y@ D" mod p. Fiir O = Z[(pn] = Z[X]/®pn (X) folgt
O/pO = F,[Y]/Y@=Dr""" = Also A/pA = F,[t? ~]/(t2~1) fiir A = Og,. Notation:
FpltP "] :=F,[t,tr 7 " --- ] und t = Y/ (D),
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46 Der Kern der Perfektionierung

Sei A und die Bezeichnungen wie im letzten Paragraph. A/I ist ein Ring der
Charakteristik p. Der Einfachheit halber sei p # 2. Betrachte die Perfektio-
nierung

p:P(A/I)— A/T .
Der Kern K = p~1(04,7) kann mit 1+ K = p~'(14,;) identifiziert werden.

in 1+ K erfiillen 2" = & == g) = 1. Die g, sind p"-te Einheits-

wurzeln in A/I. Betrachte (g) in P(A). Es gilt 1(g)y = lim, e?" = 1. Die
Komponenten [g],, € A von 9(€) sind daher p"-te Einheitswurzeln des Quo-
tientenkorpers Quot(A), falls A nullteilerfrei ist. Ist € # 1 in P(A/I), dann
ist () # 1 in P(A). Somit erfiillt eine geeignete Potenz von 1 (g) auBerdem
[Elo =1, [E]1 # 1. Dann sind alle [¢],, = (y» primitive n-te Einheitswurzeln in
A. Fixiere ein solches € = ¢, welches auch im Kern von p liegt.

Einheiswurzeln: Liegt (€ — 1) in K, dann auch " — 1. Elemente € = (€,,),>0
1

Folgerung 46.1. Sei A nullteilerfrei. Dann ist P(A/I) nullteilerfrei und es
gilt genau dann

Kern(p: P(A/I) — AJI) # 0,
wenn A alle primitiven p-Potenz-Finheitswurzeln enthdlt (d.h A enthdlt die
I-adische Vervollstindigung O, des p™-zyklotomischen Rings !).
Zusatz: Im letzteren Fall gilt

o0

Kern(p) = (1-3)-P(A/I) , [1-3) ={0}

i=0
und Bild(p) enthilt F,[C,, (2, ..] wegen p(Frob*”(€)> = (pn-

Beweis (des Zusatzes): Ist A nullteilerfrei, dann ist es auch der Monoid
P(A). Wegen P(A/I) = P(A) ist daher die multiplikative Gruppe des Rings
P(A/I) nullteilerfrei. Fiir 7 € (1 —3)*" gilt Tg =7, = .. = T,,_; = 0. Somit
ist der Durchschnitt aller Potenzen des Ideals (1 — <) gleich Null.

Firgel+ Kistz € (C—1)- P(A/I) zu zeigen. Es gilt € = (1,,,,2, ..) fiir
p"-te Einheitswurzeln e,-. Somit existieren n; € Z/p'Z mit

Epi = (sz)m .
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Behauptung:
€=1) = E-1-(m, D ()", D (), )

liegt im Hauptideal (¢ —1) - P(A/I).

Beweis: Wir wissen n,1 = n, mod p" und miissen zeigen

Nr41 Ny

FTOb(Z(Zer)V) = Z(Zpr)y

v=0 v=0
modulo /. Dazu geniigt wegen p € [
Lemma 46.2. Firr > 1 und n = m mod p" gilt > _, CGr = DN Cpr
mod p.

Beweis: ObdA m —n = p" -k > 0. Zeige also Y " ., ¢ = 0 mod p oder
ot Z’j‘jo* ;- = 0 mod p. Dazu geniigt ZZT;Ol (- = 0 mod p. Dies folgt
aus [[7_o(X — (%) = X”" — 1 (betrachte den Term X7"~1).

Korollar 46.3. Fir T = (Zy,Z1,--- ) € P(A/I) sind dquivalent

(1) Es gilt T, = 0 fir allei =0,..,n.

(2) Es gilt T € (1 -3)P" - P(A/I).

Beweis: Es gilt
(1_6)27“ = (07"'7071_Ep71_zp2?'“ ) € P<A/I) :

Somit iibertragt sich der Beweis von Folgerung 46.1.

47 * Bewertungen

Sei A I-vollstandig mit p € I, nullteilerfrei und habe eine Bewertung v : A —
R U {00}, fiir welche e™¥() stetig ist beziiglich der I-adischen Topologie, z.B.
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wenn gilt v(p) = 1 im Fall I = (p). Wir setzen dann fir = (T, Ty, -+) # 0
aus P(A/p) mit Teichmiiller Lift ¢ (z) = (o, z1,- - )

@((fo,fl, . -)> — u(x) .

Dies ist wohldefiniert. Sind a, € A irgendwelche Repriasentanten der 7, €
A/I, dann gilt wegen der Stetigkeit

B(ap mod I, a; mod I,---) = v(lim (a,)?") = lim p" - v(a,) .

n—oo n—oo

Es gilt weiterhin
o(z - y) =v(z) +0(y)
v(z +y) = min(v(z),v(y)) ,
wenn man formal 7(0) = oo setzt.
Korollar 47.1. Sei A [-vollstindig mit p € I, nullteilerfrei und habe eine

Bewertung v : A — R U {oo}, fiir welche =) stetig ist beziiglich der I-
adischen Topologie, dann ist P(A/p) ein bewerteter perfekter Ring.

Beispiel: Sei 2 = (p, p'/2, p'/?*, ) in P(A) bzw. 2 = (0 mod p, p'/? mod p, ..)
in P(A/p) fir A = O¢, mit v(x) = 1. Frage: Liegt x € P(Ay) fiir Ag = Og,?

Analog fiir ¢ — 1 = (0 mod p, ¢, —1 mod p, (2 —1 mod p, ---) ist dann

E(f—l):pr-v({’pr—l):ﬁ.



Wittringe
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48 p-adische Entwicklungen

Ein Ring A heifit p-vollstiandig, wenn A vollstédndig ist beziiglich der Kom-
plettierung nach den Potenzen des Ideals I = (p).

Lazardbedingung: Sei A p-vollstindig, sei p kein Nullteiler in A und sei
R = A/p perfekt.

Unter dieser Bedingung gilt A/pA = P(A/pA), und die Teichmiillerabbildung
definiert eine Abbildung ¢ : A/pA — P(A). Die nullte Komponente
Y (@)o € A nennt man den Teichmiiller Reprasentant [a] von @ in A.

Damit besitzt jedes a € A eine kanonische Taylorentwicklung

a=50(a)+p-(51(a)+p2.52(a)+...

mit 6°(a) = 1(a mod p)y (Teichmiiller Repriisentant). Dann ist §°(a) = a

mod p. Also 3! a; € A (p ist kein Nullteiler) mit a — 6°(a) = p - a;. Setze

6'(a) = 9¥(ar)o usw. Die Terme §%(a) verhalten sich dhnlich wie Ableitun-
17

gen'”.

Folgerung: a ist somit eindeutig eine Folge zugeordnet
o)
(ag, apy g, -0) € HA/p
i=0

mit «; = a; mod p und §*(a) = V().

Rechnet man in dem Restklassenring A/p"*' A, dann bricht die Taylorent-
wicklung obdA an der n + 1-sten Stelle ab. Nach Lemma 44.1 (Beweis) gilt
modulo p"t1A
§%(a) = Lift(Frob™"(ap))*"
p-0t(a) = p- Lift(Frob "™ (ay))?

p"-6"(a) = p"- Lift(a,) .
Lift(«) steht fiir ‘irgendein Urbild von a € A/pA’in A. Mit den Abkiirzungen

Xo = Lift(Frob (o)), X1 = Lift(Frob™" " (ay)), ..., X,, = Lift(ay,) fir
diese Elemente aus A erhalt man

a = Xgn+p'an_1+~~—|—p"~Xn mod p"t1A|.

175.B. 6 (a + b) = 6*(a) + 6 (b) + (8°(a)? 4 8°(b)? — (6°(a) + 6°(b))P)/p und 6 (a.b) =
5°(a)5" (b) + 6" (a)8°(b) + ps* (a)5"(b)
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Beachte: p' - X7 " modulo p" 1A hingt nur ab von der Restklasse X; mod
pA.

49 Rechnen mit Ubertrag

Seien Xy, X1, Xy, - - - abzéhlbar viele Unbestimmte. Setze
wo = Xo

wy = Xg +p- X,

n n—1
wn:Xg +p- XU+ X,
im Polynomring Z[ Xy, X1, - --]. Dann gilt
Q[Xo, X1, Xu] = Qlwo, wy, -+, wy] .

Etwa X; = (w1 — w})/p ete. Sind dann Yy, Y, - - - weitere Unbestimmte und
W, die entsprechenden Polynome in den Y;. Wir schreiben auch w; = w;(X)
und w; = w;(Y). Induktiv findet sofort rekursiv Polynome Uy, Uy, ..Vy, V4, ..
in Q[Xo, X1, -+, Yy, Y7, -] mit

wo(X) +wo(Y) =wo(U) resp  wo(X) - wo(Y) = wo(V)
wi(X) +wi (V) =wi(U) resp  wi(X) wi(Y)=w(U)

Wy (X) +w,(Y) =w,(U)  resp. wy(X) - wy(Y) = w,(U).

Die Polynome U;(X,Y), V;(X,Y) hingen nur von Xy, .., X;, Yy, ..Y;. Die Ko-
effizienten der Polynome sind a priori rationale Zahlen mit p-Potenznennern.

Beispiel: Uy = Xo + Yy, Vo = XYy sowie Uy = X3 + Y] + (X§ + Y — (Xo +
Yg)?)/p und Vi = XoY1 4+ X1Y, + pX 1Yy, ete.

Lemma 49.1. Die Polynome U;(X,Y), Vi(X,Y) sind fiir alle i ganzzahlig.
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Beweis: Dies ist ziemlich klar, da diese Polynome das Rechnen mit Ubertrag
(Addition und Multiplikation) in dem Ring

Ao = Z,[ X" X177 YT v )

regulieren (X'/?* steht fiir alle sukzessiven p-Potenz Wurzeln von X; dies
liefert abzdhlbar viele Elemente). Sei A die p-adische Komplettierung von
Ap. A ist p-vollstindig, p ist kein Nullteiler in A, und A/p ist perfekt.
Die U;, V; ergeben sich daher wie im vorigen Abschnitt als Potenzreihen mit
p-adisch ganzen Koeffizienten (in Z,). Sie sind die Phantomkomponenten
von der Summe bzw. dem Produkt von > 7" p'X; und Y1  p'Y;. Beachte
X; = ¥(X;) und Y; = ¥(Y;)! Andererseits sind sie Polynome mit rationalen
Koeffizienten, deren Nenner hochsten p-Potenzen sind. Durch Koeffizienten
Vergleich folgt, daf} alle Koeffizienten ganz sind.

50 Wittringe

Sei A ein beliebiger kommutativer Ring mit 1. Betrachte die Abbildung W

W(A) =TI A — [1=A

T = (l’o,l’l, .. ) [ (U}O<l’>,wl(:€>7 te )

welche durch die Polynome w;(xg,z1,..) des letzten Paragraphen definiert
wird. Erklért man die Addition und Multiplikation im rechten Produkt kom-
ponentenweise, im linken Produkt dagegen durch

('T + y)n = Un(a:Oa vy Ty Yoo o0y yn)

(.Z' ' y)n = Vn(x(h -y Tns Yo, 7yn) )

firn = 0,1, ..., dann wird W ein Ringhomomorphismus. W (A) wird nédmlich
durch diese Definition zu einem Ring mit 1y 4y = (1,0,0, - - -), der sogenannte
Wittring von A (zur Primzahl p).

Reduktion auf den universellen Fall: Das Assoziativ-, Distributivgesetz etc.
geniigt es in geeigneten universellen Situationen zu priifen (Ringe vom Typ
des Rings Ay aus dem letzten Paragraph, nur eventuell mehr Variablen).
Fiir diese Ringe ist die Aussage klar nach §39. Fiir einen beliebigen Ring A
involviert das Nachpriifen der Axiome immer nur endlich viele Elemente des
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Rings A. Diese kann man in einen iiber Z endlich erzeugten Unterring B C A
einbetten. B ist ein Quotient eines Polynomrings iiber Z. Diesen kann man
in einen universellen Ring vom Typ Ay einbetten und so das Axiom durch
Reduktion auf den universellen Fall verifizieren.

Implizit bei dieser Verifikation haben wir folgende Tatsache ausgenutzt

Lemma 50.1. Ist ¢ : A — A’ ein Ringhomomorphismus, dann definiert

p(z0, 71, ..) = (p(20), p(21), )
einen Ringhomomorphismus ¢ : W(A) — W (A').

Beweis: p(z+y) = ¢(Us(2,9), ...) = (¢(Uo(2,9)),...) = (Uo(p(x), 0(y)), .-.) =
o) + ¢(y). Q.e.d.

Bemerkung: Ist p kein Nullteiler in A, ist die Abbildung W : W(A) —
[[;2, A injektiv, im Fall p € A* sogar ein Ringisomorphismus. Dies folgt
unmittelbar aus den Formeln, welche die w; durch die x; ausdriicken. Um
allgemeine Identitéten auf dem Wittringe zu priifen, geniigt es diese in Rin-
gen A zu priifen, in denen p kein Nullteiler oder eine Einheit ist.

Variante: Die Projektion W(A) = [[Z A — W,(A4) = [, A definiert
einen Quotientenring W(A) — W,,(A) mit einem Ringhomomorphismus

W Wo(A) — ﬁA.

i=0
Beachte, dafl die Polynome U, V;, w; nur von Xy, .., X;, Yy, .., Y; abhéngen.
Lemma 40.1 und die Bemerkung iibertragen auf diesen Fall.

Die Verschiebung
Die injektive Verschiebung V' : W(A) < W (A) ist definiert durch
V<:COJ Xy, ) = (07 Zo, L1, ) .

Lemma 50.2. Die Verschiebung V ist (nur !) additiv auf W(A). Ist A ein
Ring der Charakteristik p, dann gilt

V'F:F-V:p-idW(A) 5

insbesondere dann also p- 1y ay = (0,1,0,---). Hierbei bezeichne F den vom
Frobenius Frob induzierten Ringhomomorphismus von W (A)

F(xo,z1,--+) = (ab,27,--+) .
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Beweis: Die erste Aussage folgt durch Reduktion auf den universellen Fall.
Die zweite durch Reduktion auf A = Ay/p, d.h. den universellen Fall mod p.
Hier ist A perfekt und die Aussage folgt aus den Formeln fiir das Rechnen
mit Ubertrag.

Korollar 50.3. Ist A ein Ring der Charakteristik p und Frob, injektiv, dann
ist p kein Nullteiler in W(A). Ist Frobs surjektiv, dann ist V"™ (W (A)) =
p"tt-W(A) das von p"tt erzeugte Hauptideal und es gilt

W (A)/pH W (A) = W, (A) .

Beweis: p-x = 0 impliziert VF(z) = 0, also F(z) = 0. Daraus folgt 2 = 0
fiir alle Komponenten x; € A von x. Somit z = 0 fiir injektiven Frobenius.
Die zweite Aussage folgt aus FV = VF, FV = p sowie F*(W(A)) = W(A)
(im surjektiven Fall).

Ubungsaufgabe: Es gibt einen Ringhomorphismus F : W(A) — W (A), wel-
cher unter W : W(A) — [[;2, A mit dem Shift (zg,z1,..) — (21,22,..) von
[[;2y A kommutiert. F(zo,z1,..) = (fo(z), fi(z),---) mit ganzzahligen Po-
lynomen f;(z) = z¥ modulo pA. Also induziert F den Frobenius im Fall
p-A=0. Allgemein gilt V(F(z)-y) = - V(y) und FV = p. (Universelle
Reduktion). Somit VF = FV <= V(1) = p < p- A = 0. (Fir =
benutze W (0,1,0,..) = (0,p,p, ..) sowie W(p) = (p,p,p, ..), fiir <= dagegen
Kor.50.2).

51 Rekonstruktion

Fiir jeden Ring A existiert ein kommutatives Diagramm

W, (A) — A

| |

Wa(AfpA) " Afp+1A

Die Zusammensetzung des Ringhomomorphismus w,, mit der Projektion von

A auf A/p"TtA bildet (zg, .., z,) € W,(A) auf

a=a +p-a” 1+...+p"-xn mod p"t. A

ab. Nach §48 hingt dieser Wert modulo p"*'A nur von den Restklassen
(Zo, .., Tn) € W(A/p) ab. Somit faktorisiert dieser Homomorphismus iiber
einen Homomorphismus 6,, : W(A/pA) — A/p"TA.
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Lemma 51.1. Sei A p-vollstindig, p kein Nullteiler in A. Ist F'roby,, sur-
jektiv (resp. injektiv), dann ist 0, surjektiv (resp. injektiv). Ist A/p perfekt
— das heifit die Lazardbedingungen seien erfillt — dann induziert

0.(To, ..., Tp) = xgn + ... +p'x,

einen Ringisomorphismus

O, : W, (A/pA) =— A/p"TtA

Beweis: Nach §48 ist die Abbildung 6,, surjektiv (p-Entwicklung von a € A),
im perfekten Fall aber auch injektiv. Aus 6,(Zo,..,Z,) folgt ) = 0 in
A/pA. Wenn A/pA perfekt ist, folgt Ty = 0 und obdA also g = 0. Da p
kein Nullteiler in A ist folgt xﬁ’nfl + ...+ p" 1z, € p"A und induktiv damit
T)=..=T, =0in A/pA.

Nach Konstruktion hat man kommutative Diagramme

W, (A/pA) 2 AJp"+1A

|
W1 (A/pA) ——A/p"A

fiir den Frobenius F(T,..,Z,) = (Tb,...,T._;). Die rechte vertikale Abbil-

dung ist die natiirliche Quotientenabbildung.

Sei nun A/pA perfekt: Setzt man 7, = W, (Frob=") o proj(W — W,) und
0(To, ) = DoooP Y (Frob 'z;), dann erhilt man ein kommutatives Dia-
gramm

W(A/pA) -2 A

-] |

Wa(A/pA) = A/p™+ A

Die W, (Frob—") sind Isomorphismen. Somit induzieren die Abbildungen 7,
einen Ringisomorphismus

W(A) = limr W,(A/pA)
sowie 6 einen Ringhomomorphismus
W(A) — lim_ A/p"™A .

Aus Lemma 51.1 folgt
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Lemma 51.2. Sei A p-vollstindig und ist A/pA perfekt. Dann definiert
0(To, T, -+) = Y p - w(Froby) ,(Ti))o
i=0

einen Ringhomorphismus 6 : W(A/pA) — A. Ist die Lazardbedingung erfillt
—d.h. zusdtzlich seip kein Nullteiler in A — dann ist 0 ein Ringisomorphismus

W(A/pA) = A .

Bemerkung: §(6(z)) = @/)(FroszpA(fi)) im Sinn von §48.
Bemerkung: Wegen Lemma 50.2 gilt

0(z) = Z@/’(Vi(l’)o)o :

52 Konstruktion

Sei R ein Ring der Charakteristik p. Dann besitzt A = W(R) einen surjek-
tiven Restklassenhomorphismus

wo: A=W(R) - R

welcher (zg,z1, -+ ) € W(R) auf xy € R abbildet. Ist R semiperfekt,
dann ist Kern(wy) das von p erzeugte Hauptideal von W(R) und W (R)
ist p-vollstédndig wegen W(R) = lim,,W,,(R) = lim, W (R)/p" - W(R) (nach
Korollar 50.3). Ist R perfekt, erfillt A = W(R) die Lazardbedingung (wieder
Korollar 50.3).

Korollar 52.1. Zu jedem perfekten Ring R der Charakteristik p gibt es einen
Ring A, welcher die Lazardbedingung (d.h. A ist p-vollstindig und p ist kein
Nullteiler in A) erfillt, so daf$ weiterhin gilt

A/pA=R.
Der Ring A ist dadurch eindeutig bestimmt bis auf Isomorphie und es gilt
A=W(R) .

Der Frobenius Automorphismus Frobg besitzt eine Fortsetzung F auf A.
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Aus Lemma 42.2 folgt

Lemma 52.2. Ist R nullteilerfrei und perfekt von der Charakteristik p, dann
ist auch W (R) nullteilerfrei.

Beispiel 1: Es gilt W(F,) = Z, (nach Lemma 51.2 fir A =7Z,)

Beispiel 2: Sei R = F, eine endliche Kérpererweiterung von F,,. R ist perfekt
und Gal(F,/F,) wird vom Frobenius erzeugt. Der Ring W (F,) ist ein Erwei-
terungsring von W (F,) = Z, und enthilt die (¢ — 1)-sten Einheitswurzeln als
Teichmiiller Représentanten. Mittels der p-adischen Entwicklung (Lemma
51.2) folgt dann sofort

W(Fq) = Zp[Cq—l] .

W(F,) ist ein regulérer lokaler Ring mit maximalem Ideal (p), somit ganz
abgeschlossen in seinem Quotientenkérper Q.



Fontaine Ringe
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53 Verdickungen

Sei A p-vollstdndig. Dann ist A/p ein Ring der Charakteristik p. Sei P(A/p)
seine Perfektionierung. Dies ist ein perfekter Ring der Charakteristik p.
Als multiplikativer Monopoid kann er mit dem Monoid P(A) C (A4,-) der
Teichmiillerrepresentanten in A identifiziert werden. Der Wittring W P(A)
des perfekten Rings hat die Eigenschaft W P(A)/p = P(A) und es gilt

P(P(A/p)) = P(A/p)

Die linke Seite kann mit P(WP(A)), gewissen Folgen von Teichmiiller Re-
préasentanten in WP(A), die rechte Seite mit P(A), gewissen Folgen von
Teichmiiller Repréasentanten in A, identifiziert werden

ﬁWP(A) D P(WP(A)) «— P(A)C ﬁA.

Der Ringhomomorphismus p der Perfektionierung P(A/p) — A/p induziert
Ringhomomorphismen W, (P(A/p)) — W,(A/p). Die Zusammensetzung
mit den Abbildungen 6, : W, (A/p) — A/p™ (siche Anfang von §51) liefert
Ringhommorphismen W,,(P(A/p)) — A/p"™, und im projektiven Limes einen
Ringhomomorphismus 6 : W P(A) — A zusammen mit einem kommutativen
Reduktionsdiagramm

WP(A) —* A
mod p mod p

P(A/p) —"—=A/p

Explizite Beschreibung von #: Elemente z = (T, 71, --- ) im Wittring
W P(A) kénnen auch durch

v = D 0 bweay(Frobyg,, ()

reprasentiert werden (Lemma 51.2). Jede Komponente Z; ist in P(A/p), also
selber repréasentiert durch eine Sequenz

Zo;
Ei = fli y (fﬂ c A/pA)
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mit (Z;;)P = T;_1;. Andererseits kann = mit einer Sequenz

Zo;

Ti= | T € P(A) = P(A/p)

identifiziert werden (Satz 44.3). Zur Erinnerung: Dann gilt z; € A mit

x?i = xj_1;. Man hat also die bijektive Zuordnung

WP(A) > (T) +— (:L'jl-)EHA

und die Teichmiiller Reprasentanten
Ti;

¢WP(A)(FrOb;éA/p) (Ti))o = Ywew) (| Tivii |)o

in WP(A) respektive die Teichmiiller Representanten

wA(FTOb};EA/p) (f»)o = Tj;
in A.

Lemma 53.1. Der kanonische Homomorphismus

0: WP(A) — A

15t gegeben durch:

Ty

r=> 0| T |l — 0@ =) powa.

Ist A/p semiperfekt, dann ist 0 surjektiv.

54 Neue Elemente

Sei A p-vollstéandiger Teilring eines Korpers und es seien alle p"™-ten Einheits-
wurzeln in A. Der Einfachheit halber sei p # 2. Dann gilt

$=(1,(,Cp. ) € P(A/p)
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mit primitiven p"-ten Einheitswurzeln (,» € A. Identifiziert man P(A) =
P(A/p) wie im letzten Abschnitt, kann man < als Element in P(A) auffassen.
Es ist gegeben durch eine Folge von Elementen in A wie folgt

=(1,6, G2, ) € P(A) CHA.

Anderseits kann man den multiplikativen Teichmiiller Représentant
e = [5] € WP(A)
von < € P(A/p) = WP(A)/p betrachten. Dieser ist gerade der Wittvektor
e = (3,0,0,--) € J[P(A/p) =W(P(A/p)) = WP(A) .

Notation: |¢ = e@™» |,

Es gilt 0(e?™)r) = p°. 1 =1 € A. Das heifit 1 — e@™» ¢ Kern(f).

(2mi)p

Notation: |¢,n = e #" | bezeichne den Teichmiillerlift von (F~"(<),0,--- ).

(27i)p

Beachte ggff = ¢ sowie O(e #" ) = (pn und gm = F"(<).

Frage: Liegen die p™-ten Einheitswurzeln in W P(A)?
Antwort: Nur wenn der Ring A der Nullring ist.
Beweis: Eine Einheitswurzeln der Ordnung p™ in W P(A) hat die Gestalt

(2713) .
Gn = e o4 oy (1= |y e WP(A) .
Hierbei benutzen wir, da8 der Kern von 6 das von (1 — e(?™)») aufgespannte
Hauptideal ist. Dies wird im néchten Paragraph gezeigt. Durch Potenzieren
mit p" folgt dann

1 = % 4 p”gé’:_ly- (1 —e®7) modulo (1 —e®)2. WP(A) .

Nach Kiirzen von (1 — e™) — benutze das nichste Lemma — miifite also
gelten p"ch. "'y = 1 modulo (1 — e™r) . W P(A), und somit

0y)=p"- Cpn
Das postulierte Element y hat aber sein Bild 6(y) € A. Wegen (,» € A* folgt
p € A*. Da A p-vollstiandig ist, folgt daraus A = 0. Q.e.d.

Lemma 54.1. Ist A nullteilerfrei, dann auch W P(A).

Beweis: Beachte P(A/p) ist nullteilerfreier Untermonoid von A. Somit folgt
die Behauptung wegen Lemma 42.2.
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55 Der Kern von 6

Sei A p-vollstandiger Teilring eines Korpers, insbesondere also nullteilerfrei.
Der Einfachheit halber sei p # 2. Man hat dann den kanonischen Homomor-
phismus

0:WPA) — A .

Wir bestimmen den Kern von #: Elemente z = >, p'[F(7;)] € WP(A)
mit O(z) = 0 erfiillen per Definition >, p‘z; = 0 in A. Da z;; Teichmiiller
Reprisentanten der Restklassen ZT;; € A/pA in A sind, ist daher z; = 0
resp. Ty = 0 fiir alle ¢ mittels p-adischer Entwicklung gleichbedeutend mit
f(x) = 0. Nach Lemma 46.3 sind diese Bedingungen — wegen p # 2 —
Aquivalent zu 7; € (1—3)*" -7, (y, € P(A/p) fiir alle i. Hierbei ist ¢ definiert
wie in Kapitel 46. [¢ = 0, aufler wenn alle p"-ten Einheitswurzeln in A/p
(oder dquivalent dazu in A) liegen].

J-[Fg;] € [1=5]- WP(A).
[1=3] - [F(5;)]. Setze

LAl

Mit anderen Worten: §(z) = 0 <=z = >, p'[1—
Beachte [F~'((1 =) - 7,)] = [(1 =) - F7'(7,)]
eCme .= [g].

Behauptung: Fiir p # 2 gilt [1 — ¢ = a - (1 — e®™») fiir eine Einheit
ae€ WP(A)*.

Korollar 55.1. Sei p # 2. Der Kern von 6 : WP(A) — A ist das von (1 —
e ) erzeugte Hauptideal von W P(A), wenn A alle p"-ten Einheitswurzeln
enthdlt. Anderenfalls ist 6 injektiv.

Beweis der Behauptung: Aus 6([c] — 1) = 0 folgt 5] — 1 = « - [1 — 7] fiir
ein a € WP(A), wie bereits oben gezeigt. Da W P(A) p-vollstandig ist, gilt
WP(A)* = [P(A/p)*] x (1 +p-WP(A)). Somit ist a eine Einheit genau
dann, wenn die nullte Wittkomponente @y € P(A/p) von « eine Einheit in
P(A/p) ist. Dies kénnen wir durch Reduktion nach p bestimmen. Dies liefert
(—1)=a-(c—1). Da P(A/p) nach 46.1 nullteilerfrei ist, folgt @ = 1.
Q.e.d.



