Vorlesung Algebra I



Kapitel I - Ringkonstruktionen



In diesem Kapitel betrachten wir kommutative Ringe und Ringhomomor-
phismen, und zeigen wie man aus gegebenen Ringen neue Ringe konstruieren
kann.

Jedes Ideal I in einem Ring R definiert zum Beispiel einen Restklassenring
R/I. Der zugehorige Restklassenring ist nullteilerfrei bzw ein Koérper genau
dann, wenn das Ideal I ein Primideal respektive ein maximales Ideal des
Ringes ist. Zur Konstruktion von Korpern ist daher die Bestimmung aller
maximalen Ideale eines Rings von Bedeutung. In Hauptidealringen fithrt man
dies zuriick auf die Bestimmung aller Primelemente.

Eine weitere fundamentale Konstruktion neuer Ringe: Lokalisierung eines
gegebenen kommutativen Ringes R. Die Lokalisierung Rg wird definiert
durch Nenneraufnahme aus einer multiplikativ abgeschlossen Teilmenge S
des Rings R. Schliesslich kann man durch das Tensorprodukt neue Ringe de-
finieren. Wichtige Ringhomomorphismen, die wir in diesem Kapitel betrach-
ten werden, sind die Quotientenabbildung, die Lokalisierungsabbildung, der
Einsetzungshomomorphismus und der Frobeniushomomorphismus.



1 Kommutative Ringe

Fiir Ringe (R, +,-,0, 1) fordern wir die Axiome eines kommutativen Korpers
mit Ausnahme

1. des Axioms der Existenz des Inversen beziiglich der Multiplikation
2. des Axioms 0 # 1.

Das heifit, alle Ringe seien im folgenden stillschweigend kommutative Ringe
mit Einselement. Fiir die genauen Axiome siehe LA II, §56.

Beispiel: Z oder K[z]| (Polynomring iiber dem Kérper K).

Definition 1.1. Fine Teilmenge I # () eines kommutativen Ringes R nennt
man ein Ideal, falls gilt:

l.z,2ye I = z+y € [

22reR, zel = r-xzel.
Es gilt dann automatisch auch x —y € 1.

Der Nullring besitzt nur ein Ideal, das Nullideal. Ist R nicht der Nullring,
dann gibt es mindestens zwei verschiedene Ideale, ndmlich das Nullideal {0}
und das Einsideal I = R.

Satz 1.2. Ein kommutativer Ring R ist genau dann ein Korper, wenn R
genau zwei verschiedene Ideale besitzt (ndmlich {0} und R).

Beweis: Sei R ein Korper und {0} # I C R ein Ideal. Wéhle x # 0 in I. In
dem Korper R existiert 1. Also

-1 . — -1
a:R xI 1 €l (Wegenz '€ Rund z € [ nach 2) .
€ €

Aus 1 e I folgt I = R, denn jedes y € R liegt in [ wegeny =y-1€ R-1 C I.
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Sei umgekehrt R ein Ring mit den einzigen Idealen {0} und R. Fiir  # 0
aus Rist 1-2 =x # 0, also das Ideal

() = {r-x, reR} # {0}
Somit gilt nach Annahme (z) = R. Wegen 1 € R gibt es also ein r € R

mit r - x = 1. Daher ist x invertierbar in R. Da dann jedes Element x € R
invertierbar ist und 0 # 1 gilt, ist K ein Korper.

Definition 1.3. Ein Ring R heif$t nullteilerfres, falls gilt
1. 0 # 1, das heifit R # {0}

2. Ausry-r9 = 0 folgt v = 0 oderry=0.

Beispiel: Die Ringe Z oder K[z] (der Polynomring iiber dem Kérper K') sind
nullteilerfrei. Jeder Teilring eines Korpers ist nullteilerfrei.



2 Ringhomomorphismen

Seien R, S kommutative Ringe mit Einselement.

Definition 2.1. Fine Abbildung ¢ : R — S heifit Ringhomomorphismus,
falls fiir alle ri,ro € R gilt:

1op(ri+r) = ¢(r1) + ¢(r2)
2. ¢(ri-r2) = @(r1) - @(ra)
2. p(1) = 1 (Dies gilt automatisch, wenn @ surjektiv ist).

Wir nennen dann ¢ : R — S eine Ringerweiterung.

Bemerkung: Das Bild ¢(R) eines Ringhomomorphismus ist ein Unterring
von S.

Satz 2.2. Die Teilmenge Kern(p) C R eines Ringhomomorphismus
¢ : R — S ist ein Ideal von R.

Beweis: (1) Aus ¢(z) =0, ¢(y) =0 folgt p(z +y) = ¢(z) + p(y) = 0.

(2) Aus p(z) = 0 folgt p(r-x) =r-p(x) =r-0=0. Es folgt x,y € I =
r+y€elundrxelreR = r-xel.

Aus Satz 1.2 folgt daher

Korollar 2.3. Ein Homomorphismus ¢ : R — S von einem Kdrper R in
einen Ring S ist entweder die Nullabbildung oder injektiv.



3 Restklassenringe
Sei I ein Ideal des Ringes R. Dann definiert
Ty o~y Ty S T —1y €1
eine Aquivalenzrelation auf R. Auf den Aquivalenzklassen
r] = {r+z|z € I}
definiert man eine Addition und eine Multiplikation

[Tl] + [7’2] = [7”1 + 7’2]

und eine Multiplikation
[ra] - [re] = [re - o]
Diese Bildungen sind wohldefiniert.

Beweis: r1 +1 =71+ 1, ro+ 1 =ry+ I bedeutet ry = 1| + iy, ro = 1) + iy
mit il,ig el
Somit gilt

(ri+m) — (ri+ry) = i1+iy € 1

bzw.

!/ / / . ! -
riry — 1y = ri(re — 1) 4 1oty — 1)) = Tiie+ 190 € 1.

Die Menge R/I der Aquivalenzklassen [r] mit r € R bilden mit dieser Ad-
dition respektive Multiplikation einen Ring. Die Giiltigkeit der Ringaxiome
vererbt sich ndmlich von R auf R/I.
Satz 3.1. (Restklassenringe) Die natiirliche Abbildung
m:R— R/I
r—r] = r+1

ist ein surjektiver Ringhomomorphismus mit Kern(yp) = I.

Beweis: Trivial.



Satz 3.2. (Idealkorrespondenz) Sei ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus.
Dann gilt

1. Y1) ist ein Ideal von R, falls I ein Ideal von S ist.

2. Ist v surjektiv, dann ist (1) ein Ideal von S, falls I ein Ideal von R
1st. In diesem Fall gibt es eine bijektive Korrespondenz zwischen den
Idealen in S und den Idealen in R, welche Kern(yp) enthalten.

Beweis:

o(r1),¢(r2) €I = p(r1 +72)
beziehungsweise

p(r-m) = o) ¢(n) € I.
Daraus folgt (1).

(2) Ist ¢ surjektiv, dann gilt
S ol) = @(R)-(I) & e(B-I) = o(I)

eI) +oI) € eI +1) S o).
Da o (¢(I)) = I fiir jedes Ideal gilt, welches den Kern von ¢ enthilt, liefert
dies gewiinschte Korrespondenz von Idealen.

Dagegen ist ¢(o1(I)) = I trivialerweise erfiillt fiir eine beliebige Teilmenge
Ics.

Kern(p) —{

{0}



4 Primideale

Definition 4.1. FEin Primideal I in einem kommutativen Ring ist ein vom
Einsideal verschiedenes Ideal
I #+R,

mit folgender Eigenschaft:

Ve,ye R (z-yel = xz€loderyel)|.

Satz 4.2. Sei ¢ : R — S ein surjektiver Ringhomomorphismus. Dann sind
dquivalent

1. S ist nullteilerfres
2. I = Kern(yp) ist ein Primideal.

Korollar 4.3. R/I nullteilerfrei < I Primideal.

Beweis des Satzes

(1) = (2): Fir z,y € Rmit x -y € I gilt p(xy) = 0. Wegen ¢(x) - p(y) =
¢(zy) = 0 und der Nullteilerfreiheit von S folgt daraus ¢(x) = 0 oder p(y) =
0. Alsoxz € T oder y € I. Aus 0 # 1 in S folgt I = Kern(p) # R.

(2) = (1): Sei I = Kern(y) ein Primideal. Seien 7, € S gegeben mit
n-& = 0. Da ¢ surjektiv ist, existieren y, x € R mit n = ¢(y), £ = p(z). Also
gilt

0 =mn-&= ¢y v = oy )
und somit y -z € I = Kern(y). Da I ein Primideal ist, folgt y € Kern(p)
oder z € Kern(y). Also n =0 oder £ = 0.

Es bleibt 1 # 0 in S zu zeigen. Wire 1 = ¢(1) = 0, so wire 1 € I = Kern(y).
Daraus folgt R-1 = R C Kern(yp) = I. Nach Annahme gilt aber I # R. Das
zeigt wie gewiinscht 1 # 0 in S.

Diagramm:

R S
I # R 0 #1
x-yel=x€loderyel En=0=¢=0o0dern=0




5 Maximale Ideale

Definition: Ein Ideal I eines kommutativen Ringes R heifit maximal, falls
gilt:

1. I #R
2. Jedes Ideal J mit I € J € R erfiillt entweder J = I oder J = R,

Satz 5.1. Sei ¢ : R — S ein surjektiver Ringhomomorphismus. Dann sind
dquivalent:

1. Kern(yp) ist ein mazimales Ideal.

2. S st ein Korper.

Korollar 5.2. R/I ist ein Korper, genau dann wenn I ein mazimales Ideal
15t.

Korollar 5.3. Jedes maximale Ideal ist ein Primideal.

Beweis: (des Satzes) (1) = (2): Gilt (1), dann besitzt S nach Satz 3.2(2) nur
zwei Ideale, ndamlich 0 und S. Somit ist S ein Korper (Satz 1.2).

Diagramm:

{0}

(2) = (1): Ist S ein Korper und I = Kern(p), dann ist I maximal. Denn ein
Ideal J mit I C J C R entspricht einem Ideal ¢(J) in S nach Satz 3.2(2).
Da ein Korper S nach Satz 1.2 nur die Ideale 0 und S besitzt, folgt daher
J = Toder J = R aus Satz 3.2(1). Aus S # {0} folgt R # I. (Beachte
1+40in S).
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6 Anwendung auf Hauptidealringe

In diesem Abschnitt sei R ein Hauptidealring, d.h.

1. R sei nullteilerfrei und kommutativ.

2. Jedes Ideal I C R ist von der Gestalt I = (a) fiir ein Element a € R.

(a) = {a-r | r€R}.

Die wichtigsten Beispiele sind euklidische Ringe wie etwa Z oder der Poly-
nomring K [z] iiber einem Korper (siehe LA II-Skript).

Zur Erinnerung (siehe LA II-Skript)
In einem Hauptidealring gilt

1. Kiirzungslemma: a1 -r = as-r=a; = ayoderr = 0.

2. (a1) = (ag) genau dann wenn gilt I r € R*, ay = r- as.
R* bezeichnet die Gruppe der invertierbaren Elemente in R, die sogenannte
Gruppe der Einheiten.

Beispiel: Aus der Nullteilerfreiheit folgt, daff das Nullideal I = {0} eines
Hauptidealrings ein Primideal ist.

Fiir die verbleibenden Primideale gilt

Satz 6.1. Fir ein Ideal I = (p), I # {0} eines Hauptidealringes R sind
dquivalent

1. I ist mazimales Ideal.
2. 1 ist Primideal und I # {0}.

3. p ist ein Primelement von R, d.h. p € R*, p # 0 sowie

p | ab = plaoderp|b.
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Bemerkung: Wir sagen n teilt m und schreiben
n|m,
falls ein r € R existiert mit der Eigenschaft m =n - r.

Beweis:
(1) = (2): folgt aus Korollar 5.3. (2) < (3) ist klar. (3) = (1): Sei p Prim-
element (p € R*,p # 0) und I = (a) ein maximales Ideal mit

p) cI SR, I=(a).
Dann gilt p=7r-a und a ¢ R*.

Da p prim ist folgt entweder p | a (und damit (p) = I, also (1)) oder es folgt
p | r. Dann ist 7 = b - p und somit

aus dem Kiirzungslemma folgt

im Widerspruch zur a ¢ R*. Somit folgt (p) = I und (p) ist maximal.

Beachte: (I Primideal) < (a-b € I impliziert a € I oder b € [ und I #
R) & (p| abimpliziert p | a oder p | b und p ¢ R*.)

Hierbei benutzen wir, dafl x € I gleichbedeutend ist mit z = r - p (fiir ein
r € R) beziehungsweise gleichbedeutend mit p | z.

Definition: Ein Polynom f(z) heifit normiert, wenn sein hochster Koeffizi-
ent 1 ist
fx)=2"+a2" '+ - tap1x+a, , a € K.

Ein Polynom f(z) in K[z] vom Grad > 1 heifit irreduzibel iiber dem Kérper
K, wenn aus a(z) - b(x) = f(x) (in K[x]) folgt a(x) € K oder b(x) € K.

Beispiel: Die Primideale in Z entsprechen genau den Primzahlen 2,3, 5, - - -
und die Primideale im Polynomring K[z| iiber einem Koérper K entsprechen
genau den normierten irreduziblen Polynomen f(z) # 0.

Als Anwendung von Satz 6.1 und Korollar 5.1 erhalten wir die néchsten
beiden Korollare
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Korollar 6.2. Ist p eine Primzahl, dann ist der Quotientenring

Fp, =2/(p)

ein Korper (mit p Elementen).

Korollar 6.3. Ist f(x) # 0 ein irreduzibles normiertes Polynom vom Grad
grad(f) 2 1, dann ist der Quotientenring

S = Klz]/(f(x))

ein Korper. Man hat einen natiirlichen Ringhomomorphismus ¢ : K <— S

welcher nach Korollar 2.3 injektiv ist (beachte 1 — 1 und somit ist die Ab-
bildung nicht null).

S ist also ein Erweiterungskérper von K beziiglich der Einbettung ¢ von K
in S. Wir nennen S/K eine primitive Kérpererweiterung.
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7 Bruchrechnen (Lokalisierung)

Sei S eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge eines kommutativen Rings
R, d.h. es gelte

1. 51,89 € § = s51-85 € S

2.1 ¢ §S.

Wir nennen dann zwei Ringelemente S-dquivalent, falls gilt

7y ~g Te <= ds € S mit (rp —rg)-s=0.

Bemerkung: 0 € S < r ~g 0 fiir alle r € R.

Bemerkung: Ist R nullteilerfrei und 0 ¢ S, dann gilt natiirlich r; ~g ry <
r1 = r3. Eine Richtung benutzt (2).

Satz: Zu einer multiplikativ abgeschlossenen Teilmenge S S R gibt es ein
Paar (pg, Rs) bestehend aus einem Ring Rs und einem Ringhomomorphis-
mus Qg

R Ry

derart, daf$ gilt

1. Alle Elemente ps(s), s € S sind multiplikativ invertierbar in Rg.

2. Fiir jeden Ringhomomorphismus ¢ : R — T, fiir den alle Elemen-
te in p(S) multiplikativ invertierbar in T sind, gibt es genau einen
Ringhomomorphimus @1, welcher das Diagramm

R s RS

o .
P y ! YT

T

kommutativ macht.

Bemerkung: Diese Eigenschaft charakterisiert Rg bis auf Ringisomorphie.
Die sog. Lokalisierungsabbildung ¢g ist im allgemeinen aber nicht injektiv.
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Beweis: Zum Beweis des Satzes konstruieren wir Rg als Menge der formalen
Briiche
r/s, reRseS

mit den Rechenregeln
7“1/81 + 7’2/82 = (T182 + 7’251)/5182

(*)
/81 T2)S2 = rire/s182

und der Abbildung pg(r) = r/1.

Will man jetzt etwa das Distributivgesetz zeigen

(r1/s1 4 re/s2) - 13/S3 = 1T1/S1-T3/S3+ 1r2/S9 - 13/S3,

stoBt man auf folgendes Problem: Links steht

(r189 + 1951)1r3/ 515253

und rechts steht
(11735983 + T9735153) /515055 .
Um beide Seiten identifizieren zu koénnen, sollte man daher rechts durch sz

kiirzen konnen oder alternativ links mit s3 erweitern konnen. Dazu fithrt man
per Definition eine Kiirzungsregel ein, welche besagt

(%) r1/81 ~g To/sSg <= Js €S (r1s2—1281)-s=0].

Wir iiberlassen es dem Leser als Ubungsaufgabe zu iiberpriifen, daB ~g eine
Aquivalenzrelation definiert auf der Menge der formalen Briiche, und daB (*)
auf den Aquivalenzklassen eine wohldefinierte Addition und Multiplikation
induziert.

Bemerkung: Betrachte die Erweiterungsrelation a/b --+ as/bs (fiir beliebige
s € S). Die uns wohlvertraute Relation --» ist leider keine Aquivalenzrelation.
Sie ist zwar transitiv und reflexiv, aber sie ist nicht symmetrisch. Anderer-
seits gilt auch a/b ~g as/bs, wie man sofort nachpriift. In der Situation von
(**) gilt weiterhin

T1/S1 —=*+ T1S28/S1S98 = T9815/81898 «-- To/Ss.

15



Dies zeigt daher leicht, daBl die obige Aquivalenzrelation ~g die von der
vertrauten Erweiterungs-Relation --» erzeugte Aquivalenzrelation ist.

Definition: Rg ist die Menge der Aquivalenzklassen formaler Briiche r/s,r €
R, s € S beziiglich der Aquivalenzrelation ~g.

Die universelle Eigenschaft: Gegeben sei ¢ : R — T mit ¢(S) C T*. Die
invertierbaren Elemente 7 von T (die Einheiten von T') bilden ein Gruppe.
Die inversen Elemente t, € T" mit

te-@(s) = 1 oder kurz t, = (s)™*

sind eindeutig bestimmt in 7". Die dann eindeutig bestimmte Abbildung ¢ :
Rg — T ist definiert durch

er(r/s) = o(t) - t, = @(s) - o(s)™".

Die Details werden dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen. Dies beendet
den Beweis des Satzes.

Bemerkung: Rg = {0} genau dann, wenn 0 € S.

Spezialfall: Sei R nullteilerfrei. Dann ist S = R\ {0} multiplikativ abge-
schlossen in R. Der Ring Rg ist in diesem Fall ein Korper, der sogenannte
Quotientenkiorper Q(R), und die natirliche Abbildung ps : R — Q(R) ist
injektiv.

Beweis: ri/s; ~s0< 3s€ S :r;-s =0« r; =0 (Nullteilerfreiheit). Somit
ist fiir r1/s1 s 0 das Inverse s;/ry definiert, r; € S = R\ {0}. Weiterhin
folgt aus pg(r) = r/1 = 0 wie eben gezeigt r = 0. Somit ist g ein injetiver
Ringhomomorphismus. O

Korollar: Ein nullteilerfreier Ring ist ein Unterring seines Quotientenkdrpers.

Beispiel:

1. Q(Z) = Q.

2. Q(K|[t]) = K(t), der Korper der gebrochen rationalen Funktionen mit
Koeffizienten in K.
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8 Die Charakteristik

Sei R ein Ring und 15 das Einselement von R. Wir definieren eine Abbildung
¢ :Z — R durch

I1+---4+1, n>0
p(n) = 0, n = 0;
—¢(|n]), n<O.

Aus den Ringaxiomen folgt, dal ¢ ein Ringhomomorphismus ist. Der Kern
ist ein (Haupt-) Ideal [ in Z und es gilt

p(Z) = Z/1

als Unterring von R.
Lemma 8.1. Ist R nullteilerfrei, dann ist I ein Primideal oder I = {0}.

Beweis: S = Z/I ist als Teilring des nullteilerfreien Rings R wieder null-
teilerfrei, da Z/I das Einselement 1x enthélt. Nach Satz 4.2 ist I daher ein
Primideal. [

Definition: Das Bild ¢(Z) in einem nullteilerfreien Ring ist entweder Z
oder der endliche Kérper F, = Z/(p). Man macht nun folgende Definition:
Die Charakteristik eines nullteilerfreien Ring ist 0 im ersten Fall und p im
zweiten Fall.
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9 Der Frobeniushomomorphismus

In jedem Ring gilt der

Binomialsatz 9.1. Fiir alle r,s € R gilt

no _ - NN i ni
(r+s)" = ;go((l)) rtes"T
Hierbei ist () € Z ist der Binomialkoeffizient und r™ =r---r (n mal).

Beweis: Die Aussage folgt aus dem Distributivgesetz durch vollstindige In-
duktion nach n. O

Annahme: Sei nun R ein kommutativer Ring mit der Eigenschaft
p-r=0, VreR.

Hierbei sei p eine Primzahl.

Beispiel: R sei nullteilerfrei von der Charakteristik p.

Wir betrachten dann den Spezialfall n = p des Binomialsatzes. Wegen

() == <o

gilt dann fiir alle 0 < i < p in Z die Teilerbeziehung p | (’Z), denn p | p!,
aber pt (p —i)! und p 1 i!. Dies benutzt natiirlich implizit die Existenz und
Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in Z (siehe LA II Skript).

Aus der obigen Annahme an R folgt daher aus dem Binomialsatz

Folgerung 9.2. Im Ring R gilt ap((f)) =0 fir alle 0 < 1 < p und somit

(r+s)P=rP+g°

fiir alle r,s € R.

Folgerung 9.3. Ist p eine Primzahl und gilt p = 0 in einem kommutativen
Ring R, dann definiert die Abbildung F: R — R

F(r) = rP

einen Ringhomomorphismus, den sogenannten Frobeniushomomorphismus.
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Satz 9.4 (Kleiner Satz von Fermat). Der Frobeniushomomorphismus des
Ringes ¥, ist die Identitit, d.h.

P =1r (Vrekl,).

Beweis: Es gilt F(i) = F(1+---4+1)=F(1)+---+F(1)=14-F(1) =1
wegen F'(1) = 1. O

Die Aussage von Satz 9.4 kann man auch so lesen:

‘Fir alle r € Z haben die Zahl r und die Zahl r? denselben Rest
bei der Division durch p.’
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10 Einsetzungshomomorphismen

Sei R ein Ring, R[x] der Polynomring iiber R und R Y. S ein Ringhomomor-
phismus. Ein Ringhomomorphismus ¢, der das Diagramm

R[] ‘ S
O
Y
R
kommutativ macht, ist dann durch seinen Wert

o = p(x) € S

eindeutig bestimmt. Umgekehrt gibt es fiir jedes zy genau einen Ringhomo-
morphismus ¢ wie oben mit ¢(z) = o, ndmlich

SO(Z ') = Z ().

Man nennt ¢ auch den Einsetzungshomomorphismus: Die Variable X wird
durch den Wert xq € S ersetzt.
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11 *Das Tensorprodukt

Sei R ein kommutativer Ring. Seien My, .-, M,, N beliebige R-Moduln.
Dann verstehen wir unter

Ln<M17”' 7Mn7N)

den R-Modul der n-fach R-multilinearen Abbildungen

po: My x---x M, — N .

Sind die R-Moduln M, - - - , M, fest vorgegeben, dann gibt es unter all diesen
Abbildungen ¢ eine universelle R-multilineare Abbildung

Puniv + Ml Xowes XMn —>M1®R"'®RMTL )
so daB jede andere R-multilineare Abildung ¢ von der Gestalt ist

My ®p -+ @r My,

My x- - x M, EN

\ Y

N

fiir eine eindeutig bestimmte R-lineare Abbildung f.

Das bis auf Isormorphie eindeutig bestimmte universelle Objekt nennt man
das Tensorprodukt @,nip : My X - -+ X M,, — M; ®p - -- Qg M,, der Moduln
My, ..., M, iiber R.

Existenz: Der Einfachheit halber sei n = 2. Betrachte den freien R-Modul
F erzeugt von allen Elementen (my,ms), mqy € My, mg € Ms. Sei U der R-
Modul von F erzeugt von den Elementen (my+m}, m)—(my, m)—(m/y,ms) €
F, (r-my,m)—r(my,m) € F und (my, mg+mb) — (my,mg) — (mq,m}) € F,
(my,rmg) — r(my,me) € F fiir alle my,m}y € My, mo,ml € My, r € R.
Dann erfiillt F'/U die gewiinschte universelle Eigenschaft. Dies folgt unmit-
telbar aus der universellen Eigenschaft von Quotienten. Das Bild der Erzeuger
(mq1,mgy) in F//U nennt man m; &g ms. Nach Konstruktion gilt

Lemma: Jedes Element von M;®grMsy ist eine endliche Summe von Elementar-
Tensoren der Gestalt m; @g mq (my € My, mg € My).
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Kapitel II - Galois Theorie



In diesem Kapitel betrachten wir endliche Korpererweiterungen und Au-
tomorphismen von solchen Korpererweiterungen. Eine Kérpererweiterung
heisst Galoissch, wenn sie moglichst viele Automorphismen besitzt.

Das Ziel dieses Kapitel ist der Hauptsatz der Galoistheorie. Dieser besagt,
dass man die Zwischenkorper einer Galoisschen Koérpererweiterung aus der
Galoisgruppe (der Automorphismengruppe der Korpererweiterung) ablesen
kann.

23



12 Korpererweiterungen

Sei L ein Korper und K ein Teilkérper von L. Insbesondere ist L ein K-
Vektorraum. Man nennt dann L/K eine Korpererweiterung sowie

[L: K] = dimg(L)

den Grad der Korpererweiterung. L/K heiit endliche Kérpererweiterung,
wenn ihr Grad [L : K] < oo endlich ist.

Lemma 12.1. Fir Korpererweiterungen L/ K und K/k gilt

(L:k] = [L:K]-[K:k]]|.

Beweis: Seien by, - - - , b, € L linear unabhéngig iiber K und seien v}, --- b, €
K linear unabhéngig iiber k. Dann sind b, - b; (1 £ ¢ < n,1 < j < m) linear
unabhéngig iiber k, denn

D mibiby = 0, (uy € k)
i

impliziert (3, p1;50;)b; = 0, also >, pi;b; = 0 in K fiir alle j, sowie dann
i —Ofurallezy

Dies beweist das Lemma, falls einer der beiden Grade [L : K| oder [K : K]
unendlich ist.

Sind beiden Grade [L : K] = m und [K : k] = n endlich und seien by, - , by,
respektive b}, - , b/, Vektorraumbasen, dann ist {b;b;} auch ein Erzeugen-
densystem, denn fiir z € L gilt

(N € K)

Ms

= D A
=1
Z 115 b;)  (pij € k)

1

J

fiir geeignete Koeffizienten \; € K respektive p;; € k. Zusammen mit der
bereits bewiesenen linearen Unabhéngigkeit folgt, dafi die bb;, 1 < i <
n, 1 £ 7 < m eine k-Basis von L mit n - m Elementen bilden. ]
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13 Korperautomorphismen

Sei L ein Kérper. Ein Kérperautomorphismus!

c: L — L
ist eine Bijektion, welche die Korperstruktur respektiert:

olx+y) = o(x) + o(y)
o(x-y) = o(x) - oly) .

Es gilt dann automatisch ¢(0) = 0 und o(1) = 1.
Ist K C L ein Teilkérper, dann bezeichne
G(L/K)

die Gruppe aller Kérperautomorphismen von L, welche auf K die identische
Abbildung induzieren. Hierbei wird die Gruppenstruktur durch die Kompo-
sition von Abbildungen erklart.

Lemma 13.1. 2

GL/K) Z[L: K]

Zum Beweis betrachten wir allgemeiner Ringhomomorphismen o;

o;: L

N

K

E

von L in einen Erweiterungskorper £ von K mit o;|x = idg, und behaupten

Lemma 13.2 (Dedekind). Sind oy, - , 0, paarweise verschieden, dann gilt

n £ [L: K]

1Jeder Ringhomomorphismus ¢ : L — L eines Kérpers L ist wegen o(1) = 1 automa-
tisch injektiv und dann als L-lineare Abbildung aus Dimensionsgriinden auch surjektiv!
2Wir zeigen in 15.2 sogar die Teilerbedingung: |G(L/K)| teilt [L : K]
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Beweis: OBdA ist [L : K] = m endlich. Seidann zy, - - - , 2, ein K-Erzeugendensystem
von L. Wére n > m, gébe es 0 # (A, -+, \,) € E" mit

(*) Z)\ZO-Z('I) =0 ) T=T1,  ,Tm
=1

(ein lineares Gleichungssystem!). Da Y " A\;0; aber K-linear ist, gilt dann
sogar (*) fur alle x € L. Dies wére ein Widerspruch wegen dem folgenden

Hilfsatz 13.3 (Lineare Unabhéngigkeit). Paarweise verschiedene Ringho-

momorphismen
ag; . L—F

eines Korpers L in einen Korper E sind E-linear unabhdngig.
Beweis: Wir fiihren eine Induktion nach der Anzahl n der ;. Der Fall n = 1
ist trivial. Sei daher n > 1. Sei

Y(z) = Moy(z)+--+ Mop(z) =0 , xz€l

eine nichttriviale Relation mit A\; € £ und oBdA mit A\; # 0. Wéhle £ € L mit
01(§) # 0,(§). Dann erhélt man durch die Subtraktion ¥(£x)—0,(£)-X(x) =
0 eine kiirzere Relation der Linge <n — 1

/\1(01(5) - Un(ﬁ)) '01@) +oeet )\n—1(0n—1(§) - Un(f)) 'Un—1($)
= X(€z) —on(§) -X(x) = 0,

und somit per Induktion einen Widerspruch wegen

Ai(01(8) —on(€)) # 0.
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14 Galois Erweiterungen

Definition 14.1. Eine endliche Korpererweiterung L/ K mit der Eigenschaft

|G(L/K)| = [L:K]

heifst Galoiserweiterung oder kurz galoissch.

Mit anderen Worten: L/ K ist galoissch, wenn die Zahl der Automorphismen
der Korpererweiterung mazimal ist im Sinne, dass die obere Schranke in der
Ungleichung von Lemma 2.1 angenommen wird.

Ist L ein Korper und sind oy, - - - , 0, Korperautomorphismen von L, dann
ist die Fixpunktmenge

Fiz(oy,---,0,) = {x € L|oi(x) = z}

offensichtlich ein Teilkérper von L. Gilt K € L und oy|x = idg (fir i =
1,..,n), dann enthélt der Fixkorper natiirlich den Kérper K.

Sei G = G(L/K), dann bezeichne LY den Fixkérper aller o € G.

Satz 14.2. Sei L/ K galoissch und sei G = G(L/K). Dann ist der Fizkérper
LY aller o € G gleich dem Grundkérper K

L¢ = K|.

Beweis: Per Definition gilt G(L/K) = G(L/L%) und

Lemma 13.1 angewendet auf G = G(L/L) liefert |G| < [L : LY.

L/K galoissch bedeutet per Definition |G| = [L : K].

Die Gradformel fiir Kérpererweiterungen [L : LY - [LY : K| = [L : K]
(Lemma 12.1) liefert daher sofort [LY : K] = 1 oder L¢ = K. O
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15 Eine Verscharfung
Ziel dieses Abschnittes ist folgende Verschéarfung von Satz 14.2.

Satz 15.1. (Artin) Ist G eine Gruppe von Kdrperautomorphismen des Kdrpers
L, dann gilt fir den Fizkorper LC

L:L% = |G].

Folgerung: Ist |G| endlich, folgt G(L/LY) = G wegen Lemma 13.1, somit
ist L/LY galoissch.

Beweis: (des Satzes) Wegen |G| < [L : LY (Lemma 13.1) geniigt es die
Ungleichung |G| = [L : K] fiir K = L¢ nachzuweisen. OBdA ist dabei G
endlich mit |G| = n Elementen.

Umn 2 [L : K] zu zeigen geniigt es, daB je n+1 Elemente xq, -+, 2,,1 von L
iiber K linear abhéngig sind. Das folgende L-lineare Gleichungssystem (aus
n linearen Gleichungen iiber L)

n+1

Zyjai(xj) =20 ) (Z:Lan)
j=1

hat aus Dimensionsgriinden eine nichttriviale Losung (yy, -+, Yny1) € L™
Da alle o; invertierbar sind, gilt fiir diese Losung dann auch
n+1

ot ypey =0, (i=1--,n).
j=1

Summiert man iiber alle 2 = 1,--- ,n, erhédlt man
n+1

Z)\jxj =0 , N = Spur(y;) .
j=1

Aber \; € L¢ = K wegen Satz 14.2. Ersetzt man die Losung (y1,- - ,yn)

durch (yy1,--+ ,yy,), kann man bei geeigneter Wahl von y € L erreichen
A1 = Spur(yy;) # 0 (benutze Hilfssatz 13.3). Also sind z1,--- , x4 € L
linear abhéngig iiber K. Es folgt somit n = [L : K]. O

Korollar 15.2. Fir eine endliche Korpererweiterung L/K ist die Ordnung
von G = G(L/K) ein Teiler von [L : K].

Beweis: [L: K] =[L:L%-[LY: K] =G| -[LY: K] wegen Lemma 12.1 und
Satz 15.1. 0
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16 Der Hauptsatz

Sei L/K eine galoissche Erweiterung, G = G(L/K) die zugehorige Galois-
gruppe und

G = {U | U C G Untergruppe}

die Menge der Untergruppen von G sowie

K = {M|K CM C L Zwischenkérper}

die Menge der Zwischenkérper von L/K.

Dann liefert die Zuordnung des Fixkorpers eine Injektion f
f
G — K

u +— LY

Wegen der Folgerung von Satz 15.1 ist namlich die reziproke Abbildung g,
welche einem Zwischenkérper M seine relative Galoisgruppe G(L/M) zu-
ordnet

G <~ K

G(L/M) <+ M
zu f linksinvers U — LY +— G(L/LY) = U.

Satz 16.1. (Hauptsatz der Galois Theorie) Die Abbildung f definiert eine
Bijektion

f: 6——K

mat der Umkehrabbildung g.

Das heifit: Die Zuordnung f des Fixkorpers zur Untergruppe U respektive
die Zuordnung g der Galoisgruppe Gal(L/M) zum Kérper M induzieren eine
Bijektion® zwischen der (endlichen !) Menge der Untergruppen von G und
der Menge der Zwischenkorper von L/K.

3Wir zeigen im nichsten Abschnitt ausserdem, dass Inklusionrelationen bis auf Um-
kehrung dabei erhalten bleiben.
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Beweis: Es verbleibt die Surjektivitit von f zu beweisen. Wir miissen zeigen,
daB jedes M aus K im Bild f(G) € K liegt. Wire dies nicht richtig, wéhlen
wir ein minimales M aus K\ f(G), und zeigen damit einen Widerspruch!

1) Zu M wihle U € G minimal* mit K C LY C M.
L
M
LU

K

Ersetzt man G durch U und damit LY durch K, so ist M immer noch ein
(minimales) Gegenbeispiel. Dadurch kénnen wir fiir unseren Widerspruchs-
beweis 0BdA G = U und LY = K annehmen. Wegen der Minimalitéit von
M enthalt jetzt M /K keinen echten Zwischenkoérper mehr. Wegen K = f(G)
und M ¢ f(G) gilt K G M.

2) Wiahle « € M mit a ¢ K. Sei K(«) der kleinste Teilkorper von L, welcher
K und o enthilt. Aus K G K(a) € M folgt jetzt

M= K(a) .

3) Sei G, der Stabilisator von « in G (siehe Appendix). Da jedes Element
von M sich in der Form f(«)/g(a) fiir geeignete Polynome f(z), g(z) € K[X]
schreiben lisst®, folgt wegen M = K(«)

KCMC LG .
Die Gradformel 12.1, Satz 15.1 und Lemma 16.2 (im Appendix) liefern

(LG : K] &' —&L: ‘Lfél] 15.1 % B2 G ol = #O0rbit() .

4) Unter den Einschréankungen 6 = oy der 0 € G auf den Teilkorper
M = K(«a) € L befinden sich offensichtlich mindestens #Orbit(a) paarweise

4Dies ist moglich wegen L = K.
5Dazu geniigt es, dass dies einen Teilkérper definiert.
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verschiedene Automorphismen &

ac M & L 30(a)
\u
K

Aus dem Dedekind Lemma 13.2 folgt daher

#Orbit(a) = [M: K] .

5) Die letzten beiden Schritte ergeben [LY : K| = #O0rbit(a) < [M : K].
Wegen
LGo

M

K

folgt daher LY = M. Also liegt M = f(G,) in f(G). Ein Widerspruch zur
Annahme M ¢ f(G) !

Damit ist der Hauptsatz gezeigt. O

31



Appendix

Sei GG eine Gruppe und X eine Menge. Eine Operation von G auf X ist eine
Abbildung

GxX—-X

(9,2) —g-x

mit den Eigenschaften 1-x = x und g+ (h-x) = (gh) - x fir g,h € G und
reX.

Ist eine Operation von G auf X gegeben, nennt man
Go = {9€Glg-v=u}

den Stabilisator von x in G. Offensichtlich ist GG, eine Untergruppe von G.

Die Teilmenge
G-z ={g-algeCG} & X

nennt man den Orbit von z in X unter G. Ist G endlich, dann ist auch der
Orbit GG - x endlich, und es gilt

Lemma 16.2.

G
|G -x| = “Gz‘

Beweis: Fiir g1, 92 € G gilt g, - * = g5 - ¥ genau dann, wenn g, 'g; € G,; d.h.
g2 = ¢1 - h mit h € G. Somit hat jeder Punkt im Orbit genau |G| Urbilder
in G. Es folgt |G| - |G - x| = |G].
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17 Eigenschaften der (Galois Korrespondenz
Fiir beliebige Untergruppen U von G gilt

(1) Es gibt genau |G|/|U| verschiedene Ringhomomorphismen &

o

K

g: LY

Jedes solche & wird von einem o € G durch Einschrinken & = o|pv induziert.

Beweis: Die Elemente 7 der Gruppe G operieren auf der Menge aller solchen
Abbildungen via & + 7 o &. Der Stabilisator der Inklusion 6 =i : LV C L
ist gerade U. Aus dem letzten Appendix folgt daher

G
o} 2 #o=olwoeGh 2 10
Wegen Lemma 13.2 gilt andererseits
. L: K] |G|
< LV K] = [— = — .

Es folgt #{6} = #{6 = o|v,0 € G} = |G|/|U| wie behauptet.

Weiterhin gilt die offensichtliche Eigenschaft

(2) Es gilt Uy g U, +— f(U1> 2 f(UQ)

sowie

(3) Fiir o € G ist der Bildkorper o(LY) S L von LY unter o gleich dem

Fixkérper
LO’UO'_I —_ O'(LU)

der konjugierten Untergruppe cUc™1 C G.
Beweis: von (3). 7o = x & o7x = ox & 010 ! - 0w = ox. Somit ist

Fiz(cUo™ ) = oFiz(U) .
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Wihrend die Erweiterungen L/LY immer galoissch sind mit Galoisgruppe U
(Satz 15.1), ist dies fiir die Erweiterungen LY /K im allgemeinen nicht mehr
richtig! Vielmehr gilt

(4) LY /K galoissch <= U ist ein Normalteiler in G.
Hierbei nennt man eine Untergruppe U von G einen Normalteiler, wenn gilt
oUo™! = U fiir alle 0 € G.

Beweis: von (4). LY /K ist galoissch genau dann, wenn es [LY : K| = |G|/|U|
verschiedene Ringautomorphismen 7

LY - LV cL

gibt. Jedes solche 7 ist durch seine Komposition o =i o7 : LY < L mit der
Inklusion i : LY C L vollkommen bestimmt. Nach Aussage (1) ist o durch ein
Element o € G (durch Einschriinken von L auf LY) induziert, und es entste-
hen auf diese Weise hochstens |G|/|U| verschiedene Ringhomomorphismen.
Somit ist LY /K galoissch genau dann wenn gilt

o(LY) = LY firalleo € G .

Wegen (3) ist dies gleichbedeutend mit der Normalteilereigenschaft von U.
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Kapitel I1I - Zerfallungskorper



In diesem Kapitel zeigen wir, dass es zu jedem Polynom f = f(X) {iber einem
Koérper K einen endlichen Erweiterungskorper gibt, in dem das Polynom
in Linearfaktoren zerfallt. Wahlt man einen solchen Korper kleinstmoglich,
spricht man von einem Zerféllungskorper.

In der Tat sind je zwei Zerfallungskorper eines Polynoms iiber K zueinander
K-isomorph. Ist das Polynom f separabel, dann ist der Zerfallungskorper
von f iiber K eine galoissche Erweiterung von K. Die Umkehrung gilt auch:
Jeder galoissche Erweiterungskorper von K ist der Zerfallungskorper eines
geeigneten separablen Polynoms f(X) iiber K.
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18 Existenz von Zerfillungskérpern

Sei K ein Korper und f € K|x] ein Polynom. Wir suchen einen Kérper £ 2
K, in welchem f(x) in ein Produkt von Linearfaktoren zerféllt. Sei Ky & F
der kleinste Teilkorper von E, welcher K und die Nullstellen von f enthalt,
dann nennt man Ky Zerfallungskérper von f. In der Tat zerfillt f(x) ja
bereits iiber K in ein Produkt von Linearfaktoren, und K ist kleinstmdglich
in E mit dieser Eiegnschaft.

Satz 18.1. Jedes Polynom f besitzt einen Zerfillungskorper Ky, welcher
eine endliche Erweiterung von K 1ist.

Bemerkung 18.2. Besitzt f(x) in E eine Nullstelle o € E, so spaltet f(x)
tiber E einen Linearfaktor (x — «), o € E ab. D.h. es gilt

f(x) = (z—a) g(x)
(genau dann), wenn gilt f(a) = 0. Aus f(a) =0 folgt namlich

i=0
i1
= (r—a) E a; <E it Joﬂ)
=0 7=0

Es geniigt also Erweiterungskorper zu finden, iiber denen f einen Nullstelle
besitzt. Man erhélt dann E durch Iteration der Konstruktion.

Bemerkung 18.3. Sei g(x) ein K-irreduzibler Faktor von f(x). Es geniigt
einen Erweiterungskirper von K zu finden, in dem g(x) eine Nullstelle hat.
Wir kénnen daher oBdA annehmen, f(x) sei irreduzibel.

Primitive Erweiterungen: Sei f(x) € KJz] ein irreduzibles Polynom vom
Grad 2 1. Dann ist K; = Klz|/(f) nach 6.3 ein Erweiterungskorper von
K. Es bezeichne a = [z] die Restklasse von z € K|z]/f(z). Dann gilt

fa) = Y alal = Ylelle) = [ Y aw’] = [f@)] = [0].

Somit ist a eine Nullstelle von f(z) tiber K. Es gilt f(z) = (z — «) - g(x)
fiir ein Polynom g(x) € K;[z] vom Grad < n.
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Lemma 18.4. Fir eine primitive Erweiterung K, /K gilt

(K12 K] = dega(f) -

Beweis: Sei n = deg,(f) und oBdA f normiert, f(z) = 2" + a,_12"t +
-+ + ap. Dann ist [1],[z],--- ,[z]*"! eine Basis von K; iiber K. (s. auch
LA-I-Skript)

Dies ist ein Erzeugendensystem, denn

[2]" = —apa[z]"t = - = ag

[z]" = ..

Lineare Unabhéingigkeit: Sei (b, - -+ ,b, 1) € K" mit 3"~} b,[z]" = 0 in K,
dann folgt g(x) € (f(x)) fiir g(z) = Y2'—, b,x”. Dies ist aber aus Grad-
griinden deg,(g) < deg,(f) ist dies nur moglich fir g(z) = 0 in K[z] im

Widerspruch zur Annahme (b, - -+, b,—1) # 0.

Alternativ: K[z] = (f(2))®(K-[1]+- -+ K-[z]"7!) =: (f)®V. Fiir beliebiges
p(z) € K[X]ist p(x) = u(z) f(z)+r(z) mit deg,(r) < n, also r(z) € V. Dies
zeigt K[z] = (f)+ V. Die Summe ist auch direkt. Ist nimlich g(x) € VN (f),
so folgt wegen f | g und deg,(g) < deg.(f), dass gilt g(z) = 0. O
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19 Eindeutigkeit von Zerfillungskorpern

Wie wir gesehen haben, ldsst sich ein Zerfallungskorper K, durch sukzessive
Iteration aus primitiven Korpererweiterungen gewinnen. Sei K ein zweiter
Zerfallungskorper von f.

f
i
:

Dann lasst sich die Einbettung K — K sukzessive auf die primitiven Er-
weiterungen fortsetzen.
K. —2 s K s

K

Angenommen, ;1 sei bereits konstruiert. Dann erhélt man ;

/ﬁd\\_
Ki_l[fL‘] — K 3' i Kf

J Yi—1
K

mittels des Einsetzungshomomorphismus K;_i[z] — Ky, welcher z auf ei-
ne Nullstelle a € Ky von f; abbildet. Der Einsetzungshomomorphismus
ist trivial auf dem Ideal (fi(z)) & K;_1[x]. Somit folgt aus der univer-
sellen Figenschaft des Quotienten die Existenz eines Ringhomomorphismus
@i + K; — Ky, welcher ¢;_; fortsetzt.

Durch Iteration folgt die Existenz eines Ringhomomorphismus
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mit ¢,|x = idg. Da Ky von den Nullstellen von f erzeugt wird, ist ¢,
surjektiv. Andererseits ist ¢, (1) = 1 und somit ist ¢, automatisch injektiv
(Korollar 2.3), also sind K,, und Ky isomorphe Kérpererweiterungen von K.

Satz 19.1. Der Zerfillungskorper eines Polynoms f(x) € K|z| ist als Korperer-
weiterung von K eindeutig bestimmt bis auf Isomorphie.

Beweis: Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus der obigen Konstruktion
von Ringhomomorphismen.
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20 Separable Polynome

Ein Polynom f(z) € KJz| heiBt separabel, falls jeder K-irreduzible Faktor
von f(z) in einem (und damit in jedem) Zerfallungskorper nur einfache Null-
stellen besitzt.

Betrachtet man die Konstruktion von §18 und §19, dann ist klar, dal ein
separables Polynom f(z) € K[z| separabel iiber jedem der Korper K;, i =
1,---,n bleibt! Wir schlieen somit aus der Konstruktion von §19

Satz 20.1. Seien Ky und K} zwer Zerfillungskorper eines separablen Poly-
noms f(x) € K[z]. Dann gibt es mindestens [K; : K| verschiedene Isomor-

phien
K z K
\D /
K

Beweis: OBdA sei K } = Ky = K,,. Per Induktion zeigt man die Existenz
von [K;_; : K] verschiedenen Ringhomomorphismen

K "~ K,

I

Da man z auf jede der Grad(f;) Nullstellen in K, des irreduziblen Polynoms
fi—1(x) € K;_1]z] abbilden kann, ldsst sich ;1 zu grad(f;) = [K; : Ki_1]
Ringhomomorphismen

K, —>K,

l

fortsetzen. Wegen der Gradformel [K; : K| = [K; : K;_1] - [K;—1 : K] (siche
Lemma 12.1), folgt daher die Existenz von mindestens [K; : K| verschiedenen
Ringhomomorphismen y; : K; — K, mit ¢;|x = idg. O

Korollar 20.2. Der Zerfillungskérper Ky eines separablen Polynoms f(x) €
K|[x] ist eine galoissche Erweiterung von K.

Wir beweisen im néchsten Abschnitt die Umkehrung dieser Aussage.
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21 Charakterisierung von Galoissch

Satz 21.1. FEine endliche Korpererweiterung L/ K ist galoissch genau dann,
wenn L Zerfillungskorper eines separablen Polynoms f € Klz| ist.

Beweis: Wegen Korollar 20.2 geniigt es zu zeigen, dafl eine galoissche Erwei-
terung Zerfallungskorper eines separablen Polynoms f ist.

Sei L/K galoissch und o € L. Dann ist

f@) = J[ @—n)

BEG(a)

ein Polynom in L[z|, dessen Koeflizienten unter allen o € G invariant sind.
Es folgt daher aus Satz 3.2

f(z) € Klz].

Die Nullstellen f € G(«) im G-Orbit von « (die sogenannten konjugierten
Elemente) sind per Definition paarweise verschieden, und somit ist f(x) sepa-
rabel. Es folgt Ky & Lund [L: K] < [L: K], falls o« ¢ K. W&hlt man dann
sukzessiv weitere & ¢ K; und definiert analog fekK [x], sieht man leicht
durch Induktion nach dem Grad, dal L der Zerfallungskérper des Produktes

fof-oe st

Der Beweis des letzten Satzes zeigt sogar mehr

Satz 21.2. (Normalitit) Besitzt ein irreduzibles Polynom f(x) € Klx]

in einer galoisschen Erweiterung L/K eine Nullstelle o« € L, dann zerfillt
f(z) € K[x] vollstindig in Linearfaktoren (ndmlich zu den Nullstellen B im
Orbit G(a) € L).
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22 Charakterisierung separabler Polynome

Satz 22.1. Ein (K-irreduzibles) Polynom f € Klx| ist (genau dann) K-
separabel, wenn gilt

ggT(ﬂ%f) = 1.

n

Bemerkung: Fiir ein Polynom f(z) = >_"" ,a;2" definiert man

d - il
%f(x) = ;ai-z-x :

6

Man zeigt leicht (*)
d d d
g = f + g

d d d
@(f'g) = %f‘g + f‘@g

Beweis: [des Satzes] Gilt f(z) = (z — «)? - g(x), dann ist wegen (*)

d
—f = 2v—a)-g(2) + (2= )*(-g) (@)
= (x—a)-h(zx).
Betrachte den der Einsetzungshomomorphismus

K] *~ K,

r /—

mit [ = Kern(y). Dann ist I = (p) ein Primideal in K[z|. Es folgt p | f und
plLf, da(f) =0und ¢(ZLf) = 0. Somit gilt

0T (f.of) # 1.

6Genauer >, a;¢(i)z"~! im Sinne von I §8.
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Bemerkung 22.2. Ist f € K|z] irreduzibel, dann gilt Grad(L f) < Grad(f).
Aus %f # 0, folgt somit ggT(f, %f) = 1 aus Gradgrinden. Somit ist ein
irreduzibles Polynom [ genau dann separabel, wenn gilt

d
— 0.
T () #
(In Charakteristik Null ist daher f also automatisch separabel.)

Man sieht leicht p
Lp=0> f(a) = gla?)

fiir ein Polynom ¢ € KJz| iber einem Koérper K der Charakteristik p =
Char(K). Somit hat dann jede Nullstelle & € L von f mindestens die Viel-
fachheit p.

Beweis: f(a) = 0 = g(f) = 0 fiir 5 = of. Also g(y) = (y — B) - h(y),

beziehungsweise

fla) = (a"=p) - h=z") = (x—a)’ h(z") .
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Kapitel IV - Komplexe Zahlen



23 Fundamentalsatz der Algebra

Sei L eine galoissche Erweiterung von R von Grad n = [L : R] und sei M ein
Zwischenkorper vom Grad m = [M : R]. Sei N die Norm und Sp die Spur
(sieche Appendix).

Lemma 23.1. Ist Sp(z - y) definit auf M, dann gilt M = R.

Beweis: Jeder selbstadjungierte Endomorphismus ¢ von M besitzt dann
einen Eigenvektor xy # 0 in M mit einem reellen Eigenwert A\, (Spektralsatz).
Angewandt auf

pp(z) = Bz (BEM)
liefert dies -z = Ao - . Es folgt § = A\¢g € R nach Kiirzen von z¢ (in M).

Lemma 23.2. Jede nichttriviale galoissche Kérpererweiterung M wvon R
enthdlt einen zu C isomorphen quadratischen Teilkorper Cyy.

Beweis: Wegen N (2?) = N(x)? > 0 fiir alle z € M* definiert
Sp(?)

+Y/N@p
eine stetige Funktion F auf M* = R™ \ {0}. Da F konstant ist auf allen

Geraden {A -z | A € R*}, nimmt F' sein Minimum an ( Kompaktheit der
Einheitssphére in R™).

Fiir jeden Extremwert o € M* von F gilt 7 L F(a + A\8)|s=o = 2N(a?)w -
Sp(a-f— 5p(@?) =1 ) = 0 fir alle § € L. Da Sp(z - y) nichtausgeartet auf

n

M ist (Lemma 24.2), folgt daraus o® = < - Sp(a?) und somit o? € R sowie

Es gilt R(a) = R <= o? > 0. Somit ist fiir das Minimum C; = R(«)
isomorph zu C. Denn anderenfalls wére der Zahler von F' positiv, also

Sp(z*) >0 , VweM

im Widerspruch zum letzten Lemma definit.

"Benutze % Sp(a+A3)? = 25p(af) und 45 N(a+AB)* = 2N (a?)Sp(a~' ) bei A = 0.
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Bemerkung 23.3. Da die Gleichung x*+1 = 0 hichstens zwei Lisungen in
M besitzt, ist der in Lemma 23.2 konstruierte Teilkirper Cyr © M eindeutiq
bestimmd.

Wir folgern daraus den

Satz 23.4 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes Polynom f(X) € C[X]
zerfallt in ein Produkt von Linearfaktoren. Das heifit, C besitzt keine echten
endlichen Erweiterungskorper.

Beweis: Anderenfalls géibe es einen galoisschen Erweiterungskorper L/R mit
Galoisgruppe G vom Grad n > 2. (Begriinde dies!) Wir zeigen G(L/R) ist
zyklisch:

Sei Cp, die eindeutige zu C isomorphe quadratische Erweiterung von R in
L (Lemma 23.2). Wegen der Eindeutigkeit gilt o(Cr) = C,, fur alle o €
G(L/R). Es gibt dann nach Satz ein 0 € G(L/R) mit o|C, # idc, . Aber dann
ist der Fixkorper M = L=<~ der Grundkorper R. Denn anderenfalls existiert
Cy € M. Wegen der Eindeutigkeit in L gilt Cp; = C;, im Widerspruch zu
der Tatsache, dafl o trivial auf C,; operiert.

L
<7
M

Cu Cy
R

Also M = R. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie 16.1 ist also G = <o >
zyklisch. Somit

G = Z/nZ = (Z)27)' x Z/kZ (k ungerade) .

Da der Fixkérper von (Z/27)! eine Erweiterung von R von ungeradem Grad
k wire, folgt ein Widerspruch zu Lemma 23.2 im Fall £ # 1. Also

G = (z)2z)} , (1=22).
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Der Fixkorper von 28727 /2!7Z in L definiert dann einen echten quadratischen
Erweiterungskorper von C. Dies liefert einen Widerspruch, da C keine qua-
dratischen Erweiterungskorper besitzt. (Jedes quadratische Polynom in C[X]
zerfallt in zwei Linearfaktoren. Begriinde dies!).

Damit ist der Fundamentalsatz gezeigt.
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24 Appendix (Norm und Spur)

Sei L/K eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G. Fiir x € L setzen wir

N(@z) = [Jo(x)

ceG

Spx) = Y ola),

oceG

welches nach 14.2 Werte in K liefert. Offensichtlich gilt N(z-y) = N(z)-N(y)
und Sp(x +y) = Sp(z) + Sp(y) sowie N(x) =0 < z =0.

Lemma 24.1. Fir Galoiserweiterungen L/ K definiert

Sp(l'y) ; xa?JGL

eine nichtausgeartete symmetrische K -Bilinearform auf L.

Beweis: Wire Sp(x - y) = 0 fir alle y € L und = # 0 erhielten wir einen
Widerspruch zur 13.3 (lineare Unabhéngigkeit der o € G).

Wir bemerken, daf§ dasselbe Argument auch zeigt

Lemma 24.2. Sei M ein Zwischenkdrper einer galoisschen Erweiterung
L/K, dann ist
SpM<37y) ) xa?JGM

eine nichtausgeartete symmetrische Bilinearform auf M.

Hierbei ist entweder char(K) = 0 und Spys ist definiert wie oben, oder im
Fall char(K) # 0 wird Spys definiert durch

a:r—>Z6(:U)

(Summe iiber alle paarweise verschiedene ¢ = o|y).
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Kapitel V - Endliche Korper



25 Endliche Korper

Sei K ein endlicher Korper.

Die in § 7 definierte Charakteristik ist fiir einen endlichen Kérper K ungleich
Null. Ist p diese Charakteristik, dann erzeugen die Vielfachen des 1-Elementes
einen zu [, isomorphen Teilkérper von [F,, den sogenannten Primkorper.

F, C K .

p

Da K endlich ist, ist die Dimension
n=[K:F)
endlich. Somit K = (F,)" als F,-Vektorraum. Also

#K =q =p" , n = [K:F).
Aus § 8 folgt, dal der durch F(z) = zP definierte Frobeniushomomorphismus

NS

ein Automorphismus (!) von K ist, welcher auf I, die Identitét ist

K

K

F € G(K/F,) .

Aus Lemma 13.1 folgt #G(K/F,) < n. Somit ist unter den n + 1 Automor-
phismen idg, F, F?,--- , F™ ein gleiches Paar F* = FJ.
Daraus folgt fiir m = |j — 1|

1

A

m < n mit F™ = idg .

Sei m kleinst moglich gewihlt.

Behauptung: m = n .

Beweis: Es gilt 27" — z = 0 fiir alle z € K. Das Polynom

m

L

besitzt hochstens p™ verschiedene Nullstellen in K (benutze 18.2 und die
Nullteilerfreiheit). Daraus folgt #K = p™ < p™, also n < m und somit dann
sogar m = n.
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Korollar 25.1. Fiir einen endlichen Koérper K mit ¢ = p™ Elementen gilt
n=#G(K/F,) = K : F)]

G(K/F,) = {idx,F.--- , F"'}
und die Erweiterung K/F, ist galoissch. Insbesondere gilt

F'z)—z=a" —2=0 , VrekK.

Beweis: Eine unmittelbare Folgerung aus 13.1 und der obigen Behauptung,
welche #{id, F,--- ,F" '} 2 n = [K : F,] impliziert.

Korollar 25.2. Ein endlicher Korper K mit ¢ = p™ Elementen ist isomorph
zum Zerfallungskorper K = (Fp); des Polynoms

Beweis: Das Polynom f ist separabel wegen % f(z) = —1, und besitzt somit
mindestens p™ verschiedene Nullstellen. Anderseits gilt (F,); & K wie bereits
in Korollar 25.1 gezeigt. Wegen #K = p" folgt daher (F,); = K.

Korollar 25.3. Je zwei endliche Korper mit p* Elementen sind isomorph.

Beweis: FEine unmittelbare Folgerung aus Korollar 25.2 und 19.1.

Korollar 25.4. Fiir g = p"™ (p prim), gibt es einen Korper mit ¢ Elementen.

Beweis: Betrachte den Zerfallungskorper (F,)r des Polynoms f(x) = 29 — .
Die ¢ Nullstellen von f (siehe Beweis von Korollar 25.2) in (IF,) s sind genau
die Fixpunkte von F" in (F,);. Da die Fixpunkte von F™ einen Teilkérper
L definieren erhélt man auf diesem Weg den gesuchten Korper L mit g Ele-
menten. (Der Schlul von Korollar 25.2 zeigt dann sogar L = (F,)).

Wir bemerken, da die Zwischenkorper F, & M & Fp. genau den Teilern
von n entsprechen. (Die Galoisgruppe G = G(F,»/F),) ist zyklisch von der
Ordnung n).
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Somit ist F,» auf keinen Fall die Vereinigung seiner echten Teilkorper. [Be-

nutze: #F,+Fpz+- - +Fpn1s < 14+p+---+p* ! = % S P —1 < #Fpn).

Somit gibt es ein o € Fyn . |J Teilkérper K & Fpn. Es gilt
#Orbit(a) = n
und daher ist F» der kleinste Teilkérper, welcher F,, und o enthalt

]Fpn — Fp(a) .

Korollar 25.5. Jede endliche Kirpererweiterung Fpn /Fym wird als Kéorper
von einem Element erzeugt.
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Kapitel VI Permutationsgruppen



26 Satz von primitiven Element

Sei K ein obdA® unendlicher Kérper und L/K eine galoissche Korpererwei-
terung mit G = G(L/K).

Jeder Zwischenkorper M von L/K kann aus K durch Hinzunahme von end-
lich vielen Elementen «y, - - -, ap € L gewonnen werden. D.h. M ist der klein-
ste Teilkorper von L, welcher K und die Elemente oy, - - - , a enthélt. (Wegen
[M : K] < oo folgt die Existenz solche Elemente leicht durch Induktion).

Offensichtlich gilt dann

M =LY U = Gun---NG,,

da jedes Elemet aus M sich als ein Bruch f(ay,- - ,a;)/g(aq, -, ) fir
Polynome f,g € K[X7,---, X}] schreiben 148t.

Wir wollen zeigen, dafl es ein o € L gibt mit
M = K(a) .

Ein solches Element « nennt man ein primitives Element von M. Beachte
a € M. OBdA geniigt es dazu den Fall £ = 2 zu behandeln (und dann
Induktion nach k zu benutzen).

Ansatz: a = a1 + Ay fiir geeignetes A € K.

Offensichtlich gilt dann G, N G,, € G,.
Wir miissen \ so wihlen, dafl umgekehrt gilt

ol + dw) = a1 + day , 0€G

impliziert o(a1) = ay und o(ay) = as. Dies gilt aber automatisch im Fall

A £ =) , €€ Orbit(ay), ag #n € Orbit(as) .

(042 -1n)

Da es also nur gilt eine endliche Menge von Zahlen zu meiden, folgt die
Existenz eines solchen A\ bereits aus der Annahme, dafl K unendlich viele
Elemente enthélt.

8wegen Korollar 25.5 sind die Aussagen dieses Abschnitts fiir endliche Korper bereits
bewiesen.
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27 Die Operation von G

Annahme 27.1. Sei f € K[z] ein (normiertes) irreduzibles separables Poly-
nom von Grad n und L = K sein Zerfallungskorper. Die Erweiterung LK
ist dann galoissch mit der Galoisgruppe G = G(L/K).

Es gilt
fla) = [[e = @) €L
i=1
und wegen f? = f, 0 € G permutiert o die Nullstellen aq,--- ,«a,. Dies

definiert einen Gruppenhomomorphismus von G in die symmetrische Gruppe
Sn
G— S, = Bij{ay, - ,a,}) .

Wir behaupten

Lemma 27.2. Die Operation von G auf {aq, -+ ,ap,} ist transitiv, d.h. fir
je zwei a;, o gibt es mindestens ein o € G mit o(a;) = ;.

Beweis: ObdA i = 1. Wire die Aussage falsch, folgt Orbit(a) = G- a &
{oa, -+ yan} und []seq,(z — B) € K[X] wire ein echter Teiler von f im
Widerspruch zur Irreduzibiltéit von f.

Lemma 27.3. Die Abbildung G — S,, ist injektiv.

Beweis: Da L = Ky ein Zerféllungskorper von f ist, ist jedes Element

von L von der Gestalt f(ay, -, a,)/g(aq,--+ ,ay,) fiir Polynome f,g €
K[Xy,---,X,]. Somit operiert ¢ € G trivial auf L, falls o(a;) = «; gilt
fir allei=1,--- ,n.

Also ist die Abbildung G — 5, injektiv.

Lemma 27.4. Fir die Untergruppe G — S,, sind dquivalent
1. Es qilt G — A,
2. Aag, -+ ,ap) = HKj(ai—aj) c K.
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Beweis: 1) = 2) ist offensichtlich. Sei umgekehrt A € K. Ware G ¢ A,,
dann existiert ein 0 € G mit 0(A) = —A in Widerspruch zur Annahme.

Bemerkung: A% € K.

Beispiel (n = 3): Die Galoisgruppe G der Zerfallungskorper L eines irredu-
ziblen separablen kubischen Polynom f ist daher entweder zyklisch von der
Ordnung 3

G = A3 =2 Z/3Z

oder isomorph zur symmetrische Gruppe
G = S3 )
je nach dem ob A? € (K*)? oder A% & (K*)2.

Im letzten Fall A? ¢ (K*)? ergibt sich das Bild

ol
<(13)> / A <(23)>
<(12)>
o K (as) oK (as) oK (A) oK (ay)
\ | /

Bemerkung: Man kann A? leicht aus den Koeffizienten des Polynoms f(x)
bestimmen. (Siehe Lemma 28.1). Im Fall n = 3 etwa ergibt sich fiir das
Polynom f(z) = 2% + az? + bx + ¢

A? = a?b® —4b® — 4a3c — 27¢% + 18abe .

Durch eine lineare Variablensubstitution kann man obdA annehmen f(z) =
2% + px + ¢q. Dann gilt:

A? = —4p® — 274% .
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28 Die allgemeine Gleichung n-ten Grades

Sei R ein kommutativer Ring und G = 5, die symmetrische Gruppe. Diese

operiert auf dem Polynomring R[xq,--- ,x,] in n-Variablen vermoge
T(x;) = xr1y ,i=1,--- ,n.
Die Koeffizienten o, (z1,- - ,z,) des Polynoms
[[X-2) = > (1), - X"
pn=1 v=0

sind invariant unter GG

o, € Rlxy, - ,2,]% .

Lemma 28.1. Es gilt Rlxy, -+ ,2,]% = Rloy, - ,0,)].

Beweis: Induktion nach der lexikographischen Ordnung der Polynome nach
dem Grad. Sei f € R[xy,--- ,x,| G-invariant

f = r-azf" -2 + niedere Terme , (r # 0 in R)

mit m; = my -+ = m,,. Dann ist

g =r-orm .ot oM™ = pg™ 2™ 4 niedere Terme
auch G-invariant. Somit ist f — g € Rz, -+, 1,]¢ und von kleineren Grad
als f. Somit nach Induktion in R[oy, - ,0,].

Es folgt f € Rloy,-- -, 0n).

Bemerkung: Bei dem Einsetzungshomomorphismus

Rlzy, - @] — Rlzy, -+ 2pd]

welcher z,, durch Null ersetzt gilt

o= o, 1<n
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o, +— 0.

Durch Induktion zeigt man damit leicht ? die folgende Aussage: Ist ein
Polynom f(oy,---,0,) der Variablen oq,--- 0, aufgefafit als Polynom in
R[zy,- -+ ,z,] Null, dann ist bereits das Polynom f € R0y, - ,0,] Null.
Das heifit, der Einsetzungshomomorphismus

R[Ulu T 7Un] - R[xlv e 7xn}G
O — O-i(q;17 T 7xn)
ist injektiv und surjektiv. Somit ist R[xy, - - -, 2,]¢ zum Polynomring R[oy, - - , 03,

isomorph.

Korollar 28.2. Sei K ein Kérper. Die symmetrische Gruppe G = S,, ope-
riert auf dem Quotientenkorper

K(xb'" 7xn)

des Polynomringes Kz, -+ ,x,|. Der Fizkorper ist der Quotientenkorper
K(Ul7"' 7O_n)

des Polynomringes Kloy, -, 0,).

Beweis: Klar ist die Inklusion K (o4, -+ ,0,) & K(x1,- -, z,). Sei umgekehrt

feK(xy, - ,v,)%und f = g/h mit g,h € K[z1,--- ,z,] oder

;= Q‘Hg#d"(h) _u
HJEG U(h) v
Dav € K[y, ,1,]% ist folgt aus der G-Invarianz von f alsou € K[y, ,x,]¢.

Das Korollar folgt somit aus dem vorigen Lemma.

Korollar 28.3. S, ist die Galoisgruppe der Erweiterung K(xy, -+ ,x,)/K(o1,++ ,0,).

9Klammere die max. o,-Potenz aus und benutze, dal z,--- ,z, keine Nullteiler in
Rlxy,- -+, x,] sind.
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Korollar 28.4. Jede endliche Gruppe U ist die Galoisgruppe einer Korperer-
weiterung.

Beweis: Sei n = #U, dann definiert die Operation von U auf U von links
eine Injektion U — Bij(U) = S,. Die Koérpererweiterung

K(z1,-- ,2,) /K (2, - - - ,xn)U

ist Galoissch mit Galoisgruppe U.
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Kapitel VII - Kreiskorper



Die n-ten Einheitswurzeln sind die Nullstellen des Polynoms X" — 1, und
damit die Losungen ¢ der Gleichung (" = 1. Im Ké&rper der komplexen Zahlen
sind die dies die Eckpunkte des regelméssigen n-Ecks auf dem Einheitskreis.

Adjungiert man zum Korper der rationalen Zahlen die n-ten Einheitswurzeln,
d.h. betrachtet man den Zerfallungskérper des Polynoms X" — 1 {iber dem
Korper der rationalen Zahlen, dann erhélt man den sogenannten Kreiskorper.
Dies ist ein Galoisscher Erweiterungskoérper von Q. Das Hauptresultat dieses
Kapitel ist die Bestimmung der Galoisgruppe dieser Korpererweiterung (eine
abelsche Gruppe, wie sich herausstellen wird).
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29 Einheitswurzeln

Sei K ein Korper und n eine natiirliche Zahl. Es bezeichne p,,(K) die Menge
der n-ten Einheitswurzeln in K

Beispiel 29.1.
11 (Q) & pin(R )2 {£1}. _
1in(C) = {1 exp(%t), - exp((n — 1)Z)}.

Beachte, u,,(K) ist eine Untergruppe der multiplikativen Gruppe K* von K.
Gilt n = a - b, so sind . (K) und p,(K) Untergruppen von i, (K).

Sind a und b teilerfremd, dann existieren ganze Zahlen o und g mit aa+3b =
1 und es gilt

pn(K) = pa(K) X pup(K)
¢ (¢",¢)
mit der Umkehrabbildung ((1, &) — €7 - ¢¢. (Chinesischer Restsatz).

Satz 29.2. Die Untergruppe p,(K) von K* ist zyklisch.

Beweis: Wegen der chinesischen Restsatzes geniigt es den fall einer Prim-
zahlpotenz zu betrachten. In diesem Fall geniigt es wegen des Hauptsatzes
fiir endlichen abelschen Gruppen zu zeigen, daf§ die Untergruppen der p-
Torsionspunkte hochstens p Elemente besitzt.

Die Gruppe der p-Torsionspunkte in pu, (K) ist aber gerade p,(K). Da die
Gleichung

2 -1 =0
in einen Korper K hochstens p Losungen besitzt folgt die Behauptung.

Beispiel 29.3. [ = (Z/pZ)* ist zyklisch von der Ordnung p.

allgemeiner

Satz 29.4. Fir einen endlichen Kérper F, mit ¢ Elemente ist die multipli-
kative Gruppe (F,)* zyklisch von der Ordnung q — 1.

Beweis: Es gilt (F,)* = pg-1(F,), da jedes Element in [F; der Gleichung
(x4 — 1) = 27 — x = ( geniigt.
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30 Die Einheitengruppe (Z/nZ)*

Ist n = a - b eine Zerlegung von n in teilerfremde Zahlen a und b gilt nach
dem chinesischen Restsatz

Z/n?7 = Z/aZ & Z/VZ
und daher fiir die Einheitengruppe

(Z/nZ)" = (Z)aZ)* © (Z/VZ)" .

Sei daher n = p' eine Primzahlpotenz. Dann gilt folgender

Satz 30.1. Ist n > p' eine Primzahlpotenz, dann gilt

Z/PZ) = Z)(p- D2 x Z/p'T (p#2121),

(Z)2'2) = 7)27 x ZJ2'7*Z (p=2,1=3).

Zusatz 30.2. Im Fall p = 2 wird die zyklische Gruppe der Ordnung 2'=2 in
(Z)2'Z)* von der Restklassenpotenzen der Zahl'5 erzeugt.

Trivial und fiir unsere Zwecke vollig ausreichend ist die Aussage iiber die
Kardinalitdten p(n) = #(Z/nZ)*

plab) = @(a)p(b) , (a,b) =1

und

Wir verzichten daher auf eine Beweis des obigen Satzes.

Beweisskizze (im Fall p > 2): Man hat im Ring Z/p'Z das von p erzeugte
maximal Ideal mit dem Restklassen Homomorphismus

Z/p'7 — F,=7/vZ .
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Offenischtlich bilden sich Einheiten auf Einheiten ab, und da jede zu p tei-
lerfremde Zahl so auch zu p' teilerfremd ist folgt

T (Z/pL) > F 2 Z)(p—1)Z .
Der Kern dieser Abbildung besteht aus alle Elemente der Gestalt

1 —prmodp'Z | (z€Z).

Es geniigt zu bemerken, da8 jede solche Zahl modulo p'Z ein Inverses besitzt,
néamlich

l—lxl—l

1+pr+p*ac?+-- +p mod p'Z .

Bestimmung von Kern(w) Der | Logarithmus log(1 — px) ”

1-— d p'Z -1 v1(zp)” d p'Z
px mod p'Z — > (1) _— mod p

v=1

ist ein expliziter Isomorphismus (im Fall p = 3)

(Kern(r),-) = (pZ/p'Z,+) = Z/p'Z .

Wir iiberlassen dies als Ubungsaufgabe. Wegen # Kern(r) = p=' = #(pZ/p'Z)
geniigt es die Surjektivitat der Logarithmenabbildung und die Homomorphie-
eigenschaft zu zeigen (Sowie die Wohldefiniertheit!). Die erste Aussage zeigt
man mit Hilfe einer ,,Exponentialabbildung”.

Zusammenfassung: Da Kern(m) und F; abelsche Gruppen mit zueinander
teilerfremde Ordnung sind, folgt fiir p > 2

(Z/p'Z)* = Kern(r) @ Bild(n)
und daher

(Z/Yz)y = 2/p'2 ®© Z)(p—1)Z

bzw. wegen des chinesischen Restsatzes

(Z/p'Z) = 7/ (p—1)Z .
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31 p, als Galoismodul

Sei L/ K eine galoissche Korpererweiterung. Dann operiert G = G(L/K) auf
den n-ten Einheitswurzeln p,,(L) von L.
Dabei gilt

ord(() = n<=ord(c(()) = n
fiir alle 0 € G.

Bemerkung: Wie wir bereits wissen ist p,(L) eine zyklische Gruppe (29.2),
somit erzeugt von einer Einheitswurzel ¢ € p,,(L). Indem man n durch ord(¢)
ersetzt, kann man annehmen ord(¢) = n. Das heifit oBdA gilt

pn(L) =< (>= Z/nZ .
Dann gilt offensichtlich

Lemma 31.1. Firn € p,(L) sind dquivalent

(@) <n>= (L)
(17) ord(n) = n
(i1i) n = ¢™ fir ein m € N mit (m,n) = 1.

Eine Einheitswurzel € p,(L) mit diesen dquivalenten Eigenschaften heifit
primitive n-te Einheitswurzel.

Wir folgern daher, daf§ die Galoisgruppe primitive n-te Einheitswurzeln auf
primitive n-te Einheitswurzeln abbildet. Das heifit fiir jedes o € G gibt es
ein m = m(o) so daf gilt

o(¢) = ¢™ mit (m,n)=1.

Die so definierte Galoisoperation auf pu, (L) definiert daher einen Gruppen-
homomorphismus

¢:G— (Z/nZ)*

o — m(c) mod n

von G in die Einheitengruppe des Ringes Z/nZ.
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Zur Erinnerung: m ist invertierbar modulo n genau dann, wenn m und n
teilerfremd sind (eine unmittelbare Folgerung aus dem Euklidischen Algo-
rithmus).

Bemerkung 31.2. Im Spezialfall, wo L = K({) der Zerfillungskdrper des
Polynoms z™ — 1 iiber K ist, ist die Abbildung ¢ : G — (Z/nZ)* injektiv.
Man nennt dann L einen Kreiskérper tiber K erzeugt von den n-ten Ein-
heitswurzeln.

Beweis der Injektivitit: Fir o € G(K(¢)/K) = G gilt

¢(0) = 1=0(()=¢

oder damit

o(n) = n fir alle n = ¢" € p(K(C)) -

Da G treu auf den Nullstellen 1 des Polynoms f(z) = 2" —1 operiert (Lemma
27.3) ist somit ¢(o) = 1 dquivalent zu o = id.
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32 Die Kreisgleichung iiber Q

Sei
on(X) = H (X = (), ¢ primitiv .

¢n=1

Offensichtlich gilt ¢,, € Q[X].
Satz 32.1. ¢,,(X) ist iber Q irreduzibel.

Zum Beweis zeigen wir fiir jeden iiber QQ irreduziblen Teiler f von ¢,:

(x) f(¢Q) = 0= f(¢") =0

fiir jede zu n teilerfremde Primzahl |.

Wiirde (*) nicht gelten, folgt aus ¢, = f - ¢ dann g(¢') = 0, da ¢’ eine
Nullstelle von ¢,, ist. Somit wire ¢ eine Nullstelle von g(X!). Also

f= 99T(f,9(X")) .
Falls f, g € Z[X] '° finden wir dann wie folgt einen Widerspruch:

Modulo [ gilt ' g(X)! = g(X?), also wegen g' = g(X') = f - h € F|[X]
B o= f.g = i,

Daraus folgt, daB ¢, und damit X™ — 1 eine doppelte Nullstelle in einem
geeigneten Erweiterungskorper von IF; besitzt.!?
Dies steht im Widerspruch zu (beachte gg7'(n,l) = 1!)

ggT (X" —1,nX" 1) = 1 (inF[X]).

Beweis des Satzes. Sei ( eine Nullstelle von f. Dann ist jede primitive n-te
Einheitswurzel von der Gestalt (" fiir eine zu n teilerfremde ganze Zahl.
Wendet man (*) auf die Teiler von m an, zeigt dies, dafl f und ¢,, dieselben
Nullstellen besitzen. Also gilt f = ¢, (bis auf eine Konstante).

10Djes folgt aus dem Gauf’schen Lemmal

folgt aus dem kleinen Fermat

2Da f normiert ist, gilt Gradx (f) = Gradx(f) > 1. f besitzt daher eine Nullstelle in
einem Zerféllungskorper iiber ).
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Korollar 32.2. Der Kreiskorper L der n-ten Finheitswurzeln tiber Q ist der
Zerfdllungskorper des Polynoms ¢,(X) tber Q. Fir die Galoisgruppe G der
Koérpererweiterung L/Q gilt

G = (Z/nZ)" .
Beweis: Da die primitiven n-ten Einheitswurzeln die Gruppe der n-ten Ein-

heitswurzeln erzeugt, stimmen die Zerfallungskérper von X™ — 1 und ¢, (X)
iiberein. Nach 31.2 gilt allgemein

¢:G— (Z/nZ)" .
Anderseits gilt wegen K = Q und Satz 32.1

G| 2 degx(¢n) = #(Z/nZL)"

und somit folgt, dafl ¢ ein Isomorphismus ist.
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33 Appendix (Das Gaufl Lemma)

Fiir ein Polynom f(X) # 0 in Q[X] gibt es eine (bis auf das Vorzeichen)
eindeutig bestimmte rationale Zahl ¢(f) € Q* so daf

fX) = e(f)- ) aX' , a €N
i=0
gibt mit

ggT(CLU?"' aan) = 1.

Lemma 33.1. Fir nicht verschwindende Polynome f,g in Q[X] gilt

c(fg) = c(f) - clg) -

Beweis: OBdA ¢(f) = ¢(g) = 1. Dann ist f - g ganzzahlig und wir miissen
nur zeigen, daf} alle Koeffizienten von f - g teilerfremd sind. Wére dies nicht
der Fall gibt es ein Primzahl p mit

f-g=1[f3=0 inF[X].
Da F,[X] nullteilerfrei ist, folgt f = 0 oder g = 0. Also ist entweder c(f)
oder ¢(g) durch p teilbar im Widerspruch zur Annahme ¢(f) = ¢(g) = 1.

Das obige Argument benutzt das

Lemma 33.2. Ist R nullteilerfrei, dann ist auch der Polynomring R[X| null-
teilerfrei.

Beweis: Seien f(X) = ao-X"+.. und g(X) = by- X™+... nichtverschwindende
Polynome vom Grad n resp. m. Dann gilt ay # 0 bzw. by # 0 in R. Aus
0 = f(X)-g(X) = agby - X™™™ + ... wiirde folgen apby = 0. Wegen der
Nullteilerfreiheit von R gilt daher f(X)g(X) # 0 in R[X].
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Kapitel VIII - Auflosbarkeit



Von historischer Bedeutung fiir das Losen von Polynomgleichungen waren
explizite Formel fiir die Nullstellen, welche in Termen von Wurzeln hinge-
schrieben werden konnen. Das klassische Beispiel ist die Formel von Vieta fiir
die Nullstellen quadratischer Polynome. Ahnliche, aber komplizierte Formeln
hat man fiir kubische Polynome und sogar fiir Polynome vierten Grades.

Es war eine bahnbrechende Leistung des Mathematikers N. Abel zu zeigen,
dass es fiir die Nullstellen von Polynomen f(X) fiinften Grades im allgemei-
nen keine geschlossene Formeln mit iterierten Wurzeln mehr gibt. Gébe es
namlich eine solche Formel, wire der Zerfallungskérper von f(X) in einem
Turm von Radikalerweiterungen enthalten. Radikalerweiterung'® entstehen
durch Ziehen einer n-ten Wurzel aus einer Zahl, sind also Zerfallungskorper
von Polynomen vom Typ X" — a.

Die Galoisgruppe des Zerfiallungskoérper eines solchen Radikalpolynoms, ist
im Fall @ = 1 (Kreisgleichung) abelsch, im allgemeinen Fall fast abelsch
(ndmlich auflosbar). Tatsdchlich kann man zeigen, dass der Zerfallungskorper
eines separablen Polynoms f genau dann in einem Turm von Radikalerweite-
rungen liegt, wenn die Galoisgruppe des Zerfallungskorpers auflosbar ist. Der
Satz von Abel reduziert sich damit auf die Aussage, dass die symmetrische
Gruppe S5 nicht auflosbar ist (es geniigt dazu, dass der Normalteiler A5 nicht
auflosbar ist).

13Radikal kommt hier vom Wort Radix=Wurzel, da eine n-te Wurzel gezogen wird.
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34 Radikalerweiterungen I

Sei n eine natiirliche Zahl und K ein Korper. Wir machen die

Annahme 34.1. char(K) [ n

Wir bemerken, da$ fiir « € K und char(K) fn das Radikalpolynom
f00) = X" —a

separabel iiber K ist. Auf Grund der obigen Annahme ist der Zerfallungskorper
L des Polynoms
X"—a,a€e K"

daher eine galoissche Korpererweiterung von K.

Ist « € L , @™ = a eine Nullstelle des Polynoms, dann zeigt man mit Hilfe
der Substitution X +— a - X leicht

X" —a= H(X — (),
¢
wobei das Produkt die Nullstellen ¢ des Polynoms X" — 1 durchléuft.

Folgerung 34.2. Fir den Zerfdillungskorper L des Polynoms X™ — a tiber
K qilt:
L=K( a)

wobei  eine positive n -te Finheitswurzel ist und o eine Nullstelle des Poly-
noms X" — a 1st.
L

K(¢) = K’

K

Wir wissen bereits, dal K(¢)/K galoissch ist mit abelscher Galoisgruppe
(31.2).

Da L/K galoissch ist, ist auch L/K’ galoissch. Wegen

L = K'(«a)
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operiert die Galoisgruppe G’ = G(L/K') treu auf den Nullstellen des Poly-
noms X" — a. Das heisst

T(a)=a =T1=1id
tir 7 € G.

Lemma 34.3. Die Galoisgruppe G' der Kérpererweiterung L)/ K' ist abelsch
und als Untergruppe der zyklischen Gruppe

G' — Z/nZ

sogar zyklisch.

Beweis: Fiir 7 € G gilt wegen a € K

Somit folgt

fitr ein ¢, € p(L) = pin(K").
Fir o, 7 € G gilt
o(r(@)) = o(G-a) = 0(¢) G- a
oder mit anderen Worten (a # 0, v # 0).
Cor = 0(G) - Go -

Spezialisiert man dies auf den Fall 0,7 € G’, folgt wegen ¢, € pu,(L) =
tn(K'), daB
G — un(K') = Z/nZ

TH——>(; .

einen Gruppenhomomorphismus definiert. Wie bereits erwahnt gilt fir 7 € G’
aber 7 = id < T(a) = a < (, = 1. Somit ist die konstruierte Abbildung

injektiv.

Ubungsaufgabe 34.4. Ist m = |G'|, dann ist L der Zerfillungskorper von
X™ — b diber K', wobei b =a firn=d-m und b € K'.
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35 Radikalerweiterungen II

Wir betrachten nun eine Umkehrung der Aussage des letzten Abschnitts.

Annahme 35.1. Sei K’ ein Korper und m € N gegeben mit den Figenschaf-
ten

e char(K') fm
o un(K') =2 Z/mZ.

(Das heifit K' enthdlt alle m-ten Einheitswurzeln).

Bemerkung: Wir haben hier die Situation von K’ = K(¢) von VIII.1.3 im
Auge. Mit den Bezeichnungen von 34.3 und 34.4 ist ndmlich Annahme 35.1
erfiillt fiir jeden Teiler m von n, insbesondere also fiir m = |G’| mit den
Bezeichnungen aus 34.4.

Diagramm:
L
Z/mZ
K , (K =2 Z/mZ .

Sei nun L/K’ eine zyklische Korpererweiterung mit Galoisgruppe G' =
G(L/K') = Z/mZ, dann gilt

Satz 35.2. Es gibt ein b € K', so daf$ L isomorph ist zum Zerfdillungskorper
des Polynoms
X" —b

tiber K'.

Beweis: Wir wihlen eine primitive m-te Einheitswurzel ¢ in K’ und machen
den Ansatz

wobei y € L und 7 ein Erzeuger der zyklischen Gruppe G’ ist.
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Behauptung: b= a™ € K’ und L = K'(«), falls a # 0.

Es gilt
m—1 m—1
(@) = Y Ty = ¢ T
=0 =0
also
T(a) = (-«

Daraus folgt fiir b := o™
b = o™ € K’

wegen 7(b) = 7(a™) = (@)™ = ("™ = o™ = b fir alle 7 € G’. Somit ist
« eine Nullstelle von f(X) = X" — b € K'[X], ebenso wie die Konjugierten
7(a), 7% (), - . Wegen 7%(a) = (*-« liefert dies alle m Nullstellen von f(X).
Also istL der Zerfallungskorper L' ' von X™ — b iiber K’. Offensichtlich gilt
K CL' CL.

Beachte [L : K'] = |G'| = m und [/ : K'] = |G(L'/K")| =2 m, da die
Automorphismen id, 7,72, - - - eingeschriinkt auf L' = K’(«) alle verschieden

sind wegen ‘ A
r(a) = (o

Dazu ist aber nétig: a # 0.

Wegen der linearen Unabhéingigkeit der Automorphismen 1,7,72,--- ist es
aber immer moglich y € L a priori so zu wéhlen, dal o # 0 gilt (11.2.3).

14 £(X) ist separabel nach 35.1 wegen 34.1. Somit ist L'/K’ galoissch.
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36 Quotientengruppen

Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe von G. Wir definieren auf G eine
Aquivalenzrelation durch

g1 ~g G2 3IheH, g1=h-go.

Die Menge der Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit H\G. Eine Aquivalenzklasse
bezeichnen wir mit H -g. Ist G endlich, gilt offensichtlich |G| = [(H\G)|-|H]|.

Sei nun H ein Normalteiler in G. Wir schreiben dann auch
H < G.

In diesem Fall kann man auf H\G in natiirlicher Weise eine Gruppenstruktur

definieren durch
Hg,-Hgy, = Hgigo .

Wir miissen uns davon iiberzeugen, dafl dies wohldefiniert ist:
Seien g} und g4 so dafl gilt Hg; = Hg}. Dann gilt ¢} = h;g; und somit g; g =

hlgl : hggg = (hlgl . hggf1>glg2. Da hl € H und glhggfl € H (Normalteiler
) folgt die Wohldefiniertheit

g195 € Hagrgo .

Es folgt dann sofort klar, dafl H - 1 das neutrale Element der Gruppe H\G
ist und Hg~! das inverse Element von Hg. Das Assoziativgesetz gilt auto-
matisch. Mehr noch:

Die Abbildung
g : G— H\G
g—H - g
ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern Kern(my) = H.

Folgerung 36.1. Fiir jeden Normalteiler H <1 G gibt es einen surjektiven
Gruppenhomomorphismus gy : G — H\G mit Kern H.
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Wir bemerken, dafl der Kern eines Gruppenhomomorphismus
7. G— G
immer ein Normalteiler in G ist
Kern(m) @ G
wegen m(ghg™) = w(g)m(h)m(g!) = n(g)w(g~!) = m(1) = 1 fiir alle h aus
Kern(r).
Lemma 36.2. Ist 7 : G — G’ ein surjektiver Gruppenhomomorphismus,

dann gilt

G' = Kern(n)\G
fiir den Normalteiler H = Kern(m) in G.

Beweis: Dies folgt aus der ”universellen Eigenschaft von Quotienten”, welche

wie im LAII Skript bewiesen wird:
G —~H\G
G/

Wir setzen ¢(H - g) = m(g). Dies ist ein wohldefinierte surjektiver Gruppen-
homomorphismus. Wegen ¢o(H - g) = 1 < g € H < 7w(g) = 1 ist ¢ auch
injektiv, also ein Isomorphismus

p: H\G=—— @&

Lemma 36.3. Das Zentrum Z(G) = {g € G|gh = hg ¥V h € G} ist ein
Normalteiler von G.

Beweis: Trivial.
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37 Anwendung auf Galoiserweiterungen

Ist L/K eine galoissche Korpererweiterung mit Galoisgruppe G und K’/ K
eine galoissche Korpererweiterung mit Galoisgruppe G’ so, daf gilt

KCK CL.
Nach §17, Aussage (4) gilt dann fiir jedes 0 € G

o(K') = K'.

Somit definiert
m: G — G

o — o|K’

einen Gruppenhomomorphismus. Nach Lemma 36.1 ist 7 surjektiv. Der Kern
besteht aus allen Automorphismen von L/ K, welche auf K’ die Identitét sind,
also aus Gal(L/K").

Aus 36.2 folgt
Folgerung 37.1. Fir K C K' C L und K'/K sowie L/K galoissch gilt

Gal(K'/K) = Gal(L/K')\Gal(L/K)].
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38 Auflésbare Gruppen

Definition 38.1. Fine Gruppe G heifst auflésbar, wenn es eine aufsteigende
Kette von Untergruppen

1 CU C Uy CU, = G
gibt, so daf$ gilt

e U, 1 < U; (Normalteiler)

o U, 1\U; ist eine zyklische Gruppe.

Da in einer abelschen Gruppe jede Untergruppe ein Normalteiler ist, folgert
man leicht aus dem Hauptsatz fiir endliche abelsche Gruppen:

Beispiel 38.2. Jede abelsche Gruppe ist auflésbar.

Lemma 38.3. Ist H << G ein Normalteiler und 7 : H — H\G = Q der
Quotientenhomomorphismus. Dann sind dquivalent:

(i) G ist aufiosbar
(i) H und Q sind auflosbar.

Wir skizzieren den
Beweis: (i) = (i7)
Die Gruppen 7(U;) = V; bilden eine aufsteigende Kette von Untergruppen
1CViCVy--CV,=Q in Q mit V;_; <V; und V;_1\V; zyklisch.

Ui —=U; —=U;1\U;

.

v
Viei —=V, —5V,_1\V,
Analog zu LAII konstruiert man namlich eine Abbildung

™ Ui—l\Ui I ‘/;—1\‘/1‘

Uiy - g——=Viy - 7T(g)
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Dies ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Da U;_;\U; zyklisch ist, ist
somit der Quotient V;_1\V; wieder zyklisch. Dal V;_; ein Normalteiler in V;
folgt aus v;Vi_1v; ' = m(w) 7 (U1 m(uy) 7t = w(uUs_qu; ") C 7n(Uiy) = Vi1
Es folgt, dal @ auflésbar ist.

Analog definiert V;/ = U;N H eine aufsteigende Kette 1 CV/ C V... C V! =
H von Untergruppen von H. Es gilt offensichtlich V' | <V und

‘/;/—1\‘/;/ - ‘/ifl\‘/z’

! / !
Vi vir—=Viog v

definiert einen injektiven Gruppenhomomorphismus. Somit ist V/ \V/ als
Untergruppe der zyklischen Gruppe V;_1\V; wieder zyklisch. Somit ist H
auflosbar.

(i) = (1)
Seien H und @ auflésbar und 1 C VY C Vj--- C V) = Hresp. 1 CV} C
Voo C 'V, = (@Q die entsprechenden aufsteigenden Ketten.

Dann definiert
Uu = V/ i=1,---.m

)

Untj = Tr_l(‘/j) Jg=1--,n

eine aufsteigende Kette von Untergruppen in G mit den gewiinschten Eigen-
schaften. Die surjektive Abbildung

Untj-1\Un+j —=V;-1\Vj
definiert durch

Untj—1-ur—V;_1 - 7m(u)

ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus. Somit ist die linke Seite U4 j—1\Up+;
isomorph zuV;_1\V}, also zyklisch. Man zeigt leicht, daff die Kette

die gewiinschten Eigenschaften U;_y <U; und U;_1\U; zyklisch besitzt. Somit

ist GG auflosbar.
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39 Auflésbare Korpererweiterungen
Eine galoissche Korpererweiterung L/K heifit auflésbar, wenn die Galois-
gruppe G = Gal(L/K) eine auflosbare Gruppe ist.

Beispiel: K(¢)/K ist auflésbar, wenn ¢ = (, eine primitive n-te Einheits-
wurzel ist (falls n eine zur Charakteristik von K teilerfremde Zahl ist).

Mit diese Bezeichnungen gilt
Lemma 39.1. Aquivalent sind fiir eine galoissche Korpererweiterung LK

(i) K;/K aufiosbar.
(1) K¢(C)/K auflosbar.
(111) K¢(CQ)/K(C) auflisbar.

Beachte: K;(¢) = K(xn_1)s ist galoissch iiber K.
Ky(¢)
K

Beweis: Eine unmittelbare Folgerung aus Lemma 38.3.
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40 p -Sylowsitze

Eine Untergruppe P & G eine endlichen Gruppe G heifit p -Sylowgruppe,
wenn p teilerfremd zu |G|/|P| ist und |P| eine Potenz von p ist.

Satz 40.1. G besitzt p -Sylowgruppen fiir jede Primzahl p.

Beweis: Wir schlieBen durch Induktion nach |G|. Fiir abelsche Gruppen folgt
die Aussage unmittelbar aus dem Hauptsatz fiir endlich erzeugte abelsche
Gruppen. Somit gilt die Aussage fiir das Zentrum Z(G) von G.

Sei Z,(G) die p -Sylowgruppe von Z(G). Offensichtlich ist dann Z,(G) ein
Normalteiler
Z,(G) < G .

Seim: G — Q = G/Z,(GQ) die Quotientenabbildung. Dann ist P = 7~ !(Py)
eine p-Sylowgruppe von G, falls Py eine p-Sylowgruppe von () ist. Per Induk-
tion konnen wir daher annehmen, da§ Z,(G) = {1} trivial ist. Mit anderen
Worten:

obdA (|Z(G)|,p) = 1.

Wir betrachten nun die Konjugationsoperation von G auf G. Es gilt

Gl = 12(G)] + Y IGI/IG.]

T

wobei die Summe iiber Konjugationsklassen von G erstreckt wird fiir die gilt

G, #G.

ObdA gilt weiterhin p ||G|, da anderenfalls die Aussage des Satzes trivial ist.

Folgerung 40.2. Fir mindestens eine Konjugationsklasse x gilt
(P, 1G]/1Ga]) = 1
wegen p | |G| und p [ |Z(G)].

Eine p-Sylowgruppe von G,, welche wegen G, ¢ G per Induktion existiert,

ist somit auch eine p -Sylowgruppe von G.
O
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Satz 40.3. Je zwei p -Sylowgruppen P und P’ einer endlichen Gruppe G
sind konjugiert.

Beweis: Betrachte die Operation von P auf X = G/P" durch Multiplikation
von links. Wegen

P, X)) =1,

und da die Orbiten der p -Sylowgruppe P entweder aus Fixpunkten bestehen
oder eine durch p teilbare Kardinalitét besitzen folgt

|X| = |P-Fixpunkte in X| mod p .

Aus p | X| folgt daher die Existenz eines Fixpunktes g P in X. Mit anderen
Worten:
P.g-P =gqg-PF

beziehungsweise Vp € P dp/ € P’ mit p-g=¢-p'.
Damit gilt ¢g7'Pg C P’ und aus Kardinalititsgriinden ¢ 'Pg = P'. O

Analog zeigt man folgende
Variante: Jede p -Gruppe P von G ist in einer p -Sylowgruppe enthalten.

Beweis: Wie oben zeigt man, dafi gPg~! fiir geeignetes ¢ € G in einer
gegebenen p -Sylowgruppe P’ enthalten ist. Somit ist P in der p -Sylowgruppe
g 'P'G von G enthalten.
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41 Die Gruppe A;

In einer auflésbaren endlichen Gruppe G gilt °:

GGl S G .

Wir zeigen

Lemma 41.1. [As5, As] = A5 oder [A,, Al = A, firn =5

und folgern daraus

Lemma 41.2. A5 und damit auch S5 sind nicht auflosbare Gruppen.

Beweisansatz: Jedes Element von A, schreibt sich als Produkt von einer
geraden Anzahl von Transpositionen.
Es geniigt daher

(ab) (cd) € [An, Ay

Zwei Félle:
e b=c,dann gilt (a b)(cd) = (abc)
e a,b, c,d paarweise verschieden, dann gilt
(ab)(cd) = (ab)(bc)(be)(ed) = (abe)(bed) .
Es geniigt daher

(abc) € [An, Ayl
Aber

(abc) = [(ac)(de) , (cb)(de)] € [A,, Ay

fiir paarweise verschiedene Elemente a, b, ¢, d, e! O

15in einer Normalteilerkette {1} S U & Up--- & U, = GmitU;_; <U; und
zyklischen Subquotienten U;/U;_; gilt notwendigerweise |G, G] € U,,_1.
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42 Dreiteilung des Winkels

Es gilt
cos(3a) = 4cos(a)® — 3cos(a)

und somit fithrt die Dreiteilung des Winkels § = 3a auf die Losung einer
Gleichung
4X*—3X —a = 0

oder fiir Y =2X

Y3-3Y —2¢ = 0.

Ist a ganz und a = 2, so ist die obige Gleichung irreduzibel iiber Q, da
Y = £1,+2, +4 keine Nullstellen sind (Lemma von Gauf).

Folgerung: Im allgemeinen ist die Dreiteilung eines Winkels mit Zirkel und
Lineal nicht maglich.
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43 Korper der mit ZL konstruierte Punkte

z,w € C konstruierbar = z &+ w konstruierbar = z/w konstruierbar.
Wegen Winkeladdition ObdA z,w € R.

Dann schliefit man aus dem Struktursatz £ = Z. Setze a = 1, dann ist = der
gesuchte Punkt.
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Kapitel IX - Differentiale



44 Universelle Derivationen

Sie R — S ein Ringhomomorphismus und sei M ein S-Modul (und somit

auch ein R-Modul).

Wir betrachten die Gruppe Derg(S, M) der R-Derivationen

D:S— M,
d.h. R-lineare Abbildungen mit der Eigenschaft
(*) D(81 . 82) = S1° D(SQ) + So - D(Sl) .
Bemerkung: Es folgt D(r) =r-D(1) +1- D(r) und wegen der R-Linearitét
somit D(r) = 0 fiir alle » € R. Umgekehrt ist eine additive Abbildung mit

der Eigenschaft (%) eine R-Derivation, falls gilt D(r) = 0 fiir r € R.

Bemerkung: Aus (x) folgt durch Induktion nach n sofort

Satz 44.1. FEs gibt eine universelle R-Derivation
d:S— Q(S/R)

so, daf jede andere R-Derivation D : S — M durch eine eindeutiq bestimmte
S-lineare Abbildung f : Q(S/R) — M induziert wird

S D M

7

Q(S/R)

Beweis:  Setze Q(S/R) = &,.q5 - ds/(Relationen), wobei geteilt wird
durch den von den Relationen (x)

d(81 : 82) = S1° d52 + 8o - d81
d(Sl + 82) = d81 + d82
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dr = 0, reR

erzeugten S-Untermodul von €, ¢S - ds. Setze d : s — ds. Die univer-
selle Eigenschaft von Q(S/R) folgt dann unmittelbar aus der universellen
Eigenschaft von Quotienten.

Fiir die Gruppe der R-Derivation gilt also
Derr(S,M) = Homg(2S/R),M) .

Bemerkung 44.2. Es gilt Derg(S, M) =0 fir alle S-Moduln M dann und
nur dann, wenn gilt Q(S/R) = {0}. (Setze ndmlich M = Q(S/R)).

Bemerkung 44.3. Aus der Konstruktion von Q(S/R) folgt Q(S/R) = 0,
falls R — S surjektiv ist.

Behauptung 44.4. Fir den Polynomring S = R[X] ist
Q(S/R) = S-dX

ein freier S-Modul vom Rang 1.

Beweis: Sei D : S — M eine R-Derivation, dann gilt fiir s = Y ;X% a; € R
DO aX') = > a;-i- X" D(X).

Setzt man daher ds = a; 1 X*-dX € S -dX

s D M

7
X\ T

S-dX

so folgt aus der Freiheit des Moduls S - dX, dafl f(s-dX) = s- D(X) wohl-
definiert ist. Dies zeigt die universelle Eigenschaft.

Mit anderen Worten: Die universelle R-Derivation auf R[X] wird einfach
durch formales Ableiten nach X gegeben!

df(X) = F(X)-dX
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45 Die Quotientenregel

Lemma 45.1. Fir Lokalisierungsabbildungen R — Rg gilt Q(Rs/R) = 0.

Allgemeiner sogar

Lemma 45.2. Es gilt Q(Rs/R') = Rs ®r Q(R/R’) fiir beliebige Ringhomo-
morphismen R’ — R. Genauer: Man hat ein kommutatives Diagramm

R d Q(R/R)

1®Rid

RS 3! ds RS ®R Q(R/R/)
Beweis: Beachte, Regel (%) angewendet auf s -r/s = r fiir eine beliebige
Derivation D : Rg — M impliziert
D(r/s) = s'-D(r)—r/s* D(s) .
Dies erzwingt den Ansatz
ds(r/s) = st ®@rdr —r/s* @g ds .
Mehr noch : Zwei Derivationen D; : Rg — M welche auf R iibereinstimmen

sind gleich. Man muf} zeigen, dafl der Ansatz wohldefiniert ist und eine R’-
Derivation dg : Rg — Rs @ Q(R/R') liefert.

Wohldefiniertheit: Es gilt fiir s, € Sund r € R

ds(ré/s3) = (s8) ' @prd(rs) — ri/(s5)*> @gd(ss)

= (58)"' @g (3dr +rd3) — r5/(s3)* g (sd5 + 3ds)
= s '@pdr — r/s* Qg ds
= dg(r/s).

Dies geniigt, da (r3 — 7s)5 = 0 impliziert

r/s ~ 155/sés ~ Ts5/sss ~ 7/5.
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Produktregel: Offensichtlich gilt dg('/1) = 0 fiir ' € R’. Weiterhin gilt
ds(ri/s1-12/s9) = (s182) ' @pd(rira) — 717r9/(5152)° @R d(5152)
= (5180) ' ®p (r1dry + 1odry) — r1r2/(5152) ®p (s1dss + sadsy)
= r1/s1- (85 @pdry —ro/ss @rdsy) + 1o/s0- (57 @pdry —1r1/57 Qp ds;)
= r1/s1-ds(ra/sa) + 12/s2-ds(r1/s1) .
Zum Beweis von Lemma 45.2 verbleibt noch der Nachweis der universellen Ei-

genschaft von dg : Rg — Rg @ Q(R/R’). Betrachte dazu eine R'-Derivation
D : Rs — M und das Diagramm

R : O(R/R)
1®pid - H'f
Ry B Rs@pQB/R) TSy

Die universelle Eigenschaft von d liefert eine eindeutige R-lineare Abbildung
fe Hom(Q(R/R'), M) ,

so dafl f od auf R mit D iibereinstimmt.

Wir benutzen nun die folgende

Ubungsaufgabe: Sei N ein R-Modul, M ein Rg-Modul. Dann stiftet die Zu-
ordnung fs — f := fso (1 ®pid) eine Bijektion

Homp,(Rs ®r N,M) = Hompr(N,M)]|.

Dies liefert fg € Homp,(Rs ®@r Q(R/R'), M) .
Da D und fg o dg auf R iibereinstimmen und Derivationen sind, gilt

D = fsods.

Die Eindeutigkeit von fg folgt aus obiger Ubungsaufgabe und der universellen
Eigenschaft von d : R — Q(R/R'), d.h. der Eindeutigkeit von f. O
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46 Transitivitat

Lemma 46.1. Secien R — S und S — T Ringhomomorphismen, dann gibt
es eine exakte Sequenz von T-Moduln

T s QUS/R) — QT/R) — Q(T/S) — 0 .

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus der Konstruktion in § 43 in der Form der
Sequenz

T ®s8Q(S/R) —¥ @ T - dt/(R-Relationen) — @ T - dt/(S-Relationen)

teT teT

gegeben durch die Abbildung

Y :tR®g s1dsy — tsy - dsy

da die S-Relationen aus den R-Relationen durch Hinzunahme der Bedingun-
gen ds = 0, s € S entstehen. Dies sind genau die Erzeuger des T-Moduls
Bild(p).

O

Im Fall, wo 7 : S — T ein surjektiver Ringhomomorphismus mit Kernideal
I ist, gilt natiirlich Q(7"/S) = 0. Man hat also dann

T ®s Q(S/R) ‘ Q(T/R)

und man erhélt eine induzierte Abbildung

Homr(QUT/R), M)

Homy(T ®s Q(S/R), M)

Homg(QUS/R), M)

Dery(T, M) Derg(S, M) .
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welche direkt durch Dy — Dg = D o m beschrieben werden kann. Hierbei
ist M ein beliebiger T-Modul (und somit auch ein S-Modul).

Sei nun umgekehrt
Dg:S— M

eine beliebige R-Derivation in den T-Modul M. Dann gilt fiir s = s; - 5o € I?
wegen ()
D(S) = 81D(82) + SQD(Sl) =0 5

da s; und sy null in 7" sind und daher wie die Null auf M operieren.
Weiterhin faktorisiert Dg iiber die Quotientenabbildung 7 : S — T

DSIS

N

genau dann, wenn gilt Dg(7) = 0. Somit liegt das Hindernis fiir das Faktorisieren
in dem 7" = S/I-Modul

M

I/1* .
Dies fiihrt unschwer zu der Beobachtung

Lemma 46.2. Fiir einen surjektiven Ringhomomorphismus w:.S — T mit
Kern(m) = I existiert eine exakte Sequenz von T-Moduln

[/12—>T @5 Q(S/R) —2=Q(T/R)

S———>1®g ds .
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47 Separable Ringerweiterungen

Definition 47.1. Fin Ringhomomorphismus R — T heifit separabel, wenn
qilt
QUT/R) = 0.

Lemma 47.2. Sind R — S und S — T separable Ringhomomorphismen,
dann ist auch die Komposition R — T separabel.

Beweis: Lemma 45.1. O
Wir betrachten nun einen Spezialfall, ndmlich

R—T = RX]/f(X).
Wir wollen entscheiden, wann dieser Ringhomomorphismus separabel ist.

Wir setzen dazu S = R[X]| und [ = (f(X)) und benutzen Lemma 45.2. Dies
liefert die exakte Sequenz

/12 T.dX —=Q(T/R)

§: g(z)- f(z) mod I*—=g(z) - df .
Es folgt also

QT/R) = T-dX/T-df = T/[f]-T

wobei f' =3 a i X! fiir f =Y ;X (und a; € R).

Mit anderen Worten: [f'] € T ist die Restklasse in T = R[X]/f(X) des
Polynoms f’ € R[X], welches durch formales Ableiten des Polynoms f €
R[X] entsteht.

Hilfsatz 47.3. Fir ein Element £ € T qilt T/ -T = 0 genau dann, wenn
gilt £ € T™.

Beweis: Ein Element £ € T ist eine Einheit genau dann, wenn gilt (§) = T

Es folgt somit
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Korollar 47.4. Der Ringhomomorphismus
R— RX|/f(X) =T

ist genau dann separabel, wenn das von f(X) und f'(X) in R[X] erzeugte
Ideal ganz R[X] ist

Aquivalent: Fiir die Restklasse von f'(X) in T gilt [f'] € T*.

Lemma 47.5. Seien R — S und S — T Ringhomomorphismen, so daf die
Komposition R — T separabel ist. Dann ist auch S — T separabel.

Beweis: Lemma 45.1. 0
Leider ist im allgemeinen in der Situation von Lemma 47.5 nicht klar, wann

R — S separabel ist. Wir werden aber einen wichtigen Spezialfall im néchsten
Abschnitt behandeln.
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48 Ein Separabilititskriterium

Wir betrachten in diesem Abschnitt Ringhomomorphismen
R—S und S—T
fiir die die Zusammensetzung
R—T,
separabel ist, d.h. fiir die gilt Q(7'/R) = 0.

Wir bemerken: Ist S — T' = {0} die Nullabbildung, dann ist R — 7" immer
separabel. Uber die Separabilitdt von R — S kann jedoch nichts ausgesagt
werden !

Wir wollen aber zeigen, dal unter der

zusédtzlichen Annahme: S — T sei eine primitive Ringerweiterung, d.h.

o T = S[X]/f, f=> a;X"mit aq; € S.
e f normiert in S[X| vom N = gradx(f) > 1,

die Separabilitdt von R — T nicht nur die Separabilitdt von S — T', sondern
auch die folgende Aussage impliziert

Lemma 48.1. Aus Q(T/R) = 0 und der obigen zusditzlichen Annahme folgt
Q(S/R)=0. D.h. R — S ist wieder separabel.

Beweis: Nach Lemma 47.5 gilt Q(7'/S) = 0 und somit wegen Korollar 3.4
[f] € T fic T = S[X]/f .

Wir miissen Q(S/R) = 0 zeigen. Oder wegen Bemerkung 44, daf jede R-
Derivation von S verschwindet. Eine solche Derivation

D:S— M
l&sst sich vermoge

D(s;X") = s;-i- X' D(X) + X' ®g D(s;)
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zu einer R-Derivation
D:S[X] — S[X]®s M
fortsetzen. Hierbei kann iiber den Wert l~7(X ) frei verfiigt werden.

Wir betrachten nun die Zusammensetzung (7 ®g id) o D , welche ein Dia-
gramm

S[X] b SIXI®M
SIX)/f=T TQsM

und eine Derivation Dy : T'— T ®g M induziert, falls gilt
(r ®sid)(D(f)) = 0.
Dazu reicht aus

—|—Z ®5D ) = 0inT®sM .

Wie bereits gezeigt, gibt es g, h € S[X] mit f'-g+ f-h = 1 und somit kénnen
wir setzen

D(X) = —g(X).ZXi ®s D(si) € S[X]®sM

um D zu konstruieren.

Nun kommt das entscheidende

Lemma 48.2. Als S-Modul ist der T'-Modul T ®g M isomorph zur direkten
Summe EBfV:_Ol M. Also gilt

TRM = Ma[X] Me--a[XV]. @

=0
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Beweis: Dies folgt wegen der Normiertheit von f aus S[X]/f(X) = S &
(X]-S®---@®[XV1]. S somit aus der Identitiit S ®g M = M.

Wir bemerken, daf3 gilt

T B

TQsM=@\,' M

pro

S M
Somit impliziert D # 0 sofort D # 0.

Aus Q(S/R) # 0 folgt daher Q(T'/R) # 0. Wegen der Annahme Q(7'/R) =0
gilt somit Q(S/R) =0. O
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