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Aufgabe 1. (6 Punkte)

Gegeben seien zwei zueinander homotopiedquivalente topologische Rdume X und Y. Man beweise
oder widerlege:

(a) Ist X kompakt, so ist auch Y kompakt.

(b) Ist X zusammenhéngend, so ist auch Y zusammenhéngend.

(c¢) Ist X Hausdorff’sch, so ist auch ¥ Hausdorff’sch.

Aufgabe 2. (6 Punkte)
Die Menge R*> := {(xl, T9,...) € RY; z,, = 0 fiir fast alle n € N} kann geschrieben werden als

R*=|JR"2..2R"2..2R},
neN

wobel R™ via (z1,x2,...,2,) — (21,Z2,...,2,,0,...) als Teilmenge von R*> aufgefasst wird. R*>
wird in folgender Weise mit einer Topologie versehen: Eine Teilmenge U C R sei genau dann
offen, wenn der Schnitt U N R"™ fiir alle n € N offen in R” ist. Man zeige:
(a) Die Abbildung T : R*® — R, T (z1, z2,...) = (0,21, x2, ...), ist stetig.
(b) §% :={(z1,22,...) € R™; 2} + 23 + ... = 1} ist zusammenziehbar.
Hinweis: Man zeige, dass T|s~ : S — S einerseits homotop zu idse~ und andererseits
nullhomotop (z.B. homotop zur konstanten Abbildung ¢ 0,...)) ist.

Aufgabe 3. (6 Punkte)
Ein Teilraum A C X eines topologischen Raums X heifst Deformationsretrakt von X, wenn eine
Homotopie F : X x [0,1] — X mit den folgenden Eigenschaften existiert:
(d1) F(z,0) =z fir alle z € X.
(d2) F(a,t) =afiir alle a € A und t € [0, 1].
(d3) F(z,1) € A fiir alle z € X.
Man zeige:
(a) (D! x {0}) U (8D x [0,1]) ist ein Deformationsretrakt von D! x [0,1]. (Hierbei bezeichnet
D! = {z € R'; |z] < 1} die abgeschlossene Einheitskreisscheibe.)
(b) Ist A C X ein Deformationsretrakt von X und xg € A ein Basispunkt, so ist der von der
Inklusion ¢ : A < X induzierte Gruppenhomomorphismus

m1(i) : m (A4, z0) = m1(X, 20)
ein Isomorphismus.

Aufgabe 4. (6 Punkte)
Sei (X, zp) ein wegzusammenhingender topologischer Raum mit Basispunkt. Man zeige, dass die
folgenden Aussagen dquivalent sind:
(i) 71 (X, z) ist eine abelsche Gruppe, d.h. [w] - [w'] = [w'] - [w] fiir alle [w], [w] € 71 (X, z)-
(ii) Fir jedes Paar (yo,y1) von Punkten in X gibt es einen Gruppenhomomorphismus h(yo, y1) :
m1 (X,y1) — m (X, y0), sodass fiir jeden Weg p : [0,1] — X mit p(0) = yo und p(1) = y»1
gilt: h, = h(yo, y1). (Hier bezeichnet h, den von p induzierten Homomorphismus

hp :m (X,y1) = m (X,5), [w]— [p*w*pi} )



