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1. Lineare Gleichungen

Beispiel: Der Stromfluf§ in einem Netz wird durch die Kirchhoffschen Regeln beherrscht:

1. An jedem Verzweigungspunkt ist die Summe aller ankommenden gleich der Summe aller abflieBenden
Strome.

2. Auf jedem geschlossenen Weg ist die Summe aller Spannungsabfille gleich 0.
Ferner gilt das Ohmsche Gesetz:
U=I-R

Ist x; der Strom auf dem Teilstiick mit dem (bekannten) Widerstand r;, so bedeuten die Regeln ein
System von linearen Gleichungen (Definition unten) fiir die z; , néimlich, wenn die Stréme orientiert werden,
Zi x; = 0 an den Knoten und Zl r;x; = 0 auf geschlossenen Wegen.

Zur Motivation losen wir die

Aufgabe: Man berechne den Gesamtwiderstand fiir den Stromfluf§ auf den Kanten eines Wiirfels, wenn jede
Kante den Widerstand 1 besitzt und der Ausgang wie gezeichnet bei 5 und der Eingang bei 1 ist.

Um die Zahl der Unbekannten (12 Kanten) zu reduzieren, nutzen wir die Symmetrie in der Aufgabe aus.
Offenbar kann man den Wiirfel an der Ebene 1357 spiegeln, ohne die Vorgaben zu stéren. Deshalb sind die
Strome auf 12 und 14 gleich, etwa = =, und dann ist

I =2z+w

nach 1. Die Bilanz in 5 statt 1 zeigt, daf§ auf 56 und 58 der Strom —z flieit. Wenn auf 23 der Strom y
flieit, dann haben wir z —y auf 26 und auf 48.

Spannungsabfall vorne : z+z—y+x—w=20

Spannungsabfall rechts : y+2y+y—(z—y) =0

Wir finden =z = 5y und w =3z —y = 14y und [ = 2z + w = 24y . Der Spannungsabfall vom Eingang 1
zum Ausgang 5 ist w (weil r = 1), und der Gesamtwiderstand ist

w 14 7
R=7=u~"10

Wenn [ gegeben ist, dann sind z,y,w die Losungen von

2z + w = T
3r — y — w = 0
5t — Yy = 0



Definition: Sind a;;,b; reelle Zahlen, so heifit

a11x1 + apxe + ... +  axr, = b

as1r1 + agexs A+ ... +  aspTn, = bs
(L) :

am1T1 + QmaTs + ...+ ApnTn = bm

ein lineares Gleichungssystem von m Gleichungen fir die n Unbekannten zq, ...,z .

Ziel ist, die samtlichen n-Tupel z1,...,x, zu finden, welche alle diese Gleichungen erfiillen, oder erstmal
festzustellen, ob das System iiberhaupt 16sbar ist. Wenn zum Beispiel alle a;; = 0 sind aber nicht alle b; ,
dann ist das System sicherlich nicht 16sbar.

Das Gauflsche Eliminationsverfahren:

1. Wenn nicht alle a;; null sind, dann vertauscht man die Gleichungen, so daf8 (in neuer Numerierung)
a11 # 0. Dadurch dndert sich die Losungsmenge nicht.

2. Wenn alle a;; = 0 sind, dann hat man ein System fiir xs,...,z, . Man sucht davon alle Losungen und
setzt 1 beliebig fest.
a;

3. Man kann also ausgehen von einem System mit a1; # 0. Dann subtrahiert man das s -fache der ersten
Zeile von der i-ten. Dadurch erhéalt man das System

aj1ry  + a12%2 + ... 4+ A1nTn = by
(aze — %2aio)rs 4+ ... +  (a2p — Pan)r, = by — 2
(L/) aii ail ail
a a a
(am2 — —md CL12)$2 + CIEa + (amn — —ml afln)xn - bm — —md bl

aii aii aii

Das so erhaltene System hat genau dieselben Losungen wie das urspriingliche.

Auf die Zeilen Nr. 2 bis m in (L') wendet man wieder die Schritte 1,2,3 an usw. Um das Ergebnis
glatter formulieren zu kénnen, modifiziert man Schritt 2: Nach Schritt 2 kann man eine Unbekannte beliebig
festsetzen, wenn in der gerade erreichten Matrix die erste Spalte nur aus Nullen besteht. Auf diese Weise
konnte es passieren, daffi man die Unbekannten Nummer 1,5 und 7 beliebig festsetzt, wiahrend die tibrigen
aus dem Verfahren als eindeutig bestimmt hervorgehen. Deshalb vertauscht man notfalls die Unbekannten,
so daf}, wenn tiberhaupt noch von 0 verschiedene Koeffizienten auf der linken Seite stehen, die erste Spalte
nicht aus lauter Nullen besteht. Dadurch dndert sich zwar die Losungsmenge, aber wenn man am Schlufl
die Vertauschung der Unbekannten wieder riickgéngig macht, erhilt man doch wieder die Losungen des
gegebenen Systems.

Ergebnis: Durch

1. Vertauschen von Gleichungen

2. Vertauschen von Unbekannten

3. Addition eines Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen Gleichung
kann man (mit einer gewissen Zahl r und neuen Koeffizienten ¢;;,d; das lineare Gleichungssystem (L) auf
die Gestalt

c11r1 + cia2xe + ... + Ccinr, = dy
Coox2 + ... + ConLy — dg
(D) CrrTyr + ... + cpzTn = d,
0 = dr+1
0 = dn
bringen mit ¢y1¢23....¢ # 0. Das System (D) ist 16sbar genau dann, wenn d,y1 = .... = d,, = 0. In diesem
Falle erhalt man alle Losungen, indem man z,41,....,x, beliebig festsetzt und z,,x,_1,...,x1 rekursiv
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(von unten nach oben) bestimmt. Das eben beschriebene Verfahren mit den Schritten 1,2,3 nennt man das
Gaufische Eliminationsverfahren.

Beispiele:

n=3m=2
1 + a2 + x3 = 0 r1 + x2 + x3 = 0
207 4+ 3z + 4dx; = 1 To + 2x3 = 1

Losungen: x3 beliebig, o =1 —2x3, z1 =23 — 1.

n=2m=3

I + T2 =1
207 + 3z = 2 —
3r1 + 4x9 = 3

T 4+ T = 1 T1 + Ty = 1
o = 0 — o = 0
ro = 0 0 =0

Einzige Losung: 22 =0, 1 =1
Stiinde in der letzten Zeile des gegebenen Systems auf der rechten Seite eine andere Zahl als 3, so wéare das
System unlosbar.

m=n=3
Ty 4+ x2 + x3 = 1
2¢1 + 4x9 + 8x3 = 2 —
3.’£1 + 5%2 + 91’3 = 0
ry, + x> + x3 = 1 rT + x93 + x3 = 1
200 + 6xz3 = 0 — 2r9 + 6x3 = 0
2172 + 6933 = -3 0 = -3

Das System ist unlosbar.
Beobachtungen: 1. Wir fanden immer keine, genau eine oder unendlich viele, aber zum Beispiel niemals
genau 3 Losungen. Ist das immer so ?

2. Wir addieren n-Tupel komponentenweise:

T Y1 1+

T Yn Tn + Yn
Die Differenz von zwei Losungen von (L) ist eine Losung des "zu (L) gehorenden homogenen Systems”
2?21 ai;jz; =0, (i=1,..,m):

Definition: Das lineare Gleichungssystem (L) heifit homogen, wenn alle b; = 0.

Man erhélt alle Losungen von (L), indem man zu einer festen Losung die sdmtlichen Losungen des zu (L)
gehorenden homogenen Systems addiert.

3. Ein homogenes System hat immer die Losung x; = 0 fiir alle 7. Diese nennt man die triviale Losung.
4. Ein homogenes System mit echt mehr Unbekannten als Gleichungen hat immer auch eine nicht triviale
Losung. Das sieht man daran, da8 in (D) alle d; =0 sind und r <m <n.

5. Die Summe zweier Losungen eines homogenen Systems ist auch eine Losung, ebenso jedes (komponen-
tenweise gebildete) reelle Vielfache.

6. Das Verfahren hat auf eine Zahl r gefiihrt, die hochstens so grof} ist wie die kleinere der beiden Zahlen

m und n. Ist diese durch das System bestimmt, oder hingt sie womdglich davon ab, auf welche Weise man
die Gestalt (D) hergestellt hat?

Die Beobachtungen 2 bis 5 fithren auf die Begriffe des nachsten Kapitels, in welchem wir dann auch die
Fragen 1 und 6 beantworten werden.



2. Vektorraume

Wir kniipfen an die Beobachtung 5 das vorigen Kapitels an.

Definition: Eine (additiv geschriebene) abelsche Gruppe ist eine nicht leere Menge A mit einer Abbildung

AxA— A
(a,b) —a+b
welche die folgenden Regeln erfiillt:
1. a+(b+c)=(a+b)+c (assoziativ)

2. a+b=b+a (kommutativ)
3. Esgibt 0 € A mit a+0=a firalle ac A
4. Zu a € A gibtes be A mit a+b=0

Bemerkungen:
1. Die nach 3. existierende 0 ist einzig; denn wenn auch a+ 0" = a fiir alle a, dann ist (die Kommutativitat

benutzend)
0=040=04+0=0

2. Das nach 4 existierende b ist durch a bestimmt; denn wenn auch a + b = 0, dann ist
b=b+0=b+(a+b)=(0b+a)+V =(a+b)+0 =0+ =V

Das b in 4 wird mit —a bezeichnet.

Defintion: Ein reeller Vektorraum ist eine abelsche Gruppe V, 4, deren Elemente man mit reellen Zahlen
multiplizieren kann, so daf} fiir alle reellen A, und alle z,y € V' die folgenden Regeln gelten:
1. A+ p)z =z + px
2. Mz +y) = r+ Xy
3. Apx) = (An)z
4. lz==z
Beispiele:
1. V=R oder V=C
2. V = Vektorraum aller stetigen reellwertigen Funktionen auf dem Intervall [0, 1]
3. V = Vektorraum aller unendlich oft differenzierbaren reellwertigen Funktionen auf R
4. V = Vektorraum aller Funktionen aus Beispiel 3 mit ¢’ =y
5. Standardbeispiel: V = Vektorraum aller n-Tupel reeller Zahlen mit komponentenweiser Addition und
Multiplikation mit reellen Zahlen:

T Y1 1+ Y1 Az
T, Yn Tn + Yn ATy,

Dieser Vektorraum wird mit R" bezeichnet.

Definition: Eine Teilmenge U eines Vektorraumes V heifit ein Untervektorraum, wenn fiir 2,y € U auch
die (in V erkldrte) Summe z+y zu U gehort, und wenn fiir x € U auch alle Az (A reell) zu U gehéren.
Beispiel: V =R" und

1 n

U={[ : EV\Zaijxj:Oﬁirizl,...,m}

Tn =1
die Menge der Losungen eines homogenen linearen Gleichungssystems. Die Aufgabe aus Kap 1, ndmlich alle
Losungen eines (hier speziell homogenen) Gleichungssystems zu finden, kénnen wir also auch aufassen als
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Aufgabe, den Unterraum U irgendwie zu beschreiben. Um das zu tun, brauchen wir erst noch einmal 3
Definitionen:

Definition: Sei V' ein Vektorraum und vy, ...,v,, € V. Jeder Vektor der Gestalt
AV1 + s + AUy, mit reellen Aq, ..., A,

heif}t eine Linearkombination von vy, ..., vy, -
Die samtlichen Linearkombinationen von m Vektoren wv1i,...,v,, bilden einen Untervektorraum von V .
Dieser heifit der von vy, ..., v, aufgespannte Unterraum und wird mit < vy, ..., v, > bezeichnet.
Definition: Ein System von Vektoren, die V' aufspannen, nennt man ein Erzeugendensystem von V' .
Beispiel:
Z1
V={|:|eRr

Ty

Ty + 2x9 + 3x3 + 4dzy = O}
2¢1 + 3x2 + Txz 4+ 1llzy = 0

Nach dem Gaufischen Verfahren ist das Gleichungssystem dquivalent zu

r1 + 2z 4+ 3x3 + 4dxy = 0
—x2 + I3 + 31’4 = 0

xs und x4 sind beliebig wahlbar, etwa z3 = A und x4 = . Dann ist 29 = A+ 3y und 1 = =5\ — 10u .
Der Raum besteht aus allen

~ 5\ — 10 -5 10
A+3p _ 1 3
A =M e o
i 0 1

mit reellen A, . Die beiden letzten Spalten spannen den Raum V' auf.

Entsprechend dem Wunsch, mit moglichst wenigen Erzeugenden auszukommen und ”tiberfliissige” wegzu-
lassen, kommt

Definition: k Vektoren vy, ...,v; eines Vektorraumes heiflen linear abhéngig, wenn es reelle Zahlen Aq, ..., A
gibt, die nicht alle 0 sind, so dafl
)\11}1 + ..+ )\kl}k =0

Beispiele:
1. k Vektoren, von denen einer 0 ist, etwa vy , sind linear abhangig: man nehme Ay = 1 und alle iibrigen
Ai=0.
2. Zwei Vektoren z,y € R" sind genau dann linear abhéingig, wenn z;y,; = x;y; fir alle 4, j, ndmlich:
<7 Ist =0, so ist das klar (siehe 1.). Ist = # 0 und zum Beispiel zj # 0, so setzt man A\ = g—i und
hat y = Az
=7 Ist Az; + py; = 0 fiir alle 7, so subtrahiert man das y; -fache der 7-ten Gleichung vom y; -fachen der
j-ten und erhélt A(y;z; — y;jz;) = 0. Genauso erhdlt man pu(z;y; — z;y;) = 0. Da A und p nicht
beide 0 sind, folgen die behaupteten Gleichungen.
3. Sind k Vektoren linear abhéngig, so gibt es mindestens einen unter ihnen, der eine Linearkombination
der tibrigen ist.

Um zu sehen, da3 k Vektoren vy, ...,v; linear unabhénging sind, mufl man einsehen, dafl
A1v1 + ... + Agvr = 0 NUR DANN moglich ist, wenn A\ = .... = Ay =0
Beispiel:
1. Die Vektoren <1) und <11> sind linear unabhéangig, denn
A+ p=0und A — p =0 erzwingt, daB A =p =0
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2. Die reellwertigen Funktionen Py(t) = 1, Py(t) =t, ..., Py(t) = t* sind linear unabhingig; denn \qPy +
.. + AP, = 0 bedeutet, dal das Polynom AgFPy + ... + Ay P, bei allen Einsetzungen t den Wert 0
ergibt. Ein Polynom k-ten Grades hat aber hochstens k reelle Nullstellen.

3. Noch einfacher ist zu sehen, dafl die Funktionen sin und cos linear unabhéngig sind: Man setze die
Argumente 0 und 7§ ein.

Die einzige Invariante (im in Kap 3 zu klérenden Sinne) eines Vektorraumes ist seine Dimension. Um diese
verniinftig zu definieren, beweisen wir das

Lemma 1.: Sei V ein Vektorraum und
V1, ..., Uy €in Erzeugendensystem von V'

U1, ..., ug linear unabhingig in V'

Dann ist £ <m.

Beweis durch Induktion nach m: Fiir m =1 besteht V aus den Vielfachen eines Vektors v, und je zwei
von diesen sind linear abhéngig. Also ist k < 1(=m).

Nun sei m > 1 und das Lemma bewiesen fiir alle Vektorraume, die sich mit m — 1 Vektoren erzeugen
lassen. Da V' von vy, ...,v,, erzeugt wird, sind die u; Linearkombinationen von ihnen:

Uy = w111 + ... + a1mUm
(1)
U = Qg1 + ... + QkmUnm
Wenn a1, = ... = g = 0, dann liegen wug,...,ur bereits in dem von wy,...,v,,—1 erzeugten Teilraum,

und Anwendung der Induktionsannahme auf diesen ergibt k£ < m —1, erst recht ¥ <m. Sind oy, ..., akm
nicht alle 0, so ist (notfalls nach Umnumerierung der w; ) aum 7# 0. Dann ist

1 o1 Okm—1
Uy = ——Up — ——V] — ... — — V1
Apm Afm Afm

Diesen Ausdruck fiir v, setzt man in (1) ein und sortiert (alle u nach links, alle v nach rechts). Dadurch
erhélt man mit gewissen neuen Koeffizienten 3;, 3;;

uy — Brug = Buwn + ...+ Brm—1Um-1

Uf—1 —'ﬂk—luk = Br—11v1 + ... + Br_1,m—1Um-1
Die k£ —1 Vektoren auf der linken Seite sind linear unabhéngig; denn angenommen
A(ur — Prug) + .o 4 Agm1 (ug—1 — Br—1ug) =0
Durch Sortieren erhalt man
Aur + oo+ A=t + (A8 — = N1 Be—1)ur =0

Weil ug,....,up linear unabhéngig sind, folgt in der Tat A\; = ... = A1 =0.

Nun wenden wir die Induktionsannahme an auf den Unterraum mit den Erzeugenden v, ...,v,,—1 und den
linear unabhéngigen Vektoren w; — Siuk, ...., ux_1 — Br_1ur darin. Danachist k—1<m—1, also k <m,
was zu beweisen war.

Aus diesem wichtigen Lemma 1 folgt nun alles andere:
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Satz 1. Die folgenden beiden Aussagen sind gleichwertig:
(a) V besitzt ein endliches Erzeugendensystem
(b) Es gibt eine natiirliche Zahl m , so dafl je m + 1 Vektoren aus V linear abhingig sind.

Beweis: (a) = (b): Wird V von m Vektoren erzeugt, so sind nach Lemma 1 je m + 1 Vektoren linear
abhéngig.

(b) = (a): Gibt es eine natiirliche Zahl m mit (b), so gibt es auch eine kleinste solche. Ist m minimal
mit (b), so hat m — 1 nicht mehr die Eigenschaft (b), das heifit, es gibt m linear unabhéngige Vektoren
V1, ..., Um , aber je m 4+ 1 Vektoren sind linear abhéngig. Fiur jeden Vektor v € V gibt es eine Relation, in
der nicht alle Koeffizienten 0 sind,

AU+ AU+ e F A0 =0

Da wvq,...,v,, linear unabhéngig sind, ist A # 0, und v ist eine Linearkombination von vy, ...,v,, . Da
v € V Dbeliebig war, ist V =< vy,...0,, >

Das im Beweis von Satz 1 erhaltene Erzeugendensystem war auch linear unabhéngig.
Definition: Ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem heifit Basis.
Es folgt

Satz 2. Jeder Vektorraum mit den Eigenschaften (a) und (b) besitzt eine Basis.

(In Wahrheit besitzt jeder Vektorraum eine Basis, aber wir haben gar nicht erklart, was das heiflen soll,
wenn (a) und (b) nicht gelten.)

Satz 3. Alle Basen eines Vektorraumes mit (a) und (b) enthalten gleich viele Vektoren.

Beweis: Nach (b) sind alle Basen endlich. Seien nun wui, ..., 4, und vy, ....v, zwei Basen.

U, ..., Uy,  Erzeugendensystem

. U t=2n<m
V1, eey U linear unabhangig

nach Lemma 1. Genauso ist m < n, zusammen m =n.

Definition: Die gemeinsame Léange aller Basen eines Vektorraumes mit (a) und (b) heift seine Dimension,
bezeichnet dim V' . Ein Vektorraum, in dem (a) und (b) nicht gelten, heifit unendlich-dimensional.

Beispiel: 1. Der Vektorraum aller Polynome mit reellen Koeflizienten ist unendlich-dimensional; denn
1,t,t2,¢3,....,t™ sind linear unabhingig fiir jedes m. Erst recht ist der Vektorraum aller stetigen reell-
wertigen Funktionen auf R unendlich-dimensional.

2. Die Spalten

1 0 0
0 1 0
€1 = : , €2 = : ) ,€n = :
0 0 1

sind linear unabhéngig und spannen R™ auf. Sie bilden also eine Basis:

dimR" =n

2. Die n — 1 Vektoren

-1 -1 -1
1 0 0
o1, 11 1],...10
0 0 1



sind linear unabhéngig und spannen den Raum aller  mit xy + z2 + .... + 2, = 0 auf. Dieser ist also
(n — 1) -dimensional.

3. V sei der Vektorraum aller differenzierbaren reellwertigen Funktionen f auf R mit f' = f. Offenbar
gehort die Funktion g(z) =€* zu V. Sei f € V beliebig. Es ist
(e—xf)/ — e—wf/ _ e—.'L'f — 0

(da f'=f). Alsoist e *f konstant und f ein reelles Vielfaches von e*. Das zeigt dimV =1.

Wir beschlieflen das Kapitel mit dem wichtigen Basisergdnzungssatz:

Satz 4. Seien uq,...,ur € V linear unabhingig und vy, ...,v,, Erzeugende von V . Dann kann man von
den v; passende aussuchen, die zusammen mit uy,...,u eine Basis von V bilden.

Beweis: Die Menge M = {1,2,...,m} hat 2™ Teilmengen. Unter diesen suchen wir alle I = {i1,...,i,}
heraus, fir die u1, ..., ug, vj,, ..., v;, linear unabhangig sind. Solche I nennen wir fiir den Moment zuléssig.
Nach Voraussetzung ist die leere Menge zuléssig. (Es ist nicht ausgeschlossen, dafl sie die einzige zuléssige
Menge ist). Wir wéhlen eine maximale zuldssige Menge (es kann durchaus mehrere solche geben), etwa

I={i1,...,i}.
1. I zulassig = uq,...uk, Vi, ...v;. linear unabhangig
2. I maximal = firalle j € M,j ¢ I sind vj,uq,..., Uk, Vi, ..., v;, linear abhangig.

Daraus folgt: jedes v; ist eine Linearkombination von s, ..., uk, i, ..., v;,. . Nun folgt
V =<1, i, Uy >=< ULy oo, U, Uiy y ey Vg, >

Zusammen mit 1. ist das die Behauptung.
Von diesem Satz wird oft nur die Vergréberung benutzt: Jedes linear unabhingige System 148t sich zu einer
Basis erganzen.

Aus diesem Kap merke:
Basis = linear unabhéangiges Erzeugendensystem
= moglichst kurzes Erzeugendensystem
= moglichst langes linear unabhangiges System.

Lebenszweck von Basis: Jeder Vektor 148t sich auf genau eine Weise als Linearkombination der Basisvektoren
schreiben. Ordnet man jedem Vektor aus V das n-Tupel seiner Koeffizienten in einer solchen Darstellung
zu, so erhalt man einen ”Isomorphismus” von V auf den Vektorraum aller m-Tupel, also den R™. Zu
”Isomorphismus” siehe nachstes Kapitel.



3. Lineare Abbildungen und Matrizen

Hat man eine Klasse von Objekten (z.B. Vektorraumen) mit einer gewissen Struktur erklirt, so betrachtet
man die Struktur erhaltenden Abbildungen zwischen diesen Objekten:

Definition: Eine lineare Abbildung von einem Vektorraum V in einen Vektorraum W ist eine Abbildung
¢ von V nach W, welche

Az + py) = Ad(x) + pd(y)

fir alle z,y € V und alle A,z € R erfiillt. Ist W =R, so nennt man ¢ auch eine lineare Funktion (oder
Linearform)

Beispiele:
1. V = Vektorraum aller reellwertigen stetigen Funktionen auf [—1,1], W =R und

o(f) = f(0) fur alle f e V
2. V und W wiein 1. und .
o(f) :/ f(z)dz fir alle f € V
-1

Kurz: Integrieren ist linear.
3. V =W = Vektorraum alle unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf R und

o(f) = f' (Ableitung) fiir alle f € V

x T+ x
o(n)=("07)

Explizite Beschreibung von linearen Abbildungen:

Kurz: Differenzieren ist linear.

4. V=W =R? und

Sei wvq,...v,, eine Basis von V und ws,...,w, eine Basis von W . Eine lineare Abbildung von V nach W
ist bestimmt durch die Bilder von w1, ..., v, ; denn jeder Vektor v € V' besitzt eine Darstellung

v = A\V1 + ... + AUy, mit durch v eindeutig bestimmten \;,

und

¢(’U) = >\1¢(U1) +ot )\m¢(vm)
Die Vektoren ¢(v;) sind als Vektoren in W in eindeutiger Weise darstellbar als Linearkombinationen der
Basisvektoren wj :

(1) (b(’l}l) = a1;Wwy + ag;wo + ... + apniW,, t=1,....m

Die lineare Abbildung ¢ ist also vollstandig beschrieben durch nm Zahlen a;; , welche man iiblicherweise
in einem rechteckigen Schema anordnet:

aiy ai12 oo Q1m

a1 a922 ... Q2m
A =

Gp1  An2 Anm

Definition: Ein rechteckiges Zahlenschema heifit Matrix.

Die obige Matrix A besitzt n Zeilen und m Spalten. Die Zeilen werden durch den ersten, die Spalten
durch den zweiten Index numeriert. Man nennt auch A eine n x m-Matrix.

Jede lineare Abbildung von V' nach W wird also NACH WAHL von BASEN in V' bzw. W durch eine
n x m-Matrix A beschrieben. Umgekehrt: Fiir beliebig gegebene a;; beschreiben die Gleichungen (1) eine
lineare Abbildung von V nach W . Merke:
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{ Lineare Abbildungen ¢} nach Zasgswahl { Matrizen A}

(2) vermoge ¢(v;) = Zajiwj, i=1,..m
j=1

Zusammensetzung linearer Abbildungen: Gegeben sind zwei lineare Abbildungen ¢:V — W und v : U —

V.
U—-V V-W

PYlug) =325 bjivy  d(vs) = 324 arjwr
Die Zusammensetzung "erst ¢, dann ¢ ” oder 7 ¢ hinter 1”7, iiblicherweise bezeichnet mit ¢ o 1, ist
definiert durch

(@o9)(x) = d(¢(x))

Sie ist offensichtlich auch linear, und ihre Matrix beziiglich der Basen w; von U und wy von W ist leicht
zu bestimmen:

(po)(ui) = ¢(Z bjiv;) = Z bjip(vy) ( weil ¢ linear )

= Z bji Zakjwk = Z{Z ag;jbji} wi
J k k J

Wir lesen die Koeffizienten c¢y; der Matrix C' ab, welche ¢ o1 beziiglich der Basen u; von U und wy
von W beschreibt:

m
(3) i = Y aksbji, i=1,..,dimU, k=1,...dimW (m=dimV)
j=1

Definition: Die Matrix C' mit den Koeffizienten cg; aus (3) heifit das Produkt der Matrizen A und B:
C=AB

Achtung! Das Produkt A B kann nur gebildet werden, wenn A soviele Spalten hat wie B Zeilen. Das
Ergebnis ist eine Matrix, die so viele Zeilen hat wie A und so viele Spalten wie B.

Beispiele:
by
b n
(&1 as ... an) . = E aibi
: i=1
bn,
wobei wir Zahlen als einreihige Matrizen auffassen.
aq a1b1 a162 . albn
a2 azby  asby azby,
(by by ... by)=]| .
(075 anbl anbn
al ... Q1n X a1121 + ... +a10Ty
anl Ann Tn ap1T1 + oo + QpnTn

11



Die Matrizenmultiplikation ist assoziativ. Das brauchen wir aber nicht nachzurechnen; es folgt daraus, dafl
die Hintereinanderausfithrung von Abbildungen assoziativ ist.

Der R™ besitzt eine natiirliche Basis, die sogenannte Standardbasis, bestehend aus den Einheitsvektoren

1 0 0

0 1 0
€1 = : , 62 = : ) yEn =

0 0 1

Nur fiir den Moment, um Bezeichnungskollisionen zu vermeiden, bezeichnen wir die analoge Standardbasis
des R™ mit f1,..., fn - Ist nun wie in (2)

$les) =D ajifi,
=1

so gilt fiir einen beliebigen Vektor =z € R™

Z1 n n n m
plx)=0o(| * |)= ¢(Z Tie;) = in¢(ei) = sz Zajifj =

Tn i=1 i=1 i=1 j=1

m  n Z?:l a1iTi

Z(Z ajizi) fj = : =Ax

j=1 i=1 Z;L:l Ui T

das letzte Produkt im Sinne der Matrizenmultiplikation Matrix mal Spalte:

Die linearen Abbildungen des R™ in den R sind die Multiplikationen der Spalten von links mit Matrizen
(des Formats m x n).

Zu jeder linearen Abbildung ¢ : V — W gehoren zwei Unterrdume in V' bzw. W : Die Vektoren =z € V',
fiir die ¢(z) =0, bilden einen Unterraum von V.

Definition: Dieser heifit der Kern von ¢ .

Haben zwei Vektoren aus V' gleiches Bild unter ¢, so liegt ihre Differenz im Kern von ¢ . Die Abbildung
¢ ist also injektiv genau dann wenn ihr Kern 0 ist.

Definition: Die sdmtlichen Vektoren ¢(z) € W, wenn x durch V' lauft, bilden einen Unterraum von W .
Dieser heifit das Bild von ¢.

Satz 5. Fiir jede lineare Abbildung ¢ von V nach W gilt
dim Bild ¢ + dim Kern ¢ = dimV

Beweis: Man wihlt in W eine Basis von Bild ¢. Diese Vektoren sind alle ein ¢(x), = € V, sie seien
¢(v1),...,¢(v,) . Da sie linear unabhéngig sind, sind erst recht vy,...,v, linear unabhéngig. Ist v € V
beliebig, so ist ¢(v) € Bild ¢ eine Linearkombination der ¢(v;), etwa

¢(U) = )‘l(b(vl) + ...+ )‘T¢(vr) = ¢()\lvl + . F )\rvr)
Das bedeutet
(1) U — AU] — ooe. — A0 € Kern ¢

Sei w1, ...,u), eine Basis von Kern ¢ . Gleichung (1) zeigt, dafl vy, ..., vy, u1, ..., ux den Raum V' aufspannen.
Sie sind aber auch linear unabhingig:

)\1’01+...+>\TUT+M1U1+...+MkUk =0= )\1¢(U1)+...+)\r¢(v,«) =0=>XAM=..=\=0=> w1 =..=pur =20
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Jetzt wollen wir die Dimension des Bildes an der Matrix ablesen: Das Bild wird aufgespannt von den Vektoren
d(v1), ooy (vy) , wenn vy, ..., v, eine Basis von V ist. Die Dimension des Bildes ist die grofitmogliche Zahl
linear unabhangiger unter diesen. Fiir irgendwelche r unter ihnen, numerieren wir sie bequemlichkeitshalber
V1., Uy gilt

¢(v1), ..., ¢(v,.) linear abhéngig <~

es gibt A1, ..., A\, nicht alle 0, mit 0 = z’“: Aip(v;) = ET:)\Z- Zajiwj = Z{i Xiaj; fw;
i=1 j j =1

i=1

Da die w; linear unabhéngig sind, ist die letzte Zeile gleichbedeutend damit, dal >, A;a;; = 0 fiir alle
j . Das ist eine lineare Relation zwischen den Spalten der Matrix A. Es folgt: Die Dimension des Bildes
(d.h. die Maximalzahl linear unabhéngiger unter den Vektoren ¢(vy), ....,#(v,) ) ist genau so grofl wie die
Maximalzahl linear unabhéngiger unter den Spalten der Matrix A.

Definition: Die Maximalzahl linear unabhangiger unter den Spalten einer Matrix A heif3t der Spaltenrang
von A.

Wie kann man den Spaltenrang einer gegebenen Matrix A bestimmen? Wir zeigen, dal der Spaltenrang
sich nicht &ndert bei den Manipulationen 1,2,3 des Gaufiverfahrens aus Kap 1, welches sinngeméfl auf die
Matrix A der Koeffizienten a;; des Gleichungssystems anzuwenden ist:

1. Vertauschen von Zeilen: Daf} eine Linearkombination von Spalten 0 ist, bedeutet, dafl sie komponen-
tenweise 0 ist. Daran &ndert sich nichts, wenn man die Komponenten (i.e. die Zeilen der Matrix)
vertauscht.

2. Vertauschen von Spalten: Das ist klar.

3. Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen: Bequemlichkeitshalber addieren wir das A -fache
der zweiten Zeile zur ersten. Dadurch erhalten wir aus A die Matrix

a1l + Aasy a2 +Aass ... ain + Aas,
a21 @22 a2n
am1 am?2 Amn

Jede lineare Relation zwischen den Spalten der Matrix A zieht dieselbe Relation zwischen den Spalten
dieser Matrix nach sich und umgekehrt.

Durch die Manipulationen 1,2,3 haben wir in Kap 1 jede Matrix A in eine Matrix der Gestalt

C11 C12 . Cin

Coo ... Con

C= Crr -+ Crp
0O ... O
0O ... 0

gebracht mit c¢y;....c,- # 0. Diese Matrix hat den Spaltenrang r; denn ihre ersten r Spalten sind linear
unabhéngig. Jetzt haben wir die Antwort auf Frage 6 am Ende von Kap 1:

Die dort gefundene Zahl r ist der Spaltenrang der Matrix A und unabhéngig von der Art, in der das
Gauflverfahren durchgefiihrt wurde.

fjbrigens hat die obige Matrix offenkundig auch den Zeilenrang r. Auch dieser dndert sich nicht bei den
Manipulationen 1,2,3:

1. und 2. Da der Spaltenrang sich nicht andert bei 1 und 2, &ndert sich der Zeilenrang nicht bei 2 und 1.
3. Sind 2,23 . 20" die Zeilen der Matrix A, so sind 2 4+ Xz® 23 207 die Zeilen der
modifizierten Matrix. Diese beiden m -Tupel spannen denselben Vektorraum auf.
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Also hat A auch denselben Zeilenrang wie C'. Es folgt
Zeilenrang = Spaltenrang

Man nennt diese gemeinsame Zahl den Rang der Matrix.

Anwendung auf lineare Gleichungssysteme:

Im Matrizenkalkiil schreibt sich ein lineares Gleichungssystem
Ax=5b

mit einer (m x n)-Matrix A, einem Vektor b € R™ und gesuchtem z € R".

1. Das System ist l6sbar dann und nur dann, wenn b sich aus den Spalten von A linear kombinieren 1483t.
Das bedeutet, dafl A denselben Rang haben mufl wie die Matrix, die aus A dadurch entsteht, dafl man die
Spalte b noch anfiigt.

2. Die Spalten von A spannen das Bild der linearen Abbildung z — Az vom R" in den R™ auf. Die
z € R" mit Az =0 bilden den Kern dieser Abbildung. Satz 5 besagt jetzt

Satz 6. Hat die Matrix A den Rang k, so besitzt das homogene lineare Gleichungssystem genau n — k
linear unabhangige Losungen.

Beispiel: Ist A=(a; ay ... a,) eine von 0 verschiedene Zeile, so hat die Gleichung

n
E a;T; = 0
i=1

genau n — 1 linear unabhéngige Losungen z € R™.

Spezialisierung auf quadratische Matrizen: Eine Matrix heifit quadratisch, wenn sie genau so viele Zeilen wie
Spalten besitzt. Wenn V' ein Vektorraum mit Basis vy, ..., v, ist, dann wird durch

(1) P(v;) = Zajﬂ/j
j=1

eine lineare Abbildung von V in sich erkldrt. Eine solche nennt man einen Endomorphismus von V. Aus
Satz 5 folgt fiir Endomorphismen ¢
¢ surjektiv <= ¢ injektiv

Angenommen, ¢ sei surjektiv. Dann spannen ¢(v1), ..., ¢(v,) den ganzen Vektorraum V' auf. Insbesondere

miissen vi,...,v, sich aus ihnen linear kombinieren lassen: Es gibt b;; mit
n n n n n
vi= D bid(v) =Y bji ) arguk =y (Y awsbii)v
j=1 j=1 k=1 k=1 j=1

Da die v; linear unabhéngig sind, folgt

. b — 1 wenni=%k
Z Whi05i = 0 sonst
j=1

Auf der linken Seiten stehen die Koeffizienten des Matrizenprodukts A B, auf der rechten Seite entsteht die
Matrix, die auf der Diagonalen lauter Einsen hat und sonst Nullen. Diese heifit die ( n -reihige) Einheitsmatrix

10 ... 0
01 ... 0
1, =| .
0 1
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Also: wenn ¢ surjektiv, dann gibt es eine Matrix B mit

AB=1,

Rechnen wir andersrum:

n

Svi) = azv; =Y au Yy brid(vr) = > (Y brjazi)d(vr)
j=1 k=1 J

j=1 k=1 j=1

Da, wie oben bemerkt, ¢, falls surjektiv, auch injektiv ist, sind die ¢(vg) linear unabhingig (priife das
nach!). Deshalb kénnen wir hieraus schliefien, daf§

BA=1,
Definition: Eine Matrix A heifit invertierbar, wenn es eine Matrix B gibt, so dafl
AB=BA=1,

Satz 7. Fiir eine n -reihige quadratische Matrix A sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:
1. A hat Rang n
2. Die Abbildung ¢, die durch (1) beschrieben wird, ist injektiv. Insbesondere gilt das fiir die Abbildung
x +— Ax des R™ in sich. Das bedeutet: Ax =0 besitzt nur die triviale Losung = =0
3. Die Abbildung ¢ in (1) ist surjektiv. Insbesondere gilt das fiir die Abbildung x +— Az des R" in sich.
Das bedeutet: die Gleichung Ax = b ist losbar fiir jedes b € R™ .
4. Die Matrix A ist invertierbar

Beweis: Nach Satz 5 sind 2 und 3 &quivalent, und aus 3 haben wir 4 hergeleitet. Umgekehrt folgt aus
A B =1, sofort 3. Da der Rang von A gleich der Dimension des Bildes ist, ist auch 1 mit 3 &dquivalent.
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4. Determinanten

Aufgabe: Berechne den Flicheninhalt des von zwei Vektoren ¢ und b in R? aufgespannten Parallelo-
gramms.

Die Gerade durch a und a + b hat die Parameterdarstellung
T=a+ A

a; — %bl
0

by # 0). Das Parallelogramm 0,a,a + b,b hat denselben Fliacheninhalt wie 0,a’,a’ + b,b, und dieser ist =

Grundlinie mal Hohe = (a1 — %bl)bg = albg — a2b1 .

Sie trifft die Achse zo = 0 fiir as + Aby = 0, also in o’ = ( (wenn wir mal annehmen, daf}

Wir betrachten die Fliche des von zwei Vektoren z,y € R? aufgespannten Parallelogramms als reellwertige
Funktion F(z,y). Man beachte allerdings, dafl es sich bei F(z,y) = x1y2 — x2y1 um den ”orientierten
Flacheninhalt” handelt: er nimmt ein Vorzeichen auf, wenn man x und y vertauscht. Er hat offenbar die
folgenden Eigenschaften:

1.

Fla,y+2) = Fa,y) + F(z, 2)

Zwei Parallelogramme mit gleicher Grundlinie werden aneinander gesetzt (und die entstehende Fliache
begradigt)

F(Az,y) = AF(z,y) = F(z, \y)
Das Parallelogramm wird in einer Richtung aufgeblasen.
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F(z,z) =0
Zusammengeklapptes Parallelogramm

Nun sei V' ein reeller Vektorraum der Dimension n. Wir suchen eine reellwertige Funktion F' von n
Vektoren in V', also eine Abbildung

die die Eigenschaften 1,23 fiir n statt 2 besitzt, also

D1
F(z1, @i+ Yy ooy @) = F(T1, s iy ooy @) + F(21, ooy oty) fiir 21, o, 2p,y €V und i =1, .00
D2
F(z1, .o ALy ooy @) = AF (21, ooy Ty ooy X)) flir 21, iz €V, A€ERUnd i = 1,...4n
D3 F(z1,....,x5) =0, wenn zwei der Vektoren z; gleich sind (z; = z; fiir ein Paar i # j)

Satz 8. Wenn v, ...,v, eine Basis von V ist, dann gibt es genau eine Funktion F mit den Eigenschaften
D1,D2,D3 und F(vi,....,v,) =1.

Um den Beweis von Satz 8 nicht an der entscheidenden Stelle zu unterbrechen, vorher ein kleiner Exkurs
iiber Permutationen:

Definition: Eine bijektive Abbildung einer Menge auf sich heif3t Permutation.

Die Permutationen einer Menge bilden bei Hintereinanderausfithrung eine Gruppe. Ist M eine Menge von
n Objekten, so heifit diese Gruppe die symmetrische Gruppe auf n Objekten (n Ziffern) und wird mit S,
bezeichnet.

Definition: Eine Permutation, die zwei Ziffern ¢ # j vertauscht und alle iibrigen Ziffern fest 148t, heifit
Transposition.

Definition: Eine Permutation o der Ziffern 1 bis n heifit gerade, wenn die Anzahl der ”Fehlstéande”, d.h.
die Anzahl der Paare i < j mit o(i) > o(j), gerade ist, sonst ungerade.
Um zu rechnen, definieren wir
o(i) —a(j)
(o) = [ 722
- =]
1<)
€(o) heifit das Vorzeichen der Permutation o. Esist =1, wenn o gerade, und = —1, wenn o ungerade
ist. Entscheidend ist
Lemma 1. ¢ ist multiplikativ:
e(or) = €(o)e(r) fiir alle 0,7 € S,
Beweis:
H o1(i) — o1(j)

i—J

— 6(7‘) . H UT(Z:) — UT(j) . H UT(i) — UT(j)

i<j,7(3)<7(5) T(Z) - T(])

In dem letzten Produkt benennt man um: man schreibt ¢ statt j und j statt ¢. Dadurch &ndert sich der
Wert des Bruches in dem Produkt nicht, und aus der Bedingung am Produkt wird j < i,7(j) > 7(i) . Fafit
man nun mit dem zweiten Produkt zusammen, so erhdlt man genau alle Paare ¢,j mit 7(i) < 7(j). Da 7
bijektiv ist, ist das Produkt der letzten beiden Faktoren also gerade e(o) .

i<im(i)>7())
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Lemma 2. Fiir jede Transposition 7 ist (1) = —1.

Beweis: 7 sei die Transposition, die ¢ und j vertauscht und alle andern Ziffern fest 14t. Man nehme eine
Permutation o mit o(i) =1 und o(j) = 2. Dannist o7o~! die Transposition, die 1 und 2 vertauscht. Fiir
sie ist 1,2 das einzige Paar mit Fehlstand, ihr Vorzeichen ist also —1. Nach Lemma 1 ist €(7) = e(or071),
also auch = —1.

Beweis von Satz 8:
Eindeutigkeit: Sei F' eine Funktion mit D1,D2,D3 und =z, ....,z, Vektoren aus V. Da vy, ...,v, eine Basis
bilden, lassen sich die z; aus den v; linear kombinieren:

n
Ty = E TjiV5, 1= 1,....,71
j=1

Z Tji1eZjnF (Vg e ,vj,) nach D1 und D2
J1sesdn=1

Nach D3 sind alle Summanden 0, in denen irgend zwei der Vektoren vj,,....,v;, gleich sind. Man muf also
nur noch iiber solche n-Tupel ji,...,J, summieren, in denen alle j, verschieden sind, d.h. die durch eine
Permutation ¢ aus {1,2,...,n} hervorgehen. Ferner folgt aus D3 mit einer kleinen Rechnung, die man
Polarisieren nennt, dal F' beim Vertauschen von zwei Vektoren ein Vorzeichen aufnimmt:

0=F(.,z+y,...,z+y,..) nach D3
=F(.,z, oz, )+ F(.,z,.y,..)+ F(..,y,...x,..) + F(..., ¥, ..., y,...) nach D1
=F(.,z,..,y,...)+ F(...,y,...,z,...)  nach D3
Jede Permutaion ist ein Produkt von Transpositionen, und aus Lemma 1 und 2 folgt nun
F(g(1yy o0y Vo(ny) = €(0) F(v1, ..., vp)

Tragt man dies oben ein, so erhalt man

F(xla axn) = Z E(U)xa(l)l Tt Io(n)nF(Uh "'71)77.)
o€S,
Damit ist die Eindeutigkeit bewiesen.

Existenz: Dazu definieren wir fiir z; = ), z;,v;

1) @ty enzn) = 3 €000t - o Tagurn
gESy

und zeigen, daf} diese Funktion F' tatsichlich D1,D2,D3 erfiillt:

D1 und D2: hélt man n — 1 der Vektoren xy,...,z, fest, so ist jeder Summand in der Summe in (1) eine
lineare Funktion des nicht fest gehaltenen.

D3: x1,...,x, seiein n-Tupel mit zwei gleichen Vektoren. Der Bequemlichkeit halber nehmen wir an, dafl
x1 = x3. Dann sei 7 die Transposition, die 1 und 2 vertauscht und alle andern Ziffern fest 1lafit. Jetzt ist

F(,’L‘l, ceey an) = F(.’L‘T(l), 7:137(“))

und daraus folgt

Z G(U)xo(l)lm-ma(n)n = Z 6(0)1’0(1)7(1) ..... Lo (n)r(n)
oESy oESy
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= Z €(0)Tor—1(1)1+++Tor—1(n)n (indem man die Faktoren vertauscht)
o€eS

= Z €(0T)Zo(1)1++ - To(n)n  ( mit o durchlauft auch o7 die Sy,)
ocEeS,

=— Z €(0)Zy(1)1++-To(n)n Nach Lemma 1 und 2
ocES,,

Das beweist, dafl die Summe 0 ist, also F(x1,...,2,) =0.

Die Determinante einer Matrix: Sei A = (a;;)1<i,j<n eine quadratische Matrix.
Definition:

(1) det A= D" €(0)ag(1)1 * - Go(nyn
O'ESn

heifit die Determinante der Matrix A . Statt det A schreibt man auch die Eintrége in senkrechten Strichen:

aj; ai2  .... Qin
a1

det A =
an1 . Apn

Die Formel (1) nennt man auch die Leibnizsche Formel fiir die Determinante. Die Eindeutigkeitsaussage von
Satz 8 kann so formuliert werden:

Satz 9. Fir jede reellwertige Funktion F auf V x ... x V| jedes System v1,....,v, von n Vektoren aus
V' und jede n x n Matrix A gilt

F(Zajlvj, ..... ,Zajnvj) =detA - F(vy,...,vp)

j=1 j=1

Beweis: Satz 8 sagt, daf} dies richtig ist, falls wvy,...,v, eine Basis von V bilden. Ist das nicht der Fall,
so sind sie linear abhéngig, und beide Seiten der Gleichung sind 0: Ist Y.  Ajv; = 0 und zum Beispiel
A1 # 0, so ist

)\ )\n n )\1
F(vi,v2, ..., 05) :F(——sz— Uny V2, ooy Un) = — F(vi,v2,.00,0) = 0

)\1 vees T )\71 v )\1

Und sind vy, ..., v, linear abhéngig, so sind die Vektoren auf der linken Seite erst recht linear abhéngig.
Eigenschaften der Determinante:

0. Die Determinante der Einheitsmatrix ist 1
Das folgt sofort aus der Formel von Leibniz.

1.
det A = det A

Dabei ist A! die gestiirzte Matrix, also die Matrix, die aus A durch Spiegeln an der Diagonalen entsteht:
(a')ij = aji

Beweis:

det A = Z G(U)aa(l)l ..... ac,(n)n = Z e(a)al(,—l(l)....ana-l(n)
ocES, €Sy
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indem man in jedem Produkt die Faktoren vertauscht. Nun durchliuft mit ¢ auch o~! die S, , und
€(0) = e(071) . Also steht rechts die Determinante der gestiirzten Matrix.

2. Fiir jedes i = 1,...,n gilt: Die Determinante ist, wenn man alle Spalten bis auf die i-te festhélt, eine
lineare Funktion der i-ten Spalte.
Beweis: Fiir jede reellwertige Funktion F' mit D1,D2,D3 und jede Basis vy,...,v, von V gilt

Aaiy + pbin a2 ... ain

F(vy,.yvn) =

A1 + Mbnl an2 Anpn

F(()\CLH + ,U,bu)vl + ...+ ()\anl + ubnl)vn, Z Qj2Vjy .. Z ajnvj)
j=1

Jj=1

n n n n
= F(/\ E a;j1v; + E bjlvj, E Aj2Vj, .y E ajnvj)
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

air a2 ... Qip bir a1 a1n
=\ +ul o VF (01, vy V)
an1 Ann b1 Anpn

Dasselbe gilt wegen 1. fiir die Zeilen.

3. Die Determinante ist 0, wenn zwei Spalten (oder zwei Zeilen) iibereinstimmen. Sie nimmt ein Vorzeichen
auf, wenn man zwei Spalten (Zeilen) miteinander vertauscht (und die iibrigen 1afit, wo sie sind).
Beweis: Das folgt unmittelbar aus D3 (und dem oben vorgefiithrten Polarisieren).

4. Die Determinante dndert sich nicht, wenn man ein Vielfaches einer Spalte (Zeile) zu einer anderen addiert.
Beweis: Das folgt unmittelbar aus 2 und 3.

5. Der Determinantenmultiplikationssatz:
det(A B) = det A det B
Beweis: ey, ..., e, sei die Standardbasis des R™ . Fiir jede Funktion F mit D1,D2,D3 ist nach Satz 9

det(AB) F(ey,...,en) = F(ABey, ...., ABe,) = det(A)F(Bey, ...., Be,) = det(A) det(B)F(eq, ...., e,)

6. Fiir eine Matrix C mit ¢;1 = ¢y; = 0 fiir alle i, etwa C = (6(1)1 g) ist

det(C) = ¢11 det(B)

Beweis: In der Leibnizschen Formel (1) mufl nur iiber diejenigen Permutationen o summiert werden, fiir
die o(1) = 1. Es bleibt ¢;; mal Summe iiber alle Permutationen der n — 1 Ziffern 2,...,n, und letzteres
ist die Determinante von B.

7. Entwicklung nach der ¢-ten Spalte:

a1 O QA1n
a1 oo Q1n n :
= Zaji ajpr ... 1 ... aj, nach 2
anl Ann i=1 :
api .- 0 .. apn
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a1 .. 0 .. A1n
:Zaji 0 1 .. 0 nach 4
i=1 :
A1n 0 Apn

Durch ¢ — 1 Spaltenvertauschungen bringt man die ¢-te Spalte an die erste Stelle und danach durch j —1
Zeilenvertauschungen die j-te Zeile an die erste Stelle. Dadurch erhélt man

1 0 ... O
n .y 0
> (=DM ay |
j=1 . Aji
0

wo Aj; diejenige Matrix ist, die aus A durch Streichen j-ten Zeile und der i-ten Spalte entsteht. Nach 6
erhalt man

(1) Al =) (1) aylAj| firi=1,...n

j=1

Dies nennt man die Entwicklung der Determinante nach der 7-ten Spalte. Vollig analog funktioniert die
Entwicklung nach den Zeilen: Man hat dieselben Summanden zu summieren, nur nicht iiber j sondern iiber
7.

Beispiel:

ail a1z

= a11G22 — 021012
a1 a22

ail a2 a3
a1 G2 Qo3| = a11(a22a33 — A32023) — A21(a12a33 — az2a13) + az1(ai2a23 — ageais)
asy asz2 ass

Im Anschlufl an 7 bemerken wir: Wenn k # i, dann ist

n

(2) > (=)l Ajil

Jj=1

die Entwicklung der Determinante nach der i-ten Spalte fiir eine Matrix mit zwei gleichen Spalten; denn
nach Streichen der i-ten Spalte ist ja die k-te noch vorhanden. Also kommt 0O heraus.

Man setzt o
aij = (—1)""7] Ay

Definition: Die Matrix A mit den Eintréigen @;; heift die Adjunkte von A. Die Gleichungen (1) und (2)
zusammen besagen }
A-A=]4]-1,

Entwickelt man die Determinante nach der 4-ten Zeile, so erhélt man statt (1)
n n
D (=1)Mag| Ayl =Y aiay
j=1 j=1

also ~
A-A=14]-1,

Nun folgt sofort:
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Satz 10. FEine quadratische Matrix A ist invertierbar genau dann, wenn ihre Determinante nicht 0 ist.

Beweis: Nach Definition ist A invertierbar, wenn es B gibt mit AB = BA = 1. Ist das der Fall, so ist
|A| - |B] = |AB| (nach 5) = |1| =1, also sicher |A| # 0. Ist umgekehrt |A| # 0, so erfiillt B := |A|7!- A
die Gleichungen AB=BA=1.
Anwendung auf lineare Gleichungssysteme mit gleich vielen Gleichungen wie Unbekannten:
Sei

Ax =10

ein lineares Gleichungssystem von n Gleichungen fiir n Unbekannte. Man multipliziert mit der Adjunkten

von A: )
|Alz = Ab

Die Eintriige von Ab sind

aiq b1 QA1n

(Ab)i =) aybj =) (=)™ |4l b =
7

J an1 bn Gnn

wobei die b; in der i-ten Spalte eingetragen sind. Man erhélt also im Falle |A| # 0 die eindeutig bestimmte
Losung

ail b1 e Q1n
T = anl bn Ann
' A

Cramersche Regel
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5. Symmetrische Bilenearformen

Sei V' ein reeller Vektorraum. Eine lineare Abbildung von V' nach R hatten wir auch Linearform genannt.

Definition: Eine Bilinearform auf V ist eine Abbildung F von V xV nach R, fir die F(x,y) bei festem
y linear in = und bei festem x linear in y ist.
F heit symmetrisch, wenn

F(xvy) = F(y7$)

fir alle z,y . Fiir eine symmetrische Bilinearform ist also zum Beispiel
Flz+y,x+y)=F(z,z) + 2F(z,y) + F(y,y)

Beispiele:

1. V = Vektorraum aller stetigen reellwertigen Funktionen auf [—1,1] und

1
F(f.g) = / falgla)da

fir f,geV.

2. V =C, aufgefafit als zweidimensionaler Vektorraum iiber R, und

F(z,w) = i(zw + zZw)
3. Standardbeispiel: V =R"™ und
n Z1 U1
F(z,y) = szyz =a2ly=ylafire=| : |,y=| : | €R”
= Tn Yn
Sei wvy,....,v, eine Basis des Vektorraumes V und F eine symmetrische Bilinearform auf V. Fir die

reellen Zahlen a;; := F(v;,v;) gilt dann a;; = a; , die von ihnen gebildete Matrix erfiillt also
A=At

Eine solche Matrix nennt man symmetrisch. Die Matrix A bestimmt die Bilinearform F vollstindig; denn
fir =3, xv; und y =) y;v; ist
n
F(x,y) = Z Tii5Y;
ij=1

T
Wenn V =R" und man die Standardbasis es, ..., e, nimmt, dann gilt mit a;; = F(e;,e;) fir . =

Tn
und y entsprechend

n W
F(x,y) = Z ziaiy; = (21, xn)A | 1 | =2'Ay

W= Yn

Also: Eine symmetrische Bilinearform auf dem R" ist eine reellwertige Funktion der Gestalt
F(z,y) =" Ay

23



Lemma 1. Sei F eine symmetrische Bilinearform auf dem Vektorraum V . Dann gibt es eine Basis
V1, ...,y von V mit
F(v;,vj) =0 fiir alle i # j
Beweis: Wenn F' = 0, ist nichts zu zeigen. Wenn F' # 0, dann gibt es ein Paar von Vektoren z,y mit
F(z,y) # 0. Dann ist wenigstens einer der drei Werte F(z,z), F(y,y) und F(x + y,z + y) nicht 0. D.h.
es gibt v1 € V mit F(vy,v1) #0. Jedes = € V' 148t sich zerlegen in
F(z,v)

1 — U
(1) x F(Ul’m)vﬁrz

wobei der Vektor z durch diese Gleichung definiert ist. Nach Konstruktion liegt er in

vf ={y eV | F(v,y) =0}

vi ist der Kern der (surjektiven !) linearen Abbildung = +— F(x,v;) von V mnach R. Aus der Dimen-

sionsformel fiir Kern und Bild folgt

dimvi =n —1
Nach Induktionsannahme besitzt vi- eine Basis vg,...,v, mit F(v;,v;) = 0 fiir 4 # j. Nach (1) bilden
v1, ..., U, eine Basis von V' der gewiinschten Art.
Zusatz: Ist F(vy,v1) = @ und a > 0, so kann man aus « eine reelle Quadratwurzel ziehen: « = 3?. Dann
ist F(%vl, %vl) =1.Ist a <0, sohat man 8 mit 82 = —a, und dann ist F(%vh %vl) = —1. Man kann
also eine Basis von V' finden, fiir die

o v_Jo wenn i # j
Fvi,v;) = { 1,—1 oder 0 wenni=j

Behauptung: Die Anzahl der Nullen, Einsen und Minuseinsen unter den F'(v;,v;) ist nur von F und nicht
von der gewahlten Basis abhéngig.
Beweis: Seien vy, ...,v, und wq,....,w, zwei Basen mit

(1) F(v;,vj) = F(w;,w;) =0 fiir ¢ # j und

(2) F(v,v;) =11fir1 <i<p, F(v;,v;) = —1flir p+1<i<p+gqgund F(v;,v;) =0fir p+¢g+1<i<n

analog fiir die w; mit Anzahlen r,s statt p,q. Wir zeigen, dal vy, ...,vp, Wr41,...., w, linear unabhangig
sind: eine lineare Relation zwischen ihnen schreiben wir in der Gestalt

(1) AU+ o+ ApUp = 1 Wrg1 F oo F PsWrgs + oo F fp—r Wy
Auf beiden Seiten berechnen wir F(—,—):

Da reelle Quadrate > 0 sind, folgt
M=.= =1 =...= ;=0

Dann bleibt von (1) nur noch tbrig pgst1Wrtst1 + ... + fin—rwy, = 0. Da die w; zu einer Basis gehoren,
miissen auch pg11 = ... = pp—r = 0 sein.
Damit ist die lineare Unabhéngigkeit von v1,...,vp, Wry1,...,w, bewiesen. Die Anzahl dieser Vektoren ist
also hochstens n :

p+n—r)<n, also p<r

Aus Symmetriegriinden ist genauso r < p, also r = p. Die Vektoren vp4q41,...,0, bilden eine Basis des
Unterraumes
R:={x eV |F(z,y)=0fir alley € V}

(man priife das !), und dasselbe tun w;4s41,....,w, . Alsoist p+ ¢ =r+ s und damit auch ¢ =s.

Das eben Bewiesene iibersetzen wir in Matrizensprache und formulieren es als
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Satz 11. (Sylvesterscher Trigheitssatz) Zu jeder reellen symmetrischen Matrix A gibt es eine invertierbare
Matrix T mit

(3) T'AT = -1,
0n—p—q
Die Zahlen p und ¢ sind von T unabhéngig, sie hdngen nur von A ab.

Beweis: Mit V = R" und F(z,y) = 2! Ay benutzen wir das oben Bewiesene: Es gibt eine Basis vy, .., v,
des R"™ mit (1) und (2). Sei
1

n
v = E tjiej =
Jj=1

Die Gleichungen (1) und (2) sagen, daf die Matrix der F'(v;,v;) die in (3) gewiinschte Gestalt besitzt. Und

F(v,v5) = F(Z tiek, Ztljel) = ZtkiF(eka ety = Ztkz‘akmj
% 1 k.l k.l

tm’

Dies ist der Eintrag Nr. (i,5) der Matrix T*AT , wenn T die Matrix mit den Eintrigen t;; ist. T ist
invertierbar, weil vy, ...,v, wieder eine Basis bilden.

Besonderer Fall:

Definition: Eine reelle symmetrische Matrix A heifit positiv definit, wenn
2t Az >0 fiir allex € R", 2 #0

Fiir jede invertierbare Matrix 7' ist T'T positiv definit; denn z'T'Tz = (Tz)'Tz = y'y = >, y? mit
y="Tx. Da T invertierbar, ist y # 0, wenn x # 0. Umgekehrt sei A postiv definit. Dann ist auch T¢AT
positv definit fiir jedes invertierbare T . Eine Matrix der Gestalt (3) kann aber nur positiv definit sein, wenn

p=n.
FEin fir spater niitzliches Kriterium, um ”positiv definit” zu erkennen, ist

Satz 12. Die symmetrische Matrix

a1 a2 ... Qip
a1 a22

A=
[077%} Ann

ist positiv definit genau dann, wenn alle ihre n Hauptunterdeterminanten

ail a1
>0sind (i=1,...,n).

Beweis: 7 = 7: Mit A sind auch alle Untermatrizen positiv definit (man lasse in den
Qi1 Qi

Testvektoren die letzten n — ¢ Komponenten weg). Also mufl nur gezeigt werden, dafl jede positiv definite

Matrix positive Determinante hat. Das folgt daraus, daf sie die Form 7?7 hat und |T'T| = |T|> > 0.

7 <7 : Man schreibt

A= (ft Z) mit o €R, u € R" ' und B= B, _1,_1 = B’
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Man entwickelt |A| nach der letzten Spalte:
n—1 ‘
4] = alBl+ Y (=1 | Au
i=1

Die |A;,| entwickelt man nach der n-ten Zeile. Nach Streichen der n-ten Zeile und der j-ten Spalte bleibt

von A;, die Matrix B;; iibrig. Nach Definition der Adjunkten B erhélt man

n—1 n—1
Al =alBl+ Y (=1 ui(—1)" | Byl = alBl = Y ujbjiu;
i,j=1 ,j=1

= a|B| — u'Bu

Weil |B|#0,ist B =|B|B~! und
|A| = |B|(ao — u' B~ ')

Da |A| >0 und |B| >0, ist

(1) a>u' By

Nun testen wir, ob A positiv definit: Dazu schreiben wir einen beliebigen Vektor = des R" als z = (y)
mit y € R"* und reellem .

o' Az = (y', \) (Bt u> <§\> = y'By + 2\u'y + X2

u «

=y'By + 2 \uly + Nu' B 'u + A\ (a —u'B7 ) = (y + AB™ ) B(y + AB7 ) + A3 (a — u' B~ 1)

Nach Induktionsannahme ist B positiv definit. Der linke Summand ist also > 0 auBer wenn y+AB " 'u = 0.
Der rechte Summand ist nach (1) positiv aufler wenn A = 0. Es folgt, dafl die Summe nur 0 sein kann, wenn
A=0 und y+AB 'u=0, also wenn = =0 ist.

Das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren: Wir sahen, daf§ jede positiv definite Matrix A von der
Gestalt T'T mit invertierbarem T ist. Das jetzt zu beschreibende Verfahren zeigt, dafi man T sogar
dreieckig und mit positiven Diagonalelementen wihlen kann:

Gegeben sei ein reeller Vektorraum V' mit einer positiv definiten symmetrischen Bilinearform F und einer
Basis vy, ..., . Zur Abkiirzung schreiben wir einfach F(z,y) = (z,y) und /F(z,z) = |x|. Wir setzen

1
€] = —— U1
|v1]

Sodann wahlen wir A so, daf} fiir den Vektor

v3 = v2 — Aey gilt (v3,e1) =0, also A = (vg,€1)

und setzen

T o 2

Sodann wéahlen wir A1, Ay so, dafi fiir den Vektor

v =3 — A\e1 — Aqes gilt (v, e1) = (vi,e2) =0, also Ay = (vs,e1), Ao = (v3, €2)

und setzen



Haben wir schon e, ...,e; mit (e;,e;) = d;; , so setzen wir

1
Vpy1 = Ukg1 — (Vkg1,€1)e1 — oo — (Vpa1,ex)ex und egrg = m Vpy1
Vk+1

Auf diese Weise erhalten wir ein Orthonormalsystem ey, ...., e, , und

e1 = 1nn

€2 = tiogv1 + 2209

e, = tipv1 -+ +  tpnvn
mit den aus dem Verfahren zu entnehmenden ¢;; , wobei ¢;; = ‘% > 0. Fiir die Matrix A mit a;; = (v;,v;)

i

bedeutet das
51‘3' = (61‘, €j) = (Z tmvr, Ztsjvs) = Ztm-a,«stsj, also TtAT =1

TS

Die Matrix S = T~! ist ebenfalls dreieckig mit positiver Diagonale, und fiir sie gilt A = S*S.

Anwendung: Sei X eine beliebige invertierbare Matrix. Dann ist XX positiv definit, und wir haben eine
Dreiecksmatrix B mit positiver Diagonale und XX = B!B. Die Matrix K := XB~! erfiillt

K'K==(B")"'X'XB™'=(B")""-B'B-B™' =1
Eine Matrix K mit K‘K =1 heifit orthogonal (Genaueres im néichsten Kap). Mit
X=KB

haben wir:

Jede invertierbare Matrix ist Produkt einer orthogonalen Matrix mit einer Dreiecksmatrix mit positiver
Diagonale. Diese Darstellung ist eindeutig (Aufgabe 21)

Iwasawa-Zerlegung
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6. Der Euklidische R"
Im R"™ nimmt man die positiv definite Standardbilinearform, die man einfach mit (x,y) bezeichnet:

n U1
(m,y) :szyz :iﬂty: (1'1,....71'”) =y'x
i=1
Yn

Definition: (z,y) heifit das skalare Produnkt von z und y. Die Vektoren = und y heiflen senkrecht
aufeinander, wenn (z,y) =0.

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung: Fiir alle z,y € R™ gilt

(z,9)* < (z,2) (y,9),

und das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn z und y linear abhingig sind.

Beweis: Wenn z = 0, ist die Behauptung trivial. Wenn x # 0 und z und y linear abhéngig sind, dann
ist y = Az fiir ein reelles A, und oben gilt das Gleichheitszeichen. Seien nun z und y linear unabhéangig.
Dann ist Az +y # 0 fiir alle A, und

0< (A A = A%+ 2 A = A
<Az 4y, Az +y) = (2,0)A +2(z,9)A + (y,9) = (z,2) (A + @.2) @) F (¥:9)
fiir alle . Setzt man speziell A = — gii; , so folgt die Behauptung.
1
Nach Pythagoras ist >, 27 das Quadrat der Entfernung von z = | bis zum Nullpunkt.
Ty

Definition: Die positive Wurzel aus (z,z) heifit die (euklidische) Norm |z| von x:

Wenn (z,y) =0, dann ist |z|? + |y|? = |z + y|* (Pythagoras). Nach Cauchy-Schwarz ist

(2, 9)] < || [yl
Sind x und y beide # 0, so folgt daraus
|z |y]



Nach Analysis I gibt es genau einen Winkel « mit

(z,y)

0<a<mund cosa = —=
2] |yl

a heifit der Winkel zwischen = und y. Wichtig ist die
Dreiecksungleichung: |z + y| < |z] + |y
Beweis: Da auf beiden Seiten positive Zahlen stehen, gentigt es, die Quadrate zu vergleichen:

w4y = (@ +y,2+y) = (2,2) +2@,y) + (y,y) < |2 + 2|z[[y[ + |y|*( Cauchy-Schwarz ) = (|| + |y])*

Das Vektorprodukt im R®: Definition:

T2Y3 — T3Y2
T XyYy= T3Y1r — T1Y3
T1Y2 — T2Y1

heifit das Vektorprodukt (oder Kreuzprodukt) von 2z und y. Es hat (u.a.) folgende Eigenschaften:

1. Xy =0 genau dann, wenn z und y linear abhéngig sind (vgl. Kap 2 )

2. (z,y x z) = det(x,y,2) Beweis: Entwickle die Determinante det(z,y,z) nach der ersten Spalte. Ins-
besondere stehen z und y auf x x y senkrecht. Ferner folgt

det(z,y,x x y) = det(z X y,z,y) = (x X y,z x y) > 0, falls x und y linear unabhéingig

Definition: n linear unabhangige Vektoren x1,...,z, im R™ bilden ein Rechtssystem, wenn die Determi-
nante mit den Spalten zq,....,x, positiv ist.

Sind x und y linear unabhangig, so bilden die Vektoren x,y und z x y ein Rechtssystem im R3.

3. x(yxz)=(x,2)y—(z,9)z

Beweis: Wenn z und y linear abhéngig sind, sind beide Seiten der Gleichung 0. Sonst: Der Vektor auf der
linken Seite steht auf y x z senkrecht und ist daher eine Linearkombination von y und z. Da er aulerdem

auf z senkrecht steht, ist er ein Vielfaches von (z,z)y — (z,y)z . Teste eine Komponente, um zu sehen, dafl
der Proportionalitdtsfaktor 1 ist.

4. (.13 XYy, u X 1}) = (x,u)(y,v) - (x,v)(y,u)
Beweis:
(z X y,u x v) = det(z X y,u,v) ( nach 2.) =det(v,z x y,u) = (v, (z X y) X u)

= (v, (z,u)y — (y,u)z) (nach 3.) = (z,u)(y,v) — (z,v)(y,u)
Speziell ist
j x y? = (z,2)(y,y) — (z.y)* =

(z,2) (,9) ‘
(z,y) (y,v)

Gramsche Formel fiir n =3 und p=2

Diese Formel erlaubt noch einen anderen Ausdruck fiir das Vektorprodukt:

|z % y? = [z|y[*(1 — cos® a) = (|z| |y| sina)?

wobei a der Winkel zwischen = und y ist. Da dieser verabredungsgemaf zwischen 0 und 7 liegt, ist sein
Sinus nicht negativ, und wir erhalten
& x y| = [2] [y] sina
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Man kann das Vektorprodukt von zwei linear unabhéngigen Vektoren x und y also auch so kennzeichnen:
1. x x y hat die Norm |z |y|sin«
2. x x y steht senkrecht auf = und auf y
3. z,y und z x y bilden ein Rechtssystem.

Orthogonale Transformationen im R™ und Drehungen im R? und R3:

Definition: Die (n x n)-Matrix T heifit orthogonal, wenn
(0) (Tz,Ty) = (x,y) fur alle z,y € R"

Die Abbildung z +— Tz heifit in diesem Falle eine orthogonale Transformation.

Definition : Ein System (eine Basis) aus paarweise senkrechten Vektoren der Norm 1 heifit ein Orthonor-
malsystem (eine Orthonormalbasis).
Offenbar ist die Standardbasis des R™ eine Orthonormalbasis.

Benutzt man (O) nur fir die Basisvektoren e;, so sieht man, daf§ die Spalten der Matrix 7' (das sind
die Bilder der e;) wieder eine Orthonormalbasis bilden. Diese Aussage kann man zusammenfassen in der
Formel

(1) T'T =1
Ist umgekehrt T%T = 1, so ist natiirlich
(Tx,Ty) = (Tx)'Ty = 2'T' Ty = 2'y = (x,y) fiir alle z,y

Eine Matrix 7T ist also genau dann orthogonal, wenn T'T = 1. Fiir orthogonale Matrizen ist |T|?> =
|T*T| = 1. Die n-reihigen orthogonalen Matrizen bilden eine Gruppe, die sogenannte orthogonale Gruppe,
die mit O(n,R) bezeichnet wird. Die Matrizen mit Determinante 1 bilden darin eine Untergruppe, diese
heifit die spezielle orthogonale Gruppe SO(n,R). Fiir n =2 und 3 sagen wir auch einfach Drehgruppe.

Drehgruppe im R?: Die Drehung der Ebene um den Winkel o wird bewirkt durch

@) <ama ——$na)

sina  cos«

Die Matrizen
cosa  sina
sina —cosa
haben Determinante —1 und bewirken Spiegelungen der Ebene (an welcher Geraden ?)
Drehgruppe im R®: Sei T*7 =1 und |T| = 1. Dann ist
1-T|=|T"T-T|=|T -1 |T|=-[1-T]

weil |T| = 1 und 3 ungerade. Daher ist die Determinante von 1—7" gleich 0, und 1—7T ist nicht invertierbar.
Das bedeutet nach Kap 3, daf} es einen Vektor a # 0 gibt mit Ta =a. Ist T # 1, so ist a bis auf Vielfache
der einzige Vektor, der fest bleibt. Wir normieren ihn auf |a| = 1. Die von ihm aufgespannte Gerade heif}t
die Drehachse. Da T orthogonal ist, wird die zu a senkrechte Ebene bei T in sich transformiert. Sei
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x # 0 irgendein Vektor in dieser Ebene. Dann wird die Ebene aufgespannt von x und a x . Wenn T
eine Drehung um den Winkel a bewirkt, so ist

(3) Tr=xzcosa+ (axz)sina (vgl (2))
Einen beliebigen Vektor x € R zerlegen wir (erinnere |a| =1)
z = (x,a)a+ [z — (z,a)d]
wobei der zweite Summand auf a senkrecht steht. Dann ist nach (3) und wegen Ta = a
Tz = (xz,a)a+ [z — (z,a)a]cosa+ (a x x)sina = (1 — cosa)(x,a)a+ xcosa+ (a X z)sina

z,a X z und a bilden ein Rechtssystem. Ersetzt man a durch —a (was die einzige Moglichkeit ist), so
mufl man « durch —a ersetzen. Wenn man die Matrix A hinschreibt, welche die Kreuzmultiplikation mit
a bewirkt (Ax =a x x ), so kann man T als Matrix hinschreiben. Man tue das und lese riickwérts aus der
Matrix T den Drehwinkel ab.

Anmerkung: Da Drehungen das Skalarprodukt und damit Langen und Winkel erhalten, und da sie aulerdem
die Orientierung erhalten, folgt aus der oben gegebenen Kennzeichnung des Vektorprodukts durch Richtung,
Léange und Orientierung, daf} fiir jede Drehung und fiir je zwei Vektoren a und b gilt

T(a xb) =T(a) x T(b)

Die Norm im R" gibt Anlass zu Begriffen wie Konvergenz, offen, abgeschlossen, stetig. Dabei ist es uner-
heblich, ob man die euklidische Norm |z| = /Y., 7 benutzt oder eine andere, zum Beispiel die Maxi-
mumnorm
Ea
|| oo 1= maxi<j<p|z;| fiir z =

Tn

Sie muf} nur die Bedingungen
N1 |z| >0 fiir alle  und =0 nur fir z =0
N2 |Az| = |A| |z| fiir reelle A
N3 |z +y| < |z| +|y| (Dreiecksungleichung)
erfiillen. Man kann zeigen, dafl auf einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum je zwei Normen | |; und
| |2 (d.h. reellwertige Funktionen mit N1,N2,N3) dquivalent sind in dem Sinne, daf es reelle Zahlen a,b > 0
gibt mit
alzly < |zl < blx|y fiir alle =

Zum Beispiel ist im R"
(1) |Z]oo < 2] < Vi |2]oo
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Vollig analog zu Analysis I ist

Definition 1. Eine Folge (a'®)); von Vektoren im R™ heifit Cauchyfolge, wenn es zu jedem € > 0 einen
Index N(e) gibt so, daf§

la®) — W] < € fiir alle k,1 > N(e)
Definition 2. a € R™ heiBt Grenzwert der Folge (a®)); (die Folge konvergiert gegen a ), wenn es zu jedem
€ > 0 einen Index N(e) gibt so, daf

la®) — a| < e fiir alle k > N(e),

Bezeichnung
a= lim o
k—oo
Es bedeutet, daf die reelle Zahlenfolge |a*) — a| eine Nullfolge (Analysis I) ist.
Aus

Z|oo < 2| < V2|00
folgt, daf eine Folge von Vektoren im R™ genau dann eine Cauchyfolge ist, wenn alle n Komponentenfolgen
Cauchyfolgen sind. Aus der Vollstdndigkeit von R (Analysis I) folgt die

Vollstandigkeit des R": Jede Cauchyfolge im R" konvergiert (besitzt einen Grenzwert).
Definition 3. Fir a € R" und reelles r > 0 heifit

K.(a) ={xzeR" ||z —a| <7}
die offene Kugel vom Radius » um a .

Definition 4. Eine Teilmenge U C R" heifit offen, wenn sie zu jedem a € U noch eine offene Kugel K,.(a)
enthalt.

Definition 5. Eine Teilmenge A C R™ heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement A’ := {x € R" |z & A}
offen ist.

Zu einer beliebigen Teilmenge A C R™ definiert man

A= {becR"| fiir jede offene Kugel K, (b) ist K,.(b) N A # (}

Lemma 1. A ist abgeschlossen.

Beweis: Nach Definition 5 ist zu zeigen, da das Komplement von A offen ist. Sei also b ¢ A. Das bedeutet,
es gibt » >0 mit K, (b))NA=10.

Angenommen nun, K, (b) enthielte ein Element ¢ aus A. Dannist |c—b] <7, also e : =7 —|c—b > 0.

Nach Definition von A gibt es in K.(c) ein Element aus A . Dieses liegt in K, (b) N A, Widerspruch.
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Lemma 2. Jede abgeschlossene Menge B D A enthélt A.

Beweis: Angenommen, 2 € A aber x ¢ B. Das Komplement von B ist offen und enthilt nach Definition
4 eine offene Kugel K, (z). Aber jede offene Kugel um z trifft A. In ihr gébe es also Elemente, die zu A
aber nicht zu B gehoren, Widerspruch.

Folgerung 1. A ist die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthélt. Oder auch: der Durchschnitt aller
abgeschlossenen Mengen, die A enthalten.

Folgerung 2. A ist abgeschlossen genau dann, wenn A = A .

Definition: A heiit die abgeschlossene Hiille von A .

Lemma 3. b<c A genau dann, wenn es eine Folge (a®)); von Vektoren a®) aus A gibt mit

lim a® = b
k—oo

Beweis: b€ A= esgibt oY € ANK;(b), a®® € AN Ki(b),...... . Offenbar ist limg oo a® =b.
Umgekehrt: Ist b Grenzwert einer Folge von Vektoren aus A, so liegen natiirlich in jeder offenen Kugel um
b Punkte aus A.

Satz 13. FEine Teilmenge A C R"™ ist genau dann abgeschlossen, wenn fiir jede Cauchyfolge von Vektoren
aus A der (im R"™ vorhandene) Grenzwert zu A gehért.

Beweis: ” = 7 : Sei a = lima® und alle a*) € A. Wire a ¢ A, so gibe es nach Definition (A’ ist offen)
eine offene Kugel K.(a), die A nicht trifft. Zu e gibt es aber N(¢) so, daB alle a®) mit k > N(e) in
K (A) liegen. Widerspruch.

7 &7 Zu zeigen ist, da3 A’ offen ist. Ware A’ nicht offen, so gabe es einen Punkt b € A’ derart, daf
keine offene Kugel um b in A’ liegt. Also: in K;(b) gibtes 27 ¢ A’, dh. 23 € A. In K%(b) gibt es

z3 € A usw.: in jedem K (b) gibt es @, € A. Nach Konstruktion (|2, —b| < L) konvergiert die Folge
der z,, € A gegen b ¢ A, Widerspruch.

Es sei kurz an den Begriff der stetigen Funktion erinnert;

Definition: Eine auf einer offenen Teilmene U C R" definierte Abbildung f in den R™ heifit stetig im
Punkte a € U, wenn es zu jedem € >0 ein § = d(e) > 0 gibt mit

|f(z) — f(a)] <€ fir alle x € U mit |[x —a| < 4§
Dies bedeutet nach Definition von ” lim,_,, ” dasselbe wie

lim f(z) = f(a)

r—a

Man tiberlege sich: f ist genau dann stetig im Punkte a, wenn fiir JEDE Folge x; — a gilt

Jim f(z) = f(a)

Spéter sehr oft vorkommen wird der Begriff ”kompakt”. Wir begniigen uns mit:

Eine kompakte Teilmenge des R™ ist eine beschriankte und abgeschlossene Teilmenge.
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Satz 14. Auf einer kompakten Teilmenge B C R"™ besitzt jede Folge eine in B konvergente Teilfolge.

Beweis: Sei b () .. eine Folge in B. Die Folge der ersten Koordinaten dieser Vektoren ist eine
beschrankte Folge reeller Zahlen und besitzt nach Bolzano-Weierstrafi (Analysis I) eine konvergente Teil-
folge. Dann betrachten wir nur noch die Vektoren der Folge, die zu den dabei ausgewihlten Indices gehoren.
In dieser wihlen wir eine Teilfolge, fiir die die Folge der zweiten Koordinaten konvergiert usw. So erhalten
wir eine Teilfolge in B, fir die alle Koordinatenfolgen konvergieren. Dann konvergiert auch diese Teilfolge
selbst, a priori in R™. Da B abgeschlossen ist, liegt der Grenzwert nach Satz 11 in B.

Satz 15. Das Bild einer kompakten Teilmenge B C R" unter einer stetigen Abbildung in einen R™ ist
kompakt.

Beweis: Zu zeigen ist, dal das Bild beschréankt und abgeschlossen ist.

1. Angenommen, es wére nicht beschriankt. Dann gébe es zu jedem p =1,2,3... ein b, € B mit |f(b,)| > p.
Dazu gibt es eine in B konvergente Teilfolge: lim; .o, by, = b € B. Da f auf B stetig ist, ist f(b) =
lim; o f(bp,) , Widerspruch gegen f(b,,) > p; fiir alle ¢.

2. Angenommen, f(B) wire nicht abgeschlossen. Dann géibe es nach Satz 11 eine Cauchyfolge in f(B),
deren (in R™ vorhandener) Grenzwert nicht zu f(B) gehort. Aber die Urbildfolge enthéilt eine in B
konvergente Teilfolge, etwa gegen b € B. Deren f-Bilder konvergieren wegen der Stetigkeit von f gegen
f(b). Da fiir eine Cauchyfolge jede Teilfolge denselben Grenzwert besitzt wie sie selbst, konvergiert die
urspriingliche Folge doch gegen f(b) € f(B).

Folgerung: Jede reellwertige stetige Funktion auf einer kompakten Teilmenge des R™ nimmt dort ihr Maxi-
mum an.

Operatornorm: Sei A eine (n x n )-Matrix und « € R™. Mit Benutzung von Cauchy-Schwarz finden wir

|A~T‘2 = Z(Z aijin)Q <

i=1 j=1 i

S a2)) S a?) =z Y a

1 j=1 j=1 ij=1

n n n

Insbesondere ist |Az| auf der Einheitskugel |2| =1 beschrdnkt. Daher existiert

sup |Az| = max |Az| =: ||A]]
|o|=1 lz|=1
Definition: ||A|| heifit die Operatornorm von A .

Ist « beliebig # 0, so liegt ﬁx auf der Einheitskugel, und nach Definition ist |A(ﬁ x)| < ||A]|. Durch
Multiplikation mit |z| folgt

(1) |Az| < ||A|| - |x| fiir alle
Daraus folgt sofort

(2) |AB|| = sup [ABx| < sup ([|A]| - |Bz|) < [|A]l - | B

|z|=1 |z|=1

Nach (1) ist [|A|| =0 nur fiir A = 0. Daher gilt in (2) tatséchlich nur < und nicht =; zum Beispiel fiir
A= (8 (1)> ist |Az|? = 23 < |z|> mit = fiir ;1 = 0. Also ist [|A|| = 1, aber A% =0, also ||4?|| <

||[A]|? . Die Operatornorm ist also nicht multplikativ. Man nennt die Eigenschaft (2) submultiplikativ.
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7. Differenzierbarkeit im R"

Erinnerung: Eine auf einem offenen Intervall U C R definierte reellwertige Fuktion f hiefl an der Stelle
a € U differenzierbar, wenn

" L F@) ~ f(a)
Tr—a Tr—a
In diesem Falle hief der Grenzwert die Ableitung von f an der Stelle a, bezeichnet f’(a).

Fiir Abbildungen f von (Teilen des) R™ nach R™ kann man nicht genau so verfahren, weil man ja durch
Vektoren nicht dividieren kann. Man schreibt (1) um in

f(@) = fla) = f'(a)(z — a)

exisitiert

lim =0
z—a r—a

Das bedeutet dasselbe wie ,
o J@) = f@) ~ P —a)
z—a |z — al

Genau in diesem Sinne sollen Funktionen mehrerer Verénderlicher durch (inhomogen) lineare Funktionen
approximiert werden.

Definition 1. Eine auf einer offenen Menge U C R" definierte Abbildung in den R™ heifit an der Stelle
a € U differenzierbar, wenn es eine (m x n)-Matrix A gibt, so dafl

f(@) = f(a) + A(x — a) + [z — alé(x)
wobei fiir das durch diese Gleichung fiir = # a definierte ¢ gilt
d(x) = 0firx —a

(Das ist die Definition nach Koénigsberger, Analysis II, in Forster heifit dasselbe total differenzierbar)

Zur Klarstellung: Die letzte Aussage bedeutet: Zu € > 0 gibt es 6 > 0 so, da |¢(z)| < € fiir ALLE z mit
|z —a| < 0. Insbesondere gibt es § > 0 so, da |¢(x)] <1 fir |z —a| <d. Fiir |z —a| <4 ist also

[f(z) = fa)| = [A(z — a) + |z — alé(x)] < (|[A]] + D]z - a,
was in Evidenz setzt, daf§ jede an der Stelle a differenzierbare Abbildung dort sicherlich stetig ist.

z kann auf vielen Wegen gegen a laufen:

Lauft man achsenparallel gegen a, so erhélt man die sogenannten partiellen Ableitungen:
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Definition 2. Eine reellwertige Funktion f auf einer offenen Menge U C R™ heifit an der Stelle a € U
partiell nach x; differenzierbar, wenn die Funktion

¢(t) = f(al, ooy CLZ',ht, ai+1, ...,an)

der reellen Variablen ¢ an der Stelle ¢ = a; differenzierbar ist. Die Ableitung ¢'(a;) heifit die partielle
Ableitung von f an der Stelle ¢ und wird mit

of
8581'

(a) oder 0;f(a)

bezeichnet. Also
f(al, ey i1, t, ai+1, cony an) — f(a)
t—a; t—a;

Lemma 1. Sei f differenzierbar an der Stelle a € U im Sinne von Definition 1. Dann existieren alle
partiellen Ableitungen aller Komponenten f; von f an der Stelle a, und A ist die Matrix mit den
FEintragen

_Ofi
N ij

a;j (a) (i=1,....m,7=1,...,n)

Beweis: Man lduft in Definition 1 parallel zur z;-Achse gegen a, d.h. man setzt x = a + he; und lafit A
gegen 0 laufen. Dann ist A(x—a) = h-Ae; , und die i-te Komponente davon ist ha;; . Da eine Folge im R™
genau dann konvergiert, wenn alle Koordinatenfolgen dies tun, haben wir nach Definition 1 koordinatenweise

fi(a + hej) — fl(a) — aijh
||

0= Jim oo+ es) = Jny

Das bedeutet nach Definition 2, dafl

_0f;
Aij = aTjj(a)

Definition: Die Matrix der partiellen Ableitungen von f heifit die Jacobimatrix von f:

ofi ... Onfi
Df = : :

Leider gilt von Lemma 1 nicht die Umkehrung:
Beispiel: n =2, m=1 und

I2
o) = { o vem (0) £ 00
0 wenn x =y =0
Da f(x,0) = 0 fir alle z und f(0,y) = 0 fir alle y, sind alle partiellen Ableitungen von f gleich 0.
Wenn es also eine Matrix A wie in Definition 1 gibt, dann muf sie nach Lemma 1 null sein. Der Rest ¢

aus Definition 1 ist dann
fley) 2%y

VI ey

Auf der Winkelhalbierenden = =y hat dies den Wert ﬁ wenn z >0 und —ﬁ wenn z < 0. Also gibt

es keinen Grenzwert fir + — 0.

Aber es gilt
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Lemma 2. Die partiellen Ableitungen von f seien in einer Umgebung der Stelle a € U vorhanden und an
der Stelle a stetig. Dann ist f an der Stelle a differenzierbar im Sinne von Definition 1.

Beweis: Es gentigt m = 1. Dann ist Df = (01 f,....,0nf) . Zu zeigen ist

f@) = fla) = 3552, Oif(a)(zi — ai)

|z —al

—0firxz —a

(1)

Dazu schreibe
n

f@)—=fla) = Z[f(acl, ey Ly Qi Ty eeey Q) — F(XL, ey X1, Ay ey Q)]

i=1

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung aus Analysis I ist dies
n
=3 0if (@1, s i1, iy Qg1 s ) (2 — )
i=1

mit Werten & zwischen a; und z; . Der Betrag des Zahlers in (1) ist nun

= |Z{az‘f(ah---,ai—lagiyai-i-l, v ln) — 0if(a)} (2 — a;)|
=1

<|zr—al- Z[]2 ( Cauchy-Schwarz)

Da die partiellen Ableitungen an der Stelle a stetig sind, gehen die [....] und mit ihnen der rechte Faktor
gegen 0, qed.

Merke die Kurzfassung:
partielle Ableitungen von f vorhanden und stetig —

f differenzierbar —

partielle Ableitungen von f vorhanden

Beispiele:
f(z) = Az + b mit konstanter Matrix A und konstantem Vektor b

Dann ist Df(a) = A fur alle a.

f(x) = 2 Az mit einer symmetrischen Matrix A .
flz)— fla) = 2t Ax — 2t Aa + a' Az — at Aa = xtA(x —a)+ atA(x —a) = 2atA(ac —a)+ (xt — at)A(ac —a)

Nach Definition 1 ist D f(a) = 2a'A .
Kettenregel:

Satz 16. Sei
g definiert auf der offenen Menge U C R"
f definiert auf der offenen Menge V C R™ |

a€U, fla)=bund g(U)CV .
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Ist
g differenzierbar an der Stelle a und
f differenzierbar an der Stelle g(a),
so ist f o g differenzierbar an der Stelle a, und fiir die Jacobimatrizen gilt

D(fog)(a) = D(f)(g(a)) - D(g)(a)

Beweis: Nach Voraussetzung ist
9(x) — g(a) = Dg(a)(z — a) + |z — a|¢(x)

f(y) = f(b) = Df(b)(y =) + [y — bl (y)
mit ¢(z) — 0 fir  — a und ¥(y) — 0 fir y — b. Daraus folgt

flg(x)) = f(g(a)) = Df(g(a))(g(z) — g(a)) + |g(x) — g(a)[¢(g(z)) =
Df(g(a)){Dg(a)(z — a) + |z — alp(x)} + |g(x) — g(a)[¢(g(x)) = Df(g(a) - Dg(a) - (x —a) + R

wobei
|R| <[z —al-[Df(g(a))d(@)] + |g(z) — g(a)] - [¥(g(z))]
< |z —al-[[Df(g(a)]l - |o(z)| + [Dg(a)(z — a) + |z — alp(z)] - [ (g(x))]
<z —al-{|[Df(g(a)]l - [¢(z)| + [[Dg(a)]| - [¢¥(g9(2))| + |p(2)] - [¥(g(x))[}

Fiir # — a geht auch g(z) — g(a), weil g an der Stelle a stetig ist, und damit gehen alle drei Summanden
in der geschweiften Klammer gegen 0 fir =z — a .

Beispiel: 1. f sei eine reellwertige Funktion auf einer offenen Teilmenge U C R", und g bilde ein offenes
Intervall der reellen Achse nach U ab.

Wir kénnen uns ¢ als Zeit vorstellen und f als Temperatur im Raum, h(t) := f(g(t)) ist dann die
Temperatur, die ein Reisender auf dem Wege ¢(t) zur Zeit ¢ erlebt. Die Kettenregel sagt

91(t)
W(t) = Df(g(t)) - Dg(t) = (Ouf, s Onf)(9(®) |
()

Dies ist ein skalares Produkt von zwei Vektoren.

Definition: Fir eine reellwertige differenzierbare Funktion heifit der Vektor der partiellen Ableitungen von
f der Gradient von f. Er ist also per definitionem die gestiirzte Jacobimatrix von f:

o f
gradf = : =D(f)*
a’nf
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Mit dieser Definition ist
W(t) = (grad f(g(t)),q'(t))

Speziell wenn g(t) = a+t(b—a) die Verbindungsgerade der Punkte a und b beschreibt, dannist ¢'(t) = b—a
und
B'(t) = (grad f(a+t(b—a)),b—a) ( Richtungsableitung )

2. Eine reellwertige Funktion h auf dem R"™, die nur von der Entfernung vom Nullpunkt abhangt, 1a8t sich
in der Gestalt

h(z) = f(r) mit r = |z| = me

schreiben. Die Kettenregel sagt
Dh(x) = Df(r(x))Dr(x)

hier ist f eine reellwertige Funktion einer reellen Variablen, also Df einfach = f’. Hingegen ist Dr die

Zeile der partiellen Ableitungen von r nach den z;, also Dr = (%*,...., £=) . Stiirzt man, so erhélt man
!
grad h(z) = L) x
r

Partielle Differentiation kann man mehrmals hintereinander ausfithren. Dabei ist nicht immer 0,0; = 0;0;
(vgl Aufgabe 26). Aber: Wir sagen, f sei k-mal stetig differenzierbar, wenn ALLE partiellen Ableitungen
0, ....0;, f Dbis zur Gesamtordnung k vorhanden und stetig sind.

Satz 17. Die reellwertige Funktion f sei in der offenen Menge U C R"™ zweimal stetig partiell differenzier-
bar. Dann ist 0;0;f = 0;0;f fiir alle i,j .

Beweis: Es geniigt, den Satz fiir n = 2 und an der Stelle 0 zu beweisen. Aus dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung, angewandt auf die Funktion g,(x) := f(z,y) — f(z,0) der reellen Variablen x folgt

f(x,y) = f(x,0) = £(0,9) + £(0,0) = g, (§) - « mit & zwischen 0 und z

Aber g, (z) = 0, f(z,y) — 0. f(x,0) . Es folgt
f(:c,y) - f(.’b,O) - f(oay) + f(0,0) = (azf(gvy) - aff(gvo)) U= 83;896('5’77) t XY

mit 7 zwischen 0 und y. Vertauscht man die Rollen von = und vy, so findet man Zwischenwerte é und 7
mit

Fa.y) = £(0,9) = £(2,0) + £(0,0) = 020, f(€.7) -y
Fir zy # 0 folgt ~
020y f(€,71) = 0,0 f(&,m)
Da die zweiten partiellen Ableitungen an der Stelle 0 stetig sind, strebt die linke Seite fiir (;C) — <8>
gegen 0,0,f(0,0) und die rechte gegen 0,0,f(0,0).

Anwendung: Eine Abbildung f einer offenen Menge U C R™ in den R"™ nennt man auch ein Vektorfeld.

Ist zum Beispiel f eine reellwertige Funktion, so ist grad f ein Vektorfeld. Aber nicht jedes Vektorfeld ist
ein Gradientenfeld: wenn
o f(z)

o(@) = gradf(z) = |
O f (@)
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dann mufl nach dem eben bewiesenen Satz
0v;(x) = 0jv;(z) fir alle 4, j

gelten. (Sogenannte Integrabilitdtsbedingungen)
Definition: Fiir ein beliebiges Vektorfeld v im R® heifit

Oav3 — D309
rot v := | d3v; — O1v3
61’02 — 821)1
die Rotation von v. Satz 17 im R* besagt also

rot grad f =0

Definition: Fir ein differenzierbares Vektorfeld v im R™ heifit

n
g O;v; =: div v
i=1

die Divergenz von v .
Aus Satz 17 folgt unmittelbar fiir jedes Vektorfeld v im R?

divrotv =20
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8. Taylorformel
Erinnerung an die Taylorformel in einer Variablen: Durch partielle Integration folgt

%/w FEFD@) (2 — )k dt = 7f(k)(a) (x—a)f + (k_l 5 /w FE@) (2 — )k at

k!

Summiert man dies iber k¥ von 1 bis n, so erhélt man (mit Benutzung des Hauptsatzes auf der rechten
Seite fiir k=1)

o [ e a = -3 - 0t ) - s

k=1

und das ist, wenn man es noch passend umstellt die bekannte Tayloformel fiir (n 4 1) -mal stetig differen-
zierbare Funktionen einer reellen Variablen. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung kann man das
Integralrestglied (beachte, da z — ¢ im Integrationsintervall sein Vorzeichen nicht wechselt) ausdriicken
durch
(@) (@ —a)m
(n+1)!

mit einem Wert 7 zwischen a und =z .

Jetzt sei eine reellwertige Funktion auf einer offenen Teilmenge U C R"™ gegeben, und alle partiellen
Ableitungen von f bis zur Gesamtordnung k seien vorhanden und stetig. Dann seien a und = zwei
Punkte in U derart, dafl die Verbindungsstrecke von a bis x ganz in U enthalten ist.

Man setzt
9(t) = fla+t(z —a))

Nach der Kettenregel ist nun

g = 0f(a+ta—a) - (v —a)

i=1

g'(t) = 0:0;f(a+t(x—a)) - (x; — ai)(z; — aj)

i,j=1

MW = D 00 f((a+tx —a)) (i, — @i, (i, — aiy)

iy yeyip=1

Dies tragen wir ein in die Taylorformel

9(1) = 9(0) + 4/ (0) + 56" (0) + 6" (0) + .

fir g:
£@) = F(0) + Y 0f @i —a) + 5 D 8d5£(a) (@1 — ai)(w; —aj) + .

i,j=1
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1 n
+E Z (“)Zlalkf(a) ({Eil — ail) ..... (.T,Lk - aik) + R

Cip,eig=1
mit 1
R = CES] Z@il...ﬁikﬂf(a +7(x —a)) (i, — i) (Tip,, — Cigyy)

Die (k+1)-ten Ableitungen sind nach Voraussetzung stetig, also auf jeder kompakten ganz in U enthaltenen
Kugel |z — a| < r beschrinkt, etwa < M, . Damit ist der Rest

|R| < m Az —a|*t = C(r) - |z — alFT! filr alle © mit |z —a| <7
k=1 B
flx) = fla) + Y dif(a)(w; — a;) + R = f(a) + (gradf(a),z —a)) + R
i=1
mit

|R| < C1(r)|x — al? fiir |z —a| <r

Angenommen, f habe an der Stelle a ein lokales Minimum. Das bedeutet: es gibt eine Umgebung V' von
a derart dafl f(a) < f(x) fir alle x € V. Fir alle z € V mit |z —a| <r ist dann

0< f(z) - f(a) = (gradf(a), = —a) + R < (gradf(a),z — a) + C1(r)|z — a|?
Wenn man x = a + Agradf(a) setzt, so ist der erste Term linear in A und der zweite quadratisch. Fiir
A — 0 sieht man, daf grad f(a) =0 sein mufl. Analoges gilt fiir ein lokales Maximum.
Ergebnis: Wenn f an der Stelle a ein lokales Extremum hat (und zweimal stetig differenzierbar ist), dann
ist
gradf(a) =0
Jetzt nehmen wir umgekehrt an, dafl gradf(a) = 0. Dann lautet die Taylorformel (mit k= 2)

£l = F(@)+ 5 D2 00 (a) i — ai)a; — a;) + R

i,j=1
mit
R < Ca(r) o — af?

Jetzt haben wir eine quadratische Form in x — a, namlich

2f ... 010.f
(¢~ ) Hy(a)(w —a) mit Hy = | :
OO f ... O%f
Definition: Die Matrix H; heifit die Hessematrix von f.

Die Anderung von f in der Ndhe von a héngt jetzt offenbar von den Werten der quadratischen Form ab.
Nach Kap 5 heift eine reelle symmetrische Matrix H positiv definit, wenn z!Hz > 0 fiir alle z # 0. Ist
das der Fall, so nimmt die Funktion h(z):= z!Hz auf der Einheitskugel |z| =1 ein positives Minimum g
an. Dann gilt

2'Hz > p|z|? fiir alle z € R"

Nehmen wir jetzt einmal an, die Hessematrix von f an der Stelle a sei positiv defnit. Dann gibt es eine
Zahl p1 >0 so, daB (z —a)'Hf(a)(x —a) > plr —al? fir alle z. Fiir |z —a| <r ist dann

f(x) = f(a) 2 plz — a* = Ca(r)|z — af®
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Fiir alle hinreichend kleinen |z —a| (aber z # a ) ist nun die rechte Seite echt grofier als 0.

Definition: Die Funktion f hat an der Stelle a ein isoliertes lokales Minimum, wenn es eine Umgebung V
von a gibt so dafl
f(z)> fla) firallex €V, z #a

Ergebnis: Wenn gradf(a) = 0 und wenn die Hessematrix von f an der Stelle a positiv definit ist, dann
besitzt f an der Stelle a ein isoliertes lokales Minimum.
Entsprechend besitzt f ein isoliertes lokales Maximum, wenn die Hessematrix negativ definit ist.

Wenn die Hessematrix vollen Rang hat aber weder positiv noch negativ definit ist, dann 1a8t sich die
quadratische Form auf

y%+....+y§fy§+lf....fy,2l mit0<p<n
transformieren. In den Richtungen mit yp41 = ... = y» = 0 wichst dann die Funktion, und in den
Richtungen y; = ...y, = 0 nimmt sie ab. Einen solchen Punkt nennt man Sattelpunkt. Prototypen

fiir eine Fliche z3 = f(x1,22) mit Minimum bzw. Sattelpunkt sind das elliptische Paraboloid bzw. das
hyperbolische Paraboloid:

z3 = a1 + o3 x5 = a3 — 23
elliptisches Paraboloid hyperbolisches Paraboloid

Wenn die Hessematrix nicht vollen Rang hat, kann man auf diese Weise nichts mehr schlieflen (vgl Aufgabe
31)
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9. Der Umkehrsatz

Das erste wichtige Hilfsmittel zum Beweis des Umkehrsatzes ist der Banachsche Fixpunktsatz.

Der Abstand von zwei Punkten = und y im R" ist |z —y|. Fiir den Banachschen Fixpunktsatz wird nur
der Abstand, nicht die Vektorraumstruktur und nicht die Herkunft des Abstandes von der Norm gebraucht.
Er wird deshalb iiblicherweise fiir sogenannte metrische Raume formuliert:

Definition: Ein metrischer Raum ist eine Menge X mit einer Abbildung d: X x X — R mit
1. d(z,y) >0 fiir alle z,y und =0 nur fir z =y

2. d(z,y) = d(y, )
3. d(z,y) <d(z,z)+d(z.y) fir alle z,y,z. (Dreiecksungleichung)

Die Metrik gibt Anlafl zu einem Konvergenzbegriff:
Die Folge (), konvergiert gegen x (in Formeln lim,,_ . x, = 2 ), wenn d(x,,x) eine reelle Nullfolge ist.

(zn)n ist Cauchyfolge in X , wenn d(zy,,z,) — 0 fir n,m — co.
X heifit vollstandig, wenn in X jede Cauchyfolge konvergiert.

Definition: Eine Abbildung f: X — X heiflit kontrahierend, wenn es eine Konstante « gibt mit 0 < k < 1
und
d(f (@), 1(3)) < r d(z,y) fir alle 2,y € X

Satz 18. (Banachscher Fixpunktsatz) Sei X ein vollstdndiger metrischer Raum und f eine kontrahierende
Abbildung von X in sich. Dann gibt es genau einen Fixpunkt; das ist ein Punkt § mit f(§) =¢.

Beweis: Existenz: Man wahlt zp € X beliebig und setzt x,, = f(x,—1) fiir alle » > 1. Dann ist

d(xnaxn+l) = d(f(xn—l)a f(xn)) < nd(xn—laxn)

Induktiv folgt daraus
d(pn, Tpt1) < K"d(zo, 1)

Fiir n < m folgt nach der Dreiecksungleichung

Kn

m—1
ATy Tm) < d(Tn, Tnt1) + oo F d(@m—1,Tm) < Z kid(xg,21) < d(zp, 1)

1—k
Also bilden die x, eine Cauchyfolge in X , und da X vollstandig ist, existiert

lim x, =: &

& ist ein Fixpunkt; denn
(&, f(§)) < d(§, xn) + d(n, f(§)) < d(§ zn) + kd(zn-1,§) < (14 K)e

wenn n grofl genug. Daraus folgt f(£) =¢.
Eindeutigkeit: Ist auch noch n = f(n), so ist

0 < d(&,m) = d(f(§), f(n) < kd(&,m))

und wegen k < 1 ist das nur moglich wenn d(€,n) =0, also £ =1.

Besonders héufiges Beispiel fiir kontrahierende Abbildungen: Sei f eine stetig differenzierbare Funktion
auf dem Intervall (a,b) und dort iiberall |f/(z)| < 1. Auf jedem kompakten Teilintervall [c,d] C (a,b)
gibt es dann eine Konstante x < 1 mit |f/(z)] < k fiur alle « € [¢,d]. Aus dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung folgt dann (mit passendem £ € (z,y) C [¢,d])

[f (@) = fW)] = ' () — y)| < Klz —y| fiir alle 2,y € [c,d]
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Eine solche Aussage mochten wir auch fir Abbildungen von R™ nach R™. Das Problem besteht darin:
wenn wir einfach den Mittelwertsatz auf die Komponenten von f anwenden, bekommen wir a priori fiir jede
Komponente ein anderes ¢, und dann kann man die Ungleichungen nicht ohne weiteres zusammenfassen.
Ausweg:

Fiir eine vektorwertige Funktion einer reellen Variablen erkléren wir das Integral komponentenweise:

[Pui(t) dt

/a " o(t)dt =

I vn:(t) dt

|/ﬂbv<t>dt| s/ab jo(t)] dt

Beweis: Fiir alle 2 € R" ist |2| = sup), =1 (u, ) . Daher ist

Lemma 1.

|/abv(t) dt| = sup (u,/abv(t) dt) = sup /ab(u,v(t))dt

[ul=1 |u|=1

b
< sup / lul - [v(t)|dt ( Cauchy-Schwarz und Monotonie des Integrals )

Jul=1
b
_ / ()] dt

Mit Hilfe von Lemma 1 beweisen wir den Mittelwertsatz:

Satz 19. Sei U C R" offen und f : U — R™ stetig differenzierbar. Seien a,z € U so, daf3 die Verbin-
dungsstrecke von a nach x ganz in U liegt und sei M das Supremum von ||Df|| auf dieser Strecke:

M = sup [|Df(a+t(x—a))l

0<t<1

Dann gilt
[f(z) = fla)| < M - |z —a

Beweis: Setze g(t) = f(a +t(x —a)).
g ist eine Abbildung des Intervalls [0,1] in den R™ . Es ist
1
f(z) = fla) =g(1) — g(0) = / g'(t) dt (Integral wie oben komponentenweise)
0

1
:/0 Df(a+ t(z —a)) - (z — a)dt

Nach dem Lemma folgt

If(x)—f(a)lé/o IDf(a+t(w—a))(x—a)ldt§/o IDf(a+tx —a)]| - |z — al dt < M - |z —af

Mit Hilfe dieses Mittelwertsatzes und des Banachschen Fixpunktsatzes beweisen wir jetzt den Umkehrsatz:
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Satz 20. U sei eine offene Teilmenge im R™ und f eine stetig differenzierbare Abbildung von U in den
R™. Sei a € U und die Jacobimatrix D f(a) invertierbar. Dann gibt es offene Umgebungen V 3 b := f(a)
und Uy 3 a (Uy C U ) so, daB Uy durch f bijektiv auf V abgebildet wird. Die Umkehrabbildung
g:V — Uy ist stetig differenzierbar, und

Dy(b) = Df(a)™*

Beweis: Durch Verschieben (notfalls ersetze f(x) durch f(z+a)— f(a)) kann man a = b =0 annehmen.
Sei A = Df(0). Nach der Kettenregel ist die Jacobimatrix der Abbildung A~!f(x) die Einheitsmatrix.
Also kann man auch Df(0) =1 annehmen.

Jetzt sei zunachst y € R™ fest und

dy(z) =y+a— flx)firceU

Offenbar ist z Fixpunkt von ¢, genau dann, wenn y = f(z). Da Df stetig und Df(0) = 1, gibt es

r >0 so, dafl die Kugel K»,(0) ={z € R" | |z| <2r} ganz in U liegt und
1.
1) 1= D@ < 5 fiw o] <20

Nach Definition ist
D¢, =1-Df

Fiir irgendzwei Punkte x1,2o innerhalb der Kugel K5,.(0) liegt ihre Verbindungsstrecke auch ganz darin.
Deshalb folgt aus Satz 19 und aus (1)

1 .
(2) |y (1) — Py(w2)] < §|5€1 — x| fiir |z, |22 < 21

Mit der Dreiecksungleichung folgt hieraus

3) 9(2)] < 194(2) — 6,(0)] +16,(0)] < 5l + Iy] < 2r

fiir alle z,y mit |z| <2r und |y| <r.

Aus (2) und (3) sieht man: Fiir |y| < r bildet ¢, die Kugel K»,(0) in sich ab und ist kontrahierend mit
dem Kontraktionsfaktor % . Da die (kompakte !) Kugel vollstdndig ist, besitzt ¢, nach dem Fixpunktsatz
18 genau einen Fixpunkt z ; nach (3) liegt dieser sogar in der offenen Kugel K»,-(0).

Ergebnis: Zu jedem y mit |y| < r gibt es genau ein x mit || < 2r und y = f(z). Man setzt

V =K. 0), Uy= f1(V)N Ky.(0) und

g(y) = dem oben zu y € K,(0) gefundenen z € K»,(0) ( also in Up)

Nun:
Fiir alle y € Vist g(y) € Up und fg(y) =y

Fiir alle z € Up ist f(z) € V und gf(z) =z

f und ¢ sind also zueinander inverse Bijektionen Uy — V' bzw. V — Uj.

Jetzt miissen wir noch die Differenzierbarkeit von g beweisen. Dazu zeigen wir zuerst, dafl g stetig ist:
Seien y1,y2 € V und z; = ¢g(y;) . Nach Definition von ¢q ist

Ty — 21 = f(22) + Po(T2) — f(21) — Po(71)

Nach (2) folgt daraus

1
o — x| < ly2 — 1| + §|$2 — z1]
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also
l9(y1) — g(ye)| = |71 — 22| < 2[y1 — 2

Damit ist g sicherlich stetig.
Fir yi,y2 € V und z; = g(y;) gilt, da f differenzierbar,
y1 —y2 = f(@1) — f(x2) = Df(x2) (1 — 22) + |21 — 22| ¢ mit zlhjgz P(z1) =0

Dies multipliziert man von links mit der Matrix B~! := D f(xy)~!

B (y1 — y2) = 21 — 22 + |71 — 22| B¢, umgestellt

9(y1) — g(y2) = B~ (y1 — y2) — |x1 — 22|B ¢

Der Restterm ist der Norm nach
<y —@of - [B71| < 2ly1 — ol - [[B7Y]| - 9]

¢ geht gegen 0, wenn x7 — 2. Danun g stetig ist, geht ¢ auch gegen 0, wenn y; — y2 . Das beweist die

Differenzierbarkeit von g und gleichzeitig Dg(y2) = B~! = Df(x2)~! (was natiirlich auch aus g(f(z)) =«
und der Kettenregel folgt). Daraus sieht man zudem, dal Dg auch wieder stetig ist.

Damit ist der Umkehrsatz bewiesen.

Beispiel: Polarkoordinaten im R?:
r = rcos¢
y = rsing (r>0)

Die Jacobimatrix ist
_ [cos¢p —rsing
Df= <sin¢> 7 COS ¢ >
mit r > 0 invertierbar. An diesem Beispiel sieht

Thre Determinante ist 7, sie ist also an jeder Stelle
man auch, dal f, selbst wenn iiberall lokal, so doch nicht global umkehrbar zu sein braucht.
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10. Implizite Funktionen, Extrema mit Nebenbedingungen

Eng verkniipft mit dem Umkehrsatz ist der Satz iiber implizite Funktionen. In manchen Biichern wird dieser
zuerst bewiesen und jener daraus hergeleitet, in manchen umgekehrt. Wir haben jetzt den Umkehrsatz und
wollen daraus den Satz iiber implizite Funktionen herleiten. Einfachste Beispiele:

1. Ein (n—1)-dimensionaler Unterraum H des R" wird beschrieben durch eine Gleichung Y7 a;,z; =0,
nicht alle a; = 0. Ist zum Beispiel a, # 0, so 148t sich fiir alle x € H die letzte Koordinate x, durch die

iibrigen ausdriicken:
n—1

a;
Ty = — E —X;
3 a/'n,
=1

und zu jedem (n — 1)-Tupel z1,...,2,_1 gehort genau ein Punkt auf H .

2. Die Einheitskreislinie im R? wird beschrieben durch die Gleichung 2? + 22 = 1. In keiner Umgebung
1 . .. . . .
von ( 0) kann man =z als Funktion von xz; ausdriicken, weil es zu jedem Wert von x; zwei Werte von

ro gibt.

In der Nahe von (?) ist jedoch die positive Wurzel aus 1 — 22 eine wohlbestimmte Funktion von w :

Ty = ﬁ = i (i) (—a3)"

n=1

Was haben Beispiel 1 und 2 gemeinsam? Fiir die Relation f = 0 zwischen den Koordinaten ist
1. Onf =ay, #0 fir alle x
2. Oof =229 # 0 genau dann, wenn xo # 0.

Gegeben seien jetzt p reellwertige Funktionen fi,...., f, auf einer offenen Teilmenge U C R"™. Die Glei-
chungen fi(z) = fo(z) = .... = fp(x) = 0 beschreiben eine Teilmenge X C R™. Vorstellung: Wir wollen die
p Gleichungen benutzen, um p der Koordinaten zu eliminieren und die Punkte von X durch die iibrigen
n — p Koordinaten ”parametrisieren”. Genauer:

Satz 21. (Satz iiber implizite Funktionen) Sei U offen im R™ und f1,..., f, stetig differenzierbare Funk-

fi
tionen auf U . Sei a € U und fi(a) = ... = fp(a) =0, und fiir die Abbildung f := | von U in den
o
RP habe die Jacobimatrix an der Stelle a
Ofi .. Oufa
Df(a)=| © ] (a)
Oifp .. Onfp
den Rang p. Dann mdgen die Variablen x1,...,x, so numeriert sein, dafl die Teilmatrix
onfi ... Ophi
: (a)
alfp apfp
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ai

invertierbar ist. Dann gibt es eine offene Umgebung W' von im RP | eine offene Umgebung W
ap
Apt+1
von ; im R"™? und auf W definierte stetig differenzierbare Funktionen ¢1, ..., ¢, derart, daf fiir
2%

alle z € W' x W gilt

filz) =....=fplx) =0 2, = ¢;(Tpt1,...., @) fliri =1,....,p
Beweis: oF sei wieder a = 0. Wir unterteilen die Vektoren des R™ in den Vektor der ersten p Komponenten
und den Vektor der letzten n — p Komponenten und bezeichnen sie dementsprechend mit (gyc) , wobei

x € R? und y € R"7?. Ebenso unterteilen wir die Jacobimatrix von f in die (p x p)-Matrix A der ersten
p Spalten und den Rest B':
Df =(A,B)

Nach Voraussetzung ist A(0) invertierbar.

Fur (;) € U setzt man

Dann ist g(0) =0 , und

A B
p=(v20)

Mit A(0) ist auch Dg(0) invertierbar, und ¢ ist eine stetig differenzierbare Abbildung von U in den
R™. Nach dem Umkehrsatz gibt es Umgebungen Uy C U von 0 und V = g(Uy) von 0 und eine stetig
differenzierbare Abbildung h von V nach Uy so, dal

(hog)(z) =z fiir alle z = (;) €Upund (goh)(z) =z firalle z eV
oE sei Uy ein offener Quader um 0, den wir in der Gestalt W’ x W; schreiben mit offenen Quadern W’

und Wi in R? bzw. R"77.
h wird auch unterteilt: h = <Z> . Aus gh(z) = z folgt fir z = (;) eV

(2) -7 (“E?) - (T))
v@) —y fiir alle (Z) ev

Wy :={yeR"?| (2) € V'} ist offen, und es gibt einen 0 enthaltenden offenen Quader W C Wy N Wj.

Also ist

Fiir y € W setzt man ¢(y) :u(;)) . Sei jetzt x € W/ und y € W . Dann ist (;) € Up und (2) eV.

o () r(0) (2= () ()20 (4): s

49



o oo (1)) o) o (4) - (2) - () o)

(a) und (b) zeigen: Fiir alle (z) eW' x W ist f (z) = 0 gleichbedeutend mit = = ¢(y), und das war
die Behauptung.

Zusatz: Aus

fir alle y folgt nach der Kettenregel
Df- ( D¢ ) =0
1oy

Setzen wir die Zerlegung Df = (A, B) ein, so folgt

(1) A-Dp+B=0
Anwendung: Man sagt, die Funktion F nehme an der Stelle a ein lokales Maximum mit den Nebenbedin-
gungen f; =0 an, wenn fi(a) = ... = fy(a) =0 und es eine Umgebung U von a gibt derart daf

F(a) > F(z) fir alle z € U mit fi(z) =...= fp(z) =0

Ist dies der Fall und F' stetig differenzierbar, dann hat die Funktion G(y):= F (é;y)) ein lokales Maxi-

mum im {iblichen Sinne (Kap 7). Daher ist notwendigerweise DG an dieser Stelle = 0. Es ist
DG = DF - < D¢ >
1o
DF ist eine Zeile, die wir wieder unterteilen in DF = (u?,v?). Dann folgt
(2) u'D¢ +v' = 0 an der Stelle a

An der Stelle @ ist nun aber die Matrix A invertierbar. Deshalb finden wir aus (1) D¢ = —A~!B an der
Stelle a . Dies eingesetzt in (2) ergibt

—u'A7'B + 0" =0 oder DF = (u',v") = (u',u'A™'B) =u'A™" (A, B) =u'A"'Df
an der Stelle a .
ut A~ ist eine Zeile mit p Komponenten, etwa = (Aq, ..., Ap) . Wir haben damit
DF(a) = (M, ....,A\p)Df(a), komponentenweise

0;F(a) = Z A;0ifi(a)

Fassen wir zusammen: (Selbstredend sind alle beteiligte Funktionen stetig differenzierbar)

Satz 22. Wenn die Funktion F an der Stelle a ein lokales Extremum mit den Nebenbedingungen f, =
.... = fp = 0 hat und wenn die Jacobimatrix von f an der Stelle a den Rang p hat, dann ist der Gradient
von F' an der Stelle a eine Linearkombination der Gradienten der f; :

gradF'(a) = Z Aigrad f;(a)
i=1

Die \; heiflen die Lagrange-Multiplikatoren.

Beispiel: Sei A eine reelle symmetrische Matrix. Die stetige Funktion F(z) = z'Ax nimmt auf der
Einheitskugel f(z) =2’z —1 =0 ihr Maximum an; etwa an der Stelle a. Es ist

Df =2(z1,...;z,) =22" und DF =2z'A
Da Df(a) # 0 ist, kann man Satz 22 anwenden: es gibt A mit
gradF'(a) = Agradf(a), in diesem Falle also
Aa=Aa
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11. Eigenwerte und direkte Zerlegung, Anwendung auf lineare Differentialgleichugen

Sei A eine (n x n)-Matrix.
Definition: Die Zahl X heifit Eigenwert von A, wenn es einen Vektor v € R" gibt mit

(1) Av=X vund v #0

v heifit ein zu A gehoriger Eigenvektor.

Beispiel: Ist A symmetrisch (und reell), so ist das Maximum von zt Az auf der Einheitskugel ein Eigenwert
von A. (Ubrigens sieht man das auch ohne Kap 12, vgl. Aufgabe 38.)

Dieses Beispiel zeigt, dafi jede reelle symmetrische Matrix A einen reellen Eigenwert besitzt: Au = Au und
|u| = 1. Wir nehmen eine orthogonale Transformation, die den ersten Standardbasisvektor e; € R™ in u
iiberfiihrt. Eine solche gibt es; ist e; # u, so leistet das etwa die Spiegelung T an der zu u—e; senkrechten

Hyperebene:

(z,e1 —u)

Ter=x—2 (e —u); Tep=u

ler — ul?

Nun haben wir
ATe, = \Tey; also T ' ATe; = Xey

A
0

Die erste Spalte der Matrix T—'AT ist also | . [. Da T orthogonal, ist T=' =T",und T~'AT = T*AT
0

ist wieder symmetrisch. Daher ist auch die erste Zeile von T—1AT gleich (),0,....,0) und
A0 ... 0
1 0 —
T AT = . mit B* =B
: B
0

Nach Induktionsannahme gibt es eine orthogonale Matrix S und reelle Ao, ..., A;, mit

A2 ... O
S~iBS =
0 An
Fir
10
K.T(0 S) und A; = A
gilt jetzt
A1 0
K ist orthogonal und K 'AK = .
0 An

Wir haben bewiesen

Satz 23. (Hauptachsentransformation) Zu jeder reellen symmetrischen Matrix A gibt es eine orthogonale
Matrix K so dafl

A1 0
K~'AK eine Diagonalmatrix ist .
0 An
Natiirlich sind Ay, ...., A, die Eigenwerte der Diagonalmatrix. Wie wir gleich sehen werden (Lemma 1) sind

sie auch die Eigenwerte von A.
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Wir fahren fort bei Definition (1): Wie findet man Eigenwerte ? Sei A eine beliebige (n x n)-Matrix. Die
Definition von Eigenwert kénnen wir so umformulieren:

A ist Eigenwert < Kern(A — A1) #0

Nach Kap 4 ist dies genau dann der Fall, wenn die Determinante von A — A1 null ist. Diese Determinante
ist ein Polynom in A ; es heif3t das charakteristische Polynom x4 :

Xa(\) =L —al =" = () ai) A"+ ..+ (-1)"|4]
=1

Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen des charakteristischen Polynoms von A .
Definition: Der zweithochste Koeffizient Y. | a;; heifit die Spur der Matrix A .

Lemma 1. Ist T invertierbar und A beliebig, so haben A und T~ 'AT dasselbe charakteristische Polynom
(und also auch dieselben Eigenwerte).

Beweis:
X1-1a7(A) = |A1 — TflAT\ = \Tﬁl()\l —A)T| = |T|71|)\1 —A|l|T|=xa(N\)

nach dem Determinantenmultiplikationssatz.

Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus: Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und ¢ ein
Endomorphismus (=lineare Abbildung in sich) von V. Man wihle eine Basis vy, ...,v, von V und schreibe

n
¢Ui = E aj;Vj, 1= 1,...,n
j=1

Hatte man eine andere Basis gewahlt, etwa uq, ...., u, , und ware mit dieser

n
du; = g bjiuj,
Jj=1

so hatte man invertierbare Matrizen S un 7T mit

n n
Ui = thivj, v = Zsjiuj und ST =TS =1
j=1

j=1

Man setzt ein:
n
du; = E tjigu; = g it = g tji kg St Wi
Jj=1 3.k Jikl

Daraus liest man fiir die Matrizen A der a;; und B der b;; ab
B=T'AT

Nun sahen wir gerade, da8 A und T—'AT dasselbe charakteristische Polynom haben. Dieses hiingt also nur
von dem Endomorphismus ¢ und nicht von der Basiswahl ab, man sagt deshalb, es ist das charakteristische
Polynom von ¢.

Man nennt zwei Matrizen A und B #hnlich, wenn es eine invertierbare Matrix T gibt, so dal B = T ' AT .

Merke: Beschreiben die Matrizen A und B denselben Endomorphismus von V beziiglich verschiedener
Basen von V', so sind sie ahnlich.

Diese Betrachtungen kann man sich zunutze machen, um das charaktristische Polynom (und damit alle
Eigenwerte) einer Matrix zu finden (vgl. Aufgabe 39)
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Das néchste Ziel soll sein, Probleme zu verkleinern, indem man Vektorrdume zerlegt (wie das gemeint ist,
wird am Ende des Kapitels klar). Sei U ein Untervektorraum von V. Man wéahlt eine Basis uq,...,u; von
U. Mit Satz 4 (Basiserginzungssatz) erginzt man sie zu einer Basis wq, ..., ug, Ugt1, .-, U, von V. Dann
sei W der von ug41,...,u, aufgespannte Unterraum. Jeder Vektor x € V' besitzt eine Darstellung

T = MUy + oo + AUk + Apr1Ugr1 + oo F AUy =uFw

mit u e U und we W, kurz: V=U+ W . Da uy,....,u, linear unabhingig sind, ist diese Darstellung
eindeutig, was man auch dadurch ausdriicken kann, dal UNW = 0.

Definition: Wenn V =U + W und UNW = 0, dann nennt man V die direkte Summe von U und W
und schreibt
V=UseWw

Den Basisergénzungssatz kann man also auch so aussprechen: Zu jedem Unterraum U von V gibt es einen
Unterraum W so, dal V =U @& W (W ist ein komplementéarer direkter Summand zu U ). Sehr wichtig
ist der folgende Zerlegungssatz:

Satz 24. Sei ¢ ein Endomorphismus des Vektorraumes V' und f ein Polynom mit f(¢) =0. Wenn man
f in zwei teilerfremde Faktoren zerlegt hat: f = g-h, so kann man V zerlegen in

V=V, &V, mit

Vo ={z €V |g(¢)xr =0}, Vj entsprecchend

Beweis: Da g und h teilerfremd sind, gibt es Polynome u und v mit ug + vh = 1. In diese Polynomi-
dentitit setzt man ¢ ein:

u($)g(¢) + v()h(¢) = id
Die Endomorphismen auf beiden Seiten wendet man auf einen beliebigen Vektor = € V' an:
S w($)g(@)r + v(@)h(d)r =«

Da g(¢)h(¢) = f(¢) =0, liegt der erste Summand in Vj, und der zweite in V. Also ist V =V, +V},. Die
Gleichung (1) zeigt aber auch, da V, NV}, =0 ist, also ist die Summe direkt.

Ist nun g oder h noch weiter in teilerfremde Faktoren zerlegbar, so kann man auch V' noch weiter zerlegen.
In C kann man jedes Polynom in Linearfaktoren zerlegen. Deshalb betrachten wir fiir den Rest des Kapitels
komplexe Vektorrdume (statt wie bisher reeller). Fassen wir gleiche Nullstellen zusammen, so kénnen wir
jedes Polynom (dessen hochster Koeffizient 1 ist) im Komplexen so zerlegen:

Entsprechend ist nun V' zerlegt:

V=W&.oVimtVi={zcV]|(¢—a)iz=0}

Anwendung auf die lineare Differentialgleichung n -ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

Sei Q der komplexe Vektorraum aller komplexwertigen unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf der
reellen Achse, a; gegebene Konstanten (€ C) und

(1) V={yeQ|y" +a, 19"V + ... + a1y’ + aoy = 0}

Weil ” Differenzieren” linear ist (und auf der rechten Seite eine 0 steht), ist V' ein Vektorraum (iiber C).
Die Abbildung, die jeder Funktion y ihre Ableitung y’ zuordnet, ist ein Endomorphismus von V. Wir
bezeichnen diesen mit D . Sei f das Polynom

f(X) =X"+ an—anil + ... +a1 X +ag
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Auf V ist nach Definition f(D)=0. Ist

T

) =TI = an)

i=1
die Zerlegung von f in Linearfaktoren, so ist nach dem Zerlegungssatz
V=Vi®..oV,mtV,={y|(D—-a;)"y=0}
Statt der Differentialgleichung f(D)y = 0 miissen wir also nur noch die Differentialgleichungen
(D —a;)fiy =0

16sen. Das ist aber ganz einfach mit

Lemma 2.
(D _ Oé)ky _ eaka(e—axy)

Beweis: Da D mit « vertauschbar ist, kann man links die binomische Formel anwenden. Rechts wendet
man die Leibnizsche Formel zur k-fachen Ableitung eines Produkts von zwei Funktionen an. Dabei kommt
dasselbe raus.

Nach Lemma 2 ist nun
(D —a)fy =0 D*(e™*y) = 0 & e~y ist ein Polynom vom Grad < k

Nimmt man alles zusammen, so kommt

Satz 25. Die Losungen der Differentialgleichung (1) sind genau alle
y = Pi(2)e® + ...+ P.(z)e®" mit Polynomen P; vom Grad < k;

Insbesondere bilden die komplexwertigen Lésungen der Differentialgleichung f(D)y = 0 einen n -dimensio-
nalen Vektorraum iiber C.

Beispiel: n =2 (Schwingungsgleichung)
y'+ay +by=0
2 . a a?
f(X) = X"+ aX + b mit den Nullstellen o /o = —3 + T~ b
1. Fall: % —b#0. Dann ist a3 # ag, die P; sind konstant, und die (komplexwertigen ) Losungen sind
genau alle

AT 4 pe*® . A\ ueC

2. Fall: ‘1—2 =b. Dann ist = —% die einzige Nullstelle, £ = 2 und P; ist ein Polynom ersten Grades.

Die Losungen sind genau alle
e 2T\ + px)

Sind die Koeffizienten a und b reell, so mag man sich fiir reellwertige Losungen interessieren. Dann mufl
man unterscheiden:

Fall 1a) “4—2 —b> 0. Dann sind a3, as beide reell, und die reellwertigen Losungen sind alle
A€ + pe®?® mit A\, u € R

Fall 1b) % —b< 0, etwa = —w? mit reellem w. Die komplexwertigen Losungen sind alle

Ne(TEFT 4 e(m5—iw)z — o= 320\ 4 )Y coswar + i(\ — ) sinwaz}
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Die reellwertigen unter ihnen sind genau diejenigen, fiir die A + p und (A — p) reell sind (also A = f).
Die reellwertigen Losungen sind also genau alle

e 2%(Acoswr + psinwz) mit A\, pu € R

Bemerkung: Mit der Zerlegungsmethode aus Satz 24 kann man sogar die inhomogene Gleichung

f(D)y = h(z)

losen. Némlich: Ist f = [[p; mit paarweise teilerfremden p;, so sei @; der Komplementarfaktor zu p; :
f=piQ;. Aus p; und @; kann man 1 kombinieren:

1= u;p; +v;Q;
Multipliziert man alle diese Einsen zusammen, so erhélt man (auf mannigfache Weise) eine Darstellung
1=w1Q1 + .... + w1Q, mit Polynomen wy, ..., w,
Sei y beliebig. Fur y; := w;(D)Q;(D)y gilt y =y1 + ... + ¥, und
(1) f(D)yy=h<p(D)y; =w;(D)h furi=1,..,r
Es war p;(D) = (D — ;)% . Aus (1) und Lemma 2 folgt, dal f(D)y = h gleichbedeutend ist mit
DFi(e= %y} = e~ %%y (D)h fiir i = 1,...,r

Das letzte bedeutet; e~ %%y, ist k; -fache Stammfunktion von e~%%w;(D)h .
Eine k-fache Stammfunktion einer beliebigen (stetigen) Funktion g la8t sich angeben in der Gestalt

Tz —t)kt
———g(t) dt
/O G D) g(t)
(Fir k=1 ist das der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Das Ergebnis ist

Satz 26. Eine spezielle Lésung der inhomogenen Differentialgleichung

Y™ 4y 4 + a1y +apy = f(D)y=h

ist
T v T e (x_t)k,-—l
y(x) = eaq,x/ et Y [wz(D)h](t) dt
; 0 (ki — 1)!
Beispiel:
Yy’ +1y=cosx
FX)=X*+1, p=X+i,pp=X—i, Q=X —i, Q2= X +i
1 1
_Z(Ql —Q2) =1, also wy = —ws = ~%

x
; =1
Y1 = e_””/ et . —cost dt
0 21

Auswertung des Integrals ergibt
_ ! sing — —e~i®
N 1
1o entsteht aus y; , indem man ¢ durch —i ersetzt. Danach wird

T
y=y1+yz = gsinz

Insbesondere ist
dn+1 . dn+1

y(—5—m) 1
Resonanz

T — oo fiir n — oo
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12. Jordansche Normalform, Systeme von linearen Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten
Ist A eine Matrix und ||4||s := max; j|a;;| = m, so ist

n

14|00 = max; ;| Zaikak]‘\ <n-m’
k=1

allgemein

(1) 145 Joo < n*7 1 < (nm)*

, a®
Sei a,l(?) der Eintrag Nr. (i,5) in der Matrix A*. Aus (1) folgt, daf die Reihen Zkzo — die Majorante

Yoo % (nm)* = e™™ besitzen. Also sind sie alle konvergent. Die Matrix, die diese Reihenwerte als Eintriige
hat, wird mit e? bezeichnet:
o0
1
A _ Lok
e” = g i A

k=0

wobei, wie eben beschrieben, die Konvergenz eintragsweise zu verstehen ist.

Beispiele: 1. A = <(1) (1)) . Es gilt

Ak — 1 wenn k gerade
"~ 1| A4 wenn k ungerade

Es ist also

=1 = 1
AN 14y g
"= G +kZ:0 @k 1)

2. A= (8 é) . Offenbar ist A% =0, also

eA=1+4+4

Lemma 1. Sind A und B vertauschbare Matrizen, so ist

Beweis: Wenn AB = BA, so kann man die binomische Formel (A + B)* = Zi:o (f) AYB¥=V anwenden
und der Beweis lduft wie im eindimensionalen Fall durch Multiplikation der Potenzreihen (Cauchy-Produkt).

Beispiel. Fiir A = (8 (1)> und B = <(1) 8) ist AB # BA und

eAel = (1+ A)(1+ B) = (f })
und das ist nicht dasselbe wie eA*% (siche Beispiel 1).

Ist A eine Matrix, deren Eintrdge a;; Funktionen einer reellen Variablen ¢ sind, so bezeichnet man mit
A’ die Matrix mit den Eintréigen a;;(t). Aus der Produktregel fiir Funktionen einer reellen Variablen folgt
sofort

(AB) = A'B+ AB’

56



Dabei ist aber auf die Reihenfolge zu achten! Es gilt nadmlich
(1) (Am)/ — AlAmfl 4 AA/Am72 _|_

und das ist nicht dasselbe mie mA™ 1A’ .
0

Beispiel: A = . Dann ist

0

0
f'g+fd

f'g+fd'

ey = (10

)

_|_Am72AIA+Am71A/

und das ist nur dann dasselbe wie 24AA’ ) wenn fg’' = gf’, also % konstant ist.

Der Ausdruck (1) ist = mA™ 1A’ wenn A mit A’ vertauschbar ist. Dies ist der Fall fiir Matrizen A -t,

wenn A eine konstante Matrix ist. Daher gilt fiir

Y(t):eAt:Zg n
n=0
daB
2) Y/ = A-eM = A-Y (1)

Lemma 2. Jede Losung der Gleichung (2) hat die Gestalt e* C' mit einer konstanten Matrix C .

Beweis: Sei Y (t) = e und Z eine beliebige Matrix mit Z’ = AZ . Nach Lemma 1 ist e~ 4’e/? =1, also

Y (t) invertierbar. Aus Y'Y =1 folgt

Y Y +Y 'Y =0, also (Y ) ==y~ 'Y'Y!

Damit ist

Y12 =Yy WY 'Z4+Y ' Z =Y {-AY - Y ' Z+ AZ} =0

Das bedeutet, dal Y ~'Z konstant ist, etwa = C, und das war die Behauptung.

Gegeben sei ein System von linearen Differentialgleichnungen mit konstanten Koeffizienten a;; :

le = 4a1izx + +  A1nzn
!
Zog = Q2121 + ... +  aonzn
(3)
!
Z, = Qp1z1 + ... + QpnZn
Dieses kann man auch kurz schreiben in der Form
2 =Az

wobei A eine gegebene konstante Matrix und z eine gesuchte Spalte ist

Z1 0 0

0 0

Zn

. Ist 2/ = Az, so gilt fur die Matrix

Z' = AZ . Sie hat also die Gestalt Z = eA*C' mit konstanter Matrix C', und daraus folgt
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Satz 27. Die Losungen des Systems 2z’ = Az sind genau die
z(t) = e ¢ mit konstanter Spalte ¢

Insbesondere folgt: Die reell- (komplex)-wertigen Lésungen z des Systems (3) bilden einen n -dimensionalen
Vektorraum iiber R bzw. iiber C.

Es entsteht die Aufgabe, e’ zu berechnen. Mit der Definition e4? = $2°° £ A" ist das i.a. ein hoff-

n=0 n!
nungsloses Unterfangen. Aber stellen wir uns zum Beispiel vor, A ware eine Diagonalmatrix:

ap ... O
A=
0 ... an
Dann ist einfach
et ... 0
et = .
0 ... e

Was kann man im allgemeinen tun? Zuerst verfeinern wir Satz 24: Sei wie dort V' ein Vektorraum iiber C
und ¢ ein Endomorphismus von V. Sei f ein Polynom mit f(¢) = 0 (ein solches gibt es immer). Man
zerlegt f so weit wie moglich in teilerfremde Faktoren:

Dann ist nach Satz 24
V=W@.oV,mtVi={zcV|(¢—a)z=0}

Definition: Ein Endomorphismus ¢ eines Vektorraumes V' heifit nilpotent, wenn es einen Exponenten k

gibt so daB8 ¢F = 0. Analog heifit eine Matrix A nilpotent, wenn A* =0 fiir ein passendes k.

Die Einschrinkung von ¢ — «; auf V; ist also nilpotent !
Fiir A = a1 + nilpotent ist nun e schon wesentlich leichter zu berechnen:

1 1
TN — 14+ N+ N2+ ..+

5 (kil)lNk_l)wennNkZO

Aber damit sind wir noch nicht zufrieden. Wir betrachten genauer einen Vektorraum V mit einem nilpo-
tenten Endomorphismus ¢. Sei k der fritheste Exponent, fiir den ¢¥ = 0, d.h. ¢¥~! ist # 0. Offenbar
ist

0 C Kerng C Kerng? C ...... C Kerng*~! ¢ Kerng® =V

Nach dem Basiserginzungssatz (vgl. auch Kap 11) gibt es einen Unterraum A; so dafl
V = Kerng* ' @ A,
Aus A; NKerngF~! =0 folgt ¢A; NKerng* =2 =0, und es gilt
$A; ® Kerng* 2 € Kerng* !

Es gibt A mit
Kerng* ™! = Kerng* 2 @ ¢ A; @ A,

Die Summe
Kerng® 3 4+ ¢?A; 4+ ¢A, ist direkt und < Kerng®—2

Es gibt A3 mit
Kerng® =2 = Kerng* 2 @ ¢? A, @ ¢ A; & As
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allgemein
Kerng*™* = Kerng* > 1 @ ¢°A; @ ¢° 1Ay @ ... ® Ay

schlieBlich fiir s = k — 1 mit Kern¢® =0
Kerng = ¢* A1 @ ¢ 24, @ ... & Ay,
Setzt man alles zusammen, so erhélt man
V=(A19¢A®..0¢" TA) B (A @ ... D" 245) @ ... ® (Ap—1 ® dAL_1) D Ay,
Sei nun w1, ....u,, eine Basis von A; . Dann sind die ¢'u; fiir 0 <i <k und 1 < j <m linear unabhingig;

denn angenommen
E Lo
/\ijqb Uj = 0
(2]

Dann wendet man auf diese Summe ¢*~! an, und wegen ¢¥ = 0 erhilt man
Z A0j¢k_1Uj = 0
J

Das bedeutet, dafl Zj Aoju; € Kerng®~!. Da aber A; N Kerng*~! = 0, folgt Zj Agju; = 0, und daraus
folgt Ag; = 0 fiir alle j, weil die u; eine Basis von A; bilden. Nun ist von der urspriinglichen Summe
nur noch 2121 > ; Nij¢'u; = 0 iibrig. Hierauf wendet man ¢*~2 an usw. und erhilt schlieflich, daf} alle
Aij = 0 sein miissen.

Der Raum A; @ ¢pA; @ .... ® ¢F1 A, besitzt also die Basis
ULy QUL ey qbk_lul, Uy vvnny ¢k_1u2, ...... s Ugnyy enes (bk_lum
Ebenso besitzt der Raum A @ ¢pAs @ ... & ¢* 2 A5 mit ¢ 1Ay =0 eine Basis
v1, QU1, ....(bk_2v1, ...... s Up, ....gbk_QUp

Auf diese Weise ist der Raum V' mit nilpotentem Endomorphismus ¢ direkt zerlegt in Unterrdume des

Typs
W =< w, pw, p*w, ..., 1w > mit ¢'w =0

(1<Ii<k).
Definition: Ein Raum dieses Typs heifit ¢ -zyklisch.

Kehren wir zu unserm urspriinglichen Problem zuriick: Gegeben war ein Vektorraum mit Endomorphismus
¢ . Wir hatten V direkt zerlegt:
V=WwVie..eV,

und wir hatten Zahlen «yq,...,«, so, dafl
¢ — «; nilpotent auf V;

Wie wir jetzt sahen, kann man jedes V; in eine direkte Summe von Unterrdumen U zerlegen, deren jeder
eine Basis

Uy (¢ — @)Uy ey (¢ — )t mit (¢ — ;)5u=0

besitzt. Setzt man



so bilden w1, ...,vs ebenfalls eine Basis von U , und beziiglich dieser Basis wird ¢ in U so dargestellt:

P = ;U

P = v+ v

vz = v2 + QU3

d)vs = Vs—1 + Vs

Die Matrix, die dies beschreibt, ist (wenn wir « statt «; schreiben) vom Typ

a 1 0

a 1
1
o

Der Gesamtraum V ist in eine direkte Summe zerlegt, so daf in jedem Summanden ¢ durch eine Matrix
vom Typ J, beschrieben werden kann. Es folgt

Satz 28. Jeder komplexe Vektorraum mit Endomorphismus ¢ besitzt eine Basis, beziiglich der ¢ durch

eine Matrix vom Typ
Ja
Jg

I

beschrieben wird. Dasselbe in Matrizensprache: Zu jeder komplexen (n x n)-Matrix A gibt es eine in-
vertierbare Matrix T so, daf3

Ja
J
(J) T1AT = ’
I

Die J, heifien Jordankéstchen, und (J) heifit die Jordansche Normalform (von A ).

(50

X2 12X +36 = (X — 6)?

Beispiel:

Das charakteristische Polynom ist

Einziger Eigenwert ist 6. Da A kein Vielfaches der Einheitsmatrix ist, kann die Jordansche Normalform nur

so aussehen:
6 1
=5 5)

Bemerkung: Wir haben bewiesen, daffi man jede Matrix auf Jordansche Normalform transformieren kann.
Wir haben jedoch nicht bewiesen, dafl diese im wesentlichen eindeutig ist. Die Zahlen auf der Diagonalen
sind natiirlich die Eigenwerte und als solche durch A bestimmt. Aber wie oft ein jeder von ihnen vorkommt
und wie grof} die Jordanké&stchen sind (d.h. wieviele Einsen in der Nebendiagonalen sind), ist auch durch A
bestimmt, und das haben wir nicht bewiesen.

Anwendung auf Systeme linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeflizienten: Gegeben ist das
System
Z(t)=A- 2(t)
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Schreibe

Jo
T 'AT =J =
I
Durch Einsetzen in die Exponentialreihe entsteht
eJat
eAt = TIT 7't — Teltp=1 =T T
CJ)‘t
mit
t2 -1
elat = HOIHN) —pot(] L 4N + — N2 4 ..+ 0 1)']\7[*1) wenn N =
ausgeschrieben
1 t t2 tl71
T e =)
1 ¢
Jat _ _at
e =€ 2
t
Lt
1 t
1
Der Satz 28 liefert uns folgende Prozedur zur Losung von 2/ = Az :
1. Man finde die Jordansche Normalform .J von A.
2. Man finde eine Matrix T mit T AT = J.
3. Die Losungen von z' = Az sind genau alle
2t)=T- et ¢
mit konstanter Spalte c.
Beispiel: Lose das System
¥ = 8 + y
y = —4dx + 4y
. . 8 1 6 1
Die Jordansche Normalform der Matrix A = ( = 4 4 ) war J = 06" Um T zu finden, muf

man AT = TJ l6sen. Das ist ein lineares Gleichungssystem fiir die Spalten von 7. Eine Losung ist
T = (_12 (1)> . Die Losungen z sind also alle
6 1

= (4, g)e(o 6>t.c:<12 O (o)

Ist ¢ = (2) , so erhdlt man die sdmtlichen Losungen in der Gestalt

r = €% (A )

y = th (,LL*2)\ _ ZHt) ()\,,UE(C)
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13. Spektralsatz

Der Spektralsatz ist eine Erweiterung des Satzes 23 iiber die Hauptachsentransformation und spielt statt in
reellen Euklidischen Vektorraumen in komplexen unitdren Vektorrdumen:

V' sei ein n-dimensionaler Vektorraum iiber €. Auf V sei eine hermitesche Form gegeben, die wir
in Anlehnung an das Skalarprodukt in reellen Euklidischen R&umen ebenfalls mit ( , ) bezeichnen. Per
definitionem ist (, ) eine Abbildung von V x V nach C mit

1. (z,y) ist bei festem z additiv in y und bei festem y additivin z.

2. (z,2y) = A(z,y) firalle z,y € V und A € R.

3. (z,y) = (y,z) (konjugiert komplex) fiir alle ,y; insbesondere ist (z, ) stets reell.
Aus 2. und 3. folgt (A\z,y) = \(z,y). Zusitzlich zu 1,2,3 soll die Form positiv definit sein:

4. (x,2) >0 fiir alle z # 0. Man setzt +/(z,z) = |2| (positive Quadratwurzel)

Definition: Eine komplexer Vektorraum mit einer Form ( , ), welche die Eigenschaften 1,2,3,4 besitzt, heif}t
ein unitéarer Vektorraum.

Wie im Euklidischen gilt die Schwarzsche Ungleichung: Fiir alle z,y € V und alle A € C gilt

(yvx) |2 _ (:r,,y)(y,x)

0< (z+ Ay, +My) = (z,2) + A, y) + My, 2) + M (y,9) = (y,9) - [ A+ + (z,
( )()()()\I()()\(y’y) (y7y)()
Wahlt man A so, dafl der erste Ausdruck 0 wird, so folgt

(z,9)(y,x) < (z,2)(y,y) oder |(z,y)] < |z| |y| (Cauchy-Schwarz)

Aus der Schwarzschen Ungleichung folgt wie frither die Dreiecksungleichung
|z +yl < |z| + [yl
Standardbeispiel: V = C" mit (z,y) =z'y = > | Ty -
Man nennt zwei Vektoren z,y orthogonal, wenn (z,y) = 0. Ein System paarweise orthogonaler Vektoren

mit |v;] = 1 nennt man ein Orthonormalsystem. FEine Basis v1,...,v, von V', welche gleichzeitig ein
Orthonormalsystem ist, nennt man eine Orthonormalbasis.

Sei wv1,...,v, irgendeine Basis von V und a;; = (v;,v;). Die Matrix A ist invertierbar; denn sonst hétte
das lineare Gleichungssystem

n
E al-j)\j :O, ’i:l,...,n
i=1

eine nicht triviale Losung \; . Dann hétte der Vektor v =}, A;v; die Eigenschaft (v;,v) =0 fiir alle i.
Dann wére aber (z,v) = 0 fiir alle z, insbesondere fiir z = v. Aber aus (v,v) = 0 wiirde doch v =0
folgen.

Sei B die Matrix mit Bt = A~!. Fiir die Vektoren
’U;k = Z bji'Uj
j=1

gilt dann
. - 1 wenni=%
(vi,vk) = (Zj: bjivj, vk) = Zj:bﬁaﬂ“ - {0 sonst

Man nennt v, ....,v;, die zu vy, .....,v, duale Basis. Ihr Nutzen ist
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Lemma 1. Zu jeder Linearform f: V — C gibt es einen Vektor a so daf

f(x) = (a,x) firallex € V

Beweis: Setze a =), f(v;)vy . Dann ist (a,vr) = f(vg) fiir alle k. Da die Form ( , ) linear im zweiten
Argument und f linear ist, gilt dann (a,z) = f(z) fir alle z.

Jetzt sei ¢ ein Endomorphismus von V. Dann ist fiir jedes feste b € V' die Abbildung x +— (b, ¢x) linear.
Nach Lemma 1 gibt es einen Vektor a € V' mit (b, ¢x) = (a,x) fiir alle x € V. Offensichtlich ist a durch
b bestimmt.

Definition: Die Abbildung, die dem b das a (wie beschrieben) zuordnet, heifit die zu ¢ adjungierte Abbil-
dung und wird mit ¢* bezeichnet. Sie ist also definiert durch

(¢*z,y) = (z, ¢y) fiir alle z,y €V

Behauptungen:

1. ¢* ist linear.
Beweis: 7additiv” ist klar. Weiter

(0" (Az),y) = (A, dy) = Az, ¢y) = Mo z,y) = (A\¢*z,y)
2. (py)r =y o*

Beweis:

(p) x,y) = (x,pvy) = (o™ x,¢y) = (V"¢ x,y)
3. (¢") =9

Beweis:

((¢*)*x,y) = ($,¢*y> = (qb*y,x) = (y,¢x) = (¢$ay)

Standardbeispiel: V = C" mit (z,y) = Z'y. Die Endomorphismen des C" werden gegeben durch Multi-
plikation der Spalten von links mit n -reihigen Matrizen:

pr=Acx

¢* ist definiert durch ((Z)*x)ty = z' Ay fiir alle z,y. Wir wissen schon, da8 ¢* linear, also auch gegeben

durch eine Matrix: ¢*x = Bz . Dafiir mufl nun gelten Ety = 7' Ay . Das bedeutet B = A. Ergebnis:
Im C" mit der Standardform z'y gilt

or=Axr o ¢o'xr=Alzx

Deshalb nennt man auch ~
A* := A" die zu A adjungierte Matrix

Ein Endomorphismus ¢ von V' heifit normal, wenn
PP* = ¢
Lemma 2. Ist ¢ normal und ¢v =0, so ist auch ¢*v =0.

Beweis:
(¢*v, ¢*v) = (v, p¢*v) nach Definition von *

= (v, " ¢v) weil ¢ normal
— 0 weil v =0

Fiir eine komplexe Zahl « ist offenbar die zur Multiplikation mit « adjungierte Abbildung die Multiplikation
mit &. Wenden wir Lemma 2 auf ¢ — a an Stelle von ¢ an, so erhalten wir:

Ist ¢ normal und ¢v = aw, so ist ¢*v = av.
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Satz 29. (Spektralsatz) Ist V ein unitirer n-dimensionaler Vektorraum und ¢ ein normaler Endomor-
phismus von V |, so besitzt V eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von ¢ .

Beweis: Da jedes nicht konstante Polynom in C eine Nullstelle hat, besitzt ¢ einen Eigenwert «:
¢v = av, ohne Einschriankung |v| =1
Jeden Vektor x € V' kann man zerlegen:
x = (v,x)v+ [z — (v, z)v]
Nach Konstruktion ist der zweite Summand senkrecht auf v. Die Zerlegung zeigt, daf3
V=<v>®uvt

und dafl das Orthokomplement
vh={z e V| (v,z) =0}

von v die Dimension n — 1 hat. Wir zeigen, daf} es bei ¢ in sich abgebildet wird: Ist (z,v) =0, so ist

(pz,v) = (z,0*v) = (z,av) = a(z,v) =0

also in der Tat auch ¢z € v+ . Nach Induktionsannahme besitzt v eine Orthonormalbasis aus Eigenvek-

toren. Setzt man diese mit v zusammen, so erhélt man eine solche fiir V.

Umformulierung in Matrizensprache: Der Ubergang von der Standardbasis zu einer andern Orthonormal-
basis wird durch eine Matrix U bewirkt, deren Spalten ein Orthonormalsystem bilden. Dies kann man
zusammenfassen in

(U) U'u =1

Definition: Eine Matrix U mit der Eigenschaft (U) heifit unitér.
Der Spektralsatz lautet in Matrizensprache also

Satz 29°’. Zu jeder normalen Matrix A gibt es eine unitdre Matrix U so, daf
U'AU = U ' AU = D diagonal

Bemerkung: Die normalen Matrizen sind die einzigen, die sich unitar diagonalisieren lassen; denn wenn U
unitir und A = UDU?, so ist

AA*=UDU ' UDU ' =UDDU'=UDDU' = A*A

Spezielle Typen von normalen Matrizen:

1. A= A*: Solche A heilen hermitesch. Dann ist auch D = D* = D: Alle Eigenwerte von A (das sind
ja die Diagonalglieder von D) sind reell.

2. A unitir: Dann ist auch D unitéir, das heift DD = 1. Das bedeutet: Die Eigenwerte von A haben
alle den Betrag 1.

3. A reell und schiefsymmetrisch: A = A = —A!. Aus A+ A* =0 folgt dasselbe fiir D, also D+D =0.
Das bedeutet: Die Eigenwerte von A sind alle rein imaginér.
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14. Fourierreihen

Sei V' der komplexe Vektorraum aller komplexwertigen stetigen 27 -periodischen Funktionen auf R. Man
versieht V' mit der hermiteschen Form
1 2w

(f,9) = [ flz)g(z)dz

:27T 0

Offensichtlich ist (-,-) eine hermitesche Form im Sinne von Kap 13, und sie ist auf V' auch positiv definit,
denn wenn f stetig und fozﬂ |f(x)]2dz =0, dann ist f =0 (leichte Ubung).

Definition: Die positive Wurzel /(f, f) =: |f]2 heifit die 2-Norm von f.
Nach Kap 13 gilt fir (f,g) die Schwarzsche Ungleichung und fiir die 2-Norm die Dreiecksungleichung.

Die Funktionen e, (z) := ¢ bilden ein Orthonormalsystem; denn

2w
1 w ) 1 wenn n =m
(ema en) - e IR gy — om e tmotine 0 sonst
27 Jo 0 =

—im—+in

Sei T,, der von den Funktionen e;(z) mit |i| <n aufgespannte Unterraum von V. Fiir jedes g € T;, gilt

(f = (e, feig) =0

li|<n

denn diese Gleichung gilt offensichtlich fiir die e; . Daher ist

If—gl3=1f— Z(ei,f)€i|§+| Z(eiaf)ei —gl3>1f - Z(ei,f)ei@

li|<n li|<n li|<n
Folgerung: Die
1 2m o
¢n = (en, f) = 5~ ; (z)e” """ da

16sen das Minimalproblem

lf— Z cieila < |f — Z a;eilo fir alle a; € C

li|<n li|l<n

Definition: Die ¢, heiflen die Fourierkoeffizienten von f, und

Z Cneinx
heifit die Fouriersche Reihe von f .
Eine kleine Rechnung ergibt
(1) 0<|f—- Z cieild = |f|3 — Z |ci|? fiir alle n
li|<n li|<n
und daraus folgt:
Die Reihe Y, ., |cn|? konvergiert, und
Z lenl? < |13 Besselsche Ungleichung

nez
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Wenn in der Besselschen Ungleichung sogar das Gleichheitszeichen gilt (zum Beispiel fiir stetige Funktionen,
wie wir bald sehen werden), dann zeigt (1), da§ |f — ngn cieila — 0 fiir n — oo. Man sagt: Die Reihe

don cne™™® konvergiert im quadratischen Mittel gegen f .
Eine vollig andere Frage ist, ob sie punktweise konvergiert, das heifit ob

Z cne'™ = f(z) fiir alle (oder fiir welche ?)

n=-—oo

Daf} eine Reihe konvergiert, bedeutet bekanntlich, dal die Folge ihrer Anfangssummen konvergiert. Bei

. . 0 . o« 4. .
3> kann man streiten, ob man meint, da Y ;° und > _ __ beide existieren sollen oder wie sonst der

Grenziibergang stattfinden soll. Man einigt sich darauf:
Die Fourierreihe konvergiert an der Stelle =, wenn

(2) lim Z cie;(x) existiert

li|<n
Es zeigt sich, dal die Stetigkeit von f nicht hinreicht, um die Konvergenz der Fourierreihe zu beweisen, wohl

aber kann man fiir stetige Funktionen die Konvergenz der Fourierreihe ”im Sinne von Cesaro” beweisen:

Definition: Eine Folge (ay), heiit Cesaro-konvergent, wenn die Folge der arithmetischen Mittel

b, = %Zai
=1

konvergiert,.
Lemma 1. Jede konvergente Folge ist erst recht Cesaro-konvergent, und zwar zum selben Grenzwert.

Beweis: Sei lim, o Gy, = a. Sei € >0 gegeben. Dazu gibt es k mit |a; —a| < e fiir alle 4 > k. Dann gilt
fiir alle n > k

k n
1 1 1
o =l = o1 @)+ (@2 =) 4ok =) < 23 sl 4 1 3 e

(an)n ist als konvergente Folge beschrankt, etwa |a;| < M fiir alle ¢. Damit kann man |b, —a| abschétzen
durch (M

_|_
k(M + |a]) +Stn—k)

|bn —a\ <
n n

Fir n > k2 ist das < M\'/%a‘ + € < 2¢€, also < 2¢, falls zusétzlich n > (M%ml)2 .

Der Satz, aus dem nun alles weiter folgt, ist

Satz 30. (Fejer) Die Fourierreihe einer stetigen 27 -periodischen Funktion konvergiert im Sinne von Cesaro
punktweise gegen f .

Beweis: Sei

Wir missen zeigen, da§ lim,, o t,(2) = f(x) . Dazu berechnen wir

n 27
to(z) = %Z > %/0 e V(L) dt - e

k=1|v|<k
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n

1 —iv
27mzl, Z / ft+a)e K

—(k=1)

(weil f periodisch, braucht man die Grenzen des Integrals nicht zu verschieben)

1 2m

— flx +t)F,(t) dt mit

2’7‘(’

Zn: Z eil/t

iz 1v=—(k—1)

Durch zweimalige Anwendung der geometrischen Summenformel erhélt man

eit

B = ey

was wegen e — e~ = 2isinz dasselbe ist wie

1 sin 2t

Falt) = (522

Man nennt F,, den Fejer-Kern. Er hat die Eigenschaften
1. F,(z) ist stetig und 27 -periodisch und stets > 0.
2. F,(0)=n

3. L [FTR,(t)dt =1

. (6int —24 efint)

Aus diesen drei Eigenschaften folgt schnell der Beweis des Satzes: Zu zeigen ist

1 2T

lim — [ F,(t)f(x+t)dt =

Da f stetig, gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0 mit |f(z +¢t) —

0 <t<2m—§ ist stets sin% Zsing

also

Nun wird
1 27 27

o | FOSG0d = f@) = o

/()

f(z)| < € sobald [t| < 4.

F,(t)(f(x +t) — f(z))dt nach (3)

1 5 27 —4
—{ / + / } wegen der Periodizitit
s -4 5

Das erste Integral ist dem Betrage nach < e fjﬁ F,(t)dt < e f

3 -2M - 27

= )
n - s )
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Im Intervall

t)dt (weil F,, >0), also <e€-27.
Das zweite Integral ist, wenn M eine Schranke fiir dle Funktion f 1st dem Betrage nach



also ebenfalls < €- 27, wenn n grofl genug ist. Damit ist der Satz bewiesen.

Zusatz: Da f auf dem kompakten Intervall sogar gleichméafig stetig ist, kann man im Beweis § und damit
die Stelle ng, von der an |t,(z) — f(x)] < e ist, unabhingig von x wéhlen, d.h. die Folge der t,(z)
konvergiert sogar gleichméfig gegen f(x).

Die t,, sind zwar nicht die Abschnitte der Fourierreihe, aber immerhin ”trigonometrische Polynome”:

Definition: Ein Polynom in e und e~% (das ist eine endliche (!) Linearkombination der e; = €*** ) heifit
ein trigonometrisches Polynom.
Zum Beispiel ist
1 S ivx n-—- |V‘ VT
(@) =—> > "= —e
k=1|v|<k lv|<n

ein trigonometrisches Polynom vom Grad < m. Der Satz von Fejer mit seinem Zusatz hat unmittelbar die
Folge

Satz 31. (WeierstraB-Approximation) Jede stetige 2m -periodische Funktion ist gleichméaBiger Limes von
trigonometrischen Polynomen.

Daraus folgt

Satz 32. Fiir jede stetige 2w -periodische Funktion gilt die Parsevalsche Gleichung:

> lenl? = 1113
n

Beweis: Sei t(z) ein trigonometrisches Polynom, etwa vom Grad n, mit |t(z) — f(z)| < € fiir alle . Dann
ist
0<IfB— D lewlP=1f = D erewl3 < |f — 1l < 2n

Ik|<n |k[<n

wobei die erste Ungleichung die Besselsche Ungleichung ist und die vorletzte aus der Minimaleigenschaft der
Fourierkoeffizienten folgt.

Und jetzt kommt der wichtige

Satz 33. Ist f stetig differenzierbar und 2w - periodisch, so konvergiert die Fourierreihe von f absolut
und gleichméafig gegen f .

Beweis: Nach Voraussetzung ist f’ stetig. Seinen b, die Fourierkoeffizienten von f’ und ¢, die von f.
1 21

) 1 ) 2 )
b= g [ F@e = @ = [ @) (ine ) = ine,

Fir alle N haben wir

N N N
1 1
Z len| = |col + Z |E bn| < |col + 22_:1 — Z |bn|2 ( Cauchy-Schwarz )

n=—N |n|<N,n#0 n=—N

Nun ist 7, -5 konvergent, und nach der Besselschen Ungleichung ist Y- |b,|? konvergent. Damit folgt
die Konvergenz von Y |c,|, und das bedeutet die absolute Konvergenz der Fourierreihe > ¢,e™* . Nach
Lemma 1 ist der Wert der Reihe derselbe wie der Cesaro-Grenzwert, und nach Satz 30 konvergiert die Reihe
im Sinne von Cesaro gegen f(z), und die Konvergenz ist sogar gleichméfig. qged

Zusatz: Die Rechnungen, die zur Besselschen Ungleichung gefiihrt hatte, gelten fiir alle integrierbaren Funk-
tionen f. Wir hatten zu Anfang nur deshalb den Vektorraum V aller stetigen, 27 -periodischen Funktionen
genommen, um einen engeren Zusammenhang zu Kap 13 zu haben: nur fiir stetige Funktionen ist ndmlich
die hermitesche Form (.,.) postiv definit. Das Argument im Beweis von Satz 33 bleibt also zum Beispiel
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richtig, wenn die Ableitung f’ endlich viele Unstetigkeitsstellen besitzt. Die Voraussetzung von Satz 33
kann also so abgeschwacht werden:

f sei stetig und 27 -periodisch und stiickweise stetig differenzierbar.

Aber man mdchte natiirlich gerne auch fiir Funktionen, die nicht den Voraussetzungen von Satz 33 oder
seinem Zusatz geniigen, Auskunft iiber die Konvergenz der Fourierreihe, zumal man die gegebene Funktion
oft mit Gewalt periodisch machen muf}, so dafl sie mindestens an den Vielfachen von 27 Unstetigkeiten
bekommt. Ein hervorragendes Mittel hierfiir ist der

Satz 34. (Riemannscher Lokalisationssatz) Die Funktionen f und g seien 2w -periodisch und integrierbar,
und es gebe ein offenes Intervall T = (a — d,a + ) um die Stelle a, so daB

f(x) = g(x) fiir allex € T

Wenn die Fourierreihe von f an der Stelle a konvergiert zum Wert s, dann auch die von g, und zwar
gegen denselben Wert s.

Beweis: Sei f—g=~h und a,,b,,c, die Fourierkoeffizienten von f,g,h resp. Dann ist a, — b, = ¢, . Die
Voraussetzung lautet

Zanei”“ =s und h(z)=0 firallez el

und zu zeigen ist

§ :Cnezna:O

n

Wir setzen
o(z) = { eif(_xe)m wenn r # a

0 sonst

Dann ist ¢(x) = 0 fiir « € I und 2w -periodisch und integrierbar iiber das Intervall [0,2x]. Nach der
Besselschen Ungleichung gehen die Fourierkoeffizienten d,, von ¢ gegen O fiir |n| — oo. Nun ist
1 27 1 27

h(z)e”"dx = —

Cp, =
2T 0

=50 ; (e — e (x)e™ " dx = d,,_1 — €'d,,

Daraus folgt
n n
Z Ckezka _ Z (dk—l _ ezadk)ezka _ Z dk_lezka _ Z dkez(kJrl)a =d_,_je " — dnez(nfl)a
|k|<n |[k|<n k=—n k=—n
Wie bemerkt, geht dies gegen 0 fiir |n| — oo, womit Satz 34 bewiesen ist.

Anwendung: f seistetig differenzierbar, aber vielleicht nicht 27 -periodisch. Dann ersetzen wir f durch eine
stetig differenzierbare und periodische Funktion g, welche aufler in kleinen Intervallen um die ganzzahligen
Vielfachen von 27 mit f tibereinstimmt.

Da nun g tberall durch seine Fouriereihe dargestellt wird, gilt nach dem Lokalisationssatz dasselbe fiir f
in einem Intervall (0,27 — J), und das kann man fiir jedes d > 0 bewerkstelligen.
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1. Beispiel: f(x) =7 — . Die Fourierkoeffizienten ¢, von f sind gegeben durch

27 ) 2
ome, = / (1 — 2)e""Tdy = {”7{ wenn n % 0
0 0 wenn n =0

Daher gilt (benutze €% — e~"% = 2jsinx )

o0 .
T—x sin nx
= E fir0 <o <27
2 = n

Offensichtlich gilt die Gleichung wirklich nicht an der Stelle x =0.
(r —x)%. Wegen f(0) = f(2m) ist die periodische Fortsetzung dieser Funktion stetig.

2. Beispiel: f(x) =
Deshalb benotigt man den Riemannschen Lokalisationssatz hier nicht.

Durch partielle Integration findet man

Es folgt
P= T2y
n#0

o0
s T cosNT
_ 1 4y
(m—x) 3 + ng_l 3

und nach den Zusatz zu Satz 33 gilt dies sogar fiir 0 < z < 27. Hieraus kann man zum Beispiel sehen (setze

x=0), dal
31
— n? 6

3. Beispiel: z sei eine feste komplexe Zahl, aber kein ganzzahliges Vielfaches von i. Essei f(z) = . Hier

wird wieder der Lokalisationssatz benotigt; denn die periodische Fortsetzung von f ist bei 0 nicht stetig.

Die Fourierkoeffizienten von f wurden in den Ubungen berechnet. Das Ergebnis ist
ez(x—ﬂ') eine

Y —fiir0<z<2r

z—1in

2T =
eﬂ'Z — 677‘-2

neZ
Setzt man x = 7 und faft wieder n mit —n zusammen, so erhélt man

21 1 = (=1D)n
" 19
eTE _ g~ TZ Z+ Zrlz::122_~_n2

Benutzt man dies fiir iz statt z (dann natiirlich mit der Voraussetzung z ¢ Z ), so erhélt man

n

0 1 = (=1) ..
sin 7wz _;+2Z;z2—n2 firz ¢ 2

Partialbruchzerlegung des Sinus
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15. Integralrechnung im R"

Ein Quader K im R"™ ist ein cartesisches Produkt von Intervallen I, ...., I, :
T

K={z=| @ |eR" |y e,fuiri=1,..,n}
Ty

Die Intervalle sind gegeben durch ihre Enden a; < b;. Wir wollen im Folgenden stets abgeschlossenene
Quader verwenden, also

K={xeR"|a; <ax; <b; fiiri=1,..,n} abgeschlossener Quader im R"

Eine Unterteilung 7" von K wird gegeben durch Zwischenpunkte in den Intervallen I; :

Die durch diese Teilpunkte entstehenden (auch stets abgeschlossenen) Quader @ haben hochstens Rand-
punkte gemeinsam, und ihre Vereinigung ist K .

Sei f eine reellwertige beschrinkte Funktion auf K . Dann existiert auf jeder Teilmenge von K das
Supremum der Funktionswerte f(x). Zu jeder Unterteilung 7' von K betrachten wir die Obersummen

O(T, f) =) sup f(x) - vol(Q)

QGT:CEQ

wobei das Volumen vol(Q) nach Definition das Produkt der Kantenldngen von @ ist. Genauso betrachten
wir die Untersummen
UT, f):= inf -vol
(T f) = ) inf f(@)-vol(Q)

QeT

Behauptung: Jede Untersumme ist < jeder Obersumme.

Beweis: Zu je zwei Unterteilungen 77 und 75 gibt es eine gemeinsame Verfeinerung 7', die dadurch entsteht,
dafl man alle Teilpunkte von T} und 75 zusammen nimmt. Jeder Quader von T ist dann in einem Quader
von T enthalten, und

O, f)= Y supf-vol(@ = > supf- >  wol(Q > Y supfuwol(Q)=O(T,f)
Qery @ Qem @ QeT.QcQ Qer @

Vollig analog ist

Zusammen:
U(Ty, f) SU(T, f) < O(T, f) < O(Ty, f)

Insbesondere ist die Menge der Untersummen nach oben und die Menge der Obersummen nach unten
beschrankt.
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Definition: Das Supremum aller Untersummen heifit das Unterintegral von f (iiber K ) und das Infimum
aller Obersummen heifit das Oberintegral:

/ f(z)dx :=supU(T, f)
* K T

/K f(z)dx := ir%fO(T, )

Ublich ist auch d"z oder du(z) oder d(zi,...,x,) statt dz.
Definition: f heifit integrierbar (iiber den Quader K ), wenn

/*Kf(x)dx:/;f(x)dx

Dieser gemeinsame Wert heifit dann das Integral von f iiber K , bezeichnet | w f(x) dz . Manchmal werden
wir sogar, wenn die Formel dadurch tibersichtlicher wird, nur | i | schreiben.

Das Supremum s einer beschrankten Menge reeller Zahlen ist nach Definition die kleinste obere Schranke.
Das bedeutet: Alle Elemente der Menge sind < s, aber fir jedes € > 0 ist s — € keine obere Schranke
mehr, das heif}t es gibt ein Element der Menge, welches > s — € ist. In der obigen Situation:

Zu jedem € > 0 gibt es eine Teilung T so dafl

/*Kf—e<U(T,f>§/*Kf

Analog gibt es eine Unterteilung mit > fiir das Oberintegral, und fiir die gemeinsame Verfeinerung (wieder
T genannt) gilt

/ f—e<U(T,f)§O(T7f)</f+e
* K K

Daraus lesen wir das Integrierbarkeitskriterium ab:

Die (stets als beschriankt vorausgesetzte) Funktion f ist genau dann tiber K integrierbar, wenn es zu jedem
€ > 0 eine Teilung 7" von K gibt, so daf3

> {Sgpf - igff} vol(Q) < €

QeT

Definition: sup,cq f(x)—infyeq f(z) =: 0(Q, f) heifit die Schwankung von f auf @ . Sieist kraft Definition
stets > 0.

Wir haben also das

Schwankungskriterium: f ist genau dann iiber K integrierbar, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine Teilung
T von K gibt so daf§ die Schwankungssumme

> o(f.Quol(Q) < e st

QeT

Jetzt kann man bequem die folgenden Behauptungen beweisen:

Beh 1. Jede stetige Funktion ist (iber jeden Quader) integrierbar
Beweis: Eine stetige Funktion f auf K ist dort von selbst gleichméflig stetig: Zu jedem € > 0 gibt es

6 >0 mit
€

< vol(K)

Wahlt man eine Unterteilung 7', in der jeder Quader einen Durchmesser (=maximale Entfernung zweier
Punkte) < hat, so wird offenbar die Schwankungssumme 5. 0(Q, f) vol(Q) <e.

fir alle z,y € K mit |[x —y| <6
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Beh 2. Mit f und g ist auch af + 8¢ fiir jedes «, 8 integrierbar, und (in etwas verkiirzter Schreibweise)

Jes+sp=a[s+5 [0

Beweis: In der folgenden Rechnung sollen o und [ zunéchst > 0 sein. Fiir jede Teilung T gilt

O(T,af +Bg) = Y sup ,eqi{af(x)+ Bg(z)} vol(Q)

QeT

<> {asup of (x) + B sup gg(z)} vol(Q) = aO(T, f) + BO(T, g)
QeT

Analog ist
U(T,of + Bg) =2 aU(T, f) + BU(T, g)

Sind f und g integrierbar, so gibt es zu € > 0 eine Teilung T’ mit
O(T, f) <U(T, f) +¢€ analog fir g
Es folgt
O(T,af + Bg) < aO(T, f) + BO(T, g) < aU(T, f) + BU(T, g) + (a + B)e < U(T, af + Bg) + (a + B)e

Daraus folgt die Integrierbarkeit von af + 3¢ und die behauptete Formel. Um die Behauptung fiir beliebige
a, B zu beweisen, mufl man nur bemerken, dafy die Obersummen von —f gerade die mit —1 multiplizierten
Untersummen von f sind.

Beh 3. Mit f ist auch |f| integrierbar.
Beweis: Wegen der Dreiecksungleichung ||a| — |b]| < |a — b| ist die Schwankung von |f| hochstens so grof§
wie die von f.

Beh 4. Mit f ist f? integrierbar.
Beweis: Sei M eine Schranke fiir |f| auf K . Dann ist

a(f%,Q) = sup |f*(x) = f2(y)| = sup [f(z) + f(y)|-|f(z) — f(y)| <2M -o(f,Q)

z,YEQ z,y€Q

Beh 5. Mit f und ¢ ist fg integrierbar.
Beweis:

fg= %((J“rg)2 - f2-4%

Definition: Eine Teilmenge N C R" heifit J-Nullmenge (J = Jordan), wenn es zu jedem € > 0 endlich viele
kompakte Quader @1, ....,Qk gibt, so dafl

k
N c Uf,Q; und ZUOZ(QZ') <e
i=1

Eine Teilmenge N C R™ heifit L-Nullmenge (L = Lebesgue), wenn es zu jedem e > 0 abzihlbar viele
kompakte Quader @1, Qo,.... gibt mit

N C UpZ,Qf und Zvol(Qk) <e
k=1
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Zum Beispiel ist jede abzdhlbare Punktmenge (etwa @ in R) eine L-Nullmenge. Aber Q ist keine J-
Nullmenge in R.

Beh 6. Jede kompakte L-Nullmenge ist eine J-Nullmenge: Ist N C U2 Q% , so bldhe man jeden @ ein
wenig auf, etwa um den Faktor 1+e¢. Danach ist N sogar in der Vereinigung der offenen Quader enthalten.
Da N kompakt, geniigen von diesen endlich viele, und die Summe von deren Volumina ist < (1+¢)" € < 2¢
flr kleine €.

Beh 7. Die Vereinigung von abzihlbar vielen L-Nullmengen ist ebenfalls L-Nullmenge: Sind Ny L-
Nullmengen, so hat man kompakte Quader Qj; mit

> €
Ny C U721 Qkj und Zvol(ij) < ok

Jj=1

Und dann ist
o0 o0 1
N = UpN, C U?jlekj mit Z UOl(ij) <e€- Z ok

k,j=1 =1

= €

Beh 8. (Integrierbarkeitskriterium) f ist integrierbar iiber K genau dann, wenn die Menge B(f) der
Unstetigkeitsstellen von f in K eine L-Nullmenge ist.

Beweis: 7 = 7 : Ist f unstetig bei a € K, so gibt es € > 0 derart, dafl in jeder Umgebung von a ein
Punkt z existiert mit |f(z) — f(a)| > €: In jeder Umgebung von a ist die Schwankung von f mindestens
€. Umgekehrt: Ist letzteres der Fall, so ist f unstetig bei a. Setzt man also

Bs = {z € K| fiir jedes offene U > z ist o(f,UNK) > 4}

S0 ist
B(f) = Us>oBs =Up_1 B

Nach Beh 7 geniigt es zu zeigen, daf§ jedes Bs eine L-Nullmenge ist. Dazu sei € > 0 gegeben. Es gibt eine
Teilung 7' von K mit

(1) > o(f,Q)vol(Q) < €6
QeT
Es ist
(2) Bs = Uger(Bs N Q) = Uger[(Bs N Q°) U (Bs N 0Q)] C Uger(Bs NQ°) U UgerdQ

Nach (1) ist

6> o(f,Quol(Q) > Y o(f,Quol(Q =5 > wolQ)

QeT QET,BsNQ°#£D QET,BsNQ°#D

also

(3) Z vol(Q) < €

QET,BsNQ°#

Die Ugerd@ ist eine Nullmenge. Aus (2) und (3) folgt die Behauptung.
7 <7: Sei € >0 gegeben. Ist B(f) eine L-Nullmenge, so erst recht B, . Aus der Definition von B, folgt
unmittelbar, dal das Komplement von B, offen und damit B, eine abgeschlossene Teilmenge von K und
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damit kompakt ist. Nach Beh 6 ist B, sogar eine J-Nullmenge. Es gibt endlich viele Quader, die zusammen
B, iberdecken, mit Volumensumme < e¢. Durch Aufbldhen kénnen wir wieder annehmen, dafl

B, c UL, Q¢ und Zvol(Qi) <e

i=1

Durch Verlangerung aller Wande von @1, ..., @,, erhilt man eine Teilung 7" von K :

Ist P ein abgeschlossener Quader von T, der in keinem Q; enthalten ist, so ist PN B, = (), und jeder
Punkt a € P besitzt eine Umgebung, in der f um weniger als e schwankt. Man kann P in Teilquader
einteilen, auf deren jedem f um weniger als € schwankt. Auf diese Weise erhélt man eine Verfeinerung 7T
von T. In T* gibt es zwei Sorten von Quadern:

T ={QeT"|QCQ,fireini=1,..,m}

To =T*\T1, und o(f,Q) < € fir alle Q € T
Sei M eine Schranke fiir |f| auf K. Nun ist

m

Z a(f,Q)vol(Q) = Z + Z < QMZUOZ(Qi) +e Z vol(Q) < €(2M + vol(K))

QeT~ QET, QET> i=1 QET>

Damit erfiilllt f das Schwankungskriterium, ged.

Integration iiber Teilmengen:

Ist A eine beliebige Teilmenge des R™ ;| so heif3t

1a(x) .:{1 wenn r € A
A 0 sonst

die Indikatorfunktion (oder charakteristische Funktion) von A

Definition: Eine beschrankte Teilmenge A C R"™ heifit J-meBbar, wenn ihre Indikatorfunktion iiber einen
(und damit jeden) kompakten Quader K , der A enthélt, integrierbar ist. Das Integral [ 14(x)dz (dessen
Wert fiir alle K D A derselbe ist) nennt man das Volumen von A.

Eine (mindestens auf A definierte) Funktion f heifit iiber A integrierbar, wenn f-1,4 tber einen (und
damit jeden) A enthaltenden kompakten Quader integrierbar ist. Das Integral von f {iber A ist nach
Definition

/Af(a:)dx ::/Kf(a:)lA(a:)dx

Die Unstetigkeitsstellen von 14 bilden gerade den Rand 0A von A. Aus Beh 8 folgt

Beh 9. Eine beschriankte Menge A ist genau dann J-Mefibar, wenn ihr Rand eine L-Nullmenge ist. Da der
Rand kompakt ist, ist er in diesem Falle sogar eine J-Nullmenge (Beh 6)

Aus Beh 5 folgt: Ist f iiber den Quader K integrierbar und A eine J-mefibare Teilmenge von K | so ist
f 14 iber K integrierbar, also f iiber A integrierbar.
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Beh 10. Ist A J-mefibar und T eine lineare Transformation, so ist auch das Bild T(A) J-meBbar. Ist f
integrierbar iiber A, soist foT~! integrierbar iiber T(A).
Beweis: Fiir eine lineare Transformation T gilt

T(0A) = 0(T(A))
Fiir die Menge B der Unstetigkeitsstellen gilt
B((foT™") 1r)) C AT (A) UT(B(f - 1a))
Nach Beh 8 und 9 folgt die Beh 10 aus
(¥)  Ist N eine L-Nullmenge und T eine lineare Transformation, so ist T'(N) eine L-Nullmenge

Beweis davon: Sei

N C UZ;Q; mit Zvol(Qi) <€

i=1

Nach Aufgabe 47 kénnen wir annehmen, dafl die @; Wirfel sind. Ein Wiirfel mit Kantenldnge c¢ ist
enthalten in einer Kugel vom Radius r = §/n. Nach Satz 19, Kap 9, ist das Bild dieser Kugel enthalten in
einer Kugel vom Radius ||T|| -7 und diese wiederum in einem Wiirfel mit Kantenldnge 2||T||r = ||T||cv/n .
Also ist

T(N) C U2, Q' mit Zvol(Q;) < (IT|vVn)™ Zvol(@i) < const - €

i=1 =1

Das beweist () und damit Beh 10.

Beh 11. Sei a € R" fest und f,(x) := f(z + a). Dann gilt

| s@a= [ o fu@)

Dasselbe gilt fiir das Oberintegral und damit, falls f integrierbar ist, fiir das Integral.
Beweis: Sei T eine Teilung von K und T* = {Q —a | @ € T} . Das ist eine Teilung von K — a. Fiir die
Untersummen jeder beschriankten Funktion f gilt

UT,f)= Z ruelcfg f(@)vol(Q) = Z Tuelg fa(z — a)vol(Q) = Z inf fo(y)vol(Q — a)

QeT’ QeT’ QEeT
= Z inf fo(y)vol(P) S/ falz)dx
ep *K—a
PeTe

Da dies fiir jede Untersumme U (T, f) gilt, gilt es auch fiir deren Supremum, das ist das Unterintegral von

f:
/* ey da < / PR

Indem man die Rollen von f und f, vertauscht, folgt =. Der Beweis fiir die Obersummen geht analog.
Ist f integrierbar, so folgt es fiir das Integral, ged.

In Analysis I wird die Substitutionsformel
Ab b
f(z)dx = )\/ fQzx)dx

Aa
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bewiesen. Dort ist das Integral mit einem Durchlaufungssinn versehen: Wenn A < 0 (und a < b), so wird
auf der linken Seite der Integrationsweg von rechts nach links durchlaufen. Das in diesem Kap definierte
Integral jedoch multiplizierte (in den Unter- bzw. Obersummen) die Funktionswerte mit dem Volumen der

Quader, ohne Riicksicht auf eine Orientierung von letzteren. Statt ff ist jetzt [, gemeint, und vol(I) ist
die Lange des Intervalls I, und das ist der Absolutbetrag der Differenz der Endpunkte. Fir das in diesem
Kap definierte Integral gilt also im Falle n =1

Beh 12. [, f(z)dz = [\ [, f(\z) dz
Nachstes Ziel ist der Satz von Fubini. Aus schreibtechnischen Griinden formulieren und beweisen wir ihn
fiir n =2, aber es ist klar, wie man ihn fiir eine Zerlegung R™ = R? x R""? entsprechend beweist.

K sei das Rechteck a <z <b, c<y <d,und f eine iiber K integrierbare Funktion. Zu € > 0 gibt es
eine Teilung T mit

/f—e<mefvol Zsupfvol )S/f—l—e
K

QET QeT
T wird verursacht durch Teilpunkte z;,y; :
a=x0 <21 < ... <Xy =0b, c=yo <y <..<y,=d

Man wahlt beliebige Zwischenstellen 7; € [y;—1,y;] und rechnet:

/ f—e< gz onzocd o @)@ = i)y~ v-)

J=1

I A

z;—1<x<z;

ZZ inf (x,m)(z; — xiz1)(y; — yj—1)

n b
<3 / F@n) de} (s — yj—1)

Weil diese Ungleichung fiir alle n; € [y;_1,y;] gilt, gilt sie auch noch fiir das Infimum {iber alle y aus diesem

Intervall: n
— E inf dﬂ?

Yj—1<y<y;

Das innere Integral iiber z ist eine Funktion von y, und die Summe Z _, ist eine Untersumme zum
Integral dieser Funktion iiber das Intervall [c,d]. Da alle Untersummen < dem Unterintegral sind, ist das

Erhaltene < f*‘i( f*ba f(z,y)dx) dy . Wir haben also

/Kf esﬁ[;f(x,y)dx)dy

Fiir das Oberintegral haben wir eine analoge Ungleichung, aber natiirlich mit > statt <. Da das Unterin-
tegral immer < dem Oberintegral ist, haben wir in leicht versténdlicher Abkiirzung

d b d xb *d *b
fos [ L{BE <L
K *xc J*ka fc f*a c a K

Daraus ist abzulesen
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Satz 36. (Fubini) Wenn f iiber das Rechteck K integrierbar ist, dann gilt
1. Fi(y) = f*ba f(z,y)dzx ist iiber [c,d] integrierbar
2. F*(y) := fa*b f(z,y)dz ist iiber [c,d] integrierbar
3.

/CdF*(y)dyZ/Kf(x,y)d(x,y) :/ch*(y)dy

Bemerkung: Leider kann man aus der Integrierbarkeit von f {iiber das Rechteck nicht schlieflen, daf} die
Funktionen ¢y(x) := f(z,y) integrierbar sind. Umgekehrt folgt aus der Existenz des iterierten Integrals

f; fcd nicht die Existenz des Integrals iiber K . (Beispicle in den Ubungen)

Aus dem Satz von Fubini und den oben bewiesenen Beh 10,11,12 folgern wir

Satz 37. (Integraltransformationsformel fiir lineare Transformationen) Sei B J-meBbar, f integrierbar
iiber B und T eine lineare Transformation. Dann ist A := T1(B) J-meBbar und foT integrierbar iiber
A und

/Bf(m)dx:|detT|/Af(Tx)da:

Beweis: Zur Erleichterung der Schreibarbeit sei wieder n = 2. Sei zunéchst T (x — (T Ay . Nach

Y
Beh 10 ist foT integrierbar tiber A. Sei R = [a,b] X [¢,d] ein Rechteck, welches A und B enthéalt. Nach

Fubini und nach Beh 11 ist

d b
/A<foT><x,y> d(x,w:/c </* (foT) - La(a,y) d) dy =

a

d b d b
/ ( / @+ 2,w) - 1p(z + My, y) dz) dy = / ( / F ()1 () de) dy = /B f(x,y) d(z.y)

Da det A =1, stimmt der Satz fiir Matrizen A = 1+ Ae;i . Nach Fubini und Regel 13 stimmt er auch fiir Di-
agonalmatrizen. Nach Kapitel 2 kann man jede invertierbare Matrix A durch elementare Zeilenumformungen
auf Diagonalgestalt bringen. Eine elementare Zeilenumformung bedeutet dasselbe wir eine Multiplikation
von links mit einer Matrix 1+ Aey; :

(1 + )\eij)A =A+ /\eij Z Arsrs = A+ X Z Ajs€is

und das letzte ist die Matrix, die aus A entsteht, wenn man zur i-ten Zeile das \-fache der j-ten addiert.
(Deshalb nennt man die Matrizen 1+ Ae;; mit i # j auch elementare Matrizen).

Zu jeder Matrix A gibt es also elementare Matrizen Ej,...., Fy und eine Diagonalmatrix D, so daf
Ey...ExA=D oder A= Ek_l....El_lD ist. Durch mehrfache Anwendung von Fubini und Regel 11 und 12
folgt die Behauptung.

Der wichtigste Satz dieses Kapitels (neben Fubini) ist die Integraltransformationsformel. Sie lautet

Satz 38. U und V seien offene, beschrankte und J-meBbare Mengen im R"™ und ¢ ein Diffeomorphismus
von U auf V. Die stetige Funktion |det D¢(zx)| sei auf U beschrankt. (Das erreicht man am einfachsten,
indem man annimmt, dafi ¢ auf einer den Abschlufi von U enthaltenden offenen Menge stetig differenzierbar
sei). Die Funktion f sei integrierbar iiber V. Dann ist f o ¢ integrierbar iiber U , und

/ fly)dy = / f(¢1)| det Doz da
1% U

Wir beweisen den Satz zuerst fiir den Spezialfall, dal f stetig sei und = 0 auflerhalb eines passenden ganz
in V enthaltenen Kompaktums und erkliren spéter (Al bis A3), wie man den allgemeinen Fall auf diesen
zuriickfithrt.
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Wir verwenden

Definition: Die abgeschlossene Hiille der Menge aller Punkte, an denen die Funktion f nicht 0 ist, heifit der
Trager von f:

Tr(f) = {z | f(z) # 0}

Der Trager ist nach Definition stets abgeschlossen. ”Kompakter Trager” bedeutet, dafl er zusédtzlich be-
schréankt ist.

Der folgende Beweis stammt aus dem Skript der Analysisvorlesung von R.Weissauer:
Beweis von Satz 38 fiir stetige Funktionen f mit kompaktem Trager C V : Nach Definition von ”J-mefibar”
und Behauptung 5 existieren beide Integrale.

1. Es geniigt, statt der Gleichung < zu beweisen; denn wenn fir alle U,V, ¢, f, welche den Bedingungen
geniigen, die linke Seite < der rechten ist, dann wenden wir die Ungleichung an auf V statt U und U
statt V' und die stetige Funktion g(z) := f(¢(z))|det Dé(x)| mit kompaktem Trager auf U :

/ o(x) dz < / 9(6™(4))] det D~ ()| dy
U %

- /V £(y)|det Dé(¢~1y)| - | det Do~ (y)| dy

Nach der Kettenregel (und dem Determinantenmultplikationssatz) steht rechts das i, f(y) dy, und das ist
gerade die umgekehrte Ungleichung.

2. Wir nehmen an, die linke Seite sei nicht < der rechten, sondern um einen gewissen Betrag x grofler:

(1) [ty =n+ [ fo@ldepo)de x>0

Sei @ ein Quader im R", welcher U enthélt. Wir halbieren @ (in jeder Richtung) und erhalten 2"

Teilquader @Q;, und
on on
= und / = /
/U ;‘/Uin Vv ; H(UNQ;)

(Aus Al wird hervorgehen, dafl auch auf der rechten Seite die Teilintegrale existieren). Aus (1) folgt, da8
fir mindestens einen der Teilquader, etwa )1, gelten mufl

[ t@ayz gt [ fe)det Do) da
#(UNQ1) UnQ@:

Q1 halbieren wir wieder und erhalten einen Quader )5 mit

K
]
/¢(UOQ2) 2n -2 UNnQ2

usw. Wir erhalten eine Folge von Quadern

Qo=QDO0Q1DQ2D.....

mit
vol(Qr) = 27" vol(Q) und
1 K 1
(2) e} /¢ oo, T2 s s /U  J(6a)] det Do) da
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Da @ kompakt, gibt es (genau) einen Punkt zg € N_;Q,, . Wire xg € Tr(f o ¢) = ¢ 1Tr(f), so gibe
es, da dieser kompakt und daher sein Komplement offen ist, einen Index m mit Q,, NTr(fo¢) =0, erst
recht (UN Q) NTr(f o¢)=0. Dann wiren in (2) beide Integrale = 0, das ist aber unmoglich. Also ist
29 €ETr(fod) =¢ 'Tr(f) Cdp~ 'V =U. Da U offen ist, sind von einer Stelle mq an alle Q,, C U, und
(2) wird zu

1 K 1
3) e} /{p o 0z i [ sl Do)

Da wir den Satz fiir lineare Abbildungen bereits bewiesen haben und da er, falls fiir zwei Abbildungen ¢
und ¢ richtig, auch fiir ¢ ot richtig ist (Kettenregel), ist der Satz fiir ¢ bewiesen, wenn wir ihn fiir
D¢ (z0) "t op bewiesen haben, und fiir diese zusammengesetzte Abbildung ist die Jacobimatrix an der Stelle
zo die Einheitsmatrix. Kurz: wir diirfen annehmen, dafi D¢(xg) = 1.

3. Jetzt bilden wir auf beiden Seiten von (3) den Limes fir m — oco. Da fo¢ sowie det D¢ stetig sind
und D¢(xg) = 1, erhalten wir auf der rechten Seite

K

vol(Q)

+ f(yo) mit yo := ¢(wo)

Fiir die linke Seite betrachten wir das Verhéltnis der Volumina % : Nach Definition der Differen-

zierbarkeit im Punkte zy und wegen D¢(zg) =1 ist

(4) d(x) = Pp(xo) + & — 2o + |x — xo|tp(x) mit Y(x) — 0 fiir x — xo

Das bedeutet: Zu € > 0 gibt es § > 0 so, daf fiir alle Komponenten v; von ¢ gilt
—e < ;(x) < e fir alle z mit |z — zo| < 6,

insbesondere fiir = € Q,, , falls m grofl genug. Sei d der Durchmesser (maximale Entfernung zweier Punkte
= Lange der Diagonalen) von @, . Fiir 2 € Q,, (m >> 0) gilt fiir alle Komponenten

x; —de < x; — |r — zole < @i + |z — wo|hi(x) < x5 + | — x0le < x5 + de

Das zeigt, da die samtlichen x+ |z —xg|¢)(x) fiir « € Q,, enthalten sind in einem Quader Q, dessen i-te
Kante um 2ed langer ist als die von @, , dessen Volumen also (wenn ¢; die i-te Kante von @ ist)

HCZ—FZed 1_[{6z +f6 H _|_7€
i=1 i

ist, wo ¢ die kleinste der Kantenldngen von @, ist. Das Verhiltnis Durchmesser zu kiirzester Kante ist
bei allen @Q,, dasselbe, denn sie gehen ja durch Halbierung aller Kanten auseinander hervor. Also ist das
Volumen des etwas grofieren Quaders

vol(Q) < (1 + const - €)"vol(Q)
Nun zeigt (4), daB ¢(Q,,) in dem um ¢(z¢) — 2o verschobenen Quader Q liegt, also ist
vol(P(Qm)) < (14 const - €)™ - vol (Q,) fiir m >> 0

Nun folgt fiir m — oo

(14 const - €)" f(yo) >
Da ¢ beliebig > 0 war, ist dies ein Widerspruch.
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Nun die versprochenen Anmerkungen zum allgemeinen Fall:

Al. fo¢ ist integrierbar iiber U: Zu zeigen ist: Die Menge B((f o ¢)-1y) der Unstetigkeitsstellen von
((fod)-1y) ist eine L-Nullmenge. Es gilt
B((fe¢)-1v) C[UNB(fo¢)UB(ly)
= [Une B VAU = 67 (VN B() U

Da U J-mefbar, ist OU L-Nullmenge. Da f iber V integrierbar, ist V' N B(f) L-Nullmenge. Al folgt
also aus

Beh 13. Ist V' offen und N C V eine L-Nullmenge und v stetig differenzierbar auf V', so ist (V) eine
L-Nullmenge.

Beweis: (vgl. Aufgabe 54): V ist Vereinigung von abzéhlbar vielen kompakten Quadern. Nach Beh 7
geniigt es zu zeigen: Fiir jeden kompakten Quader @ ist ¢(NNQ) eine L-Nullmenge. Auf dem kompakten
Quader @ C V' nimmt die stetige Funktion ||[D¢(x)|| ihr Maximum Mg an. Nach Satz 19, Kap 9 ist

|¢(x) — d(y)| < Mq |z — y] fiir alle z,y € Q

Jetzt geht der Beweis von Beh 13 zuende wie der von Beh 10.
Wir haben eingesehen: Wenn die linke Seite in der Transformationsformel existiert, dann auch die rechte.
A2. Ein Approximationssatz. Dazu eine kleine Vorbereitung;:
Sei A eine abgeschlossene Teilmenge im R™. Nach Aufgabe 50 ist

d = inf |a — x| = min|a —

() = inf |a — 2| = min|a - 2|
eine stetige Funktion auf R™ , und
da(z)=0&2€ A

Sind A und B abgeschlossen und disjunkt, so ist da(x) 4+ dp(x) stets > 0, und

dB({E) 0 firx e B
m: 1 firxe A
AT B\ >0und <1 sonst

Sei f integrierbar iiber den Quader K und zunéichst > 0. Zu € > 0 gibt es eine Teilung 7" von K mit

/Kf(as) de—e<U(T, f) < /Kf(:c) dx

Fiir jeden Quader @ sei Q. der um den Faktor 1 — e in allen Richtungen geschrumpfte konzentrische
Quader:

Fiir jedes Q € T sei
Ag =Ugerq#q Q'
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Q. und Ag sind abgeschlossene disjunkte Mengen. Man bildet

dag

VYo(x) = m

Die Funktionen g sind stetig, haben Werte zwischen 0 und 1, und erfiillen

/1 wennux € Q.
7’[JQ(QC)_{O wennz € K, x & Q°

Man setzt
9(@) = >_ Vo) inf f(x)
QeT
a) g(z) ist stetig, 0 < g(z) < f(z) fir alle z € K, und g(z) =inf,eq f(z) fir = € Q.
b)

/Kg(x) dx = Z

QeT

[RECESEIES Sy e i = Y igf £ wl(Q0) = (LU )

QeT

Daher ist
OS/(f(x)—g(l"))dxSU(T,f)—Fe—(l—e)”U(T,f) Se—l—(l—(l—e)")/ f(z)dx < const - €
K K

Ergebnis: Zu jeder iiber den Quader K integrierbaren Funktion f > 0 und e > 0 gibt es eine stetige
Funktion ¢ mit

0<g<fund /(f(cv)—g(:v))dx<6

K
Verbesserung: Wir erinnern an die Definition des Tréagers auf Seite 80.
Sei U offen und beschriankt und J-mebar. Wir wollen jetzt die iiber U integrierbaren Funktionen sogar
approximieren durch stetige Funktionen, deren Trager in U enthalten ist. Da U J-meflbar ist, gibt es zu
€ > 0 eine endliche Vereinigung von kompakten Quadern @; C U mit

m

(1) 0< /de - Zvol(Qi) <e

i=1

Sei C' = U",Q;. Das Komplement U’ von U und C sind abgeschlossen und disjunkt. Also gibt es eine
stetige Funktion h,
1 wenn x € C
hi(z) =< 0 wenn z ¢ U
0<hi(x) <1 sonst

Sei
D={z|h(z)<

N | =
—
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D ist abgeschlossen, und DN C = (. Jetzt wahlt man eine stetige Funktion A mit

1 wenn z € C
h(z)=4¢ 0 wenn z € D
0<h(r) <1 sonst

1

hz) #0 < x € D < hy(z) > 3
Der Trager von h ist also die abgeschlossene Menge aller x mit hy(x) > % und damit enthalten in U . Es
gilt

1y >h-1y=h>1c

und damit
(2) 0§/dw—/h(x)dx§/dm—/dm<e

U U U c
nach (1).

Ist jetzt f > 0 integrierbar tiber U , so bedeutet das ja, dal f -1y tber einen U enthaltenden Quader K
integrierbar ist. Dann wahlt man zunéachst eine stetige Funktion ¢ auf K mit 0 < g < f-1y und

(3) /K(f'ly(m)—g(x))dx<e

Wegen 0 <g < f-1y ist g(x) =0 auBlerhalb U, und aus (3) folgt

/ (f(2) - glx)) d < e
U

und hieraus und aus (2) folgt

0< /U(f(x) = 9(z)h(z)) de = /U(f(w) —g(z))dz + / (9(z) — g(x)h(x))dr < e+ e-supg <e- (1 +sup f)

U

und gh ist eine stetige Funktion, deren Tréger kompakt und in U enthalten ist.

Fiir jede offene Menge U bezeichnet man mit CO(U) den Vektorraum aller stetigen Funktionen, deren
Triiger kompakt und ganz in U enthalten ist, und mit C*¥(U) (bzw. C2°) den Unterraum aller derer, die
sogar k-mal stetig (bzw. unendlich oft) differenzierbar sind.

Ist U offen und beschrénkt und J-mefibar, so bezeichnen wir mit R;(U) den Vektorraum aller iiber U
integrierbaren Funktionen. Die 1-Norm auf U ist nach Definition

o = /U |F(2)) da

Unser Ergebnis konnen wir also auch so formulieren:

Satz 39a. Ist f integrierbar iiber U und >0, so gibt es zu jedem € > 0 eine Funktion g € C2(U) mit
0<g<fund|f—ghv<e
Jede Funktion f ist Differenz von 2 Funktionen > 0 (ndmlich f = 1(|f|+ f) — 3(|f|— f)). Also hat man
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Satz 39. CY(U) ist dicht in Ry(U) beziiglich der 1-Norm.

(Dabei heifit eine Teilmenge A dicht in einem metrischen Raum X | wenn es in jeder Umgebung eines
jeden Punktes von X einen Punkt von A gibt (zum Beispiel Q in R.))

A3. In der zu beweisenden Formel
1) [ rwas= [ fo(@)aet Do) ar

approximieren wir f € Ry(V) durch stetige Funktionen mit kompaktem Trager und nehmen zuerst wieder
f>0: Nach A2 gibt es f,, € C2(V) mit

1
n

0< f,<f und /V(f—fn)dyé

Da wir wissen, dal fo¢ iiber U integrierbar ist, konen wir dasselbe auf der rechten Seite machen: Es gibt
gn € CO(U) mit
1
0<g<foo wd [(foo-g)dr<y
U
Dann sind die g, 0¢~' € C?(V) und < f, und ebenso
hy = max (fn,gno¢ )€ C(V) und < f

und man hat

1
(1) J o=ty [ (=<

1
n

2) Jgeo=moadrs [(foo—ga<
Nach dem bewiesenen Teil des Satzes ist

3) [ ttwrdn = [ (oo )@l det Do) o
fiir alle . Aus (1),(2) und (3) folgt

| /V f(y) dy — /U (f 0 6)(x)| det D(x)| dz| <

|/V<f—hn>dy|+|/V(hndy—/U(hno<z>>|detD¢|dx|+|/U(hno¢—fo¢>|detD¢>|dx\s

1 1
— 4+ 0+ — - sup|det Do(x)| fur alle n
n n zcU

Das beweist die Transformationsformel fiir alle f > 0, und da mit zwei Funktionen auch deren Differenz die

Gleichung erfiillt, ist damit der Satz 38 bewiesen.

Faltung:

f und g seien integrierbare Funktionen auf R" mit kompaktem Tréiger. Unter [ f(z)dz baw. [p. f(z)dz
versteht man das tiber irgendeinen kompakten Quader erstreckte Integral von f, welcher den Trager von f
enthélt. Der Wert des Integrals ist natiirlich unabhéngig davon, welchen Quader D Tr(f) man nimmt. Sei
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y € R" fest. Mit g(x) ist auch die Funktion z — g(y—z) integrierbar, und es existiert das [ f(z)g(y—=)dz .
Es ist eine Funktion von y. Diese heifit die Faltung von f und g:

(f*9)(y) == / f(@)gly — z) da

Beispiel:

. 1 wenn —-1<zx<1
fz) = g) = {0 sonst

2—y wenn 0<y<2

o= [ dm:{y+2 on 2 53 <0
—l<@<l,—l<y—a<l 0 wenn |y| > 2

Beobachtung: fx f ist stetig !

Der Trager von f * g ist wieder kompakt; genauer:
(f*9)(y) 0= esgibt z sodaBz € Tr(f) und y —x € Tr(g) =y € Tr(f) + Tr(g)

also folgt
Beh 14.: Tr(fxg) CTr(f)+Tr(g)

und Tr(f) + Tr(g) ist eine kompakte Menge. Sind f und g iiber R™ integrierbar, so ist die Funktion
(z,y) — f(z)g(y) iiber R®" integrierbar (das Schwankungskriterium ist offensichtlich erfiillt). Durch lineare
Transformation geht daraus die Funktion

F(x,y) = f(z)g(y — =)
hervor, diese ist also auch iiber R?" integrierbar. Nach Fubini folgt
[, s@atv-aden = [ ([ s@o-zdeay= [ 7xomay
Genauso ist aber auch

| renden = [ ([ 1@ow-adde= [ g@de [ s

n

Es folgt

/(f*g)(y)dy:/f(x)dm-/g(y)dy
Wendet man das auf |f| und |g| an, so folgt wegen [||>][ |
£rah = [17 590y < [0 lah @ dy = 112 gl
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Lemma 1. Sei f integrierbar und g stetig differenzierbar im R"™ , beide mit kompaktem Triger. Dann ist
f x g stetig differenzierbar, und fiir die partiellen Ableitungen gilt

Oi(f = g) = [ * Oig
Beweis: Sei ¢ reell und y € R™ fest und 0 < |[¢| < 1. Wir betrachten

(f+9)(y+te)— (f*9)(y)
t

I :=

— (f*0ig)(y) =

[ o= 002D gy — i = [ f@) gty — o+ re) — Digly — o)) o

Dabei ist 7 eine Stelle zwischen 0 und ¢, die aber natiirlich von 2 abhéngt, (y ist fest). Die Menge

C:= Tr(g) + Kl(O)

ist kompakt. Wenn die eckige Klammer unter dem Integral nicht 0 ist, dann ist wenigstens einer der beiden
Summanden darin nicht 0, und in beiden Fallen muf3 sowohl y —x als auch y —x + 7e; in C' liegen. Nach
Voraussetzung ist 0;g stetig, auf C' also gleichméBig stetig. Zu € > 0 gibt es d > 0 so daf

|0:9(2) — 0;g(w)| < € fiir alle z,w € C mit |z —w| < §

Da |7| < [t|(< 1) , folgt
112 [ 1@ edo = dlfl

wenn |t| < §. Das beweist die behauptete Formel, und da die ;g und damit auch die f % d;g stetig sind,
das Lemma.

Folgerung: Ist f € Ri(R™) und g € C*(R"), so ist f*g € C¥(R™). Dies gilt sinngemif auch fiir k = oo .

Konstruktion einer unendlich oft differenzierbaren ” Approximation der Eins 7 :

Auf der reellen Achse nimmt man die Funktion

1
g(t) = {e - wenn —1 <t <1
0 wenn |¢] > 1

1. g(t) ist unendlich oft differenzierbar
2. Tr(g) =1[-1,1].
Dazu bilden wir fir £k =1,2,3,..... auf R™ die Funktionen

n

() = - g(lkal) it = / gl da

Dabei ist wie immer || die euklidische Norm im R™. Es gilt
1. J; ist unendlich oft differenzierbar auf R"
2. Tr(dx) = K1(0)
3. Ok(x) >0 fir alle z und [p, op(z)de =1

Lemma 2. Fiir jede stetige Funktion f mit kompaktem Tréger strebt die Folge fi := 0 * f gleichméBig
gegen f.
Beweis:

(0 )) — Fy) = / 50(@)[f(y — 2) — f(y)] dx mach 3.
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Sei € >0. Da f gleichméfig stetig, gibt es kg € N mt

F(y—2)— f(y)] <e sobald |z] < kio

Dann ist

/ 5e(@)[f (g — ) — f(y)) do = /| )~ S e < / 5u(x) d = ¢

1
k
sobald k > kg, qed.

Jetzt konnen wir den Approximationssatz 39 wesentlich verbessern: Sei U C R™ offen und J-mefibar und
f € R1(U) . Nach Satz 39 gibt es zu jedem € > 0 eine Funktion g € C?(U) mit

|f = ghu <e

Der Trager von g ist ein Kompaktum C C U .

C hat einen positiven Abstand r vom Komplement U’ von U .
Sei k > % . Nach Beh 14 ist
Tr(dk * g) CK7%+CC U

Nach Lemma 1 ist d * g unendlich oft differenzierbar, und
16k xg — fliu <ok xg—ghu+lg—fliu
Nach Lemma 2 strebt die Folge d; * g gleichméBig gegen g¢. Es gibt also kq (> %) so daf

|0k % g)(y) — g(y)| < e fiir alle k > k1 und alle y

Es folgt
6k % g — fli,u < evol(U) + €

Damit ist bewiesen

Satz 40. C2° ist dicht in Rq(U) beziiglich der Norm | |1,v .
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16. Anwendungen der Transformationsformel und des Satzes von Fubini zur Berechnung
einiger Integrale

Funktionen F(z), die nur von |z| abhéngen, integriert man, indem man Polarkoordinaten einfithrt. Man
setzt |z| = r. Nehmen wir einmal an, daB 2% + 23 # 0 sei. Dann ist 2 < r?, und es gibt genau einen
Winkel ¢,_1 € (—g, g) mit z, = rsing,_;. Zudem ist 22 _; < r? — 22 = r2cos? ¢,,_1. Also gibt es
genau einen Winkel ¢, o € (=5, %) mit 2, 1 = rcos¢,_1sind, . So fortfahrend erhilt man eindeutig
bestimmte Winkel ¢,_1,....,¢2 € (=5, 5) mit z} = rsin ¢g_1 cos ¢y....cos ¢, 1 fiir alle k > 3. SchlieBlich
ist 23 4+ 23 =12 — 22 — ... — 23 = r?cos? ¢a....cos® ¢,,_1 . Wenn nun <2) nicht auf dem Halbstrahl
z9 = 0, x1 > 0 liegt, dann gibt es genau einen Winkel ¢1 € (0,27), so daf z1,...,z, aus 7,1, ..., on_1

durch die Transformation

T = T COS 1 COS P2..... COS Py 1
To = 7rsin¢gqcos@s.....COS Pp_1
r3 = 7 Sin ¢s..... COS P _1
P :
LTn—-1 = 7 sin ¢n—2 COS ¢n—1
T, = 7sin ¢pn_1
hervorgehen. Man nennt r,¢1,....,¢,—1 die Polarkoordinaten von z. Die Transformation ® bildet die

offene Menge
U: r>0,0<¢; <2m, —g<¢)i<gfiirz’:2,...,n—1

bijektiv auf die offene Teilmenge des R™ ab, die dadurch entsteht, dafl man aus R™ den Teil x; > 0 der
Hyperebene xo = 0 entfernt. Dieser letzte trifft jeden Quader im R™ in einer Jordan-Nullmenge, und man
kann ihn beim Integrieren ignorieren.

Wir berechnen die Determinante der Jacobimatrix D® von ® durch Induktion. Dazu sei ® die Transfor-
mation auf Polarkoordinaten im R™"!'. Man erhilt

D — cos ¢y, - DP (—rsing,) - 1.Spalte von D®

sing, 0 e 0 7 COS ¢y,

Entwickelt man nach der letzten Zeile, so erhéalt man
det DO = (—1)"sin ¢, (—rsingy) - (=1)" L det DD - (cos ¢n)" ! + 7 cos ¢y, - (cos ¢y,)" - det DD

= r(cos ¢, )" ! det D®

Fir n=2 ist
cos ¢y —rsingy

det D& = sing, rcos¢;

Daraus folgt rekursiv
det D® = " cos" 2 h,_1.... cos> 3 cOS P

Dieser Wert ist auf U stets positiv. Die Transformationsformel lautet also hier (unter Benutzung von Fubini)

R
(1) /m@f(xl) dz = o / () dr

mit
n—2 %
(2) e = / 08" 2 hp_1.... COS o (D1, ey bp_1) = 27 H / cos’ ¢ do
0<p1<2m, —E<¢p;<%,i=2,...,n—1 j=1 /-3
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Bedeutung von ¢, : Nimmt man speziell f =1 auf || < R (und = 0 sonst), so steht auf der linken Seite
das Volumen der n-dimensionalen Kugel Kz vom Radius R. Aus (1) erhélt man

3) vol(Kp) = o - %

-7

Nimmt man f(r) = ™" , so erhiilt man zuniichst fiir n = 2

2,2 R 2 1 (R C2 R?
/ e~V d(x,y) = 02/ re " dr =cy - f/ e tdu=—(1-e")
z2+1y2<R2 0 2 0 2

Nach (2) ist co = 27 . Also strebt die rechte Seite gegen 7 fiir R — oo. Auf der linken Seite ergibt sich
fir R — oo derselbe Grenzwert wie wenn man statt iiber die Kreise z2 + y? < R? {iber die Quadrate
|z| < R,|y| < R integrieren wiirde

denn der Unterschied zwischen dem Integral iiber das Quadrat und dem Integral iiber die einbeschriebene
(und auch dem tiber die umbeschiebene) Kreisscheibe ist kleiner als (Funktionswert auf der inneren Kreislinie)
mal (Fliache des Kreisrings), also < e R . n1R? , und das geht gegen 0 fiir R — oco. Also strebt das linke
Integral fiir R — oo (mit Benutzung von Fubini) gegen ( ffooo e~ dz)? . Es folgt

/ e dx = N3

Mit demselben Argument sieht man fiir n > 2

R
lim el d(x1,...,xn) = lim (/ e T dr)" =72

R—oo lz|<R R—o0

Aus (1) folgt fiir R — oo

(2 —1)(2—2)..-2-1- fO"O e tdu= (3 —1)! wenn n gerade
2 2-2)..-2. fooo Vue "du = G - (=2)-....531 /7 wenn n ungerade
272

m wenn n gerade
Cn = n—1

n—1
277 - 22— wenn n ungerade




und daraus das Volumen der Einheitskugel (R =1) im R" zu

n

2 wenn n gerade

n+41
2

3

[NE)

vol(K4) =

n—1 2

™ 2 135 (n—2)n wenn n ungerade

Es geht gegen 0 fiir n — co.

Spezielle Integrale:

1. Sei K eine J-meBbare Teilmenge im R?, und fiir jedes z sei

k= {(7)] )| exy

z

Da K beschrinkt ist, gibt es a > 0 mit K, =0 fiir |2| > a. Nach Fubini ist

UOZ(K)Z/K d(a:,y,z):/aa(/Kz d(z,y)) d

Folgerung: Wenn zwei Korper im R® in jeder Hohe z = const flichengleiche Schnitte haben, so haben sie
dasselbe Volumen. (Prinzip des Cavalieri).

0
Beispiel: Sei B eine J-mefibare Menge in der x,y Ebeneund [ 0 | ein fester Punkt der z-Achse (h > 0).
h
Die Menge
x 0—z I-=XNzx -
K={ly|+X[0-y|=]10-Ny |( >€B,0<>\<1}
0 h—0 Ah Y

0
0
h

aus B hervor durch Multiplikation mit 1— £ . Nach der Integraltransformationsformel ist der Fldcheninhalt
von K, das (1— #)?-fache des Flicheninhalts von B. Mit Fubini folgt

heifit der Kegel iiber B mit Spitze . Die Punkte von K in Hohe z gehorenzu A = £, und K, geht

h z
vol(K) = /0 (1-— E)%OZ(B) dz = gvol(B)

Archimedes hat auf diese Weise das Volumen der Kugel mit Radius R im R?® bestimmt:

Sei A der Korper, der entsteht, wenn man aus dem Kreiszylinder mit Radius R und Hohe R den Kegel
ausbohrt, dessen Spitze der Mittelpunkt der Grundflache und dessen Basis B die Deckflache des Zylinders
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ist. Die Schnittfliche von A mit der Ebene z = ¢ ist der Kreisring mit duflerem Radius R und innerem
Radius c, sie hat also den Flicheninhalt 7(R?—c?). Dieselbe Ebene trifft die Halbkugel in der Kreisscheibe
mit Radius v R? — ¢ mit demselben Flacheninhalt.

Nach Cavalieri ist das Volumen der Halbkugel =

1 2
vol(A) = Zylindervolumen — Kegelvolumen = 7R> — §7TR3 = §7TR3
Die Kugel hat also das Volumen %WRS .

2. Rohrkreuzung: Die Achsen zweier Kreiszylinder mit gleichem Radius R mdgen sich senkrecht schneiden.
Das Volumen des Raumteils A, der zu beiden Zylindern gehort, ist

wl(4) = [ d(,y,2)
y2+22SR2,[L’2+Z2SR2

Der Schnitt von A mit der Ebene z = a ist ein Quadrat mit den Seiten 2v/R2 — a2 . Nach Fubini ist

f 2 _ .2 R (p2, L 3 _ 16 3
vol(A) = A4R*—27)dz=4|2z(R z—gz):?R
-R

3. Der Schwerpunkt s einer Massenverteilung p ist komponentenweise gegeben durch

1
$i =37 /ffip(if) (a1, ..., )

wobei M := [ p(z)dz die Gesamtmasse ist. Berechne den Schwerpunkt des mit p =1 belegten elliptischen
Paraboloids 2% + y? < 2pz,0 < z < h. Er liegt aus Symmetriegriinden auf der z-Achse.

91



Seine z-Koordinate ( ist gegeben durch

C/ d(z,y,2) = / zd(z,y, z)
x24y2<2pz,0<2<h x24y2<2pz,0<2<h

Das linke Integral ist nach Fubini
h
/ 2pzm dz = prh?
0

Das rechte ist

. 2

/ z-2pzmdz = —ph’m
0 3
Es folgt
¢=2n
-3

4. Ein in der Halbebene x > 0 der x, z-Ebene befindliches Flichenstiick F' werde um die z-Achse gedreht.

Dabei entsteht die Punktmenge

7 COS @

K:={| rsing | | <Z>€F7O§¢<27T}
z

Mit Hilfe von Zylinderkoordinaten x = rcos¢, y = rsin¢ ,z = z erhalt man

vol(K):/ , d(:my,z)z/ , rdrdqbdzz?w/ xdx dz
(Z)eF, 0<¢p<2m (z>eF, 0<p<2m F

Nach Beispiel 3 ist das letzte Integral gleich der x-Koordinate des Schwerpunkts von F', multipliziert mit
dem Flacheninhalt von F'. Es folgt die

Erste Guldinsche Regel: Das Volumen eines Rotationskorpers ist gleich dem Inhalt der gedrehten Fliache
mal dem Weg ihres Schwerpunkts.

Beispiel: Ein Torus entsteht durch Drehung eine Kreises vom Radius r mit Mittelpunkt | 0 | (wobei

a > r) um die z-Achse.

Der Schwerpunkt des Kreises ist sein Mittelpunkt, er legt bei der Drehung den Weg 27a zuriick. Die Flache
des Kreises ist 772 . Das Volumen des Torus ist also

vol(T) = 2ma - r?
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5. Das Potential einer Massenverteilung p(x) im Punkte a ist
Ula) = / p(z) dx
|z —al

Wir berechnen das Potential der Kugelschale Ry < |z| < Ry mit der konstanten Massendichte p = 1
im Punkte a, den wir aus Symmetriegriinden auf der z-Achse annehmen kénnen. Nach einem kleinen
Bezeichnungswechsel ist

v - [ d(z,y.2)

2<ay?422<R3 /22 + 42 + (2 — a)?

Nach Ubergang zu Polarkoordinaten wird
r2 cos 6 dr d¢ df

Ua) =
(a) - e LA
Ri<r<R,,—Z<0<Z,0<¢<2r VT ar cos a

SV 5,USP>

Setzt man sinf = u, so wird daraus

r2 dr du

U(a) = 277/
1<u<1,Ri<r<Rs VT2 — 2aru + a?

Man integriert zuerst nach w und erhélt

R2 9y

R>
U(a):27r/ r?. 2 ~{\/(Tfa)2—\/(r+a)2}dr:/ 7~(|r+a|f\rfa\)dr

Ry —2ar Ry

Erster Fall: Ry > a:
or [ 9 9
U(a) = — r-2a dr =2m(R; — RY)
a R
Zweiter Fall: Ry < a:
or [ 4
U(a) = i/ 22 dr = — (RS — RY)
a Jg, 3a
Den Fall R; < a < Ry setzt man mit Grenziibergang a £+ ¢ — a aus diesen beiden zusammen und erhalt
4 ATRY 21

Ula) = 5 (a* — RY) + 2n(R} — a®) = 205 — = — “ra

Beobachtung: In einem Punkt auflerhalb der Kugelschale (a > Ry ) ist das Potential = % M, wobei
M = %”(R;’ — R3) die Masse der Kugelschale ist. Es ist genau so gro wie das Potential einer Kugel gleicher
Masse mit Mittelpunkt im Nullpunkt, deren Radius < a ist.

Im Innern (a < Ry ) ist das Potential unabhéngig von a .
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6. Das Tragheitsmoment einer Massenverteilung p bei Drehung um die z-Achse ist

T, = /p(x)($2 +y2) d(CC,y,Z)

Speziell bei der mit p =1 belegten Kugel 22 4+ y? + 22 < R? ist es

Tz = / (12 + y2) d(l’,y,Z)
22+4y2+22<R?

Aus Symmetriegriinden ist T, =1, =T, also
1 2
T— T+ T+ T = [ (0 442+ =) d(a,y.2) =
3 3 x2+y2+z2§R2
2 2 R® 2
f/ r?.r?cosf drdpdf == - 27— -2 = - M - R?
3 Jo<r<Rr0<¢<2m,~F<0<% 3 5 5

wobei M die Masse der Kugel ist.

7. Das Tragheitsmoment des Ellipsoids FE : ﬁ—i + z—j + i—z <1 mit p =1 bei Drehung um die z-Achse
kann man auch so ausrechnen: Man berechnet zunichst mit Fubini

/E:c2 d(z,y,z) = /2302(/}? d(y, z)) dx

x

Dabei ist F, die Ellipse ?;—j + z—z <1- ﬁ—z . Diese hat die Halbachsen b4/1 — Z—z und cy/1— Z—z . Der

Flacheninhalt einer Ellipse ist das Produkt der Halbachsen mal 7. Es folgt

2

N 4
/ExQd(z,y,z) = [a z? - be(l — Z—Q)ﬂ' dx = 1—5abc7r -a?

Genauso findet man [, %*, und zusammen
T, = 4 aber (a® + b%)
15

Fiir a = b = ¢ ergibt sich natiirlich dasselbe wir oben.

8. Die von der Massenverteilung p auf eine im Nullpunkt befindliche Einheitsmasse ausgeiibte Anziehungs-
kraft hat die Komponenten
xip(x)

=7 —= 3
Vi 4.+

Berechne die Anziehungskraft fiir einen mit p =1 belegten Kegelstumpf x? 4+ y2 <A222e<z<h.

Ki d(.l?l,...,l'n)

Wenn € = 0, dann existiert das Integral nicht in dem von uns bisher erklarten Sinne, weil der Integrand an
der Spitze des Kegels nicht beschrankt ist. Deshalb nehmen wir zuerst ¢ > 0 an. Aus Symmetriegriinden
ist K, = K, =0, und bis auf den konstanten Faktor ~y ist

zd(2,y, 2)
. i)
224y2<A222,e<z<h \/m
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Mit Zylinderkoordinaten ist das

zrdrdpdz 7

/r2g,\2z2,e§z§h r2 4 22 2 0<u<A2t,e2<t<h? \Ju +t

Hiervon existiert der Limes fiir ¢ — 0, er ist

1
Vit

wobei [ die Lange der Mantellinie des Kegels ist.

= 2mh(1 —
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17. Kurven

Definition; Eine parametrisierte Kurve im R ist eine stetige Abbildung ~ eines Intervalls I in den R":

Eine parametrisierte Kurve ist mehr als die Punktmenge ~(I); die Abbildung ~ enthélt zusétzliche Infor-
mation. Zum Beispiel ist

cost
= <
’Y(t) (Slnt>7 0_t<271'
der einmal im Gegenuhrzeigersinn durchlaufene Einheitskreis,
(1) =( ! 0<t<2r
T =\ —sint ) =

der im Uhrzeigersinn einmal durchlaufene Einheitskreis, und
cos 2t
= <
~(t) (sin 2t>’ 0<t<2m

der zweimal (positiv) durchlaufene Einheitskreis.

Weitere Beispiele:

1.

T o= acost gy on

y = bsint

Ellipse mit den Halbachsen a und b

2.

r = 7rcost

y = rsint, 0<t<27m

z = %t

Schraubenlinie mit der Ganghdhe h . Sie liegt auf dem Zylinder 2% 4 y? = r2.

3. Wenn die Einheitskreisscheibe auf der x-Achse abrollt, so beschreibt der Punkt P ihres Randes, der zu
Beginn im Nullpunkt lag, eine sogenannte Zykloide.

Bezeichnet t die Lange des Kreisbogens, der schon abgerollt ist (vgl. Zeichnung), so liegt der Mittelpunkt
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des Kreises jetzt in <t> , und fiir die Koordinaten z,y von P gilt

1
x(t) = t—cos(t—7%) = t—sint
y(t) = 14sin(t—73) = 1—cost
1 (to)
AD jetzt setzen wir immer voraus, dafi  stetig differenzierbar sei. Ist +'(tg) = : # 0, so heifit
7, (to)

der Vektor 7/(ty) Tangentenvektor an die Kurve im Punkte «(¢). Die durch die Parameterdarstellung
z =7(to) + M (to) (A €R)

beschriebene Gerade heifit die Tangente an die Kurve im Punkte 7(tp) .

Warnung ! Die Tangente hingt tatséchlich von tp und nicht nur von der Stelle ~(tp) ab. Zum Beispiel
kann eine Kurve zweimal durch denselben Punkt laufen und beim zweiten Mal eine andere Tangente haben

als beim ersten: Fir
() = 2 -1
Y - t3 —t

in R? ist

== () s - (2) - ()

Die beiden Tangenten sind die Winkelhalbierenden x = +y

Bogenlinge: Sei v : [a,b] — R" eine stetige Kurve. Zu einer Teilung T: a =ty <t; < ... <ty =0b des
Intervalls [a,b] gehort ein Sehnenzug

Die Lange des Sehnenzuges ist
N

UT) = Z [y(ti) = v(ti-1)|

i=1
Definition: Die Kurve ~ heifit rektifizierbar, wenn es eine Schranke L gibt, so dafl alle Sehnenzugldngen
< L sind. Ist das der Fall, so heifit das Supremum aller Sehnenzugléngen die Lénge [(vy) der Kurve ~.
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Satz 41. Wenn ~ stetig differenzierbar ist, dann ist +y sicher rektifizierbar, und

b
(1) I(y) = / a2+ ... +22dt (‘= Ableitung nach t)

Beweis: Nach Definition der Norm im Euklidischen R" und nach dem Mittelwertsatz ist

[y(t:) —v(ti-1)l = Zx}(ﬁ'j)z(ti —ti-1)?

Dabei sind die 7;; Zwischenwerte in (¢;,_1,%;), die ungliicklicherweise a priori nicht nur von ¢ sondern
auch noch von j abhiéngen. Nun sind aber die z stetig, auf dem kompakten Intervall [a,b] also sogar
gleichméBig stetig. Daher gibt es zu jedem € > 0 ein passendes § > 0, so dafl

|2(t) — 25(7)| < € fiir alle j und alle t, 7 € [a,b], sobald |t — 7| < &

Macht man also die Einteilung des Intervalls [a,b] feiner als ¢, so ist [|2)(t) — 2(7)] < e fiir alle ¢,7 €
[ti,h ti] 5 und

N b
| Z|’7(ti) —y(tiz1)| —
N t; n

S ARRDIETH

ti—1

N ti
< Z/ \/Z(;E;(TU) —al(t;))? dt  ( Dreiecksungleichung)
=17t

<evn-(b—a)

Daraus folgt schnell die Behauptung: Nach Definition des Supremums (und von [(vy) als Supremum) gibt
es zu € > 0 eine Teilung 7) mit

Uy) —e<U(T1) <)

Wie eben gesehen, gibt es zu € > 0 ein § > 0, so daB fiir alle Teilungen mit Feinheit < §

|1<T>—/ab |<e

Sei T5 irgendeine Teilung feiner als ¢ . Dann ist die gemeinsame Verfeinerung 7" von 77 und 75 erst recht

feiner als §, und
b

l(’y)gl(Tl)+e§l(T)+e§/ +2e¢ <U(T) 4 3e < I(v) + 3¢

a

Damit ist der Satz bewiesen.
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Bemerkung: Die blofle Stetigkeit reicht nicht fiir Rektifizierbarkeit: Die Funktion
f(z){xsini wenn x # 0
0 wenn x = 0

ist stetig und
t

0= (5y) 05151

ist eine stetige Kurve. An den Stellen = = %, k=1,.....,4N + 1 sind die Koordinaten der Kurvenpunkte
2 2 2 2 2 2
z | (AN+D)xr 4Nz (@N—-D=x 3r 27 o«
| 2 0 _ 2 -2 0 =2
Y @N+D= @AN—Drx 37 ™

Die Sehnenzuglange ist bestimmt grofler als

2 QZN: 1

T 2k +1
Da die harmonische Reihe divergiert, kann man dies durch Wahl von N so grof machen wie man will. Also
ist die Menge der Sehnenzugléngen nicht beschrankt.

Beispiele zur Langenberechnung:
1. Die Lénge des Kreisbogens x = cost, y =sint, 0<t <« ist

«
/ Vsin?t + cos?t = a
0

2. Fir den Zyloidenbogen x =t —sint, y =1 —cost ist ' =1 —cost und gy’ =sint, also die Lange des
Bogens 0 <t <27

2m
l:/ (1 —cost)? +sin’t dt =
e

Parameterwechsel: Sei v : I — R" eine stetig differenzierbare Kurve. Ein Parameterwechsel ist eine

27 27
t
\/2—200stdt:/ 2sin§ dt = —4|§ cost = 8
0

0

bijektive Abbildung ¢ von I auf ein Intervall J, so daB ¢ und o~ ! stetig differenzierbar sind. 3 :=
voo ' i J — R” hat dasselbe Bild wie . Die mit 3 und < in einem Kurvenpunkt berechneten

Tangentenvektoren unterscheiden sich um den Faktor ili—‘t’ , sind also proportional.
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Besonders héaufig parametrisiert man um auf Bogenldnge: Es ist iiblich, die Ableitung nach irgendeinem
Parameter ¢ (unter dem man sich die Zeit vorstellen mag, wahrend der die Kurve durchlaufen wird) mit

einem Punkt zu bezeichnen. Die Bogenldnge s(t) = fi |%(7)|dr ist eine streng monoton wachsende Funktion
mit der Ableitung
$(t) = [7(1)]

und besitzt daher eine Umkehrfunktion ¢(s). Wenn ~ reguldr, das heifit wenn + stets # 0, dann ist diese
auch stetig differenzierbar. Es ist iiblich, die Ableitung nach der Bogenlédnge s mit ’ zu bezeichnen. Ist nun
B(s) :==~(t(s)), so ist nach der Kettenregel

und da $ = ||, folgt |F'(s)|=1.
In Worten: Ist die Kurve durch die Bogenlédnge parametrisiert, so haben alle Tangentenvektoren die Lange

1. Das hat insbesondere zur Folge, dal /3’ senkrecht steht auf 3”, denn die Ableitung von (8',3) =1 ist
0.

Im R? kann man Kurven auch durch eine Gleichung

f(x,y) =0

beschreiben. Sei Z ein Punkt auf der Kurve, also f(a,b) = 0. Wenn g—i(a, b) # 0, dann gibt es nach

dem Satz iiber implizite Funktionen offene Intervalle U > @ und V 3 b und eine Funktion ¢ : U — V | so
daf
fl,y) =0 y=9¢() firallexz e U, yeV

Jedenfalls in der Néahe der Stelle <Z) hat man fiir die Kurve die Parameterdarstellung

() = <¢>€t)>’ teuU

Tangentenvektor im Punkt (Z) ist ¥ = ( ¢(1a)> , und die Parameterdarstellung der Tangente ist

T=a+ A yzb—l—)@(a)
Dies kann man natiirlich auch als geschlossene Geradengleichung schreiben:

y="b+¢(a)(z —a)

Nach der Kettenregel ist

0o f(x,9(x)) + 0y f (2, 9(x))p(x) = 0

Hiermit kann man die Gleichung der Tangente umschreiben auf

Ox f(a,b)(x — a) + 0y f(a,b)(y —b) = 0

Kurven in R? kann man auch durch eine Gleichung in den Polarkoordinaten beschreiben, zum Beispiel
Spiralen der Art r = f(¢). Hier ein anderes Beispiel:

Wo liegen alle Punkte, fiir die das Verhéltnis des Abstands von einem festen Punkt zu einer festen Geraden
einen festen Wert e besitzt ? Seiner Natur nach ist € > 0.

Wir legen den Punkt in den Ursprung den Koordinatensystems und die Gerade auf z = —p.
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Ist e =1, so erhalten wir
(x+p)?=2"+y°, alsoy®=2px+p’

Dies ist die Gleichung einer Parabel mit Brennpunkt in 0. Wenn € # 1, dann erhalten wir in Polarkoordi-
naten die Gleichung
r = ¢e(p + rcos o)

und das kénnen wir (€ # 1) umformen zu

€p
1 -
(1) " 1—ececos¢

Behauptung: Die Gleichung (1) stellt einen Kegelschnitt dar.
Beweis: Man formt um auf cartesische Koordinaten:

Pty = Ep+a)?

(1 —e*)a? = 2%px + y* = 2p?
( 2p . y? 2p?

x_1—€2 1—62:(1—62)2

Dies ist (mit auf der z-Achse verschobenem Mittelpunkt) fiir € < 1 eine Ellipse mit den Achsen

a:iundb: 2

1—e? V1—¢€2
Fiir € > 1 handelt es sich um eine Hyperbel.
Die Sektorfléiiche: Gegeben sei eine stetig differenzierbare Kurve v : [a,b] — R? Wir nehmen an, da8 die

Verbindungsstrecke eines jeden Kurvenpunktes mit dem Nullpunkt die Kurve in keinem weiteren Punkte
trifft.

Eine solche Verbindungsstrecke nennt man auch einen Fahrstrahl an die Kurve. Die Fahrstrahlen iiberstrei-
chen das Flachenstiick
F={A-~v#)]0<A<1,a<t<b}

und (;‘) — A-v(t) ist injektiv und stetig differenzierbar. Nach der Integraltransformationsformel ist

_ N X(t) L L — va) dt (Fubini
[t - /nggdet(v;(t) M;(t))|du,t>—2 [ otz = i) (Bubing

falls die Klammer positiv ist (das bedeutet, da§ das Paar (Strahl, Tangente) positiv orientiert ist).

Diesen Spezialfall der Transformationsformel erhilt man auch durch folgende (mehr anschauliche) Betrach-
tung:
Z:itg=a<ti <ty <... <tp_1<t,=0>

sel eine Zerlegung des Parameterintervalls. Das Dreieck, das von den Vektoren ~«(t;—1) und ~(¢;) aufge-
spannt wird, hat nach Kap 4 den (orientierten) Flacheninhalt

% det(y(ti—1),v(t:)) =
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Wir summieren

= Z{I(tz‘—l)(y(ti) —y(ti-1)) — (@(t;) — 2(ti-1))y(ti-1)}

=Y {a(ti-)y(n) — y(ti-1)a(o0)} - (t — ti1)
i=1

mit Zwischenwerten o;,7; € [ti—1,t;] .
Wir schéatzen ab:

b
2F(Z) - / () — ) di]| =

ti—1

by / {atie)i(m) — y(tir)i(o0)] — [@3(E) — y(Oa )]} ] <
=1 ¢

Z/ {lz(ti-)g(r) — 2@y + ly(ti-1)@(o:) — y(®)(t)]} dt

ti—1

Da z und y stetig differenzierbare Funktionen von ¢ sind, sind sie und ihre Ableitungen auf dem Intervall
[a,b] sogar gleichméBig stetig. Zu e > 0 kann man also die Teilung Z so fein machen, dafi sie alle in jedem
Teilintervall um hochstens e schwanken. Ist M eine gemeinsame Schranke fiir ihre Betrige, so kann man
also abschatzen

b
|F(Z) — / (xy — yi) dt| < 4M e(b— a)

Der orientierte Flacheninhalt, den der Fahrstrahl vom Nullpunkt an die Kurve iiberstreicht, ist

1 b

- / (xy — yz) dt
2 a
Sektorformel

Beispiele: 1. & =cost, y =sint, 0 <t < 27
1 27
F:f/ (cos’t +sint) dt =«
2 Jo
2. x=2+4cost, y=sint, —a <t <«

1 /¢ 1
F:§/ (2008t+1)dt=§(4sina+2a):2sina+a

—

3. Die Zykloide x =t —sint, y =1 —cost, 0 <t < 27w

27 27

1

F = 5/ (t —sint) - (sint) — (1 — cost)(1 — cost) dt = 5/ (tsint — 2 4 2cost)dt =
0 0

1
§{|37r (—tcost) —4n} = —3m

Der orientierte Flacheninhalt ist negativ, weil das vom Fahrstrahl iiberstrichene Gebiet rechts vom Kurven-
bogen liegt.
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Anwendung: Wir wollen die Keplerschen Gesetze fiir die Bewegung der Planeten um die Sonne aus dem
Newtonschen Gravitationsgesetz herleiten. Nach dem Gravitationsgesetz ziehen zwei Massen m; und msy
(die man sich jeweils im Schwerpunkt ihrer Verteilung konzentriert denkt) sich an mit einer Kraft, die dem
Betrage nach = y™.372 ist, wobei 7 ihr Abstand und v eine Konstante ist. Wir legen den Nullpunkt des
Koordinatensystems in den Schwerpunkt der Sonne (Masse M ) und beschreiben die Bahn, die ein Planet
(Masse m ) unter dem Einfluf} ihrer Anziehungskraft durchlauft. Befindet sich der Planet im Punkte z, so

ist die Anziehungskraft in Richtung —z gerichtet:

Nach Newton ist Kraft = Masse mal Beschleunigung, also

M
(4) —’y% . % =m-i (" = Ableitung nach der Zeit)
x x

Man setzt

J=mxz x &  Drehimpulsvektor

1
A= ——J x4+ = Runge-Lenz Vektor

ymM |z
Behauptung: J und A sind konstant.
Beweis:

J =mi x & +mz x & =0 nach (4)

1 i (n,) L
—WJxx—f—(m P x) (weil J=0)
= fﬁJ X x4+ ﬁ((x,z)x — (z,2)x) (weil &= Efz)

1
T XE)Xx+ W((m,x)m —(z,2)z) =0 ( GraBmann-Identitat, Kap 6)
x

Nach Definition von J verlauft die Bewegung in der zu J senkrechten Ebene. In dieser benutzen wir
Polarkoordinaten mit Zentrum 0, und ¢ wird so gezihlt, dal ¢ = 0 fiir den Vektor A(€ J*). Fiir

x = |z (Z?ﬁi) ist

1) (4.0) =141 el (1.0) (o0 ) = 141 el cos

= _W(

Anderseits ist nach Definition von A

1 1
(A,z) = — det(J, &, ) + |z| = Wdet(i,x, J) + |z]
1 .12 1 2
@ = — il X ol = TP 4l

Ist der konstante Vektor A = 0, so ist || konstant nach (2), das heifit der Planet bewegt sich auf einem

Kreis. Ist A # 0, so zeigt Vergleich von (1) und (2) mit € :=|A| und ep := ,yk?;z, ,daB |z| —ep = €|z|cos @

oder, mit r := |z,

_ €p
(3) "= 1—ecos¢
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Wie wir oben sahen, ist dies die Gleichung eines Kegelschnitts in Polarkoordinaten, und zwar einer Ellipse,
wenn € < 1, und einer Hyperbel, wenn € > 1. (Fiir ¢ = 1 hat die Gleichung (3) keinen Sinn, aber wir
sahen oben, dafl zu € = 1 eine Parabel gehort). Ein Brennpunkt des Kegelschnitts ist der Nullpunkt des
Koordinatensystems.

Was bedeutet € <1 ?

e war nach Definition der Betrag des Runge-Lenz Vektors, also

1 T
2 2 : 2
= |Al* = Jxx+
‘ 4l "ymM * |m||

Da @ 1 J,ist |J x 2|? = |J|?|#|?; ferner ist

1
(x,J x &) = det(x, J, &) = det(J, &,2) = (J,& x x) = ——|J|?
m

Es folgt
1 1 1
AP = —— | JPElP - 22— —|JI2 +1
4] 72m2M2| "Il ’ymMm|x\| "+
272 m, ., yMm 2|J)?
1 (P = I =1 2 (Brin + By
+fy2m3M2 (2|.7J| |SC‘ ) 72m3M2( kin + pt)

€ < 1 ist also gleichbedeutend mit Ey;, < |Epot|. Die Planeten haben beschréinkte Umlaufbahnen; fiir sie
kommt also von den drei Kegelschnitttypen nur die Ellipse in Frage:

1. Keplersches Gesetz: Die Planeten bewegen sich auf Ellipsen, in deren einem Brennpunkt die Sonne
steht.

In den cartesischen Koordinaten z; = rcos¢, xo = rsin¢ in der zu J senkrechten Bahnkurve ist J =
0
0 . Da J konstant ist, ist x1@9 — @241 konstant, und zwar (bei positiver Orientierung)
xT1d9 — T2y
= L .]J|. Nach der Sektorformel ist die vom Fahrstrahl wihrend des Zeitintervalls [t1,t,] iiberstrichene
Flache

tQ 1
F = 5 /11 (161@2 — ;Cg.%"l)dt = %L]l(tg — tl)

Das ergibt

2. Keplersches Gesetz: Der Fahrstrahl von der Sonne zum Planeten tiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche
Fléachen.

Der Planet muf} also im Perihel schneller laufen als im Aphel.

Insbesondere gilt fiir einen vollen Umlauf
(4) T-|J|=2m-F ( F = Fliche der Ellipse, T = Umlaufszeit )

Anderseits ist die Fliche der Ellipse = mab, wenn a und b die beiden Halbachsen sind. Oben haben wir
fiir die Halbachsen der Ellipse gefunden

G B e —
a—71_62 undb—im—a\/l €

Daraus folgt
F = 7mab = wa®\/1 — €2 =7m2,/%
a
Vergleicht man das mit (4), so sieht man

J2
Tz% =F? = erpa



und nach Definition von ep folgt daraus
T2 — ﬁ . a3
M

Der Faktor %\; héngt nun gar nicht mehr vom Planeten, sondern nur noch von der Sonne ab! Fiir zwei
verschiedene Planetenbahnen gilt also

3. Keplersches Gesetz: Die Quadrate der Umlaufszeiten verhalten sich wie die Kuben der grolen Achsen.

Anhang zu Kap 17: (Dies wurde in der Vorlesung nicht vorgerechnet) Die Zykloide ist u.a. bekannt geworden
durch eine Aufgabe, die Johann Bernoulli 1696 gestellt hat: Gesucht ist eine Kurve von A nach B, so dafl
ein Punkte P, der sich unter dem Einflufl der Schwerkraft von A nach B bewegt, in der kiirzest moglichen
Zeit in B ankommt. Die Aufgabe, eine solche Kurve zu finden, nennt man das Brachistochronen-Problem.
Die Lésung ist der Zykloidenbogen, der in A beginnt und durch B geht. Dazu geniigt es natiirlich nicht,
nur die ”Einheitszykloide” von Beispiel 3 am Anfang des Kapitels zu betrachten, diese braucht (wenn sie in
A anféngt) ja gar nicht durch B zu gehen. Man mufl Kreise von beliebigem Radius r auf der x-Achse
abrollen. Dabei entstehen die Kurven

x = r(¢p—sing)
(1) y = r(l—cosg)’ 0s¢s2m

fiir (festes) r > 0. Die Losung des Problems lautet nun:

Satz 42. Sei a > 0,b > 0 und Z die Zykloide (1), die in 0 beginnt und durch B = (Z) geht (vgl.

Lemma 1 unten). Dann ist die Fallzeit von 0 nach B lings einer beliebigen Kurve v stets mindestens so
lang wie die langs Z .

Eine anschauliche Begriindung hierfiir findet man in dem Buch von Brieskorn und Knorrer ”Ebene algebrai-
sche Kurven” auf Seite 34/35. Matthias Schneider hat mir den folgenden Beweis gesagt, den ich mit seiner
Erlaubnis in dieses Skript aufnehme. Um die Idee hervortreten zu lassen, fithre ich einige vorbereitende
Schritte vorher aus:

1. Berechnung der Fallzeit auf einer beliebigen Kurve ~:

Auf Héhe y hat der Massenpunkt (Masse m ) gegeniiber der Horizontalen durch 0 die potentielle Energie
mgy verloren. Ist er in 0 mit der Geschwindigkeit 0 gestartet, so ist nach dem Energie-Erhaltungssatz seine

kinetische Energie genau so grof}:
%UQ =mgy, alsov= /29y

Ist v =~(7) und bezeichnet ¢ die Zeit und s die Bogenlénge, so ist die Fallzeit bis zum Punkte (;0) =
0

¥(70)

/dt /TO)dt _/STO)ds—/ Vz2+y -o=2

dr
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Dies sollte man als uneigentliches Integral auffassen, da ja a priori der Integrand fiir y = 0 gar nicht definiert
ist. In der Tat: wenn zum Beispiel die Kurve die Gestalt y = g(z) hat und wenn ¢'(0) = 0 ist, dann fallt
der Massenpunkt gar nicht los, und die Zeit ist unendlich.

2. Zykloide durch einen gegebenen Punkt (im Nullpunkt beginnend):

Lemma 1. Fiir jeden Punkt (a

b> mit a >0, b >0 gibt es genau eine Zykloide

x = r(r—sinT)
y = r(l—cosT)

deren erster Bogen durch (Z) geht.

Beweis: Fiir alle 7 >0 ist 7 > sin7, also 1297 definiert. Es gilt (fiir 7> 0)

T—sin T
2 4 2
1—cosT S —fp+.. 3 1-F+..
T _sinr 10 _ 1 Tz -
3 TR —+ .. — 3 + ...
fur 7\, 0 und
1—cosT
N |7'727r =0
T—sinT
Nach dem Zwischenwertsatz gibt es zu 3 einen Winkel 79 mit 0 < 75 < 27 und % = Tl(;‘;%i% . Setzt man
r= e , so wird
To—sin Tg

a=r(rg—sinTy), b=r(1—-cost)
Angenommen, es gibe noch einen zweiten Zykloidenbogen (mit Radius 7, ), der (beim Parameterwert 71 €

(0,27) ) durch (“

b) geht. Dann ware

1 —cosmy 1—cosmy

To — Sin 1y T1 —Sinm

Dann hétte die Ableitung von
1—cosT
9(1) = ——
T—sinT

eine Nullstelle zwischen 79 und 77 . Man findet

7sinT — 2(1 — cosT)

g'(7) =

(1 —sinT)?

Der Zahler ist 5 sin 7 cos 5 — 4sin? 2 . Da sing # 0 fir 0 <7 <27, miifite 7cos7 —4sin7 eine Nullstelle
in 0 < 7 <7 haben. Dies ist aber nicht der Fall, wie man leicht durch Betrachtung der Kurven y = tanx
X

und y =7 in 0 <x <7 sieht.

3. Berechnung der Fallzeit fiir die Zykloide: Fiir @ = r(t — sint), y = r(1 — cost) ist
i 4 9% = r*(1 — cost)? + r?sin’t = 2ry

Nach 1. folgt fiir die Fallzeit T von 0 bis zum Punkt ~(79)
-
g

x = r(r—sinT)
(1) y = 7r(1—cosT)

4. Nach 2. bildet
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den Streifen r > 0, 0 < 7 < 27 bijektiv auf den Quadranten x > 0, y > 0 ab. Daher ist durch
Flx,y)=+r -7 ( positive Wurzel )
eine Funktion F' im Quadranten z > 0,y > 0 wohldefiniert. Aus (I) folgt

(x—rr) + (y—r)2=r?

2?42 40202 = 2r(ra 4 y) < 2rV/ T2 4+ 1 /2% + g2

erst recht

rr? < 21"\/1—1—4772 . \/332 + 12

Also ist

F(z,y)? = (Vrr)? < 2v/1 + 47222 + 42,

und das bedeutet, dal F(x,y) gegen 0 strebt, wenn (5) aus dem rechten oberen Quadranten gegen 0

l&uft.
5. Berechnung von VF und |VF|: Nach der Kettenregel ist

(o) =) (77

_(F. F) (wr m¢>—1

Yr Yo

9 ¢—sing r(l—cosg) !
(2) _(2\/77’\/;) 1—cosg 7 sin ¢
Invertieren der Matrix: Ihre Determinante ist

rsing - (¢ —sing) —r(1 — cos¢)? = r(¢sing — 2(1 — cos ¢))

Also ist die inverse Matrix

1 rsin ¢ —r(1 — cos ¢)
r(¢sing —2(1 —cos¢)) \ —(1 —cos¢) ¢ —sin ¢
Nach (2) ist
%wsinqﬁ—\/ﬂl—cosqﬁ) 1

Fa = r(psing —2(1 —cos¢)) 27
—Z;f’ﬁ -7(1 = cos @) + \/r(¢ — sin @)
r(¢sin ¢ — 2(1 — cos ¢))

1 %(1+cosd))—sin¢

Vr —2(1 = cos @) + psine
Drei Zeilen Geduld, und wir haben |VF|? :

=

F2+F2:1{1+( :
* Yoort4 -2

(14 cos¢) —sing
(1 —cos¢)+ ¢psing
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1 162 sin? ¢ — 4¢sin ¢(1 — cos @) + 4(1 — cos ¢)?] + %2(1 +cos ¢)? — ¢sin ¢(1 + cos ¢) + sin® ¢
r (¢psing — 2(1 — cos @))?

1 (24 2cos¢) — 26 sin ¢ + 2(1 — cos )

or (¢psing — 2(1 — cos ¢))?

Der Nenner ist
$?sin? ¢ — 4¢sin ¢(1 — cos ¢) + 4(1 — cos ¢)?

= (1 — cos ¢)[¢*(1 + cos ¢) — 4¢sin ¢ + 4(1 — cos ¢)]
= (1—cos¢)-2- Zdhler

Daher ist 1 )
VEP=F+Fl=—F——~=—
VE] = Ty 2r(1 —cos¢) 2y

In dieser Formel steckt die Idee des Beweises!

6. Seien a,b > 0 und (1), 0 < 7 < 7 eine stetige Kurve von 0 nach = (1), die im offenen

a
b
Intervall 0 < 7 < 7 stetig differenzierbar ist, und die fir 7 > 0 im Quadranten z,y > 0 verlauft. Die
Funktion f(7)= F(y(7)) hat im Intervall 0 < 7 < 79 nach der Kettenregel die Ableitung

f(r)=F,-&+F, 3§

Dabei sind F, und F, die partiellen Ableitungen von F nach x bzw. y. Sei 0 < 7 < 7y (wir lassen
bald 71 gegen 0 gehen). Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist

1

Flr(m) - Fo(m) = [ " e = JRCRE

T
70

7o
< / [VFE|- /424 9% dr ( nach Cauchy-Schwarz)
T1

7o 2 2
:/ Ty dr  (nach5.)
m 2y

Lassen wir jetzt 71 gegen 0 gehen, so erhalten wir nach 4. auf der linken Seite F'(a,b) und auf der rechten

Seite das uneigentliche Integral, welches im Falle seiner Konvergenz bis auf den Faktor % die Fallzeit von
0 nach <Z> ergibt (und sonst oo ist), vgl. 1. Die Funktion F' gibt aber (ebenfalls bis auf %) nach

3. die Fallzeit langs des Zykloidenbogens an. Diese kann also von der Fallzeit langs einer beliebigen Kurve
niemals unterschritten werden.

fjbung: Man berechne die Fallzeit lings der geradlinigen Verbindung von 0 nach B und beweise, daf} sie
echt langer ist als die langs der Zykloide.
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18. Oberflichenmessung im R?

Definition: Ein parametrisiertes Flichenstiick im R® ist eine Abbildung ¢ von einer offenen Menge U C R?
in den R?.

Wir nehmen stets an, dafl ¢ stetig differenzierbar sei. Ziel dieses Kapitels ist, zu erklaren, was die Oberfldche
eines solschen Fliachenstiicks sein soll und diese in einigen Beispielen auszurechnen. Fiir Kurven hatten wir
die Lange definiert als Supremum der Langen aller Sehnenziige, die man der Kurve einbeschreiben kann. Die
Flache eines ebenen Dreiecks ist % Grundlinie mal Hohe. Da man jedes ebene Polygon in Dreiecke zerlegen
kann, kann man die Fléche eines ebenen Polygons berechnen und damit die Oberfliche eines Polyeders. Man
konnte nun analog zum Vorgehen bei Kurven versuchen, die Oberflache eines Flachenstiicks zu erkléren als
Supremum der Oberflachen aller Polyeder, die man dem Flachenstiick einbeschreiben kann. Daf} dies zu

nichts Verntinftigem fiihrt, zeigt der Schwarzsche Stiefel:
Wir teilen den Zylindermantel z2 + 4% = R%, 0 < 2z < h in m Streifen der Hohe ’EI .

Auf jedem Streifenrand markieren wir dquidistant n Teilpunkte, und zwar abwechselnd so, dafl die Teil-
punkte auf dem oberen Rande eines Streifens {iber der Mitte zwischen zwei Teilpunkten auf dem unteren
Rande liegen; auf dem Niveau z = 0 also etwa die Punkte

Reos¢ 2r 4w 2T

Rsing | mit ¢ =0,—, —,....(n—1) - —
0 n’'n

und auf dem Niveau z = % die Punkte
Rcos ¢ -
Rsing | mit ¢ = —,
h n

Verbindet man die Teilpunkte wie in der Zeichnung angegeben, so entsteht ein dem Zylinder einbeschriebenes
Polyeder, dessen Oberflache aus lauter ebenen Dreicken besteht. Jedes von diesen ist kongruent zum Dreieck
mit den Ecken

Rcos Rcos R
—RsinZ |, | RsinZ |, 0
n n h

0 0 o

Dessen Grundlinie ist 2Rsin -, und die Hohe ist \/ R2(1 —cosT)2 + 7’;—22 . Da durch die Teilpunkte 2mn
Dreiecke entstehen, ist die Oberflache des Polyeders

Fm,n = 2mnRSlIlE . \/R2(1 *COSE)Q + —
n n

109



Fiir jedes feste m ist zwar lim, .o Finn = 2mh (benutze lim,_.g % = 1). Aber der Grenzwert fir
m,n — oo existiert gar nicht, denn bei festem n geht F}, , — oo fiir m — oo. Man kann dem Zylinder
Polyeder mit belieblig groer Oberfléche einbeschreiben, wenn man nur die Ringe geniigend schmal macht !

Um nun doch zu erklidren, was die Oberfliche eines parametrisierten Flachenstiicks sein soll, gehen wir wie
folgt vor: Sei R das Rechteck ug < u < wup, vo < v < v; und ® auf einer offenen Menge D R stetig
differenzierbar. Wir nehmen an, ® sei regulér, das bedeutet, daf§ die Jacobimatrix

Tu To
D® = Yu Yo
Zu Ry

den Rang 2 hat. Fiir (Z) € R ist

<I><u) <I><u0>+A <uuo)+ Rest
v Vo v — Vo

wobei A die Jacobimatrix von ® an der Stelle (ZO> ist.

Das Rechteck R hat den Flacheninhalt (u; — ug)(v; —vg) . Die Bildpunkte der Ecken sind & <ZO> sowie
0
Vo Vo 0
U1 Vo V1 — Vo
() Ug 0
) =0 + A + Rs
V1 Vo V1 — Vo

Bis auf die Reste R; sind das die Ecken eines Parallelogramms mit dem Flacheninhalt

und

! 0 Fu Lo
A (M) A (0 )=l ) [ | - ]|

U1 — Vo
2 2y

\/(yuzv - yvzu)2 + (Zu-rv - vau)2 + (xuyv - mvyu)z (UO - Ul)(UO - Ul)

Dabei ist die Funktion unter der Quadratwurzel an der Stelle (zo) zu nehmen. Nun betrachten wir eine
0

reguldre Parameterdarstellung ® auf dem Rechteck a < u < b, ¢ < v < d. Wir unterteilen das Rechteck
durch Teilpunkte
a=1uy<u <... <Upm=0b, c=vy <v < ... <wv,=d
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und erhalten dadurch eine Teilung der Flache ¢(R) in Teilstiicke, deren jedes im oben beschriebenen Sinne
nahe an einem Parallelogramm liegt. Die Summe der Flacheninhalte dieser Parallelogramme ist

(1) DO Ai1,v51) - (i — i) (05— vj1)

i=1 j=1

mit

A(Uav) = \/(yuzv - yvzu)2 + (2uZy — zva)2 + (xuyv — Tolu)?

(Beachte, daB der Radikand stets positiv ist, und selbstverstandlich ist auch die positive Quadratwurzel
gemeint.) Nach Voraussetzung ist A eine stetige Funktion von wu,v. Sie ist also iiber das Rechteck R
integrierbar. Die Summe (1) liegt zwischen der Obersumme und der Untersumme zur oben benutzten Teilung.
Es folgt, dafl die Summen (1) bei Verfeinerung der Teilung einem Grenzwert zustreben, ndmlich dem Integral
der Funktion A iiber das Rechteck R. Dasselbe gilt fiir beliebige offene (J-mefibare) Teilmengen U des
Parameterbereichs.

Definition: Sei U,® ein parametrisiertes Flachenstiick. Unter dem Flécheninhalt von ®(U) versteht man
den Wert des Integrals

/UA(u7 v) d(u,v)

Der Ausdruck
dO = A(u,v) d(u,v)

heifit das Oberflachenelement.

Diese Definition ist noch mit einer Hypothek behaftet: Bei einer Beschreibung mit anderen Parametern sollte
derselbe Flacheninhalt herauskommen. Wir prazisieren zuerst, was ”andere Parameter” bedeutet:

Definition: Sei U, ® ein parametrisiertes Flichenstiick. Eine Abbildung h : U — W C R? heifit Parameter-

wechsel, wenn U durch h bijektiv auf W abgebildet wird und sowohl h als auch h~' stetig differenzierbar
ist.

Wir berechnen die Funktion A fiir die Parameterdarstellungen ® und ® o h=!. Zur Vereinfachung der
Schreibarbeit numerieren wir die Koordinaten:

T
u:(ul)EU,w:<wl>eW=hU,x: To
U wo T3

Nach der Kettenregel ist
ox; i Ox; Ouy
k=1

Oup  Ow;

ow;
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Mit dem Determinantenmultiplikationssatz folgt

ox; ox; oz, oz, Juy ouq

w1 Ows Ouy Ouso w1y Owa
‘ Oz Oz | — ’ Ox; Zm’ ‘ Quy  Oug ‘
Ow1 Owa Ouq Ous ow1 Ows

Daraus folgt
AV (w) = AY(u) - | det DA™Y (w)|

Die gewiinschte Unabhéngigkeit von der Parameterwahl, ndmlich die Gleichung

/UAU(u)du:/ AV (w) dw

w

ist nun genau die Transformationsformel fiir Integrale aus Kap 15.

Beispiele:

1. Der Zylinder 22 + y? = R? kann beschrieben weuden durch die Parameterdarstellung

r = Rcosu, y= Rsinu, z =v

—Rsinu 0
Do = Rcosu O
0 1

dO = /(Rcosu)? + (Rsinu)2 + 02 = R
Die Oberflache des Mantelteils mit 0 < z < h betréagt

/ Rdudv=2nRh
0<u<27, 0<v<h

und das ist auch was wir erwarten (rolle den Zylinder ab und erhalte das Rechteck mit den Seiten h und
2Rw .)

2. Die Oberflache der Kugel mit Radius R wird beschrieben durch die Parameterdarstellung
x = Rcosucosv, y = Rsinucosv, z = Rsinv

—Rsinucosv —Rcosusinv
Dd = Rcosucosv —Rsinusinv
0 Rcosv

dO = \/(R2 cos u cos? v)2 + (R2 sinu cos2 v)2 + (R2 cosvsinv)?2 = Rcosv dudv
Die Polkappe nordlich der geographischen Breite ¢ ist gegeben durch

™

¢§v§§, 0<u<2nr

Die Oberflache dieser Kappe ist

/ Rcosv dudv = 2R7r|§ sinv = 2Rw(1 — sin ¢) = 2Rnh
¢<v<Z,0<u<2m
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wobei h die Hohe der Kappe ist. Fiir h = R erhilt man fiir die Oberfliche der Halbkugel den Wert 2R?7 .

3. Das Flichenstiick, welches durch den Zylinder (z —1)?+y? = 1 aus der Oberfliche der Einheitskugel
ausgebohrt wird, heiffit das Vivianische Fenster. Es ist beschrieben durch

T = CcOoSUCOoSv, Yy = sinucosv z = sinv
wobei zu den Einschrankungen 0 < u < 27, —g <v< g noch die Bedingung
cos? v < cosucosv, also 0 < cosv < cosu

hinzukommt. Die Flache des Fensters ist viermal so gro8 wie der in y,z > 0 gelegene Teil davon. Dieser
hat den Flacheninhalt

/ cosvdudv:/ (1 —sinw) du="_1
0<u<v<Z 0 2

Die Gesamtflache des Fensters betragt

4~(g—1)=27r—4

Kuriosum: Die Oberflache der Halbkugel ist 27 (siehe oben). Das bedeutet, dafl der Teil der Kugeloberflache,
der vom Fenster tibrig gelassen wird, die Oberfléche 4 besitzt, und das ist rational !! (Viviani 1692)

4. Drehflachen: Sei (i) = (i%g) , a <u <b eine ganz in der Halbebene = > 0 gelegene Kurve. Dreht

man sie um die z-Achse, so entsteht das Flachenstiick

o(u) cosv
{| ¢(w)sinv |, a<u<b, 0<v< 27}

¥(u)
Die Jacobimatrix fiir diese Parameterdarstellung ist
¢’ cosv —¢sinv
¢'sinv  ¢pcosv
o4 0
Durch Berechnung der Unterdeterminanten findet man

dO = \/(¢'9)? + (¥'¢)? dudv = ¢1/(¢')? + (¢)? du dv

(beachte ¢ > 0). Der Inhalt der Drehfléche ist

b
/ 4O = 2x / o) V(F W2 + 0 (u)du
0<v<L2m,a<u<b a
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Den Ausdruck +/¢2 + 1’2 erkennen wir wieder als Bogenelement ds der Kurve. Das letzte Integral ist per
definitionem die x-Koordinate des Schwerpunkts mal der Linge der Kurve. Mit dieser Interpretation haben
wir die

Zweite Guldinsche Regel: Der Fldacheninhalt einer Drehfliche ist gleich der Lange der gedrehten Kurve,
multpliziert mit dem Weg, den ihr Schwerpunkt bei der Drehung zuriicklegt.

Beispiel: Durch Drehung der Kreislinie (z — R)? + 22 = a? (wobei 0 < a < R) um die z-Achse entsteht
ein Torus.

R
Der Schwerpunkt der Kreislinie ist | 0 |, sein Weg bei der Drehung betragt 2Rm. Nach Guldin ist die
0
Oberflache das Torus
2ar - 2RT = 47%aR
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19. k-dimensionale Mannigfaltigkeiten im R"

In der Linearen Algebra haben wir gelernt, dafl man einen k -dimensionalen Untervektorraum im R"™ ent-
weder mit k Parametern beschreiben kann (némlich als Menge aller Linearkombinationen M\jv; + ... +
Apvgr von k linear unabhéngigen Vektoren wvi,...,vr ) oder als gemeinsames Nullstellengebilde von n — k
unabhangigen Linearformen auf dem R"™. Ahnlich kann man eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit im
R™ (lokal) durch %k ”unabhéngige” Parameter beschreiben oder (lokal) als Nullstellengebilde von n — k
”unabhéngigen” Funktionen. Nur ist das jetzt natiirlich ein ganzes Stiick komplizierter als in der Linearen
Algebra; das Mittel, um von der einen zur anderen Beschreibung zu kommen, ist der Satz iiber implizite
Funktionen. Bevor wir ”Mannigfaltigkeit” auf die eine oder andere Weise definieren, beweisen wir

Satz 43. Fiir eine Teilmenge M C R™ sind die folgenden drei Aussagen gleichwertig:
1. Zu jedem Punkt p € M gibt es
eine offene Teilmenge U > p im R"
eine offene Teilmenge W 3 0 im R”
eine injektive stetig differenzierbare Abbildung f : W — U mit f(0) =p, f(W)=UNM und
Rang Df(x) =k fiir alle x € W

2. Zu jedem p € M gibt es eine offene Menge U > p im R" und eine stetig differenzierbare Abbildung
F:U—R"" mit

UNM={zxeU|F(x) =0} und Rang DF(z) =n —k fiir allex € U

3. Zu jedem p € M gibt es
eine offene Menge U > p im R"
eine offene Menge V 30 im R"
eine bijektive Abbildung h:U — V , so dal h und h~! stetig differenzierbar sind und

hip) =0, (UNM)={x €V | Tty1 = ..... =z, =0}

(Eine bijektive stetig differenzierbare Abbildung h mit stetig differenzierbarer Umkehrabbildung nennt man
einen Diffeomorphismus.)
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Beweis: 1= 3:
Nach Voraussetzung hat Df(0) den Rang k. Wir nehmen an, die Koordinaten seien so numeriert, daf die
Teilmatrix aus den ersten &k Spalten von D f(0) invertierbar ist. Fir x € W und y € R"* setze

1(y) =r+(3)

Dann ist

Dg= | Df ;
ln—k

und Dg(0) ist invertierbar. Nach dem Umkehrsatz (Kap 9) gibt es offene Mengen Uy 2 p im R", Uy C U
und V30, VCW xR und eine stetig differenzierbare Abbildung h: Uy — V mit

h(g(z)) = « fiir alle x € V und g(h(x)) = z fir alle z € Uy

Wegen Uy C U gibt es fiir alle x € UyN M ein w € W mit « = f(w), und

h(z) = h(f(w)) = h(g (%’)) = <%’) . also hyg () = o = hy(2) = 0

Ist umgekehrt z € V und 2441 =....=2, =0,s0ist © = (0 > mit w € W und
z=h(g(x)) =h(f(w)) e MUNM) NV =h(UyNM)
hita(2)
3=2: F(x):= ist eine stetig differenzierbare Abbildung von U in den R"™*. Nach 3. gilt
hin ()

UNM={zeU|F(z)=0}

Nach Voraussetzung hat Dh den Rang n, das heifit, die Zeilen von Dh sind linear unabhéngig. Erst recht
sind die letzten n — k Zeilen von Dh linear unabhéangig. Diese bilden aber gerade die Matrix DF'. Diese
besitzt also den Rang n — k.

2 = 1: Nach Voraussetzung hat DF den Rang n — k. Wir numerieren die Koordinaten so, daf3 die aus

den letzten n — k Spalten gebildete Teilmatrix von DF(p) invertierbar ist. Nach dem Satz iiber implizite
b1 Pk+1

Funktionen gibt es offenes W > : im R* und offenes V 3 : im R"* und eine stetig

Pk Dn
differenzierbare Abbildung ¢ : W — V mit

Flz,y)=0cy=¢(x) firallex e W, y eV
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T

W xV = U ist offetn > p im R". Fir z € W setze f(z) = (¢x)

differenzierbare Abbildung von W nach U, und

). Dann ist f eine stetig
s = b ) 1eem =((3) v P =0 =vnn

o= (53)

Definition: Eine Teilmenge M des R"™, welche eine und damit alle der drei Eigenschaften 1,2,3 besitzt,
heifit eine k -dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit im R™ .

Zudem hat

den Rang k. Das beendet den Beweis.

Der Diffeomorphismus h in der Fassung 3 der Definition von Mannigfaltigkeit wird in dem Buch von
K.Jénich: Mathematik 2, geschrieben fiir Physiker, sehr schon anschaulich ein Flachmacher genannt.
Beispiel: Die Oberfliche S der Einheitskugel im R .

1. Beschreibung durch Parameter: Die Punkte werden gegeben durch ihre geographische Lange und Breite.
Sei W das offene Rechteck in der ¢ — 60 -Ebene, welches durch 0 < ¢ < 27, —% < 6 < 5 beschrieben wird.

cos ¢ cos 0

f(#,0) = [ singcosé

sin 6

bildet W in die offene Menge U des R? ab, die dadurch entsteht, daf man die Halbebene y=0,2>0
aus dem R® entfernt, und zwar ist genau

fwW)y=0ns
—sin¢gcosf —cos¢gsinb
Die Jacobimatrix Df = | cos¢cosf —singsin€ | hat an jeder Stelle von W den Rang 2.
0 cosf

Verschiebt man das Rechteck W in der ¢ — 0 -Ebene, so erhélt man andere Teile der Kugeloberfliche und
kann so die ganze Kugeloberfliche bedecken.
2. Beschreibung durch eine Gleichung: Hier geniigt U = R®. Esist S = {x € R® | F(2) := 2’z — 1 = 0},
und DF = (2x7 2xo 2x3) hat fiir alle x € S den Rang 1.
el
3. Setze h(z1,xo,x3) = T9 . Offenbar ist = € S < hz(z) =0, und
23+ a5+ a3 -1

1 0 0
Dh = 0 1 0
21 219 213

h bildet den Halbraum U := {z € R* | 23 > 0} bijektiv ab auf V := {y € R® | 47 + 43 — 1 < y3} (Inneres
eines Paraboloids), und h(UNS)={y € V| ys =0}, und Dh ist auf U iiberall invertierbar. Wieder muf
man S durch mehrere solche Stiicke iiberdecken.

Tangentialraum:
Sei M eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit im R"™ .

Definition: Der Vektor v € R™ heifit Tangentenvektor an M in p € M , wenn es eine stetig differenzierbare
Kurve a: (—¢,¢) — M gibt mit
a(0) = p und &(0) =v

117



Angenommen, dies sei der Fall. Dann beschreibt man M in der Ndhe von p durch eine Gleichung F(z) =0.
Da die Kurve ganz auf M liegt, ist F(«(t)) =0 fiir alle ¢t € (—¢,€) . Mit Benutzung der Kettenregel folgt
daraus

DF(a(t)) a(t) = 0, insbesondere DF(p)v =0

Facit: Alle Tangentenvektoren an M in p werden von DF(p) annulliert.
Beschreibt man M in der Nahe von p durch eine Parameterdarstellung f: W — M C R" mit f(0) =p,
so kann man fiir jedes feste n-Tupel Aq,..., \;x die Kurve

a(t) = f(/\lt7 ceeey )\kt)
betrachten. Es ist a(0) = p und & = Zle X0 f , wobei 0O;f der Vektor mit den Komponenten g‘—g,

j=1,..,n ist.
Facit: Alle Linearkombinationen der Vektoren 0; f(0),....., 0 f(0) sind Tangentenvektoren.

Sei T,(M) die Menge aller Tangentenvektoren an M in p. Wir sahen
<O fy O f > C Tp(M) C Kern DF(p)

Der linke und der rechte Term sind Vektorrdume, und zwar haben sie beide nach Definition 1 und 2 von
Mannigfaltigkeit die Dimension k. Also sind sie gleich. Das beweist gleichzeitig:

T,(M) ist ein Vektorraum und hat die Dimension k.
1. Beispiel: Sei M der Zylinder 22+4y2? =1 im R®. Er wird parametrisiert durch « = cos ¢, y = sin ¢, z =
To COs ¢g
z. Der Tangentialraum im Punkte p= | yo | = | sin¢g | wird aufgespannt durch die beiden Vektoren
20 20
Ty — sin ¢g —1Yo T, 0
ye | (¢0,20) = cos ¢g = To und Y. | (d0,20) = | 0 | . Anderseits besteht er aus den
Z 0 0 2z 1
x x
Vektoren v = | y | mit DF(p)v=(2x0 2yo 0)| vy | =2(zoz +yoy) =0, das sind offenbar dieselben.
z z

2. Beispiel: Wir betrachten im Ring M, (R) aller n -reihigen reellen Matrizen (den wir als n? -dimensionalen
reellen Vektorraum ansehen)

M =0(n,R) ={X € My(R) | F(X) = X'X —1 =0}

n(

M ist also gegeben durch ein System von %1) Gleichungen. Die Jacobimatrix, wenn man alle Kompo-

nenten hinschreibt, ist also eine Matrix mit % Zeilen und n? Spalten, die man sich lieber nicht (nach
Anordnung der Komponenten) hingeschrieben vorstellen méchte. Um das zu vermeiden, gehen wir auf die
Definition der Differenzierbarkeit (Kap 7) zuriick und suchen die lineare Abbildung L vom R™ (= M,(R))

n(n+1)
inden R™ 2 (= Vektorraum der symmetrischen Matrizen) mit

F(X)— F(A) = L(X — A) + Rest

118



Es ist
XtX—AtA:At(X—A) + (X - A)A+(X A)(X A)

Da der letzte Term mit X — A quadratisch gegen 0 geht, kann man die gesuchte lineare Abbildung L
ablesen: sie bildet die Matrix H ab auf A'H + H'A (dies ist offensichtlich linear in H ). Das Bild dieser
Abbildung besteht aus allen symmetrischen Matrizen; denn um die symmetrische Matrix S zu erhalten,
kann man zum Beispiel H = 1(A")7'S setzen. Fiir alle A € M ist also der Rang von DF(A) gleich
n(n+1)

5 -

Folgerung: O(n,R) ist eine % -dimensionale Mannigfaltigkeit im R™

Jetzt bestimmen wir noch den Tangentialraum im Punkte 1: Wie wir sahen, ist er der Kern von DF(1),
und dieser besteht aus allen schiefsymmetrischen Matrizen:

T1(O(n,R)) = {H € M, (R) | H + H" = 0}

Hier konnen wir schon etwas beobachten, was wir spater etwas systematischer studieren wollen: Ist H
schiefsymmterisch, so ist e orthogonal; denn wenn H® = —H , dann ist natiirlich H mit H? vertauschbar

und daher (Kap 12)

1= HtH = H H' — oH. (eH)t

Die Exponentialfunktion bildet also den Tangentialraum am Einselement in die Gruppe O(n,R) ab. Wegen
e —e?=eX —1 =X+ X?. ( konvergente Reihe in X )

ist die Jacobimatrix an der Stelle X =0 gleich 1. Aus dem Umkehrsatz (Kap 9) folgt:

Die Exponentialfunktion bildet eine Nullumgebung im Tangentialraum bijektiv auf eine Einsumgebung in
der Gruppe O(n,R) ab. Beispiel: n = 2. Das Bild der Exponentialabbildung ist in diesem Falle die
Drehgruppe (Untergruppe mit Determinante 1):

sinav  cos«

0 —«a
(cosoz —sino¢>_6 a 0

Eine Parameterdarstellung fiir die O(n,R) wurde von Cayley angegeben:

1. Fiir jede schiefsymmetrische Matrix X ist X — 1 invertierbar; denn

(X -1v=0= Xv=v= (v,0) = (Xv,v) = (v, X'v) = —(v, Xv) = —(v,0) = (v,v) =0= v =0

Genauso ist X + 1 invertierbar. Daher existiert (1 — X)71(1+ X) =: f(X).

2. f(X) ist orthogonal; denn f(X)! = (1 + X%)(1 — X")~! = (1 - X)(1 + X)~!, und die Faktoren sind
vertauschbar.

3.

FXO) - fA)=1-X)"H{A1+X)1-4) - 1-X)1+A)}1-4) "=
1-X)"12(X-A)1-4)"1=21-A4)" (X -A) (21— A"+ hoherein X — A
Die lineare Abbildung L ist also gegeben durch

LH)=201-A)"1'H@1-A4)""

Diese Abbildung ist offensichtlich injektiv. Damit ist die Definition 1. von ”Mannigfaltigkeit” manifest.
Man kann sogar angeben, welche orthogonalen Matrizen von dieser Parameterdarstellung getroffen werden:
wenn A + 1 invertierbar ist, dann kann man X = (A — 1)(A + 1)~! setzen und nachrechnen, dal X
schiefsymmetrisch und f(X) = A ist.
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Verhalten bei Abbildungen: Sei M eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit im R™ und N eine [-dimensio-
nale Mannifaltigkeit im R" . Eine Abbildung f: M — N heifit differenzierbar, wenn es zu p € M offenes
U>p im R™ (obiges m !) gibt und eine auf U definierte stetig differenzierbare Abbildung in den R" so
dafl

F(z)= f(x) firallex e UNM

m.a.W. wenn man f (lokal) auf eine volle Umgebung im R™ fortsetzen kann. Natiirlich ist F durch f
i.a. nicht eindeutig bestimmt.

Liegt diese Situation vor, so induziert f eine Abbildung des Tangentialraums an M in p in den Tan-
gentialraum an N in ¢ = f(p); némlich: Ist v € T,(M), so gibt es eine Kurve o mit «(0) = p und
a(0)=wv.

B := Foa ist eine differenzierbare Kurve, die ganz in N verlauft, mit 5(0) =q.

Behauptung: ﬂ(O) héngt nicht von der gewéhlten Fortsetzung F ab:

Beweis: Ist G eine andere Fortsetzung, so ist, weil ' = G auf M und weil o« ganz in M verlduft,
h(t) == F(a(t)) — G(a(t)) = 0 fir alle t. Dann ist i(t) = 0, und das ist die Behauptung. Nach der
Kettenregel ist ((t) = DF(a(t))a(t) , also 3(0) = DF(p)a(0) .

Definition: Die durch v — DF(p)v definierte Abbildung von T,(M) nach T,(N) heifit das Differential
von f im Punkte p und wird mit df,, bezeichnet:

df,(v) = DF(p)v

Wir betrachten den Spezialfall, daf N =R und M eine offene Teilmenge im R™ ist. Dann brauchen wir
f gar nicht mehr fortzusetzen: f = F. Der Tangentialraum T,(M) ist isomorph zum R", und df, ist
eine Linearform auf T,(M). Die Jacobimatrix Df von f ist die Zeile (01f,.....,0nf), und fiir v € T,,(M)
ist

U1

(1) dfp(v) = (01 (D), s O f (D)) | ¢ | =D 0if (D)vi
i=1

Un

Speziell fir f(z) =x; ist Dz; = (0,...,1,...0) und dz;,(v) =v;. Aus (1) folgt

dfp(v) = iaif(p)dxi’p(v) fir alle v, also df, = i@if(p)dxi,p
i=1 i=1

Dies ist, wie oben definiert, das Differential von f im Punkte p. Ohne Bezug auf eine Funktion f ist
Definition: Eine Linearform auf T,(M) heifit ein Differential im Punkte p.
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Jedes Differential w, im Punkte p hat die Gestalt
wp(v) = Z Aiv; = Z Aidz; p(v)
also
(2) Wp = Z )\idl’i,p
i=1

mit gewissen Zahlen ;.

Nun 16sen wir uns von der Stelle p: Sei U eine offene Teilmenge im R"™ .
Definition: Eine Differentialform w auf U ist eine Abbildung, die jedem Punkt p € U ein Differential w,
im Punkte p zuordnet.

Nach (2) kann man also schreiben
w = Z u; dx;
i=1

wobei die wu; reellwertige Funktionen auf U sind. w heiit stetig differenzierbar (unendlich oft differenzier-
bar), wenn die u; es sind.

Eine wichtige Frage ist: Welche Differentialformen w = > w;dx; sind ein df ? Das bedeutet: Zu welchen
U, ..., Uy gibt es eine Funktion [ mit u; = g—i ? Oder, in Anlehnung an Kap 7: Welche Vektor-
felder sind Gradientenfelder 7 Nach Satz 17 und seinen Folgerungen ist dazu notwendig, daf} die Inte-
grabilitatsbedingungen

(I) 8uz o an

837]‘ N 8302

fiir alle 1, j

erfiillt sind. Ob diese Bedingungen auch hinreichend sind, h&ngt nicht nur von den wu;, sondern auch von
dem Gebiet U C R™ ab.

und v(z,y) = %5 . Diese Funktion ist auer im Nullpunkt

Beispiel: Sei n =2 und u(z,y) = — %> preRw

iiberall definiert. Man rechnet aus, dafl

ou y? — a2 Ov

oy~ TR ox
Gébe es eine Funktion f mit grad f = <Z> , so wére fiir die Funktion h(t) := f(cost,sint) nach der

Kettenregel
' (t) = u(cost,sint) - (—sint) + v(cost,sint) - cost = sin®t + cos’t = 1

Man hétte
2 2
0 = f(cos2m,sin2n) — f(cos0,sin0) = h(27) — h(0) = / n'(t) dt = / dt =27
0 0

Also kann es eine solche Funktion f nicht geben, obwohl die Integrabilitdtsbedingung aus Kap 7 erfiillt ist.

Der Grund ist, daf} der Weg Z?ﬁ;
nicht definiert sind. Wir wollen beweisen, dafl die Antwort JA ist, wenn das Gebiet von einer ganz speziellen
Natur ist, welche ein Gegenbeispiel wie eben ausschliefit:

, 0 <t <27 die Stelle umlauft, an der die Funktionen u und v

Definition: Eine offene Menge U C R™ heifit ein Sterngebiet, wenn es in U einen Punkt s gibt (genannt
Sternmittelpunkt) derart, daf fir jeden anderen Punkt p € U die Verbindungsstrecke von s nach p ganz
in U liegt.

Zum Beispiel ist jede konvexe Menge (etwa eine Kugel) ein Sterngebiet, hier ist sogar jeder Punkt Sternmit-
telpunkt.
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Satz 44. In einem Sterngebiet ist jedes Vektorfeld, welches die Integrabilitidtsbedingungen (I) erfiillt, ein
Gradientenfeld.

Beweis: Ohne Einschrinkung (notfalls verschieben) sei der Nullpunkt Sternmittelpunkt fiir U. Seien
U, ..., u, mit (I) gegeben. Flir = € U setzt man

1 n
:/ Zul(tx)xi dt
0 =1

Wir benutzen, dafl wir die partiellen Ableitungen unter dem Integral ausrechnen diirfen:

1 n
830] / Bul (tz) tx; + wi(tx) 0;5} dt

/ Z{ 83% (ta)tz; + u;(tx)d;; } dt
= /1{tdu»(tx) + uj(tx)} dt
o dt J J

= [ Gty de = o) = 0

Also ist in der Tat df =Y., widx; .

Dies ist ein Spezialfall des Lemmas von Poincare, welches wir im néchsten Semester beweisen werden. Dazu
muf} iiber dem Vektorraum der Differentiale im Punkte p die Grafimannalgebra gebaut werden.
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