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Für jede Aufgabe gibt es 4 Punkte.

Aufgabe 45. Sei fk : R→ R die periodische Fortsetzung der durch

fk(x) := (π − x)k für 0 ≤ x < 2π

definierten Funktion, und sei ckn der n-te Fourierkoeffizient von fk. Man drücke die ckn durch
die ck−1

n aus und bestimme so sukzessive die Fourierreihen von (π − x)k für k = 1, 2, 3, 4.
Für welche x gilt

(π − x)k =

∞X
n=−∞

ckne
inx ?

Man benutze diese Fourierentwicklungen, um
P∞

n=1
1

n2 und
P∞

n=1
1

n4 zu berechnen.

Aufgabe 46. Man berechne
P∞

n=1
1

n4 auf eine andere Weise mit dem Satz von Parseval.

Aufgabe 47. Sei R ein Rechteck mit den Seitenlängen a und b. Man zeige: Für jedes ε > 0
gibt es zueinander kongruente Quadrate Q1, ..., Qk, sodass

R ⊂ Q1 ∪ .... ∪Qk und

kX
i=1

vol(Qi) < vol(R) + ε ist.

Aufgabe 48. Für rationale Zahlen x bezeichne qx den Nenner in der gekürzten Bruchdar-
stellung von x. Auf dem Quadrat K := {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x, y ≤ 1} definiere man die
Funktion

f(x, y) :=


1 wenn x und y rational und qx = qy ist,
0 sonst.

Man zeige:

(a) Für jedes feste y existiert
R 1

0
f(x, y)dx und ist = 0. Also ist auch das iterierte IntegralZ 1

0

„Z 1

0

f(x, y) dx

«
dy = 0.

(b) In jeder offenen Teilmenge von K ist die Schwankung von f gleich 1; daher ist die
Funktion f nicht über K integrierbar.

Aufgabe 49. Man berechne das IntegralZ
0≤x,y≤1

yp
1 + x2 + y2

3 d(x, y),

indem man (Fubini!) zuerst über x und dann über y integriert. Dann berechne man das
iterierte Integral in der umgekehrten Reihenfolge. Man lerne daraus: Auch wenn in beiden
Fällen dasselbe herauskommt, kann es sich lohnen, über die Reihenfolge nachzudenken.
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