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1 Einleitung

Bevor ich mich dem eigentlichen Thema der Arbeit widme, werde ich eine kurze Biographie
zu LEoNHARD EULER, der Mathematiker, der das Fundament fiir die ANALYSIS, wie wir sie
heute kennen, legte, geben.

LeonnArD EULER, geboren als dltester Sohn des Pfarrers Paul Euler und Margarethe Bruckner
am 15. ApriL 1707 in Basel, studierte ab seinem dreizehnten Lebensjahr Mathematik an der
Universitidt Basel und lernte dort Johannes Bernoulli kennen. Drei Jahre spiter, im Jahre
1723, erlangte er schlieBlich die Magisterwiirde. Ab 1733 iibernahm er die durch den Tod
von Daniel Bernoulli freigewordene Stelle als Professor an der Universitéit Sant Petersburg.
Hier lernte er CHrisTiAN GoLbBacH kennen, mit dem er jahrzehntelang iiber Briefwechsel
seine Ergebnisse verglich. Die EuLeErsche Reihe, so wie sie unter (2.1) aufgefiihrt ist, teilte
EuLER CHRISTIAN GOLDBACH in seinem Brief vom 4. Juur 1744 mit, allerdings ohne Beweis.
Uber 10 Jahre spiter, im Jahre 1755 veroffentlichter EuLER in seinem Werk Institutiones
calculi differentialis einen Beweis.

1744 wurde EuLer von Friedrch dem GrofB3en an die Akademie der Wissenschaft nach Berlin
berufen, wo er 25 Jahre lang lebte und dann nach Sankt Petersburg zuriickkehrte. Am 18.
SEPTEMBER 1783 starb LEONHARD EULER im Alter von 76 Jahren an einer Hirnblutung.

Das hier behandelte Thema schlief3t an die Fourier-Reihen an. Dabei ist die EuLErsche Reihe
eine sehr einfache, in eine Fourier-Reihe entwickelbare Funktion. Die BErNouLLI-Polynome
und die Summenformel von Poisson lassen sich auf diese fiir die Anarysis fundamentale
Reihe zuriickfiihren.



2 Die EuLersche Reihe

LeoNarRD EULER teilte im Jahre 1744 folgende Identitdt CHRITIAN GOLDBACH in einem Brief
mit:

1 < sin(27nx) 1
;ZT—E—X, 0<x<l1 (2.1)

n=1

Wir nennen die Reihe die EuLersche Reihe.

Bemerkung 2.1 Die EuLersche Reihe kann man allgemeiner formulieren als folgende tri-
gonometrische Funktionenreihe:

2minx

Y E— xeR x¢Z 2.2)
n

n=1
2.1 Die Vorbereitung
Die Funktion e(x) := ¢** hat offensichtlich die Periode 1:
e = cos [27(x + 1)] + isin [27(x + 1)] = cos(2mx + 27) + i sin(2wx + 271)
mithilfe der Additionstheoreme ergibt sich dann:
™D = cos(2mx) - cos(2m) — sin(27x) - sin(27) +i [sin(27x) - cos(27) + cos(2mx) - sin(27)]
=1 =0 =1 =0
= cos(2nx) + i sin(27x) = ™

Fiir die ganzen Zahlen Z konvergiert die Reihe (2.2) nicht: Aufgrund der Periodizitit der
Reihe betrachte man 0.B.d.A den Fall x = 0 und erhilt die harmonische Reihe, die nicht
konvergiert. Daher geniigt es also die Reihe auf dem offenen Intervall 7 = (0, 1) zu untersu-
chen.

Die Funktionenreihe ist eine Abbildung des Intervalls I C R des Korpers der reellen Zahlen
in den Korper der komplexen Zahlen C. Eine Funktion # mit dieser Eigenschft ist eindeutig
in einen Realteil u; : I — R und einen Imaginérteil u, : I — R zerlegbar und es gilt

u(x) = u1(x) +iup(x), xeR
u(x) ist genau dann differenzierbar, wenn u; und u, differenzierbar sind und es folgt:
u'(x) = uy(x) + i) (x)
Fiir die Exponentialfunktion gilt die Ableitungsgleichung:
d

ae
Spiter werden wir sehen, dass die EuLersche Reihe den Imaginérteil der Funktionenreihe
(2.2) bildet. Desweitern sollten die EuLERschen Formeln aus der Anarysis I bekannt sein:

cos(x) = % (eix + e‘ix) A sin(x) = 211 (eix - e_ix)



2.2 Differentiation und Konvergenz von Reihen

e2mnx

Zur genauen Untersuchung der Trigonometrischen Funktionenreihe ) 7 spielt die Be-
trachtung der gliedweisen Differentiation von Reihen eine wichtige Rolle. Hierfiir benotigt
man folgenden

Satz 2.2 Sei die Funktionenreihe
D) (2.3)
k=0

konvergent in einem Punkt des offenen Intervalls I und sind alle A,, : I — R differenzierbar,
und ist

D A0 (2.4)
k=0

auf 1 gleichmdflig konvergent, dann konvergiert (2.3) auf I gleichmdflig gegen die Grenz-
funktion

Ax) = Z L(x), xel
k=0

und A : I — R ist differenzierbar mit
V)= ), xel
=0

Bemerkung 2.3 Bei der Anwendung des Satzes 2.2 muss also die zu betrachtende Funk-
tionenreihe formal gliedweise abgeleitet werden, um dann die so neu enstandene Reihe auf
gleichméflige Konvergenz zu priifen, da man auf die gleichmiBige Konvergenz der formal
abgeleiteten Reihe nicht verzichten darf.



3 Hauptsatz und Beweis

Satz 3.1 Sei das Intervall I := (0, 1) gegeben. Seien des weiteren a,b € I, a < b zwei Punkte
aus 1. Die Funktionenreihe (3.1) konvergiert gleichmdifSig auf I := [a, b] und es gilt:

™ 2rminx 1
Ze :—log[ZSin(nx)]+i7r(§—x), 0<x<l1 3.1)

n=1

Beweis. GleichmiBige Konvergenz mithilfe des Caucny-Kriteriums.
Zu zeigen bleibt: Ve >0 AN e N: ¢ > p > N sodass:

94 2mikx
a- ek <eg Vxel, a>0 konstant
k=p
4 2rikx 4 2rikx 4 2nikx
2mx e _ e 27r1x e
Z B Z k Z k
=p k=p k=p
i ekax i 27ri(k+1)x
k=p k k=p k
~ eZmpx .\ Zq: ekax q ekax 2mi(g+1)x
p k=p+1 k=p+1 k-1 q
e2m’px eZm'(q+l)x . i 27rikx(1 1 )
= —_— e P —
P g L K k=1
L ik 1 1 (1 1) 2
27rmx Z < —+ -+ (k—l_%):_
Pl L \k- p
Setze a := malx|1 ™|
x€
q eZm‘kx - 2
=a- S — =€
k=p k p
= Auf I konvergiert die Reihe
- 2mikx
e
f0) = — (3.2)
k=1
gleichmiBig und es gilt
e kax
( 2711)5) f()C) _ eme Z k(k — 1) (33)

27rt X

Nach Sazz 2.1 differenziere man also die Funktionenreihe } ;7 , iap formal gliedweile nach
x. Daraus folgt fiir die Reihe:

& & k eZﬂikx i eZﬂikx 0 eZﬂi(k+ Dx )
4 = 27 =2 =2 = 27i 2mix
;fn(x) 7Tl 2, W=D mkzz; 1 mkzz; k mie f(x)



Yies f1(x) ist auf I ebenfalls gleichmiBig konvergent, und daher greift Satz 2.2 und es folgt:

d 1 - 2mx 2mx N 27lex
Ec[( )'f(x) Zk(k—l)

e Fiir die linke Seite der Gleichung ergibt sich:

% [( 2mx) f(x)] —2mie*™ ™ . f(x) + ( 2mx) f'(x)

e und fiir die rechte Seite:

27rth

[2’” kZ — 1)} 2ie”™ — 2mie”™ - f(x)

= —2mie”™™ - f(x) + ( 2’”) f/(x) = 2mie*™ = 2mie™™ - f(x)

27rzez””‘ me™* N (i —m cos(mx) — i sin(7rx)
A f ( ) 27ix = —7ix i = 1 i —7i = :
—e —e (=1 + e2miv) L (emiv — 7iv) sin(mrx)
- Z?j((:j)) —mi= o [—log [2 sin(7x)] + mix + ¢]
also folgt fiir f(x):

f(x) =—1log|[2 sin(ﬂx)] —mix+c, x€(0,1)

mit einer Konstanten c¢. Setze man x = 2, so ergibt sich fiir f(x) die alternierende harmoni-
sche Reihe, die bekanntlich —log(2) ergibt:

o mik b -1 k
f(%) = ; 67 = ; ( k) = —log(2) (Bekannt aus der Anarysis I)
und folglich ergibt sich fiir ¢
—g +¢c =0
o i
c = —
2

und folglich fiir f(x):

£(x) = —log [2 sin(rx)] — ix + % = —log [2sin(x)] + iﬂ(% _ x)

Bemerkung 3.2 Die Gleichung (2.5) kann man auch schreiben als

o p2mi(k=%)x M 0p i
Zm—e +2i - sin(zx) - f(x)

k=2



Beweis. (2.5):

*© 2mkx
( 27rzx) f(X) — 2mx Z k(k — 1)
& 2mkx
_ 2mx 2mix
Wi 1) = - f() + - f(0)
mx Z 27r1(k — eZm’x —f(X) + e27rix X f(X)
k(k — 1)
N 27rl(k i —mix X
k(k_l) = - f() + e ()

— eﬂix + (em'x _ —mx) f(.X)

= €™ +2i-sin(mx) - f(x)



4 Die Reihen P,,(x)

Betrachte man nun den Imaginérteil von (3.1), so erhilt man:
I < sinQrnx) 1
_ —_— = — — 1, O < <1 4.1
n ; n 2 * * “.D

Bemerkung 4.1 Setzt man in (4.1) x = 7, so erhélt man die LeBNizreihe und einen Beweis

.o . : .
fiir die Konvergenz dieser gegen §:

1
4’

und es ergibt sich fiir die Reihe:

i sin( JTI’l) _ 0 sin(l(2n— 1)7r) °° sin(%-Zﬂn)

n=1 n=1 n=1
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-0 =1 =(-1)"
—

- 1 . —_—
sin(nr) - cos (—571') + sin (_%77) - cos(mtn)

= 2 -1

(9]

-1 n+1
= Z (Zn )_ T = g (LEmBNiz-Reihe)

n=1

An den Randstellen x = O und x = 1 von (4.1) ergibt sich fiir sin(27nx) der Wert 0. Definiere
man jetzt mithilfe der Gauss-Klammer:

[ x-IxI-1 firxeR\Z
Pito = { 0 firxeZ 42)
Dann ergibt sich fiir (4.1):
= sin(27nx)
Piw) == ) — . (4.3)

n=1

o)
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Abbildung 4.1: Der Graph von P; im Intervall [0, 3], die sog. ”Ségezahnkurve”

Definiere man jetzt P, (x), x € R fiir m > 1 durch die Reihen

(o8]

. 2 cos(2mkx)
Pui= GO ), T
=l (4.4)

(o)

_ 2 sin(2rkx)

. n—1

Py = (1) - Z Gk
k=1

Die Reihen P, (x) sind absolut und gleichm@Big konvergnet, daher gilt nach Satz 2.2

d
— Py (x) = Pp(x), m>1, xXeR
dx

d
—Py(x) = Pi(x), xeR\Z

dx
Man weil fiir P(x):

1

PI(X):X—E, O<x<l1

und erhdlt fiir P,(x):
1 1
Pz(X):EXZ—EX'sz, O0<x<l

ein Polynom vom Grad 2 mit einer Konstanten p,. Per Induktion nach m zeigt man dann,
dass jedes P, (x) im Intervall (0, 1) ein Polynom vom Grad m ist.
An diesem Punkt lassen sich die BErnouLLI-Polynome anschlieB3en.

Definition 4.2 Die Folge B;(x) von reelen Polynomen mit folgenden Eigenschaften:
a) By(x)=1
b) Bi(x)= f£B(x)=n-Bi(x), k=1
&) [ Buo) dt=0

heiflen BErNouULLI-Polynome.
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Setzt man jetzt:
Bi(x) := k! - Pr(x), Bo(x) =1 4.5)

und untersucht die Funktionenfolge B;(x) auf die in Defintion 4.2 angegebenen Eigenschaf-
ten:

a) Box)=1
b) Bn) = L[k Py0l=k- (k=D Py =k- B (1), k=1
) [ Bix) dx=0

fiir den Fall, dass k = 2n folgt fiir B;:

! S 2cos(2mkx) 2.2m)! - (=1 [ sin@rkx) |
o« (— n ] . —_— = . —_— =
L(2n)' ( 1) ];:1' (27Tk)2" dx (271-)2n+1 = J2n+l . 0
=0

fiir den Fall, dass k = 2n — 1 folgt fiir B;:

[

! 2 sin(27kx) 2-Qn+ D (=1 [ —cosakx) |
n—1 _ —
f0(2n+1)!~(—1) ';1 i X F Q22 ' Zk 4D =0
= = 0

=0
Es ergibt sich also, dass die Folge B;(x) im Intervall 0 < x < 1 die BernouLLI-Polynome
bilden. Definiert man die Nullstellen der BErnouLLI-Polynome als die BErNouLLI-Zahlen B,
und setzt man als bekannt vorraus, dass alle BErnouLLI-Zahlen rational sind, so erhilt man
fiir B, (0), k>0:

= 2 - cos(0) 2 w1 2
Bx(0) = (26! P(0) = (20! - Zl G = 0t oo Z‘ e = QR (k)
2k)! -2

Damit hat man gezeigt, dass {(n) := >;, ki fiir gerades n > 2 ein rationales Vielfaches von
n" ist.
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