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Aufgabe 14 Sei V ein endlichdimensionaler orientierter reeller Vektorraum
und g eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform.

1. Man konstruiere eine natürliche nicht ausgeartete Bilinearform auf ΛpV
(man gehe wie im definiten Fall vor).

2. Sei e1, . . . , en eine orientierte Basis. Man zeige, dass

ω =
√
|det(ei, ej)|e∗1 ∧ . . . ∧ e∗n

nicht von der Wahl von e1, . . . , en abhängt. Man berechne < w,w >.

3. Man benutze 1) und 2) um einen Sternoperator

∗ : Altp(V )→ Altn−p(V )

zu definieren.

(4 Punkte)

Aufgabe 15 Wir versehen R4 mit der Bilinearform g(x, y) = x0y0 − x1y1 −
x2y2 − x3y3. Sei M ⊂ R4 ein offener Teil mit (x0, 0, 0, x3) /∈ M . Die Bi-
linearform g induziert dann einen Operator ∗ : Ap(M) → A4−p(M). Man
betrachte

ω =
x1dx1 ∧ dx3 + x2dx2 ∧ dx3

x2
1 + x2

2

auf M und zeige

dω = 0 und d(∗ω) = 0.
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Bemerkung: Diese Lösung der Maxwellschen Gleichungen dω = 0 und d(∗ω) =
0 beschreibt das von einem entlang der x3-Achse fließenden Strom erzeugte
Magnetfeld.

(4 Punkte)

Aufgabe 16 Sei S1 die Einheitskreislinie und π : R→ S1, π(t) = e2πit. Wir
wissen, dass π einen Isomorphismus TaR → TaS

1 induziert. Das Euklidsche
Skalarprodukt g(a, b) = ab induziert eine Riemannsche Metrik auf S1. Man
berechne die Volumenform ω und berechne∫

S1

ω.

(Die Volumenform einer orientierten Riemannschen Mannigfaltigkeit (X, g)
ordnet jedem a ∈ X das ausgezeichnete Element ωa ∈ Altn(TaX) zu)

(4 Punkte)
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