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Aufgabe 5 Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Jede lineare Ab-
bildung A : C∞(X) → C∞(X) mit der Derivationseigenschaft läßt sich
eindeutig zu einem Vektorfeld (also einer Familie AU : C∞(U) → C∞(U))
ausdehnen.

(4 Punkte)

Aufgabe 6 Sei U ⊂ Rn eine offene Teilmenge und f : U → Rn−d eine
C∞-Abbildung. Sei

X = {x ∈ U | f(x) = 0}.

Wir nehmen an, dass die Funktionalmatrix J(f, a) in jedem Punkt a ∈ X
den vollen Rang n − d besitzt. Für a ∈ X betrachte man den Untervek-
torraum W ⊂ Rn, welcher von den Zeilen von J(f, a) erzeugt wird. Welche
geometrische Bedeutung hat W?

(4 Punkte)

Aufgabe 7 Seien A, B zwei Vektorfelder, aufgefaßt als Derivationen. Man
zeige, dass auch [A, B] = A ◦ B − B ◦ A ein Vektorfeld ist. Berechne als
Beispiel diese Lieklammer für die Vektorfelder

A =
n∑

v=1

fv
∂

∂xv

, B =
n∑

v=1

gv
∂

∂xv

.

Welche klassische Bedeutung hat das Ergebnis?

(4 Punkte)
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Aufgabe 8 Man definiert die äußere Ableitung

d : Ap(U)→ Ap+1(U), U ⊂ Rn offen,

durch die Formel

d(
∑

a

fadxa) =
∑

a

(dfa) ∧ dxa, dxa = dxa1 ∧ . . . ∧ dxap .

Man zeige, dass allgemeiner die Formel

(dω)(A1, . . . , Ap+1) =

p+1∑
i=1

(−1)i+1Aiω(A1, . . . , Âi, . . . Ap+1)

+
∑
i<j

(−1)i+jω([Ai, Aj], A1, . . . , Âi, . . . , Âj, . . . Ap+1)

gilt. Tipp: Man stütze sich auf Lemma 4.1 aus dem Skript. Es kommt darauf
an, die C∞-Multilinearität zu zeigen.

(4 Punkte)
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