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Die folgenden Hinweise sollten auf keinen Fall als Musterlosungen verstanden
werden!

Aufgabe 24 Wir berechnen die Oberflache des abgeschnitten Hyperboloids
Hy={(z,y,2) eR® | 22 =1+2"+¢* 0< 2 <t}

nach dem iiblichen Standardverfahren: Wir suchen zuerst eine Parametrisie-
rung a von H;, dann berechnen wir g(x,y) = J(a, (z,y))" J(a, (z,7)), dann
werten wir das Integral

/V Vdet(g(z,y))dzdy

aus.

Zunichst sei OBdA ¢ > 1, denn sonst ist die Oberfliche Null. Projeziert man
H, auf die x — y-Ebene, so ist das Bild die offene Kreisscheibe Er, um Null
mit Radius R; = v/t2 — 1. Man iiberzeugt sich leicht, dass durch

a: Eg — Hy, o(z,y) = (r,y,/1+ 22+ y?)
eine Parametrisierung gegeben ist.

Die Jacobimatrix von « ist

1 0
)= | O 1
\/1+a:2+y2 \/1+1‘2+y2.
Daher ist
% 4+ y?
det =1+ —"-7
Vag(a) \/+1+x2+y2
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Also ist die Oberfldche von H; gegeben durch

0= [
Enr, 1—|—x2+y

An dieser Stelle wire ich als rechenscheuer Student geneigt gewesen, aufzu-
geben. Oder ich hétte zu Maple bzw zum Bronstein gegriffen... Es bietet sich
eine Transformation in Polarkoordinaten an:

O(H(t)) = / / \/ 1+ 5 rdtdr = 27r \/1+ —— rd(r).
r€Er, —{0} Jt€(0,2m) TEER —{o} 1+ 7”2

Wir formen um

Ry 7’2 N
L | J
7T/0 ()

substituieren u = % und erhalten

Rf
..:ﬂ/ WJ14+ Y du
0 1+U

Wenn wir v = u + 1 setzen, erhalten wir

t2 t2
/ -1 / 1
.:71'/ 1~|—U dU:ﬂ'/ 2 — —dv.
1 v 1 v
Wir setzen nun w = /2 — % und erhalten

T 2
=2 ——d
ﬂ/l CE

mit 7' = 4/2 — . Wir miissen nun eine Stammfunktion von (2— bestim-
men. Es gilt
w? 2 1

2-w?)? (2—-w?)? 2—w?

Also ist

oo T
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Wir nennen das erste Integral I; und das zweite Integral 5. Die Stammfunk-
tion eines Integrals des Typs

1
/ prp dx

kennen wir natiirlich alle auswendig; es ist

1 1
/ dx = —artanh(g), (|z] < a).

a? — x? a

Also ist

I = [%manh(%)ﬁ.

Das I,-Integral kann mittels einer partiellen Integration auf I; zuriickgefiihrt
werden; es gilt

T
w
I = 2(1, — 21
1 |:2—’Uj2:|1+ (1 Q)a
also gilt
1 1 w 1"
2, = =11 + = )
? 21+2{2—w2]1

Wenn wir das in unsere obige Gleichung

O(H,)) = 2r(2I, — I)

einsetzen und 1T' = /2 — t% beniitzen, so erhélt man - hoffentlich -

0 2t2 — 1 1
H) =7tV/22 —1 - — = i 1.
O(H,) = V2t m 7 (artanh( 57 ) artanh(\/;)>

Asymptotisch, dh. fiir t — o0, ist die Oberfliche also

O(H,)) =~ nt*V/2.



