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Im Rahmen der Forschergruppe werden Fragen der arith-
metischen Geometrie untersucht. Das Spektrum der
Forschungstitigkeit umfasst Iwasawatheorie, étale Ho-
motopietheorie, automorphe Formen und ihre Defor-
mationen, spezielle Werte von L-Funktionen und vieles
mehr. Alle diese Gebiete sind eng miteinander verknupft.

Ein wesentliches Merkmal der arithmetischen Geometrie
ist es, zahlentheoretische Fragestellungen in eine geome-
trische Gestalt zu bringen, sodass geometrische Intuition
und Methoden zum Einsatz kommen kénnen. Dies soll in
diesem Artikel am Beispiel arithmetischer Kurven illus-
triert werden.

| Etale Homotopiegruppen

Die Homotopiegruppen eines (punktierten) topologi-
schen Raumes X sind definiert als die Mengen der Ho-
motopieklassen stetiger Abbildungen der n-Sphéren in
den gegebenen Raum:

mn(X) = [S", X].

Diese Mengen tragen fiir n > 1 eine natiirliche Gruppen-
struktur. Raume, die stetig ineinander deformiert wer-
den koénnen, haben isomorphe Homotopiegruppen. Die
Gruppe 7n(X) ist fir n > 2 abelsch; 71(X), auch Fun-
damentalgruppe genannt, kann jedoch hochgradig nicht-
kommutativ sein. Unter milden Annahmen an den Raum
X kann sie auch als Symmetriegruppe der universellen
Uberlagerung X interpretiert werden:

71(X) = Autx(X).

Eine besondere Rolle spielen asphirische Raume, d.h. sol-
che mit mp(X) = 0 fiir n > 2. Diese erhilt man durch
Austeilen der Operation der Fundamentalgruppe aus ei-
nem kontrahierbaren Raum. Ein Beispiel ist die Kreislinie
S1, die man aus der reellen Gerade durch Austeilen der
Translationswirkung von Z erhilt. Es gilt:

w(sl)ﬁ{o e
" R/

Nach einer Konstruktion, die auf Artin und Mazur
[AM69] zuriickgeht, kann man auch Objekten der alge-
braischen Geometrie, den Schemata, Homotopiegruppen

n=1.
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zuordnen. Dabei ordnet man einem Schema X zunichst
einen (gewohnlichen) topologischen Raum Xet zu. Auf
diese recht technische Konstruktion wollen wir in die-
sem Artikel nicht weiter eingehen — streng genommen
ist Xet nicht ein einzelner Raum, sondern ein inverses
System von Raumen, die man auf kombinatorische Weise
aus den étalen Uberdeckungen von X erhilt. Man defi-
niert dann die étalen Homotopiegruppen des Schemas X
durch

Wﬁt(X) = 7Tn(Xet).

Wir betrachten dies zunichst im Spezialfall von Kor-
pern: Fir einen Korper K ist sein Spektrum Spec(K)
der Einpunktraum zusammen mit den Elementen aus K
als ,,holomorphen* Funktionen. Der topologische Raum
Spec(K)et ist kompliziert, man kann aber zeigen, dass
seine hoheren Homotopiegruppen (d.h. m, fir n > 2)
verschwinden. Als Fundamentalgruppe begegnen wir ei-
ner alten Bekannten, der absoluten Galoisgruppe, also
der Automorphismengruppe des separablen Abschlusses
K von K:

7 (Spec(K)) = Galkx = Autk(K).

Besonders einfach stellt sich dies fiir den Kérper K = R
der reellen Zahlen dar. Der Korper der komplexen Zah-
len C ist ein separabler Abschluss von R und Autg(C) ist
zyklisch von der Ordnung 2, erzeugt von der komplexen
Konjugation. Wir erhalten:

et ~ 0 n#1,
mn (Spec(R)) = { 727 n=1.
Fiir einen endlichen Kérper F gilt:
0 n#1,
7S (Spec(F)) = { 3 m#l

Hier bezeichnet Z die proendliche Komplettierung der
Gruppe Z. Wir sehen eine groBe Ahnlichkeit zwischen
Spec(F)et und der Kreislinie S'. Beide Riume sind im
kohomologischen Sinne eindimensional und haben (fast)
die gleichen Homotopiegruppen.

Auch sehen wir, dass alle endlichen Korper die gleichen
Homotopiegruppen haben, durch diese also nicht unter-
schieden werden konnen. Bei Zahlkorpern ist dies funda-
mental anders. Ein inzwischen klassisches Resultat von
Neukirch und Uchida [Ne69, Uc76] besagt, dass zwei
endliche Erweiterungskorper von Q mit isomorpher Fun-
damentalgruppe bereits isomorph sind. Die Fundamen-
talgruppen von Zahlkérpern sind Untergruppen von end-
lichem Index in der absoluten Galoisgruppe von Q. De-
ren Studium ist ein zentrales Anliegen der Arithmetik.
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2 Beschrinkte Verzweigung

Betrachtet man eine Primzahl nicht als rationale Zahl,
sondern als Element einer endlichen Kérpererweiterung
von Q, so bleibt sie im allgemeinen nicht prim. Beispiels-
weise gilt

5=02+)(2-1)

im Koérper Q(/) der GauBschen Zahlen. Es ist bekannt,
dass in einer fest gegebenen endlichen Erweiterung von
Q fast alle Primzahlen quadratfrei bleiben. Die end-
lich vielen Ausnahmeprimzahlen nennt man die Verzwei-
gungsstellen der Erweiterung. Bezeichnet man fiir eine
endliche Primzahimenge S die maximale Erweiterung von
Q, in der hochstens die Primzahlen aus S verzweigen mit
Qs, so gilt daher

o= U aqs

S endlich

Somit bleibt die volle Information iiber die absolute Ga-
loisgruppe von Q in der Familie ihrer Faktorgruppen

Gs = Gal(Qs/Q), S endlich,

erhalten. Eine genaue Kenntnis der Gruppen Ggs hitte
viele zahlentheoretische Anwendungen, unter anderem
den GroBen Fermatschen Satz. Leider ist unser Wissen
liber die Gs bis heute noch nicht ausreichend, um den
GroBen Fermatschen Satz auf diese klassische Weise zu
zeigen — Wiles’ Beweis geht einen ginzlich anderen Weg.

Im Sinne der Homotopietheorie kénnen die Gruppen Gg
als Fundamentalgruppen offener Teilmengen des Schemas
Spec(Z) interpretiert werden. Die arithmetische Kurve
Spec(Z) entsteht aus Spec(Q) durch Anheften der Riu-
me Spec(Fp), wobei p alle Primzahlen durchliuft:

Spec(Q)

\

Spec(IF3)

Spec(Z) : Spec(IFs)

Spec(IFy)

Abbildung 1. Schematische Darstellung von Spec(Z)

Nimmt man eine Primzahlmenge S aus Spec(Z) heraus,
so gilt
Gs = 7§*(Spec(Z) \. S).

Im Fall S = @ besagt ein klassisches Theorem von Min-
kowski (,Q hat keine unverzweigten Erweiterungen®),
dass

75 (Spec(Z)) = 0

gilt. Man kann (berdies zeigen, dass die héheren Ho-
motopiegruppen von Spec(Z) 2-Torsionsgruppen sind.

MDMV 22/2014|218-221

Um den 2-Torsionseffekt zu eliminieren, wahlen wir ei-
ne feste ungerade Primzahl p und betrachten die p-
Komplettierung Spec(Z).P. Grob gesprochen geht mit
dem Prozess der p-Komplettierung alle Information ,,weg
von p“ verloren, sodass der Raum im Sinne der Homoto-
pietheorie einfacher wird. In unserer Situation bedeutet
dies, dass Spec(Z)Qtp triviale Homotopie hat. Das dndert
sich jedoch, wenn man Primzahlen entnimmt. Die Funda-
mentalgruppen

Gs(p) = m1((Spec(Z) ~ S)a’)

sind schon seit den 1960er Jahren Objekt intensiver For-
schung [Ko70]. Sie konn(t)en wesentlich besser verstan-
den werden, wenn die héhere Homotopie verschwindet.
In diesem Fall stimmt namlich die Kohomologie der Fun-
damentalgruppe mit der des Raumes liberein und letztere
ist besser verstanden.

3 Zahm oder wild

Nachdem wir Spec(Z)et durch Komplettierung nach ei-
ner fest gewihlten ungeraden Primzahl p vereinfacht ha-
ben, erhilt diese natiirlich eine Sonderrolle.

Liegt p in S, so ist die Situation vergleichsweise einfach:
Es gilt 7n((Spec(Z) ~ S)4P) = 0 fiir n > 2 [Sc96] und die
Fundamentalgruppe hat gute gruppentheoretische Eigen-
schaften. Insbesondere ist die kohomologische Dimensi-
on der Gruppe Gs(p) kleiner gleich 2. Man nennt dies
den wilden Fall (weil ,,wilde* Verzweigung zugelassen ist).

Liegt p nicht in S, so spricht man vom zahmen Fall. Das
Entfernen von Primzahlen g Z 1 mod p aus S andert
nichts an den Homotopiegruppen von (Spec(Z) ~. S).P,
weshalb wir von nun an stillschweigend annehmen wer-
den, dass alle Primzahlen in S kongruent 1 mod p sind.

Im zahmen Fall war lange Zeit wenig bekannt. Seit 1964
wusste man nach dem Satz von Golod und Shafarevich
[GS64] immerhin, dass Ggs(p) unendlich ist, sobald S
mindestens vier Primzahlen enthilt. Aber schon die Fra-
ge nach der kohomologischen Dimension der Gruppe
Gs(p) war lange offen und ist auch heute noch nicht
in voller Allgemeinheit geklart. Das erste Beispiel iiber-
haupt, in dem Gg(p) im zahmen Fall endliche kohomolo-
gische Dimension besitzt, wurde erst im Jahr 2005 gefun-
den. Dabei wurden Analogien zur Knotentheorie ausge-
nutzt.

4 Verschlingungsinvarianten

Wir haben gesehen, dass Spec(Z)L4” triviale Homotopie-
gruppen hat. Die Dimension dieses Raumes (im kohomo-
logischen Sinne) ist gleich drei. Er hat daher sehr dhn-
liche Eigenschaften wie der R3. Wir haben auch gese-
hen, dass Spec(IFq)et fiir eine Primzahl g sehr Zhnlich
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zur Kreislinie S! ist. Eine im R® eingebettete Kreislinie
nennt man auch Knoten. Dies fiihrt uns zu dem vagen
Bild, dass (Spec(Z) . S)4” wie das Komplement endlich
vieler disjunkter Knoten im R aussieht. Zwei Knoten im
R3 kénnen sich umeinander verschlingen, oder nicht.

=9

Abbildung 2. Unverschlungene und verschlungene Knoten

Wir wollen nun verstehen, was das fiir zwei Primzahlen
(die wir ja nun als Knoten aufzufassen versuchen) bedeu-
ten kénnte. Dies geschieht auf dem Umweg iliber die Ho-
mologie. Zunéchst kann man die Trivialitdt der Verschlin-
gungszahl in homologischen Termen ausdriicken. Dies
kann dann in die Sprache der Etalkohomologie iibersetzt
und schlieBlich wieder in unserer konkreten Situation in-
terpretiert werden. Man erhilt die folgende Definition,
die zuerst von Labute [La06] betrachtet wurde.

Definition: Seien ¢ und g zwei verschiedene Primzahlen kon-
gruent 1 mod p. Wir sagen, dass sich q in Spec(Z)4P um ¢

schlingt, wenn q keine p-te Potenz modulo ¢ ist.

Fir p = 3 sehen die ersten Verschlingungsdaten folgen-
dermaBen aus (v bedeutet verschlungen):

Tabelle I. Tabelle von Verschlingungsdaten in Spec(Z)43

g\ ¢ 7 13 19 31
7 - v v
13 - v v
19 v - v
31 v

Enttauscht sehen wir, dass unsere geometrische Intuition
offenbar unzutreffend war, weil das Diagramm nicht sym-
metrisch ist. So schlingt sich z.B. die 7 um die 13, die 13
aber nicht um die 7. Nichtsdestotrotz erweist sich die-
ses Konzept von Verschlingung als sinnvoll. Man definiert
einen gerichteten Graphen folgendermaBen:

Definition: Das Verschlingungsdiagramm T s(p) zu p und S
ist der folgende gerichtete Graph:

o Ecken sind die Primzahlen in S.
e Es verlduft eine gerichtete Kante von g nach ¢, wenn
sich g in Spec(Z)4P um ¢ schlingt.
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Beispiel:
/ 6 |
\ 163

Abbildung 3. Das Verschlingungsdiagramm fiir p = 3 und S =
{7,13,19, 61,163}

Definition: T's(p) heiBt nichtsinguldrer Kreis, wenn es eine
Anordnung S = {q1, ..., gn} gibt, sodass gilt:

e Der Kreis qi1g2---qnq1 liegt in T's(p), der inverse
Kreis q1gn - - - g2g1 jedoch nicht.

e Fiir / und j ungerade verlduft keine Kante von g; nach
gj in T's(p).

Insbesondere implizieren diese Bedingungen, dass n ge-

rade und mindestens gleich vier ist. An Abbildung 3 sieht

man, dass I"(71961,163} (3) €in nichtsingulirer Kreis ist.

Ironischerweise ist es die gerade eben noch als ungiinstig
angesehene Asymmetrie der Verschlingungsdaten, die die
obige Definition erst méglich macht.

5 Aspharizitat im zahmen Fall

Bei der Untersuchung der Gruppen Gs(p) hatte man im
zahmen Fall seit den 1970er Jahren nur geringe Fort-
schritte gemacht. Dies anderte sich erst im Jahr 2005, als
Labute [La06] eine Verbindung zwischen der Struktur des
Verschlingungsdiagramms und der zur Gruppe Gs(p) as-
soziierten graduierten Liealgebra herstellen konnte. Das
folgende Theorem, siehe [Sc06], ist eine Verallgemeine-
rung seines Resultats.

Theorem: Es sei p # 2 eine Primzahl und S eine endliche
Menge von Primzahlen kongruent 1 modulo p. Angenommen:

(i) Es gibt eine Teilmenge T C S, sodass I +-(p) ein nicht-
singuldrer Kreis ist.

(i) Zu jedem q € S ~ T existiert ein gerichteter Weg in
's(p), der in g beginnt und in T 1(p) endet.

Dann gilt:
mn((Spec(Z) ~ S)4P) =0 fiirn > 2

und die Gruppe Gs(p) ist von kohomologischer Dimension 2.

Das Theorem wendet sich z.B. auf den Fall p = 3,

= {7,19,61, 163} an. Dies war iberhaupt das ers-
te Beispiel, in dem das Verschwinden der héheren Ho-
motopiegruppen in der zahmen Situation bewiesen wer-
den konnte. Ein weiteres Beispiel ist p = 3, § =
{7,13,19,61, 163} (siche Abbildung 3). Fiir eine allge-
meine endliche Primzahlmenge S kann man zeigen, dass
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man durch Hinzunahme endlich vieler weiterer Primzah-
len kongruent 1 modulo p zu S die Voraussetzungen
des Theorems erfiillen kann. Unter den endlichen Prim-
zahlmengen S mit p ¢ S liegen daher diejenigen mit
7n((Spec(Z) ~ S)4P) = 0 fiir n > 2 kofinal. Ob die
Bedingung (ii) des Theorems unnétig ist oder zumindest
die héhere Homotopie ab einer gewissen GréBe von S
stets verschwindet, ist weiterhin eine offene Frage.

Die Beweismethode kann so weiterentwickelt werden,
dass sie sich auch auf allgemeine arithmetische Kurven
anwenden lasst. Man kann zeigen, dass auch diese vie-
le asphidrische offene Teilrdaume enthalten [Sc07, Scl0].
Leider verliert man hier die schéne Analogie zur Kno-
tentheorie.

Die Frage nach der Asphirizitit hoherdimensionaler
arithmetischer Schemata ist eines der Themen, die im
Rahmen der Forschergruppe untersucht werden.
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