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Ziel des Seminars ist es, den Beweis des folgenden Theorems zu verstehen:

Theorem 1 (Milnor/Bloch/Kato-Vermutung [=Satz von Voevodsky/Rost]). Der Normresthomo-
morphismus

KM
n (k)/m −→ Hn

et(k, µ
⊗n
m )

ist ein Isomorphismus.

Genaueres entnehme man [10]. Eine sehr schöne Einführung in das Thema ist auch [7], allerdings
wird hier nur der Fall m = 2 geschildert. Ziel soll es sein, den Beweis der Milnor/Bloch/Kato-
Vermutung und die benötigten Methoden kennen zu lernen. Hierbei soll der Schwerpunkt eher
nicht auf der homologischen Algebra liegen, sprich: die vorkommenden Kategorien und ihre Eigen-
schaften sollen erklärt werden, aber es soll z.B. nicht eine halbe Sitzung darauf verwendet werden,
zu zeigen, dass das Tensorprodukt in der Kategorie XY wohldefiniert ist, o.ä. Damit soll auf kei-
nen Fall behauptet werden, dass das uninteressant oder auch nur einfach wäre: die Definition der
motivischen Kategorien und der Nachweis ihrer Eigenschaften waren bahnbrechende Leistungen
von Voevoedsky und anderen. Nur ist das nicht das Thema des Seminars und würde uns daran
hindern (man zähle z.B. einfach die Seitenzahlen der verwendeten Arbeiten zusammen, q.e.d.),
unser eigentliches Ziel zu erreichen, nämlich diesen Apparat bei der Arbeit zu sehen.

Benötigtes Vorwissen für das Seminar:

Homologische Algebra
- Derivierte Kategorien, Spektralsequenzen
- simpliziale Mengen, allgemeiner: simpliziale Objekte in Kategorien
- abgeschlossene Modellkategorien
- Etalkohomologie, Definition und grundlegende Eigenschaften, analog: Nisnevich-Topologie (siehe
[9] oder auch [8, S. 95])

Milnorsche K-Theorie (siehe [1] Teil I. Eine sehr schöne Einführung liefert auch die Diplomarbeit
von M. Kerz [5])
- Definition und elementare Eigenschaften
- Normabbildung unter endlichen Körpererweiterungen
- Milnor K-Gruppen von (vollständigen) diskreten Bewertungsringen

Algebraische Geometrie (siehe [2], Kapitel 1)
- Schnittzahl im (einfachen) Fall von sich eigentlich schneidenden Zykeln auf einer glatten Varietät.

Grobe Zeitvorgabe für jeden Vortrag (bis auf Vortrag 1, der nur eine Sitzung braucht) sind 2
Sitzungen, wenn jemand merkt, dass er weniger braucht, so sollte er/sie auch weniger Zeit in
Anspruch nehmen. Spätere Vortragende sind eventuell dankbar für etwas mehr Zeit.
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Wer mitmachen will, schicke mir bitte bis Ende September eine email mit der Angabe von
mindestens zwei Wunschvorträgen. Ich werde dann die Vorträge verteilen (eventuell auch Vorträge
auf zwei Personen aufteilen).

1 Einführungsvortrag (A.S.)
Einführung und Reduktion der MBKV auf den Fall `-spezieller Körper der Charakteristik Null.

2 (Prä-)Garben mit Verlagerung und DM eff
− (k)

Man führe endliche Korrespondenzen und die zugehörige Kategorie SmCor(k) ein ([20, Chapter
5] oder [13, S.8]). Anschließend behandle man [20, Chapter 5, §3.1]; man stelle die Ergebnisse vor,
Beweise aber nur von 3.1.8 und 3.1.9 geben. Proposition 3.1.11 kann ausgelassen werden und direkt
Theorem 3.1.12 ohne Beweis dargestellt werden, da der Begriff der Prätheorie ohnehin nicht weiter
behandelt wird. Man ergänze allerdings letzteren Satz um die Aussage von [20, Chapter 3, 4.1.8].
Dann definiere manDMeff

− (k). Als zusätzliche Quellen können [13, §1] und [6, Lectures 1, 2] dienen.
[20], Chapter 5, §3.2 bis vor Theorem 3.2.6: Für eine Prägarbe mit Verlagerungen F definiere man
den zugehörigen singulären simplizialen Komplex C∗(F ). Mit dessen Hilfe lässt sich DMeff

− (k)

als Lokalisierung von D−(ShvNis(SmCor(k))) nach schwachen Äquivalenzen auffassen und eine
Tensorstruktur auf DMeff

− (k) definieren. Weitere Quellen sind [13], 1.12–2.8 sowie [6, Lecture 14].
Dann gebe man eine kurze Aufstellung der wichtigsten Eigenschaften ([13, §4], oder [20, S.194]
(ohne gm)). Erklärt werden soll der Gysin-Homomorphismus und kohomologische Reinheit ([13],
Theorem 4.10). Schließlich folgendes erklärt werden.

Für einen Funktor F von Schemata nach abelschen Gruppen definiert man den Funktor F−1 als
den Funktor X 7→ coker(F (X)→ F (X×Gm)). IstK ein Komplex von Garben mit Verlagerungen,
so sei (K−1)? der Komplex von Garben, der durch Garbifizierung des Funktors K−1 bzgl. der ?-
Topologie (? = Zar, Nis oder ét) entsteht. Dann gilt

Lemma 2 ([20], Ch.3, 4.34). Hat K homotopiinvariante Kohomologiegarben Hi(K), so gibt es
einen natürlichen Isomorphismus von Funktoren

Hi
?(−,K)−1 ∼= Hi

?(−, (K−1)?).

Nun ist Hi(K) die Garbe zur Prägarbe X → Hi
?(X,K), so dass wir insbesondere Isomorphis-

men
(Hi(K)−1)? ∼= Hi((K−1)?)

erhalten.

3 Motivische Kohomologie, Milnorsche K-Gruppen
[13] §3: Die motivische Kohomologie glatter Varietäten wird eingeführt: motivische Komplexe Z(n)
und motivische Kohomologie, Eigenschaften. Besonders wichtig ist die Verbindung zur Milnor-K-
Theorie in Theorem 3.4, und die Identifizierung der étalen Version motivischer Kohomologie mir
gewöhnlicher Etalkohomologie im Fall der Koeffizienten Z/mZ(n).

Man erkläre den Kürzungssatz in der Form wie in [18], Cor. 4.10 formuliert. Eventuell kann man
die Aussage auf 4.9 zurückführen, wobei man obiges Lemma 2 benutzt.

[13] §5: Einführung der cdh-Topologie. Unter „Singularitätenauflösung“ (die wir annehmen, da wir
schlußendlich in Charakteristik Null arbeiten) ist jede Varietät lokal glatt in der cdh-Topologie.
Jede homotopieinvariante Nisnevich-Garbe mit Verlagerungen ist eine cdh-Garbe. Motivische Ko-
homologie beliebiger Varietäten über DM und über cdh.
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4 Beilinson-Lichtenbaum
In diesem Vortrag soll gezeigt werden, dass die schwache Form der MBKV bereits die Beilinson-
Lichtenbaum-Vermutung (und damit insbesondere die starke Form der MBKV) impliziert. Man
beweise diese Aussage in der Form von [10], Theorem 2, also mit Q/Z(`)-Koeffizienten. Für den
Beweis ist das aber eigentlich egal, im folgenden seien die Koeffizienten stets A = Z/`r, 1 ≤ r ≤ ∞,
wobei wir die Konvention Z/`∞ = Q/Z(`) benutzen. Der Beweis hat die folgenden Schritte:

1. Von Körpern zu affinen semilokalen Schemata [13], Proposition 7.6
2. BL mit Trägern: Man bringe den Beweis von [13], Corollary 8.4 und erkläre in groben Zügen,

wie sich das Ergebnis auf den nicht notwendig glatten Fall (also Theorem 8.5) ausdehnt.
3. Man zeige, dass es natürliche Inklusionen

δ : Hi
B(X,C•) ↪→ Hn

B(X × ∂∆n−i+1, C•)

gibt ([13], Lemma 9.2). Überdies, mit (S, pt) = A1/(0 ∼ 1), haben wir Injektionen

δ̃ : Hn
B(X,C•) ↪→ Hn+1

B (X × S, C•)

([13], Cor. 10.2). FürX = Spec(K),K/k endlich erzeugt, C• = Z/`r(n) und jedes z ∈ Hi
B(K,Z/`r(n))

verschwindet die Einschränkung von δ̃δ(z) auf eine offene Teilmenge von ∂∆n−i+1
K ×S, welche die

(endliche) Menge {Ecken von ∆n−i+1
K } × pt enthält ([13], Prop. 10.3).

Mit Hilfe dieser Informationen kann man dann zeigen ([13], Beweis von Theorem 7.4), dass
(unter der schwachen MBKV) die BLV für Körper richtig ist. Hieraus folgt sie für beliebige glatte
Varietäten aus allgemeinen Prinzipien.

5 Motivische Homotopietheorie, Reinheitssatz und Gradab-
bildung

Man definiere ([8]) die motivischen Homotopiekategorien H(k) und H•(k) Das Smash-Produkt
zweier punktierter simplizialer Garben entnehme man [8, S.82]. Der Zusammenhang zur motivi-
schen Kohomologie ([16, Theoreme 2.1 & 2.4]) Reinheitssatz [8, 2.23, S.115], den wir ohne Beweis
zitieren. Danach zeige man [16], 2.1–2.4 und konstruiere die Gradabbildung, also bringe [16], 2.5.–
2.11.

6 Hilbert 90 und die Folgen

[16], §6: Die Bedingung Hn+1,n
L (k,Z(`)) = 0 für jeden Körper k bezeichnet man mit H90(n, `).

Dieser Vortrag zeigt, wie diese Bedingung die MBK-Vermutung für n und ` impliziert. Das ist nicht
schwierig (siehe [10], Lemma 3). Wir brauchen aber mehr. Man rechne das Ergebnis zunächst in
die Azyklizität des Komplexes K(n) um (siehe [16], Theorem 6.6). Man bringe dann [16], 6.11,
6.12, 6.13.

[16], §5: Man bringe einen Beweis von [10], Theorem 4, der im wesentlichen gleich [16], Thm. 5.9
ist. Dazu bringe man den gesamten Inhalt von §5 (und beachte die hier veränderte Terminologie
BK(n)). Schließlich bringe man das Reduktionsargument (am besten ausgeführt in [7]), welches
alles auf [10], Theorem 5 zurückführt.

7 Motive über simplizialen Schemata

Man erkläre den gesamten Inhalt von [17]. Insbesondere definiere man die Kategorie DMeff
i (X ) für

simpliziale Schemata X ([17], Def. 4.2). Aus §5 ist insbesondere 5.18 wichtig. Für §6 brauchen wir
zunächst einiges aus §8 (interne Hom-Objekte). Aus §6 brauchen wir alles, insbesondere 6.8 und
6.21 (wo die Formulierung geeignet korrigiert werden muss). Schließlich sollte noch der Kommentar
zu Koeffizienten (§7) gebracht werden.
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8 vn-Varietäten
Das Projektive-Bündel-Theorem liefert Chernklassen. Siehe [4], Appendix A 3, [15], Theorem 4.1,
14.1. Definition von Milnorklasse und vn-Varietät.

Dann bringe man Kapitel 1 von [12] in dem gezeigt wird, dass ein Theorem von Rost (Thm
1.21) das für den Beweis der MBKV wichtige Theorem 6.3 aus [19] (= Theorem 15 in [10]) für
`-spezielle Körper impliziert (was ausreicht).

9 Motivische Kohomologieoperationen und
Margolis-Homologie

[16], §3 + §9: Analog zu entsprechenden Konstruktionen in der algebraischen Topologie gibt es
in der mod ` motivischen Kohomologie Operationen Qi mit der Eigenschaft Q2

i = 0. Aufgrund
dieser Eigenschaft lässt sich die so genannte Margolis-Homologie definieren. Wichtig für uns ist
ihr Verschwinden unter geeigneten Voraussetzungen.

Die Existenz der Qi und die in [15, 13.4–13.6] gezeigten Eigenschaften setze man dabei ohne
Beweis voraus. Man präsentiere den Eindeutigkeitssatz [19] Theorem 2.1 ohne Beweis.

Dann zeige man [19] 4.3 über das Verschwinden der Margolishomologie gewisser eingebetteter
simplizialer Schemata, sowie Theorem [19] Theorem 4.4.

10 Symmetrische Potenzen und das verallgemeinerte Rost-
Motiv

Man präsentiere [19], §3 um Theorem 3.8 zu verstehen. Dann präsentiere man den Inhalt von [19],
§5 (Konstruktion der verallgemeinerten Rost-Motive).

11 Beweis der MBKV unter der Annahme des Existenz ge-
eigneter Zerfällungsvarietäten

[19], §6 inklusive allem, was hier aus [16] benutzt wird.

12 Normvarietäten
Hier soll die Konstruktion geeigneter Zerfällungsvarietäten zu Symbolen beschrieben und der Be-
weis von Rost’s Theorem 1.21 aus [12] gebracht werden. Dies ist der letzte Stein im Gebäude und
schließt den Beweis der MBKV ab. Die Konstruktion ist induktiv. Startpunkt ist der Fall n = 2,
wo man Brauer-Severi-Varietäten benutzt, siehe [11]. Der Induktion schritt ist in [12] §2 beschrie-
ben. Zum Nachweis der Eigenschaften in §§3–5 braucht man die Gradformel 4.8. Diese folgt aus
Rosts Gradformel (4.7). Der Beweis der Implikation 4.7 ⇒ 4.8 benutzt jedoch Bordismustheorie
und außerdem haben wir in Vortrag 5 eine adhoc-Definition der Gradabbildung benutzt, die hier
nicht weit genug reicht. Daher ist es warscheinlich sinnvoll, 4.8 ohne Beweis zu verwenden. Im
weiteren brauchen wir Rosts Kettenlemma (5.1). Je nachdem wie viel Zeit bleibt, kann etwas zum
Beweis gesagt werden, oder falls zu wenig Zeit ist, gleich 5.6 ohne Beweis zitiert werden. Gleiches
gilt für das Norm-Prinzip (5.8) dessen Beweis sich in [3] findet.
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