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Aufgabe 1. Bestimmen Sie die Grundeinheiten der reell-quadratischen Zahlkérper Q(\/E)
mit d = 3,5, 13, 14.

Aufgabe 2. Die Schlacht von Hastings (14.10.1066).

Harolds Mannen standen nach alter Gewohnheit dichtgedringt in 13 gleichgrofien Quadra-
ten aufgestellt, und wehe dem Normannen, der es wagte, in eine solche Phalanx einbrechen
zu wollen. ... Als aber Harold selbst auf dem Schlachtfeld erschien, formten die Sachsen ein
einziges gewaltiges Quadrat mit ihrem Konig an der Spitze und stiirmten mit Schlachtru-
fen ,Ut!“,  Olicrosse!“, , Godemite!“ vorwérts. ... (vgl. ,,Carmen de Hastingae Proelio“ von
Guy, Bischof von Amiens)

Wie grof} soll die Armee Harolds II. gewesen sein? (Man mache sich Gedanken iiber die
Glaubwiirdigkeit der Quelle.)

Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass unter den Summen 1+ 2 4 --- 4+ n,n € N, unendlich viele
Quadratzahlen vorkommen.

Hinweis: Verwenden Sie die Einheiten des Zahlkorpers Q(v/2).

Aufgabe 4. Sei a die reelle Losung der Gleichung o 4+ 2a — 1 = 0, und sei K = Q(«).

(a) Bestimmen Sie den Ganzheitsring Ok, die Diskriminante dx und die Idealklassen-
gruppe Clg von K.

Hinweis: Zeigen Sie, dass d(1,a,?) quadratfrei ist, und schliefen Sie daraus auf
Og. Fiir die Idealklassengruppe benutzen Sie neben der Minkowski-Schranke die
Gleichung 2a = (1 — a)(1 + a + a?).

(b) Bestimmen Sie die Einheitengruppe Ek.
Hinweis: Zeigen Sie zuniichst, dass a~! eine Einheit ist mit 2 < a~! < 3. Verwenden
Sie dann die Ungleichung (1) (und die Notation) aus der Zusatzaufgabe, um zu zeigen,
dass 1 < a~! < u?. Was folgt daraus fiir die Grundeinheit u?



Zusatzaufgabe: Sei K ein kubischer Zahlkérper mit Diskriminante dx < 0. Zeigen Sie:

(a) K besitzt genau eine reelle Einbettung. Im Folgenden fassen wir K mittels dieser
Einbettung als Unterkorper von R auf. Die Einheitengruppe Ek ist von der Form
{+u" | n € Z} mit einer eindeutig bestimmten Grundeinheit u > 1. Sind pe*™ die
beiden anderen Konjugierten von u, so gilt up? = 1 und

d(1,u,u*) = —4sin® ¢ - (p* + p~* — 2cos p)*.

(b) Es gilt
|d(1,u,u?)| < 4(u® +u™> +6).

Folgern Sie daraus, dass

5 _ ldx|
>— —T. 1
w > 1 (1)
Bestimmen Sie als Anwendung die Grundeinheit von Q(€/§)

Hinweis: Um die erste Ungleichung zu zeigen, setze man ¢ = cos p, z = p>+ p~> und
verwende die (Un)Gleichung

(1-F)(z—2)=2"+4—4¢" — (cx +2(1 — 02))2 < 2?4+ 4.



