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Geleitwort

Im Jahr 1969 erschien Jiirgen Neukirchs Buch Klassenkdorpertheorie im da-
maligen Bibliographischen Institut Mannheim. Ziel des Buches war es, einem
Leser, der sich mit den Grundlagen der algebraischen Zahlentheorie vertraut
gemacht hat, einen raschen und moglichst unmittelbaren Zugang zur Klassen-
korpertheorie zu verschaffen. Sein Buch ist bis heute die beliebteste deutsch-
sprachige Einfiihrung in das Gebiet geblieben. Und das, obwohl es seit vielen
Jahren vergriffen war; schon ich habe in den 1980er Jahren als Student mit
einer Kopie eines schon gut zerlesenen Bibliotheksexemplars gelernt.

So entstand die Idee, den Text wieder verfiighar zu machen: einerseits als ge-
drucktes Buch zum Arbeiten, und andererseits als frei herunterladbare Datei.

Der Text dieser Ausgabe ist im wesentlichen identisch mit dem des Neukirch-
schen Originals; es wurden lediglich einige wenige Fehler korrigiert und die
Schreibweise behutsam an die heutigen Ublichkeiten angepasst.

Ganz herzlich gedankt sei Frau Rita Neukirch, die die Neuausgabe dieses
Werkes ihres verstorbenen Ehemannes so aufgeschlossen und konstruktiv un-
terstiitzt hat. Gedankt sei auch Frau Rosina Bonn, die den Originaltext in
exzellenter Qualitét ins N TEX-Format brachte.

Heidelberg, im Januar 2011 Alexander Schmidt
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Meinem Lehrer

WOLFGANG KRULL

gewidmet
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Vorwort

Die vorliegende Schrift ist eine verbesserte Neuauflage der in den Bonner Ma-
thematischen Schriften, Nr. 26, zuerst erschienenen Arbeit gleichen Titels. Sie
hat ihren Ursprung in einer Vortragsreihe, die der Verfasser in den Jahren
1965/66 im Oberseminar von W. KRULL in Bonn gehalten hat. Da es in der
Literatur an einer einheitlichen, auf den modernen kohomologischen Metho-
den beruhenden Abhandlung der Klassenkorpertheorie mangelte, schien eine
zusammenfassende Ausarbeitung der Vortridge niitzlich zu sein. Dabei kam
es vor allem darauf an, dem Leser, der sich mit den Grundlagen der alge-
braischen Zahlentheorie vertraut gemacht hat, einen raschen und moglichst
unmittelbaren Zugang zur Klassenkorpertheorie zu verschaffen.

Die Schrift besteht aus drei Teilen, deren erster die Kohomologie der endli-
chen Gruppen behandelt. Die Kohomologie hat sich heute weite Bereiche der
algebraischen Zahlentheorie erobert. Dennoch wird immer wieder die Frage ge-
dufsert, ob nicht die Klassenkorpertheorie von ihr wieder befreit werden konne.
Abgesehen von den mit der Kohomologie eng verkniipften algebrentheoreti-
schen Formulierungsmoglichkeiten steht eine solche Theorie bis heute nicht zur
Verfligung, wenn auch Erwégungen dieser Art durch die Ergebnisse von J. Lu-
BIN und J. TATE iiber die explizite Bestimmung des lokalen Normrestsymbols
neue Nahrung gefunden haben. Bei allem darf jedoch nicht iibersehen werden,
dass die Kohomologie — insbesondere fiir den Lernenden — eine Fiille weitrei-
chender Vorteile bietet. Sie spielt in der Klassenkorpertheorie die Rolle eines
Kalkiils, der einen klaren, logischen und nach einheitlichen Gesichtspunkten
geordneten Aufbau der Theorie ermd&glicht. Thre Bedeutung liegt aber keines-
wegs allein im Formalen. Vielmehr erlebte die lokale Klassenkorpertheorie,
die zunéchst {iber das durch den Frobeniusautomorphismus gegebene Norm-
restsymbol nur fiir die unverzweigten Koérpererweiterungen entwickelt werden
konnte, einen entscheidenden Fortschritt gerade durch die Kohomologie, die
auch die verzweigten Erweiterungen der klassenkorpertheoretischen Behand-
lung zugénglich machte. Diese durch H. HASSE entdeckte Gesetzméfigkeit,
die eine unmittelbare Auswirkung auch auf die globale Theorie hatte, wur-
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X Vorwort

de zwar zunéchst in algebrentheoretischer Formulierung ausgesprochen, doch
blieben die dahinter stehenden kohomologischen Prinzipien nicht lange ver-
borgen. Aber iiber die Klassenkorpertheorie hinaus ist die Kohomologie auch
in die allgemeinere Korpertheorie vorgedrungen und hat durch die Galoiskoho-
mologie zu einer Fiille weitreichender Resultate von génzlich neuartigem Reiz
gefiithrt. Auch aus diesem Grund kann es dem Studierenden gelegen sein, die
Wirkungsweise des kohomologischen Kalkiils in der Algebra an einem so kon-
kreten Beispiel wie der Klassenkorpertheorie kennenzulernen und sich damit
gleichzeitig einen Zugang zu weiteren Bereichen der Mathematik zu eréffnen.
Auf der anderen Seite ist jedoch nicht zu verkennen, dass mancher an der Klas-
senkorpertheorie an sich interessierte Studierende gerade von der Kohomologie
abgeschreckt wird, die ihm auf den ersten Blick als ein ratselvoller formaler
Mechanismus erscheinen mag, der sich einem unmittelbaren Verstdndnis nur
schwerlich erschliefst. Aus diesem Grund werden in der vorliegenden Abhand-
lung nur die fiir die kérpertheoretischen Anwendungen wesentlichen Begriffs-
bildungen und Satze der Kohomologietheorie gebracht, und es wird iiberall
eine moglichst elementare Darstellung angestrebt, wahrend die Verwendung
allgemeiner Begriffe der homologischen Algebra vermieden wird.

Der zweite Teil behandelt die lokale Klassenkorpertheorie. An den Anfang
wurde die ARTIN-TATEsche Theorie der Klassenformationen gestellt, die den
auf der Grundlage des Satzes von TATE beruhenden rein gruppentheoretischen
Formalismus der lokalen und globalen Klassenkorpertheorie herausarbeitet.
Aus Griinden der formalen Einfachheit wird hier der Begriff der pro-endlichen
Gruppe verwandt. Zum Versténdnis alles Weiteren jedoch ist er nicht unbe-
dingt erforderlich, da sich die wesentlichen S&tze doch immer nur auf die
endlichen Gruppen beziehen, aus denen sich die pro-endlichen aufbauen. Im
§7 sind die neueren Ergebnisse von LUBIN und TATE [34] iiber die explizite
Darstellung des Normrestsymbols aufgenommen worden, die spater auch im
globalen Teil beim Beweis des ARTINschen Reziprozitéitsgesetzes Anwendung
finden.

Der Teil III schliefllich behandelt die Klassenkdrpertheorie der endlichen alge-
braischen Zahlkérper. Um eines moglichst gradlinigen Aufbaus willen wurde
die Theorie der Funktionenkoérper iiber endlichen Konstantenkérpern nicht
eingearbeitet. Um herauszustellen, inwieweit sich die globalen Sétze aus der
lokalen Theorie herleiten lassen, sind die Uberlegungen rein lokalen Charak-
ters ausdriicklich von jenen getrennt worden, die spezifisch globale Natur be-
sitzen. Fiir eine durchsichtige Darstellung erwies es sich als sehr zweckmé-
kig, gewisse Kohomologiegruppen zu identifizieren, die bei der gleichzeitigen
Betrachtung verschiedener Korpererweiterungen auftreten. Beim Aufbau der
globalen Theorie wird durchweg mit dem CHEVALLEYschen Idelbegriff gear-
beitet, doch wird grofer Wert darauf gelegt, die Bedeutung der klassischen
Kummerschen Theorie herauszupraparieren. Beim Reziprozititsgesetz wurde
ein klarer Beweisaufbau dadurch erzielt, dass die Behandlung der Idelgruppe
von der der Idelklassengruppe scharf getrennt wurde. Im letzten Paragraphen

(©Alexander Schmidt: www.mathi.uni-heidelberg.de/~schmidt/Neukirch/



Elektronische Ausgabe. Frei fiir den privaten Gebrauch.

Vorwort XI

wird die Verbindung zwischen der modernen und der klassischen rein ide-
altheoretischen Fassung der Klassenkdrpertheorie im Sinne des HASSEschen
Zahlberichts hergestellt.

Meinem verehrten Lehrer Herrn Professor W. KRULL mdchte ich fiir sein
aktives Interesse und seine rege Anteilnahme an der Entstehung dieser Ab-
handlung recht herzlich danken. Ein besonderes Verdienst hat sich Herr K.-O.
STOHR um die Schrift erworben. Fiir seine erste Ausarbeitung meiner teilweise
nur skizzenhaften Vortrige iiber die Kohomologie und die lokale Klassenkor-
pertheorie und fiir die vielen wesentlichen Verbesserungsvorschldge bin ich
ihm zutiefst dankbar.

Bonn, Juli 1969 Jiirgen Neukirch

(©Alexander Schmidt: www.mathi.uni-heidelberg.de/~schmidt/Neukirch/



Elektronische Ausgabe. Frei fiir den privaten Gebrauch.

(©Alexander Schmidt: www.mathi.uni-heidelberg.de/~schmidt/Neukirch/



Elektronische Ausgabe. Frei fiir den privaten Gebrauch.

Inha

Itsverzeichnis

Teil I: Kohomologie der endlichen Gruppen ................
§1. G-Moduln ...... ...
§2. Die Definition der Kohomologiegruppen ....................
§3. Die exakte Kohomologiesequenz ...........................
§4. Die Inflation, Restriktion und Korestriktion.................
§5. Das Cupprodukt ........ ... ... .
§6. Kohomologie der zyklischen Gruppen ......................
§7. Der Satzvon Tate ....... ... .. i
Teil I1: Lokale Klassenkérpertheorie ........................
§1. Abstrakte Klassenkdrpertheorie .......... ... . ... . ... ...
§2. Galoiskohomologie......... ... .. . . . i
§3. Die multiplikative Gruppe eines p-adischen Zahlkérpers ... ...
§4. Die Klassenformation der unverzweigten Erweiterungen ... ...
§5. Das lokale Reziprozititsgesetz....... ...
§6. Der Existenzsatz ........ .. ...
§7. Die explizite Bestimmung des Normrestsymbols .............

Teil III: Globale Klassenkérpertheorie .................... ...

§1.
§2.
§3.
§4.
§5.
§ 6.
§7.
§8.
§9.

Zahlentheoretische Vorbereitungen.........................
Idele und Idelklassen . ........ ... . ... i
Kohomologie der Idelgruppe ......... ...,
Kohomologie der Idelklassengruppe .............. ... ...
Idelinvarianten . ........ ... .. .. . .
Das Reziprozitatsgesetz ......... ... ... .. ... . .. . ...
Der Existenzsatz . ........c. i
Das Zerlegungsgesetz . .........o i
Die idealtheoretische Formulierung der Klassenkorpertheorie . .

Literaturverzeichnis ........... .. ... .. ... . .

Sachverzeichnis . ........ .. ... . . . .

(©Alexander Schmidt: www.mathi.uni-heidelberg.de/~schmidt/Neukirch/

193



Elektronische Ausgabe. Frei fiir den privaten Gebrauch.

(©Alexander Schmidt: www.mathi.uni-heidelberg.de/~schmidt/Neukirch/



Elektronische Ausgabe. Frei fiir den privaten Gebrauch.

Teil 1

Kohomologie der endlichen Gruppen
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§1. G-Moduln 3

§ 1. G-Moduln

Die Kohomologie der endlichen Gruppen befasst sich mit einer allgemeinen
Situation, die wir in den verschiedensten konkreten Formen immer wieder an-
treffen. Ist zum Beispiel L|K eine endliche galoissche Korpererweiterung und
G ihre Galoisgruppe, so operiert G auf der multiplikativen Gruppe L™ des
Oberkorpers L. Handelt es sich speziell um eine Erweiterung endlicher alge-
braischer Zahlkorper, so operiert G auf der Idealgruppe J des Oberkorpers L.
Der Gruppenerweiterungstheorie entnehmen wir das folgende Beispiel: Ist G
eine abstrakte endliche Gruppe und A ein abelscher Normalteiler, so operiert
G auf A durch Konjugiertenbildung. In der Darstellungstheorie haben wir es
mit Matrizengruppen G zu tun, die auf einem Vektorraum operieren. Allen
diesen Fillen gemeinsam liegt der Begriff des G-Moduls zugrunde. Uber ihn
haben wir zunéchst einige allgemeine Betrachtungen anzustellen, die zum Teil
aus der Theorie der Moduln iiber beliebigen Ringen wohlvertraut sind.

Wahrend unserer gesamten Ausfiihrungen bedeutet G eine endliche multipli-
kative Gruppe, deren Einselement mit 1 bezeichnet wird.

(1.1) Definition. Ein G-Modul A ist eine abelsche (additive) Gruppe A,
auf der die Gruppe G operiert, derart dass fiir 0,7 € G und a,b € A gilt

1) la = a,

2) o(a+b) =0a+ ob,

3) (o7)a=o(ra).

Wiewohl wir es in den Anwendungen meistens mit multiplikativen G-Moduln
A zu tun haben, ziehen wir in diesem Teil aus formalen Griinden die additive
Schreibweise vor.

Der Begriff des G-Moduls ordnet sich dem tiblichen Modulbegriff unter, wenn
wir von der Gruppe G zum Gruppenring Z[G] iibergehen. Dieser besteht
aus allen formalen Summen Z

Neo

oceG
mit ganzzahligen Koeffizienten n, € Z. Mit anderen Worten:
Z[G] ist die freie abelsche (additive) Gruppe, die aus den Elementen von G
gebildet ist:
Z[G) ={)_no,o|n, €Z}.
oceG

Da man die Summen ) .. 7,0 miteinander multiplizieren kann, ist Z[G]
ein Ring. Einen G-Modul A kénnen wir hiernach direkt als einen Modul iiber
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4 Teil I. Kohomologie der endlichen Gruppen

dem Ring Z[G] auffassen, indem wir die Operation von Z[G] auf A durch
(Z Neo)a = Z ne(ca), ac€A,
oeG oeG

festlegen. Natiirlich ist Z[G] als additive Gruppe selbst ein G-Modul; er wird
in unseren Betrachtungen eine ausgezeichnete Rolle spielen.

Im Gruppenring Z[G] sind zwei Ideale ausgezeichnet:
IG:{ZHUU\ ZnU:O} und Z'NG:{TL'ZO'|TLEZ}.
ceCG oeG ceG
I heiftt das Augmentationsideal von Z[G|. Es ist der Kern des Homomor-

phismus
e: Z[G) — Z mit E(Z Neo) = Z Ny
oeG oeG
der auch als Augmentation von Z[G| bezeichnet wird.

Das Element Ng = ) .0 € Z[G] heifit die Norm (oder auch Spur) von
Z[G). Fiir jedes 7 € G gilt TNg = ) .70 = Ng, und dies bedeutet, dass
Z-N¢ ein Ideal von Z[G] ist. Die Abbildung

p:Z — Z|G] mit p(n) =n-Ng
heift die Koaugmentation von Z[G]. Wir setzen Jg = Z[|G]/Z-Ng. Wir
erhalten mit diesen Bezeichnungen die exakten Sequenzen')

0—Ig —Z[GZ—0

0 —Z 527Gl — Jg—0
von Ringen und Ringhomomorphismen. Betrachten wir diese Ringe nur als
additive Gruppen, so sehen wir sofort, dass es sich um lauter freie abelsche

Gruppen handelt, und dass I¢ und Jg als direkte Summanden von Z[G]
auftreten:

(1.2) Satz. I ist die freie durch die Elemente o0 — 1, 0 € G, o # 1, erzeugte
und Jg die freie durch die Elemente 0 mod Z-Ng, 0 # 1, erzeugte abelsche
Gruppe. Es gilt

2(6] = (@ Zo) S TNG = Jo & Z .

Y Eine Sequenz --- — A - B % C — --- von Gruppen, Moduln oder Ringen
und Homomorphismen i, j, ... heifft exakt, wenn das Bild der vorhergehenden
Abbildung gleich dem Kern der nachfolgenden ist. Insbesondere haben wir es
hiufig mit den kurzen exakten Sequenzen 0 — A = B % C — 0 zu tun. Sie
besagen, dass wir einen surjektiven Homomorphismus j von B auf C' mit dem
Kern iA 2 A vor uns haben.
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§1. G-Moduln 5

Beweis. Ist )  .oneo € Ig, so ist )  one = 0, also Y .oneo =
Y vegNo(oc — 1), und wenn o, ne(0c —1) = 0, so ist n, = 0 fiir
alle 0 € G, 0 # 1.

Da jedes Element ) .. n,0 € Z[G] die Darstellung

Zn00:2n0(0—1)+(2n0)~1

ceG ceG ceG
besitzt, haben wir die offenbar direkte Zerlegung Z[G] = I @ Z-1. Ist ande-
rerseits ) . NMo0 mod Z-Ng € Jg, so kdnnen wir schreiben

Z Ngo = Z(na —n1)o+nq- Z o= Z(na —n1)o mod Z-Ng,

ceG o#1 oceG o#1
und aus EWH neo € Z-N¢ folgt offenbar n, = 0 fiir alle o #£ 1.

Daher ist Jg die freie durch die Elemente o0 mod Z-Ng, o # 1, erzeugte
abelsche Gruppe. Wegen der eindeutigen Darstellung

Z NGO = Z(ng —n1)o +n1-Ng

oeG o#1
haben wir gleichzeitig die direkte Zerlegung Z|G] = (D, ., Zo) ®Z-Ng.

Die Ideale I und Z-Ng von Z[G] stehen sich in dem folgenden Sinne dual
gegeniiber.

(1.3) Satz. I¢ = AnnZ-Ng und Z-Ng = Ann .

Beweis. Es ist (3 ,cqn00) - No = Y ,cano(0 - Ng) = > canoNa
= OpegMo) " Nag = 0 <= >  cano = 0. Also ist AnmnZ-Ng = Ig.
Andererseits wird Ig nach (1.2) durch die Elemente 0 — 1, ¢ € G, er-
zeugt. Daher ist ) __.n,7 € Annlg <= (3, con-7)(0c — 1) = 0 fiir alle
oG ) canT0 =) on,7 fiiralle o € G <= n, = n fiir alle

T€G ) on,T=n1-Ng € Z-Ng. Daher ist Z-Ng = Ann Ig.

Nach diesen Bemerkungen iiber den Gruppenring wenden wir uns den allge-
meinen G-Moduln wieder zu. Ist A ein G-Modul, so sind in ihm unmittelbar
vier Untermoduln ausgezeichnet. Es sind dies die Moduln

A% ={a € A|oa = a fiir alle ¢ € G}, die Fixgruppe von A4,
NgA ={Nga=), .s0a|ac A}, die Normengruppe von A 2),
? Fiir die Elemente > scc 0@ scheint eher die Bezeichnung Spur angebracht zu
sein. Im Hinblick auf die spiteren Anwendungen, in denen wir es hauptséachlich

mit multiplikativen G-Moduln zu tun haben, entscheiden wir uns jedoch schon
hier fiir die Bezeichnung Norm.
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6 Teil I. Kohomologie der endlichen Gruppen

NeA={a€ A| Nga =0},
IcA={} canos(0as —as) | as € A}.

Da Ig der durch die Elemente 0 — 1, 0 € G, erzeugte Modul ist, ist offenbar
A% ={a € A| Iga = 0}. IcA hingegen ist der durch alle Elemente ca — a,
a € A, o € G, erzeugte Modul. Dem Satz (1.3) entnehmen wir die Inklusionen

NgACAY und IgAC N A,
und wir kénnen die Faktorgruppen
AY/NgA und n,A/IgA

bilden. Sie werden sich spéter als die Kohomologiegruppen der Dimensionen
0 und —1 des G-Moduls A erweisen.

Ist A ein G-Modul und g eine Untergruppe von G, so ist A natiirlich auch ein
g-Modul. Ist insbesondere g invariant in G, so ist der Fixmodul A9 offenbar
ein G/g-Modul.

Im folgenden haben wir uns mit den wichtigsten funktoriellen Verhaltenswei-
sen der G-Moduln zu beschéftigen.

Sind A und B zwei G-Moduln, so heifst ein Homomorphismus
f:A— B

ein G-Homomorphismus, wenn f(ca) = o f(a) fir alle o € G gilt. Oftmals
kommt es vor, dass wir einen G-Modul A einfach nur als abelsche Gruppe
betrachten. Wir sprechen dann von Z-Moduln und Z-Homomorphismen
im Unterschied zu den G-Moduln und G-Homomorphismen.

Je zwei G-Moduln A und B ist ein dritter zugeordnet, ndmlich der Modul
Hom(A, B)

aller Z-Homomorphismen f : A — B, auf dem die Elemente ¢ € G in der
folgenden Weise operieren:

o(fy=cofoo ! also o(f)(a)=0cf(c'a), ac A.

Die Gruppe Homg (A, B) aller G-Homomorphismen von A in B ist eine
Untergruppe von Hom(A, B); offenbar ist sie der Fixmodul des G-Moduls
Hom(A, B): G
Homeg (A, B) = Hom(A, B)".

Neben Hom(A, B) haben wir einen weiteren G-Modul in dem Tensorpro-
dukt

A®z B.

Dieses besteht grob gesagt aus allen formalen Produktsummen ). a;-b;, a; €
A, b; € B. Um genau zu sein, haben wir die folgende Definition einzufiihren:
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§1. G-Moduln 7

(1.4) Definition. Sind A, B zwei abelsche Gruppen (Z-Moduln), so sei F
die freie, durch alle Paare (a,b), a € A, b € B, erzeugte abelsche Gruppe. In
ihr sei R die durch die Elemente der Form
(a+a',b) — (a,b) — (a’,b) und (a,b+ ') — (a,b) — (a,b)
erzeugte Untergruppe. Dann ist die Faktorgruppe
F/R=A®zB
das Tensorprodukt von A und B iiber Z.

Da wir ausschliefslich Tensorprodukte iiber dem Ring Z betrachten, schreiben
wir kurz A ® B statt A ®z B. Mit a ® b bezeichnen wir die Klasse

a®b=(a,b) +R€ A® B.
A ® B besteht definitionsgeméft aus allen Elementen

Zai@)bi, aiGA, biGB7

wird also durch die Elemente a ® b erzeugt.
Ist speziell A = Z, so werden wir hdufig Z® B und B als nicht verschieden

ansehen, indem wir n®bund n-b, n € Z, b € B, miteinander identifizieren® .

Sind A, B zwei abelsche Gruppen, so werden wir die Gruppen A ® B und
B ® A durch den Isomorphismus

f:A®B —B®A mit f(a®b) =bt®a

miteinander identifizieren. Ebenso werden wir, wenn A, B, C drei abelsche
Gruppen sind, die Gruppen (A ® B) ® C und A ® (B ® C) vermdge des
Isomorphismus

f:(A9B)®C —A®(B®C) mit f((a®b)®c)=a® (bR c)

als gleich ansehen.

Sind A, B zwei G-Moduln, so wird A ® B durch die Festlegung
cla®b)=ca®ob, a€A, beB; ceG, Y

%) Von diesem Fall ausgehend kann man sich die Bildung des allgemeinen Tensorpro-
duktes A® B als eine formale Anderung des natiirlichen Multiplikatorenbereiches
Z von B zu A vorstellen. So kann man z.B. jede abelsche Gruppe B zu einem
Q-Vektorraum erweitern, indem man von B zu Q ® B iibergeht. Dieser Ubergang
bedeutet gerade die formale Erweiterung des Multiplikatorenbereiches Z zu Q,
und die Multiplikation von b € B mit einer rationalen Zahl r € Q erfolgt einfach
durch die Bildung von r ® b € Q ® B.

4 Da die Produkte @ ® b den Modul A ® B erzeugen, erhalten wir hieraus die
Operation von o auf dem ganzen Modul durch lineare Fortsetzung.
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zu einem G-Modul. Es ist i.a. falsch, dass A ® B® der Fixmodul von
A ® B ist. Man muss sich sogar davor hiiten, A® ® B¢ als Untermodul von
A ® B anzusehen. Wir haben nur den kanonischen (i.a. weder injektiven noch
surjektiven) Homomorphismus

A% ® B — (A® B)°.
Eine miihelos zu verifizierende Tatsache ist die Additivitdt der Funktoren
Homg und ®:

(1.5) Satz. Ist {A, | ¢ € I} eine Familie von G-Moduln und X ein weiterer
G-Modul, so ist in kanonischer Weise ®)

Xo @A) =PxeA),
Home (EP 4., X) = HHomg(AL, X), Homg (X, HAL) = HHomG(X, A,).

Ist X iiberdies als abelsche Gruppe endlich erzeugt, so gilt

Xo(([[a)=][XeA), Homa(X,PA)=EPHoma(X, A,).

L

Sei A, B ein Paar von G-Moduln und
Al a
ein G-Homomorphismus. Dieser induziert einen G-Homomorphismus
Hom(A, B) «+— Hom(A', B)
in umgekehrter Richtung durch die Hintereinanderschaltung f — f o h
(f € Hom(A’, B)), und einen G-Homomorphismus
A®B— A ®B

durch die Zuordnung a ® b — h(a) ® b. Betrachten wir andererseits einen
G-Homomorphismus p
B X B,
so erhalten wir in analoger Weise G-Homomorphismen
Hom(A, B) — Hom(A, B')

und

AR B — A® B

% Mit dem Zeichen @ ist die direkte Summe gemeint, d.h. die Gruppe der Fa-
milien (...,a,,...), bei denen nur endlich viele von 0 verschiedene Komponenten
a, auftreten. Dagegen bedeutet [] das direkte Produkt, d.h. die Gruppe aller
Familien (...,a.,...).
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Wegen dieses Verhaltens nennt man Hom auch einen im ersten Argument
kontra-, im zweiten Argument kovarianten Funktor und ® einen in beiden
Argumenten kovarianten Funktor.

Haben wir gleichzeitig zwei G-Homomorphismen

A A und B4 B,
so erhalten wir durch die Zuordnung f — go foh (f € Hom(A4, B)) einen
G-Homomorphismus

(h,g) : Hom(A, B) — Hom(A4’, B),
und fiir zwei G-Homomorphismen
Al A wd B4 B
den G-Homomorphismus
h®g: A®B — A'®@ B/,
der durch h ® g(a ® b) = h(a) ® g(b) festgelegt ist.

Eine im folgenden wichtige Rolle spielen die G-freien G-Moduln. Ein G-Modul
A heikt G-frei, oder auch Z[G]-frei, wenn er die direkte Summe von zu Z[G]
isomorphen G-Moduln ist. Uber die G-freien Moduln haben wir den folgenden

(1.6) Satz. Ist X ein G-freier G-Modul und
0—ASBL0—0

eine exakte Sequenz von G-Moduln A, B, C und G-Homomorphismen h, g, so
ist die hieraus entstehende Sequenz

0 — Homg (X, A) — Homg (X, B) — Homg(X,C) — 0

exakt.

Zum Beweis sei X = @, I',, I, = Z|G]. Nach (1.5) haben wir die Zerlegung
Homg (X, A) = H Homg (I, A).

Setzen wir A, = Homg(I,, A) = Homg(Z[G],A) = A (vermdge f € Homg
(Z|G],A) — f(1) € A) und entsprechend B,,C,, so erhalten wir die exakte

Sequenz
0—A — B —C, —0,

aus der sich die Behauptung des Satzes ergibt.
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Anmerkung. Der Satz (1.6) gilt allgemeiner fiir die sogenannten projekti-
ven G-Moduln X. Es sind dies die G-Moduln mit der Eigenschaft, dass sich
jedes Diagramm

mit G-Moduln B, C und G-Homomorphismen g, f/, g surjektiv, kommutativ
durch einen G-Homomorphismus f : X — B ergénzen lésst.

Léasst man in der Sequenz fiir Homg die rechte Abbildung — 0 weg, so gilt
die Exaktheit fiir beliebige G-Moduln. Dies alles ist mit Leichtigkeit nachzu-
priifen.

Ein G-freier G-Modul ist natiirlich auch Z-frei, also eine freie abelsche Grup-
pe, da Z|G] die freie abelsche durch die Elemente aus G erzeugte Gruppe ist.
Bei den meisten Exaktheitsfragen kommt es lediglich auf Betrachtungen iiber
Z-Moduln und Z-Homomorphismen an. Im Hinblick auf spitere Anwendun-
gen geben wir die folgenden drei Lemmata an.

(1.7) Lemma. Ist

d d
"'%qul(—quq%ﬂXqul%"'

eine exakte Sequenz von Z-freien Moduln und D ein beliebiger Z-Modul, so
ist die hieraus entstehende Sequenz

.-+ — Hom(X,_1,D) — Hom(X,, D) — Hom(Xy41,D) — - --

ebenfalls exakt.

Beweis. Sei Cy = Kernd, = Bilddg+1. Da Cy—; als Untergruppe von X,
frei ist, gibt es fiir die exakte Sequenz 0 < Cy—1 < X, < C; < 0 einen
Homomorphismus € : Cy—1 = X, mit d; o€ = Id, d.h. C; ist direkter Sum-
mand von X, : X, = C, ® X, fiir alle ¢. Liegt nun das Element f im
Kern der Abbildung Hom(X,, D) — Hom(X,4+1,D), so verschwindet f auf
Cy und induziert einen Homomorphismus ¢’ : Cy—1 — D mit f = ¢’ o d,.
Da Cy—; direkter Summand von X,_; ist, konnen wir g’ zu einem Homo-
morphismus ¢ € Hom(X,_1,D) fortsetzen, und es wird f das Bild von g
unter dem Homomorphismus Hom(X,_1, D) — Hom(X,, D). Liegt anderer-
seits f € Hom(X,, D) im Bild von Hom(X,_1, D) — Hom(X,, D), ist also
f=fody f € Hom(X,_1,D), so ist fodgy1 = f'odgodgy1 =0, dh. f
liegt im Kern von Hom(X,, D) = Hom(Xg41, D).
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(1.8) Lemma. Ist 0 - X — Y — Z — 0 eine exakte Sequenz freier Z-
Moduln, und ist A ein beliebiger Z-Modul, so ist auch die Sequenz

0—XRA—YRA—ZA—0

exakt.

Beweis. Die Exaktheit der Sequenz X @ A - Y ® A - Z® A — 0 ist vollig
trivial und gilt sogar ohne die Freiheitsvoraussetzungen. Es kommt also nur
auf den Nachweis der Injektivitdt von X ® A - Y ® A an. Da Z frei ist, gibt
es einen Homomorphismus Z — Y, der durch Nachschaltung der Abbildung
Y — Z die Identitat von Z liefert. Das bedeutet, dass das Bild X’ von X
in Y ein direkter Summand ist: Y = X’ & X”. Wir erhalten daher Y @ A =
(X'®A)® (X" ® A), und dies beinhaltet gerade die besagte Injektivitét.

(1.9) Lemma. Ist 0 - A — B — C' — 0 eine exakte Sequenz von Z-Moduln
und X ein Z-freier Z-Modul, so ist die Sequenz

0 —X®A—X®B—XC—0

ebenfalls exakt.

Beweis. Esist X =@, 7Z,, Z, = Z. Wegen der Additivitiat des Funktors ®
haben wir die kanonische Isomorphie

XoA=2@PZ oA)=@A mit A, =ZA=A

und entsprechend fiir B, C. Aus der Exaktheit der Sequenz
0—A —B —C,—0
folgt dann unmittelbar die Exaktheit von
0 —-X®A—X®B—X®C—0.

§ 2. Die Definition der Kohomologiegruppen

Es ist bezeichnend fiir die Kohomologietheorie, dass zur Herleitung selbst ein-
facher Definitionen und Sétze ein ausgedehnter Formalismus von Homomor-
phismen, Funktoren und Sequenzen herangezogen werden muss, der auf den
ersten Blick wohl den Eindruck hervorzurufen vermag, es handele sich hier
um eine besonders schwierige und hohe mathematische Disziplin. Hat man
sich jedoch mit den Methoden etwas vertraut gemacht, so wird man erken-
nen, dass die hier angewandten Schliisse und Uberlegungen von besonderer
Einfachheit sind, dass sie im einzelnen sogar etwas blutleer erscheinen mégen,
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jedoch durch ihre hdufige Wiederholung zu jenen Begriffen und Sétzen fiihren,
die sich einem elementaren Vorgehen nur schwerlich erschlieffen wiirden. Bei
der Einfiihrung der Kohomologiegruppen beginnen wir daher von vornherein
mit solchen formalen Uberlegungen, obgleich ihre Definition auch in direkter,
elementarer Weise gegeben werden kann®.

Sei G eine endliche Gruppe. Unter einer vollstindigen freien Auflésung
der Gruppe G, oder auch des G-Moduls Z 7 verstehen wir einen Komplex

o 42 X o d_1 X, do
S
Z

N
0 0
mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Die X, sind freie G-Moduln,

(2) e,p,dq sind G-Homomorphismen,
(3) do = roe,

(4) an jeder Stelle herrscht Exaktheit.

dy do ds

Xo X1 Xs

Bei einer vollstandigen freien Auflésung handelt es sich also um zwei zusam-
mengesetzte exakte Sequenzen

O(—Z(iX()(d—le(d—Q

und d

0—zZ " xS x, 2

von freien G-Moduln. Urspriinglich wurden von der ersten die Kohomologie-,
von der zweiten die Homologiegruppen abgeleitet. In der Zusammensetzung
dieser beiden Sequenzen liegt jedoch ein entscheidender Schritt, denn sie fiihrt
zu einer einheitlichen und im Hinblick auf das funktorielle Verhalten harmo-
nischen Verschmelzung der Homologie und der Kohomologie.

Bei der Herleitung der Kohomologiegruppen eines G-Moduls kénnten wir
an sich von einer beliebigen vollstédndigen Auflésung ausgehen, ja sogar von
einer solchen, in der die X, nur projektive G-Moduln zu sein brauchen. Es
kédme dann darauf an, im Anschluss an die Definition ihre Unabhéngigkeit
von der an den Anfang gestellten Auflésung zu zeigen. Um uns dieser, nur
der theoretischen Abrundung dienenden Miihe zu entheben, gehen wir von
einer ganz speziellen vollstdndigen Auflésung von G aus, der sogenannten
Standardauflésung, die ihr Vorbild in der algebraischen Topologie hat und
in der folgenden Weise entsteht.

% Vgl. [16], 15.7, S. 236.
) Wir fassen Z stets als einen G-Modul auf, auf dem die Gruppe G in trivialer
Weise (d.h. identisch) operiert.
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Fiir jedes ¢ > 1 bilden wir alle ¢-Tupel (o1,...,04), wobei die o; die Gruppe
G durchlaufen; wir bezeichnen sie als g-Zellen (mit den ,Ecken” oy,...,0q).
Diese ¢-Zellen benutzen wir als freie Erzeugende unserer G-Moduln, d.h. wir

setzen
Xg=X_g1=PZGCl(oy,...,0,).

Fiir ¢ = 0 setzen wir

Xo = X_1 = Z[G],

indem wir als erzeugende ,Nullzelle* das Einselement 1 € Z[G] wéhlen. Die

Moduln
ceey X*Q» X*lv X(]7 le X27

sind dann freie G-Moduln.
Die G-Homomorphismen € : Xo =+ Z und p: Z — X_; werden durch
Qo geaMo0) =D vea Mo (Augmentation)

u(n) = n-Ng (Koaugmentation)

definiert (vgl. §1, S.4).
Zur Festlegung der G-Homomorphismen d, haben wir natiirlich nur deren

Werte auf den freien Erzeugenden (o1, ...,0,) anzugeben. Wir setzen
dol = Ng fiir ¢ = 0,
di(o)=0-1 fiir g = 1,
dg(01,...,04) = 01(02,...,04)
+ Zg:_ll(—l)i(al, 3021, 040041, 0042, - - -, 0g)
+(—1)9(o1,...,09-1) fiir g > 1,
d_11= ZUGG[JA(J) — (0)] fiir g = —1,
d_g-1(01,...,00) =2 geqo Mo, 01,...,04)
+D vea Sl (=D)¥o1,...,0i-1,0i0,0 L oi41,...,0q)
+ Y e (1) o1, ..., 04,0) fir —¢g—1<-1.

Mit diesen Definitionen erhalten wir einen Komplex

d_» d_1 do dy da ds3

e X, — X Xo Xy Xo
N
z
N
0 0

)

den wir den Standardkomplex der Gruppe G nennen. Wir werden sogleich
sehen, dass es sich bei diesem Komplex um eine vollstédndige freie Auflésung
von G handelt. Die Bedingungen (1)—(3) sind trivialerweise erfiillt: Nach Kon-
struktion sind die X, freie G-Moduln, die €, u,d; G-Homomorphismen, und
wegen poe(l) = pu(l) = Ng = dpl ist dy = poe. Es kommt daher nur
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noch darauf an zu zeigen, dass an jeder Stelle Exaktheit herrscht. Zum Be-
weis dieser Tatsache ziehen wir Rechnungen heran, die sich an entsprechende
Uberlegungen in der algebraischen Topologie anlehnen. Wir zeigen zunéchst
die Exaktheit der Sequenz

(+) 0+— Z+ Xo<& X, &2 x, <&
Hierzu definieren wir die folgenden Z-Homomorphismen:

E:Z — Xy mit E(1) =1,

DoIXo—)Xl mit Do(J):(J),

D, : X, — X441 mit Dy(o¢(01,...,04)) = (00,...,04) flir ¢ > 1.

Eine elementare Rechnung zeigt nun, dass
Eoe+dioDy=1Id und Dy_yody+dgi10Dg=1d.
Aus diesen Formeln ergibt sich einmal
Kerne C Bildd; und Kernd, C Bilddg41 flir ¢ > 1;
ist ndmlich z € Kerne bzw. € Kernd,, so ist z = d; Dox € Bildd; bzw.
T = dq+1DqJ? € Bild dq+1.

Andererseits rechnet man unmittelbar nach, dass € o d; = 0 ist, dass also
Kerne 2 Bild d;. Mit vollstdndiger Induktion beweisen wir nun dy o dg41 = 0
und setzen dazu dg—1 o dg = 0 voraus. (Fiir ¢ = 1 ersetzen wir in diesen
Uberlegungen dg durch € und D_; durch E.) Wir haben einerseits

dg = (Dg—20dg—1+dgoDy_1)ody=dgoDy_q0dy,
und andererseits
dqg =dgo(Dg—10dg+dgy10Dg) =dgoDyq0dg+dgodgyi oDy
Durch Subtraktion dieser Gleichungen erhalten wir
dgodyy10Dy =0.
Da aber jede Zelle von X, im Bild von D, liegt, hat dies
dgodgt1 =0,
also Kerndy, 2 Bilddg4; fiir ¢ > 1 zur Folge. Damit ist die Exaktheit der
Sequenz (x) bewiesen.

Die Sequenz

d_1 d_o

(%) 0z x, hx o, B x,

ist nun gerade so angelegt, dass sie durch Dualisierung aus (x) entsteht. Aus
(%) erhalten wir ndmlich zunéchst die Sequenz
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(k) 0 — Hom(Z,Z) — Hom(Xy,Z) — Hom(X,Z) — --- ,
welche nach (1.7) exakt ist.

Sei {x;} das aus allen g-Zellen bestehende Z[G]-freie Erzeugendensystem von
X, Wir erhalten dann ein Z[G]-freies Erzeugendensystem von Hom(X,, Z)
durch die zu {z;} ,duale Basis* {z}}, welche durch

. 1 firc=1undi=%k
zi(oxk) = 0 ¢
sons

definiert ist. Die G-Moduln Hom(X,, Z) und X, sind also kanonisch isomorph.
Identifizieren wir z; mit =}, so kénnen wir schreiben
X_4-1 =Hom(X,,Z) (¢>0) und Z =Hom(Z,Z).

Eine elementare Rechnung zeigt nun, dass in der Tat nach dieser Identifizie-
rung die Sequenz (x+x) in die Sequenz (xx) iibergeht, die sich daher als exakt
erweist.

Schlieflich folgt aus der Injektivitdt von p, der Surjektivitét von € und aus
dg = poe, dass Kerndy = Kerne, Bild dy = Bild p, und also

Kerndy = Bildd; und Bilddy = Kernd_;.

Damit ist die Exaktheit des Standardkomplexes an allen Stellen erwiesen.

Vom Standardkomplex leiten wir nun unsere Kohomologiegruppen ab. Ist A
ein G-Modul, so setzen wir

A, =Homg(X,, A).
Die Elemente aus Ay, also die G-Homomorphismen z : X, — A nennen wir
die g-Koketten von A. Aus der exakten Sequenz
...&X_Qﬁx_l<d_0X0<d_1X1<d_2X2<d_3...

erhalten wir die Sequenz

a_ o O, 0 1o} 0,
TR AT AL S A T A B Ay B
in welcher wegen dg o dg11 = 0 trivialerweise 9441 0 95 = 0 ist, also
Bild 9, C Kern 0+1.

Im Gegensatz zur ersten Sequenz ist die zweite i.a. nicht exakt, und die Koho-
mologiegruppen ,messen” gewissermafsen die Abweichung von der Exaktheit.
Wir setzen

Zy=Kernd,4+1, R,;=Bildg,,
nennen die Elemente aus Z, bzw. R, die g-Kozykeln bzw. g-Korénder und
kommen zu der folgenden
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(2.1) Definition. Die Faktorgruppe
HY (G, A) = Zy/ R,

heifit die Kohomologiegruppe der Dimension q (q € Z) des G-Moduls A.
Wir sagen auch kurz, H1(G, A) ist die g-te Kohomologiegruppe mit Koeffizi-
enten in A.

Es sei erwihnt, dass die Kohomologiegruppen H~971(G, A) nichts anderes
sind als die iiblicherweise als Homologiegruppen bezeichneten Gruppen
H,(G,A) (¢ > 1). Urspriinglich erhielt man in der algebraischen Topologie
die Kohomologiegruppen (mit Koeffizienten in Z) als die Charaktergruppen
der Homologiegruppen. Dieser Ursprung findet seinen Niederschlag in der Tat-
sache, dass man die linke Seite des Standardkomplexes aus der rechten durch
Dualisierung gewinnt. Wir weisen noch einmal darauf hin, dass in der Zu-
sammenfiigung beider Seiten zu einer vollstdndigen Auflésung, die die Deu-
tung der Homologiegruppen als Kohomologiegruppen negativer Dimensionen
ermoglicht, ein entscheidender Schritt liegt, der nicht nur eine formale Verein-
heitlichung bringt®).

Wir wenden uns nun der Aufgabe zu, die konkrete Bedeutung der Kohomo-
logiegruppen zu analysieren. Die Kokettengruppe
Ay =A_4-1 =Homg(X,, A), q>1,

besteht aus allen G-Homomorphismen = : X, — A. Da die X, die ¢-Zellen
(01,...,04) als freie Erzeugende haben, ist der G-Homomorphismus z : X; —
A durch seine Werte auf den g-Tupeln (o1,...,04) eindeutig bestimmt. Dies
besagt, dass wir jede Kokette einfach als eine Funktion mit Argumenten aus
G und Werten in A, also die Abbildung

r:Gx---xG— A
———
g-mal

auffassen konnen. Schlieffen wir uns dieser Auffassung an, so kommen wir zu
der Identifizierung

A=A 1={z:Gx---xG— A}, q>1,
g-mal
und in evidenter Weise
AO = A_l = Homg(Z[GLA) = A.
Aus der Definition der Homomorphismen d, des Standardkomplexes ergeben
sich fiir die Abbildungen d, der Sequenz
8)

Diese Verschmelzung der Homologie und der Kohomologie geht auf J. TATE
zuriick.
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o_ o_ O 19] 1s) 3]
AL, T AL S Ay T A Ay B

die Formeln

Oox = Ngx firxe A1 =A,
(O1x)(o) =0z —x fir x € Ag = A,
(0qz)(01,...,04) = 012(02,...,04)

+ Zf;f(—l)ix(al, ey 0001, 0g)

+(-1)%z(01,...,04-1) firx € Ag—1, ¢ > 1,
01z =3 cqlota(o) —z(0)) firec e A_g,
(0—g—17)(01,...,0q) =D e [0 @(0,01,. .., 04)

+3 (=) (o1,...,0i1,0i0,0  0i41,...,04)

+(=1)"2(0q,...,04,0)] firz € A_g2,q>0.
g-Kozykeln sind also alle Abbildungen
r:GXx--xG— A

mit Jg+12 = 0, ¢g-Korénder solche unter diesen, fiir die es ein y € A,—1 mit
x = Oqy gibt.

Es ist ein bemerkenswerter Umstand, dass in den algebraischen Anwendun-
gen nur die Kohomologiegruppen in den niedrigen Dimensionen auftreten.
Dies liegt daran, dass man nur fiir sie eine konkrete algebraische Interpre-
tation kennt. Der kohomologische Kalkiil wiirde an Bedeutung zweifellos er-
heblich gewinnen, wenn man auch fiir die Kohomologiegruppen der héheren
Dimensionen greifbare Deutungen hétte. In den kleinen Dimensionen sehen
die Kohomologiegruppen folgendermafen aus:

Die Gruppe H~1(G, A). Es ist

Z_1 =Kerndy = n. A ((—1)-Kozykeln),
R_;=Bildd_; =IgA ((—1)-Korénder).

Wir erhalten also 1
H™(G,A) = n,A)IgA

(vgl. hierzu §1, S.6).
Die Gruppe H°(G, A). Es ist

Zy = Kern 0y = A% (0-Kozykeln),
Ry =Bildgdy = NgA (0-Korénder).
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Wir erhalten
H°(G, A) = A% /NG A,

die Normrestgruppe des G-Moduls A; sie steht in der Klassenkdrpertheorie
im Vordergrund des Interesses.

Die Gruppe H(G, A). Die 1-Kozykeln sind die Funktionen z : G — A
mit drx = 0, also mit der Eigenschaft

x(o7) = ox(1) + 2(0) firo,7 € G.

Aufgrund dieser der Homomorphieeigenschaft &hnelnden Relation werden die
1-Kozykeln oft auch als gekreuzte Homomorphismen bezeichnet.
Die 1-Korénder sind offenbar die Funktionen

z(o)=0a—a, o€QG,

mit festem a € A = Ap (d.h. z = d1a).
Operiert die Gruppe G trivial (d.h. identisch) auf A, so wird offensichtlich
Zy; = Hom(G, A) und Ry =0, also

H'(G,A) = Hom(G, A).
Insbesondere erhalten wir fiir den Fall A = Q/Z die Charaktergruppe

von G: HI(G, Q/Z) = Hom(G, Q/Z) = X(G)

Auf die Kohomologiegruppe H!(G, A) wird man bei der Betrachtung der G-
Moduln in der folgenden unmittelbaren Weise gefiihrt.

Geht man von einer exakten Sequenz
0—A-5BL0—0
von G-Moduln A, B, C zu der mit den Fixmoduln A%, BY, C% gebildeten
Sequenz iiber, so geht die Exaktheit i.a. verloren. Lediglich die Sequenz
00— A 4, g6 1, ¢
ist immer exakt, der Homomorphismus j i.a. jedoch nicht mehr surjektiv. Die
Frage, woran das liegt, fithrt unmittelbar zu einem kanonischen Homomor-

phismus C¢ % H(G, A).

Sei nimlich ¢ € C¢. Da der Homomorphismus B - C' surjektiv ist, gibt
es jedenfalls ein b € B mit jb = ¢, es ist jedoch nicht sicher, ob dieses Element
b aus B® gewihlt werden kann, d.h. so, dass ob — b fiir alle o € G gleich 0 ist.
Man kann nur sagen, dass b — b wegen

Jjleb—=b) =0c(jb) —jb=0c—c=0
im Kern von B 2% C also im Bild von A % B liegt, so dass
iae =0ob—10b, a, € A.
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Durch a, erhélt man nun, was miihelos nachzurechnen ist, einen 1-Kozykel
mit Koeffizienten in A. Die einzige Willkiir bei der Zuordnung ¢ — a, lag in
der Wahl von b mit jb = ¢. Wahlt man ein anderes Element b, so gelangt man
zu einem 1-Kozykel a/ , der sich von a, lediglich um einen 1-Korand unter-
scheidet. Jedem ¢ € C“ ist also in eindeutiger Weise eine Kohomologieklasse
@, € H'(G, A) zugeordnet, und man rechnet sofort nach, dass ¢ genau dann
im Bild von B€ — O liegt, wenn @, = 0 ist. Mit anderen Worten: Wir haben

einen kanonischen Homomorphismus C“ SH 1@, A) und die Sequenz
0— A° 1 B 1y 0% 2 HY(G, A)

ist exakt. Diese Uberlegungen werden wir im niichsten Paragraphen in einem

grofseren Rahmen wiederbegegnen.

Die Gruppe H2(G, A). Wir erhalten als 2-Kozykeln alle Funktionen z :
G x G — A, die die Gleichung 03z = 0, also die Gleichung

x(oT, p) + (0, 7) = ox(r,p) + x(o,Tp), o,7,p € G,
erfiillen. Unter diesen finden wir die 2-Kor&nder als die Funktionen

z(0,7) = oy(1) —y(oT) + y(0)
mit beliebiger 1-Kokette y : G — A.

Die 2-Kozykeln waren in der Gruppen- und Algebrentheorie ldngst vor
der Entwicklung der Kohomologietheorie als sogenannte Faktorensysteme
bekannt, und man kann wohl sagen, dass sie historisch den Ausgangspunkt
kohomologischer Betrachtungen in der Algebra darstellten. Wir wollen da-
her in kurzen Ziigen erldutern, wie diese Faktorensysteme in der Theorie der
Gruppenerweiterungen auftreten. Es handelt sich dort um die folgende
Problemstellung.

Vorgegeben seien eine abelsche multiplikative Gruppe A und eine beliebige
Gruppe G. Gesucht sind alle Obergruppen G von A (genauer: alle Gruppen
G mit zu A isomorpher Untergruppe), derart dass A invariant in G ist und
eine zu G isomorphe Faktorgruppe G/A > (G besitzt. Wir fragen, wodurch
die verschiedenen moglichen Losungen dieses Problems (aufer durch A und
durch G) bestimmt sind.

Nehmen wir zunéchst an, wir hitten eine Lésung G, so dass also A < G und
G /A = G. Wahlen wir ein Rechtsreprisentantensystem fiir die Faktorgruppe
G/A = G, d.h. wihlen wir zu jedem ¢ € G ein Urbild u, € G, so lisst sich
jedes Element aus G in eindeutiger Weise in der Form

(1) a- Uy, a€A ocgeq,

schreiben. Um die vollstdndige Multiplikationstafel fiir die Gruppe G zu
erhalten, geniigt es offensichtlich zu wissen, wie sich die Produkte u, - a
(c € G,a€ A)und uy - u, (0,7 € G) in der Form (1) darstellen.

Nun liegt uy - a wegen der Invarianz von A in G in der gleichen Rechtsne-
benklasse wie u,, d.h. es ist
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(2) Uy -a=a’ - Uy

mit einem a’ € A. Hierdurch wird die abelsche Gruppe A in natiirlicher Weise
zu einem G-Modul, denn die Elemente o € G operieren auf A (unabhingig
von der Auswahl der u,) durch die Zuordnung a — a® = u, - a - u, '

Das Produkt u, - u, liegt in der gleichen Nebenklasse wie .., d.h. es ist

(3) Ug - Ur = (0, T) - Ugr mit z(o,T) € A.
In dieser Gleichung tritt nun das Faktorensystem x(c, 7) auf, das sich sofort
als ein 2-Kozykel des G-Moduls A erweist. Aus dem Assoziativgesetz

(Ug - Ur) - Up = Ug - (Ur - Up)
in der Gruppe G erhalten wir némlich die Gleichung
(Uo - Ur) - up = 2(0,7)  Upr - up = 2(0,T) - (0T, p) - Ugrp =
Ug - (Ur - Up) = Uy - (T, p) - Urp = T7(T, p) - Uo - Urp = 27(T, p) - (0, TP) - Ugrps
und hieraus ergibt sich

z(o,7) - x(oT,p) = 2°(7, p) - (0, Tp).

Dies ist aber gerade die Kozykeleigenschaft.
Bei der obigen Analyse liegt in der Wahl des Reprasentantensystems u, noch
eine Willkiirlichkeit. Gehen wir von einem anderen Représentantensystem u/,

aus, so erhalten wir durch die Gleichung

1 r
UU'UT—

/
oT

' (0,7) u
auch ein anderes Faktorensystem z’(c, 7). Dieses unterscheidet sich jedoch von
x(o,7), wie man miihelos nachrechnet, nur durch einen 2-Korand, némlich
durch den 2-Korand 8y(u/, - u;'). Da die Gruppe G durch die Relationen
(2) und (3) (und durch die Relationen der Gruppen A und G) vollsténdig
bestimmt ist, konnen wir hiernach sagen:

Die Losung G des Gruppenerweiterungsproblems ist eindeutig bestimmt
durch die Art und Weise, wie die Gruppe G auf A operiert, und durch eine
Klasse dquivalenter Faktorensysteme z(c,7), also durch eine Kohomologie-
klasse aus H?(G, A).

Haben wir umgekehrt die Gruppe A in irgendeiner Weise zu einem G-
Modul gemacht?), und geben wir eine Klasse ¢ € H 2(@, A) vor, so erhalten wir
stets eine Losung des Erweiterungsproblems, wenn wir den o € G erzeugende
Elemente u, zuordnen und die durch die Elemente aus A und durch die u,

9 Man kann dies noch etwas straffer formulieren. Bedenkt man niamlich, dass bei
einem G-Modul A jedes o € GG einen Automorphismus der Gruppe A liefert, so
sieht man, dass ein G-Modul A nichts anderes ist als ein Paar von Gruppen A
und G zusammen mit einem Homomorphismus h : G — Aut(A). Die Operation
von o € G auf A erhélt man durch ca = h(o)a. Die Gruppe A zu einem G-Modul
zu machen bedeutet also nichts anderes, als einen Homomorphismus von G in die
Automorphismengruppe Aut(A) zu wahlen.
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erzeugte Gruppe G mit den Relationen

a’ = Uy -a-u;' und uy - ur = (0, 7) - ugr (2(0,7) 2-Kozykel aus c)

bilden. Dies kann in einfachster Weise verifiziert werden.

Neben den Gruppen H?(G, A) der Dimensionen ¢ = —1,0, 1, 2 spielt noch die
Kohomologiegruppe H~2(G,Z) mit Koeffizienten in Z eine besondere Rolle.
Wir werden namlich spéter zeigen, dass sie in kanonischer Weise zur Faktor-
kommutatorgruppe G** = G/G’ (G’ Kommutatorgruppe) von G isomorph
ist. Dieses Faktum ist fiir die Klassenkorpertheorie von grofser Bedeutung. Der
Hauptsatz dieser Theorie betrifft ndmlich eine Isomorphie zwischen der Fak-
torkommutatorgruppe G* und der Normrestgruppe A% /Ng A eines gewissen
G-Moduls A. Er kann also rein kohomologisch durch H=2(G,Z) = H°(G, A)
formuliert und unter gewissen Voraussetzungen auch abstrakt bewiesen wer-
den (vgl. (7.3)).

§ 3. Die exakte Kohomologiesequenz

Nach der Einfiihrung der Kohomologiegruppen H?(G, A) kommt es nun darauf
an, ihr Verhalten beim Wechsel des Moduls A einerseits und beim Wechsel
der Gruppe G andererseits zu untersuchen. In diesem Paragraphen werden
wir den ersten Fall behandeln.

Sind A und B zwei G-Moduln, und ist
ftA—B

ein G-Homomorphismus, so induziert dieser in kanonischer Weise einen Ho-

momorphismus _
fq: HY(G,A) — H(G, B).

Er entsteht folgendermafen. Durch die Zuordnung
x(o1,...,0q4) — fz(o1,...,04)
erhalten wir einen Homomorphismus
fqt Ay — By

der Kokettengruppe A, von A in die Kokettengruppe B, von B, und man
sieht mit einem Blick, dass

9qt10 fg = fgr1 00441,
dass also das unendliche Diagramm

8+1
Aq q Aq+1 —_ e

fql fq+1l

8+1
Bq q Bq+1 - s ...
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kommutativ ist. Dies bedeutet also gerade, dass bei der Zuordnung
x(o1,...,0q4) — fz(o1,...,04)

Kozykeln in Kozykeln und Korénder in Korénder iibergehen. Daher induziert
der Homomorphismus f;: A, — B, einen Homomorphismus

Fy s HY(G, A) — H(G, B).

Ist ¢ € HY(G, A), so erhiilt man das Bild f,c, indem man aus der Klasse
¢ einen Kozykel z herausnimmt, den Kozykel fax des Moduls B bildet und
anschliefend wieder zur Kohomologieklasse iibergeht.

Fiir den Homomorphismus f, haben wir also eine hochst einfache explizi-
te Beschreibung. Dies ist ein Vorzug, dem man in der Kohomologietheorie
nicht allzu haufig begegnet. Von vielen kohomologischen Abbildungen kennt
man nur ihre Existenz, d.h. ihre kanonische Gegebenheit, und ihr funktoriel-
les Verhalten, hat aber kaum eine Moglichkeit sie explizit zu beschreiben. Es
ist jedoch ebenso bezeichnend, dass in der ganzen Theorie fast ausschlieflich
nur dieses funktorielle Verhalten der betreffenden Abbildungen ins Spiel ge-
bracht wird, und dass eine explizite Kenntnis derselben nur in wenigen Féllen
erforderlich ist.

Ein erstes Beispiel dieses fiir die Kohomologie typischen Sachverhalts liefert
der die gesamte Theorie beherrschende Verbindungshomomorphismus §.
Dieser wird zwar noch in expliziter Weise angegeben, jedoch hinterldsst seine
Definition nicht gerade den Eindruck grofer Ubersichtlichkeit und Unmittel-
barkeit.

(3.1) Satz. Ist 4 ,
0—A-5B-1C—0

eine exakte Sequenz von G-Moduln und G-Homomorphismen, so gibt es einen
kanonischen Homomorphismus

5,1 H1(G,C) — HTHY(G, A).

04 heifst der Verbindungshomomorphismus oder auch 6-Homomorphis-
mus.

Zur Konstruktion von ¢, orientieren wir uns an dem folgenden kommutativen
Diagramm
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0 Agoy —— B,y —2 Cyy 0
o lo lo
0 A, —— B, —— C, 0
l o o
0 Agp1 —— By —1— Cyis 0.

(Der Einfachheit halber haben wir die Indizes an den Abbildungen 4, j, 0
fortgelassen). Das Diagramm hat exakte Zeilen; diese entstehen ndmlich aus
der exakten Sequenz 0 - A — B — C' — 0 durch Anwendung des Funktors
Homg(X;, ) (i=q—1,¢,q+ 1) mit den G-freien Moduln X; (vgl. (1.6)).

Mit ag, by, ¢4 bezeichnen wir die Elemente der Kokettengruppen Ay, By, C,

und mit @, by, ¢, ihre Bilder in den Kohomologiegruppen H4(G, A), H1(G, B),
HY(G,C).
Sei nunmehr ¢, € H1(G,C), so dass dcy = 0. Wir wéhlen ein b, mit
cq = jby.

Es ist jOoby = 0jbqy = Ocq = 0 und damit 0b, € Kern jo11. Es gibt daher ein
Gg+1 mit Oby = ia441. Wegen t0ag1 = Olagyr = 00by = 0, d.h. dag4q =0,
ist ag+1 ein (¢ + 1)-Kozykel von A. Wir setzen nun

5qEq = 6q+1.
Bei diesem Vorgehen liegt natiirlich in der Wahl des Représentanten ¢, von
¢, und dessen Urbild b, noch eine Willkiir. Fiihren wir jedoch den gleichen
Prozess mit einem cj, und einem Urbild b;, von ¢ (jb;, = ¢;), so gelangen wir
zu einer Klasse ?qﬂ, und es gilt

Cq = gq = cq — c; = Ocq—1 fiir ein cgo1 = ¢4 — cﬁl = 0jbg—1 fiir ein by
= jby — jbl, = jobg_1 = by — b, — b1 € Kernj, = Bildi; = ia; =
by — by — Oby—1 fiir ein a, = Oiag = dby — b, = i0ay = iag41 — iag, =
dag = g1 — Ggyy = g1 = @'g11.

Daher ist 6, wohldefiniert. Die Homomorphieeigenschaft ist unmittelbar klar.

Wie schon erwahnt ist es keineswegs notig, sich diesen Prozess bei jedem Auf-
treten von § in Erinnerung zuriickzurufen. Haben wir erst einmal die Hauptei-
genschaften der 6-Abbildung bewiesen, so wird ihre explizite Definition nur
noch gelegentlich benétigt. Die wichtigste Eigenschaft des Verbindungshomo-
morphismus kommt in dem folgenden Satz zum Ausdruck, den man wohl als
den Hauptsatz der Kohomologietheorie ansehen kann.
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(3.2) Satz. Ist , ,
0—A-5SB-50—0

eine exakte Sequenz von G-Moduln und G-Homomorphismen, so ist die
hieraus entstehende unendliche Sequenz

. HYG, A) % HY(G, B) 2% HY(G,C) % HIYH(G, A) — -

exakt. Sie heifst die exakte Kohomologiesequenz.

Beweis. Die Homomorphismen i, 3q und §, werden durch die folgenden
Zuordnungen induziert:

aq — iaq, by jby bzw. cq— agia,
mit ¢; = jby und by = iagy1. Es gilt
Jq0tq = 0,wegen aq — iay — jiag =0,
g0, = 0,wegen by — jby — agy1 = 0 (es ist iag41 = Obg = 0),
ig+1 0 0y = 0, wegen ¢, — ag41 —> iag+1 = Oby € OB,.
Hieraus erhalten wir die Inklusionen
Bildgq - Kernjq, Bildjq C Kerné,, Bilddé, C Kerngq_,_l.

Sei b, € Kernjq, so dass jby = Ocq—1 fiir ein ¢4—;. Wahlt man ein b,—; mit
Jbg—1 = ¢4—1, so wird j(b, — Oby_1) = 0. Wir kénnen daher von vornherein
annehmen, dass der Représentant b, von b, die Eigenschaft jb, = 0 hat. Es
existiert dann ein a, mit b, = ia,. Dieses a4 ist wegen iday; = 0b; = 0 ein
Kozykel. Wir erhalten also b, = i,a, € Bildi,. Daher ist Bildi, 2 Kern j,.

Sei ¢4 € Kerndy. Auf Grund der Definition von §, gibt es dann ein ag4+1
und ein by, derart dass 6,¢4 = Gg+1 = 0, 9aq+1 = Oby und ¢4 = jb,. Wegen
Gg+1 = 0ist ag41 = dagy, und es gilt (b, —iay) = 0 und ¢; = j(by —iay). Wir
erhalten somit ¢, = j(b, — ia, ). Dies zeigt Bild Jq 2 Kernd,.

Sei @g4+1 € Kernigi1, so dass iag1 = 9b, fiir ein b,. Setzen wir ¢, = jbg,
so ist ¢, wegen Oc, = 0jb, = jOby = jiagy1 = 0 ein Kozykel und G411 =
04¢q € Bildé,. Es ist also Bild 9, 2 Kernfqﬂ. Damit ist die Exaktheit der
Kohomologiesequenz bewiesen.

Wir haben schon bei der Einfiihrung der Kohomologiegruppen hervorgeho-
ben, dass die Bildung einer vollstindigen freien Auflésung von G zu einer
Zusammenfassung der Homologie- und der Kohomologiegruppen fiihrt. Der
wesentliche Aspekt dieser Tatsache liegt nicht so sehr in der Vereinheitlichung
der Bezeichnungsweise, als vielmehr in der sich von —oo bis 400 erstreckenden
die Homologie- sowie die Kohomologiegruppen umfassenden exakten Kohomo-
logiesequenz.
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Der Satz (3.2) findet in der folgenden Form seine hiufigste Anwendung: Ver-
schwindet in der Kohomologiesequenz

oo — HY(G,A) — HY(G,B) — HY(G,C) — HIT (G, A) — ---

an irgendeiner Stelle eine Kohomologiegruppe, so kann man wegen der Ex-
aktheit automatisch auf die Surjektivitdt der vorangegangenen und auf die
Injektivitat der nachfolgenden Abbildung schliefsen. Insbesondere erhalten wir
auf diese Weise oftmals wichtige Isomorphieaussagen. Dies wollen wir in dem
folgenden Korollar festhalten.

(3.3) Korollar. Ist _ _
0—A—=B-LC—0
eine exakte Sequenz von G-Moduln, und ist
HYG,A)=0 bzw. HYG,B)=0 bzw. HYG,C)=0
fiir alle q, so ist die Abbildung
jq: HY(G,B) — HY(G,C)  bzw.
§q: HY(G,C) — HITY(G, A) bzw.
i, H1(G,A) — HY(G,B)

ein Isomorphismus.

Auf Grund dieser Tatsache leuchtet ein, dass diejenigen G-Moduln, die lau-
ter triviale Kohomologiegruppen besitzen, eine ausgezeichnete Rolle spielen
werden.

Ankniipfend an unsere Uberlegungen auf S.18 wollen wir eine aus der Ko-
homologiesequenz (3.2) entstehende Sequenz erwihnen, die nach links hin
abbricht.

(3.4) Satz. Ist A A
0—A-5B-C—0

eine exakte Sequenz von G-Moduln, so haben wir die exakte Sequenz

0 AG 1y B 1, 06 Oy gl A) - HY(G, B) L -

Beweis. Der Homomorphismus C¢ S H (@G, A) entsteht durch die Hinter-
einanderschaltung der Homomorphismen

C¢ — C%/NgC = HY(G,C) 2% HY(G, A).
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Die Exaktheit der obigen Sequenz ist offenbar nur an der Stelle C¢ noch
nachzuweisen.
Sei dazu ¢ € Bild j C C%, also ¢ = jb mit b € B. Dann gilt
oc = 50(6 + N(;C) = 50(]1) + Ngc) = 50}0(1) + NgB) =0,
also Bild j C Kern .
Sei andererseits ¢ € Kernd, also ¢ € C% und dc = §y(c + NgC) = 0. Dann
gilt wegen (3.2)
¢+ NeC = jo(b+ NgB) = jb+ NeC,
also ¢ = jb + Ngc'. Wihlen wir ein b € B mit jb' = ¢/, so wird ¢ = jb +
Ng(jb') = jb+ jNgb' € jBC. Daher ist Bild j = Kern é.

Angesichts der exakten Kohomologiesequenz (3.4) werden die Fixmoduln A%,
B%, CC oftmals auch als nullte Kohomologiegruppen definiert, insbesondere
dann, wenn man es lediglich mit den Kohomologiegruppen positiver Dimen-
sionen zu tun hat.

Im folgenden haben wir uns mit einigen Vertauschbarkeitseigenschaften des
Verbindungshomomorphismus § zu beschéftigen.

(3.5) Satz. Ist

0 A—*s B, 0
|7 s [n
0 A g o 0

ein kommutatives Diagramm von G-Moduln und G-Homomorphismen mit
exakten Zeilen, so gilt _ _
Jar100g =0q0hg;

mit anderen Worten, das Diagramm

HY(G,C) =2 HI(G, A)

lﬁq lf(ﬁ—l
HY(G,C") =2 Hat1(G, AY)

ist kommutativ.

Der Beweis folgt fast unmittelbar aus der Definition von d,. Sei¢, € H1(G,C).
Wiéihlen wir ein b, und ein a1, derart dass ¢, = jb, und a1 = by, so
ist 9,Cq = Agr1, und es gilt (fg11004)¢4 = for1(@g1) = fa, 1. Setzen wir
ey = heg, b, = gbg und a;+L: f(ﬁ_l,_l, sogﬂt cy = J'bj, und 3{)& =i'ag,q, uPd
wir erhalten (6,0h,)C; = 04¢'q = a’qy1 = fa, ;. Folglich gilt f,1 106, = §,0h,.
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Eine merkwiirdige Eigenschaft der §-Abbildung ist ihre ,,Antikommutativitat*:

(3.6) Satz. Gegeben sei das kommutative Diagramm

0 0 0
0 A A A" 0
0 B’ B B 0
0 c’ C c” 0
0 0 0

von G-Moduln und G-Homomorphismen mit exakten Zeilen und Spalten.
Dann ist das Diagramm

HI7YG,C") —— HYG,C")
Js s
HY(G,A") —— HIT(G,A)

kommutativ.

Beweis. Sei D der Kern der zusammengesetzten Abbildung B — C”, so dass

also die Sequenz y
0—D—B—C"—0

exakt ist. Wir definieren nun die G-Homomorphismen

i: A= A® B’ durch id’ = (a,b'), wobei a bzw. b’ das Bild von ¢’ in A
bzw. von a’ in B’ ist,

j:A® B — D durch j(a,b') = dy — dy, wobei d; bzw. dy das Bild von a
bzw. von b’ in D C B ist.

Man {iberzeugt sich miihelos von der Exaktheit der Sequenz
0—A - AeB 2L+ D—0

und von der Kommutativitdt des Diagramms
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AI A A// B// C’/I
4\
Id T(Id,o) i T Id
|
A —— AoB —1— D B ol
|
—1d l(o,—ld) i J Id
v
Al B’ o4 C c”.

Dieses lasst sich durch G-Homomorphismen D — A” bzw. D — C’ kommu-
tativ ergénzen, denn es ist Bild(D — B”) C Bild(4” — B”) und A” — B”
injektiv bzw. Bild(D — C) C Bild(C" — C) und C' — C injektiv. Mit dem
Satz (3.5) ergibt sich nun die Kommutativitdt des Diagramms

H1™Y(G,C") —2> HY(G,A") —— HHG, A')

g T

HI7Y(G,C") —— HYG,D) —2— HI (G, A')

IdH J/ ” —Id

HYG,C0") —— HYG,C") —— HIY(G,A),

Id

und aus diesem unmittelbar die Behauptung des Satzes.

(3.7) Satz. Ist {A, | ¢ € I} eine Familie von G-Moduln, so ist

HY(G, P A) =P HYG, A).

Beweis. Setzen wir A =, A,, so ist mit (1.5)
Ay = Homg (X,, A) = (P Homea (X,, A) = @P(AL),,

L

und wir erhalten das unendliche kommutative Diagramm

Agy 9 A,

| !

- — DA > DAYy —

Dieses besagt aber gerade die behauptete Isomorphie.
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Die gleiche Uberlegung trifft auch fiir das direkte Produkt [, A, anstelle der
direkten Summe €, A, zu; offenbar ist ndmlich

(JTA)q = Homea (X, [ [ A) = [[Home(X,, A) = [[(AL),-

L

Wir erhalten daher den

(3.8) Satz. HI(G,[[A) =[[HYG,A,) (direkt).

L

Die G-induzierten Moduln. Wir haben schon in (3.3) die Tatsache formu-
liert, dass die exakte Kohomologiesequenz Isomorphiesétze liefert, wenn in ihr
ein G-Modul mit lauter trivialen Kohomologiegruppen auftritt. Eine beson-
dere Klasse solcher G-Moduln sind die G-induzierten Moduln, die wir im
folgenden zu vielen Beweisen und Definitionen heranziehen werden.

(3.9) Definition. Ein G-Modul A heiit G-induziert, wenn er sich als direkte
Summe
A= @ oD

mit einer Untergruppe D C A darstellen ldsst.

Insbesondere ist der G-Modul Z[G] = @, ., 0(Z-1) G-induziert, und es ist
sofort klar, dass sich die G-induzierten Moduln einfach als die Tensorprodukte

Z[G)® D

mit beliebigen abelschen Gruppen D darstellen. Fassen wir ndmlich D als
trivialen G-Modul auf, so erhalten wir den G-Isomorphismus

Z[G)® D= (P zo)e D= Z(c2D)=@s(ZaD).
ceG ceG oceG
Allgemeiner gilt der

(3.10) Satz. Ist X ein G-induzierter Modul, so ist fiir jeden G-Modul A auch
X ® A ein G-induzierter Modul.

Ist ndmlich X = @ ., 0D, so wird

XoA=(PoD)eA=@(oD) e (cA) = (Do A).

ceG c€eG ceG
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(3.11) Satz. Sei A ein G-induzierter Modul, und g eine Untergruppe von G.
Dann gilt:

A ist ein g-induzierter g-Modul,
und

A9 ist ein G/g-induzierter G /g-Modul, wenn ¢ invariant in G ist.

Beweis. Ist A=, 0D, so kénnen wir schreiben
1= BB - BB
oeg T oeg T

wobei T ein Rechtsreprisentantensystem von G nach g durchlduft. Damit ist
A g-induziert.

Wir zeigen weiter, dass im Falle der Invarianz von g in G der G/g-Modul
A9 die Darstellung

A9 = P vN,D
T€G/g

besitzt. Die Summe auf der rechten Seite ist wegen der Direktheit der Zerle-
gung von A = @ . oD offensichtlich ebenfalls direkt. Sie ist in A9 enthalten,
da NgD C A9. Sei umgekehrt a € A9. a besitzt die eindeutige Darstellung
a=73 caTds, dr € D.Ist o € g, so erhalten wir

a=o0a= Z ord, = Z 0Tdor,

TEG T7€G
und wegen der Eindeutigkeit ist d; = d,,. Hieraus ergibt sich die Darstellung

a= Z ZTadm = ZT(Z od;) = ZTNg(dT),

T O0€g T gEg

wobei 7 ein Linksreprisentantensystem von G /g durchlauft. A9 ist also in der
Tat G/g-induziert.

(3.12) Definition. Wir sagen, ein G-Modul A hat triviale Kohomologie,
wenn

H%(g,A) =0
fiir alle ¢ und alle Untergruppen g C G ist.

Entscheidend ist nun der

(3.13) Satz. Jeder G-induzierte Modul A hat triviale Kohomologie.
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Beweis. Wegen (3.11) geniigt der Nachweis von H9(G, A) = 0, also der Nach-
weis, dass die Sequenz
-+ — Homg (X, A) 2, Homg(Xg41,A4) — -+

exakt ist. Ist nun A = @, ;0D und 7 : A — D die natiirliche Projektion von
A auf D, so vermittelt die Zuordnung f — mo f einen offensichtlich bijektiven

Homomorphismus
Homeg (X, A) — Hom(X,, D).

Identifizieren wir Homeg (X, A) mit Hom(X,, D), so gelangen wir zu der Se-

quenz
.-+ — Hom(X,, D) — Hom(X441,D) — -+ -,

welche nach (1.7) exakt ist.

Wegen der kohomologischen Trivialitdt erhalten wir mit (3.3) eine hdchst
bedeutsame Anwendungsmoglichkeit der G-induzierten Moduln, die auf der
Tatsache beruht, dass jeder G-Modul A sowohl als Untermodul als auch als
Faktormodul eines G-induzierten Moduls aufgefasst werden kann.
Bezeichnen wir wieder mit I das Augmentationsideal von Z[G] und mit
Je den Faktormodul Jg = Z[G]/Z-N¢, so erhalten wir die exakten Sequenzen
0—Ig —Z[G] =~ Z — 0,
0—Z 572G — Jo—0.
Sie bestehen nach (1.2) aus lauter Z-freien Moduln. Mit (1.8) ergibt sich daher
der

(3.14) Satz. Fiir jeden G-Modul A haben wir die exakten Sequenzen

0 —Ic®A—ZG®A— A —0,
0— A —ZGA—JcgRA—0.

Da der G-Modul Z[G] ® A nach (3.10) G-induziert ist, konnen wir also in der
Tat A sowohl als Untermodul als auch als Faktormodul eines G-induzierten
Moduls auffassen.

Wenden wir auf die Sequenzen des Satzes (3.14) die exakte Kohomologiese-
quenz an, so erhalten wir wegen der kohomologischen Trivialitit von Z[G]® A
nach (3.3) die Isomorphismen

§: HI71(g,AY) — Hi(g, A) mit A' = Jg ® A,
51 Hitl(g, A7Y) — Hi(g, A) mit A7l = I ® A

fiir jedes ¢ und jede Untergruppe g C G. Dieses Vorgehen wollen wir iterieren:
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Fiir jede ganze Zahl m € Z setzen wir

A" =Jo® - ® Jg ®A, wennm >0,
A™ = Iq ®ﬁT maélé Ic®A, wennm <0.
|m|-mal
Durch Hintereinanderschaltung
HI™™(g,A™) — Hq_(m_l)(g,Am_l) — - — H(g, A)
der Abbildung § bzw. § !, erhalten wir die Isomorphismen
o H1™™ (g, A™) — Hi(g, A) (m e Z).

Wir kénnen also sagen:

(3.15) Satz. Jedem G-Modul A sind die G-Moduln

A" =Je® - ®Jeg® A (m >0) bzw.
A" =Jo®---QIc® A (m <0)

zugeordnet, und die m-malige Hintereinanderschaltung des Verbindungsho-
momorphismus ¢ liefert einen Isomorphismus

6™ H*"(g,A™) — H%(g,A)  (meZ)
fiir jedes q und jede Untergruppe g C G.

Auf Grund der Isomorphie H%(g, A) =2 HI9"™(g, A™) werden wir im folgen-
den haufig von Aussagen iiber Kohomologiegruppen einer Dimension ¢ auf
analoge Aussagen fiir eine hohere oder niedrigere Dimension schliefsen kon-
nen. Insbesondere werden wir nach dieser Methode in den Stand gesetzt, viele
Definitionen und Beweise auf den Fall der nulldimensionalen Kohomologie-
gruppen zuriickzufithren, die wir im Gegensatz zu den héherdimensionalen
vollstandig in der Hand haben. Man nennt diese Vorgehensweise die Me-
thode der Dimensionsverschiebung'?). Der folgende Satz stellt ein erstes
Beispiel fiir die Niitzlichkeit dieser Methode dar:

19 Man kann dieses Prinzip auch direkt zur Grundlage der ganzen Kohomologie-

theorie machen. Nach (3.15) ist namlich
HY(G,A) = H(G, A,
wobei A? in kanonischer Weise durch A gegeben ist: A? = Jo ® - ® Jag ® A

firq>0bzw. A2=Ic® - - ®Ig® A fiir ¢ <0. Die Kohomologiegruppen des
GG-Moduls A konnen daher von vornherein durch

H(G, A) = (A")“ /NG A®
definiert werden. Eine auf diesem Konzept beruhende Kohomologietheorie findet
man bei C. CHEVALLEY [12].
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(3.16) Satz. Die Gruppen H(G, A) sind Torsionsgruppen, und zwar sind die

Ordnungen der Elemente von H4(G, A) sdmtlich Teiler der Ordnung n von G:
n-HY(G,A) =0.

Beweis. Es gilt n- H(G, A) = 0, denn es ist HY(G,A) = AY/NgA und
na = Nga fiir alle @ € A%. Da dies fiir jeden G-Modul zutrifft, folgt der
allgemeine Fall aus H?(G, A) & H°(G, A?).

(3.17) Korollar. Ein G-Modul A mit eindeutiger und uneingeschrénkter Di-
vision'V) hat triviale Kohomologie.

In diesem Fall ist ndmlich die Abbildung n -1d : A — A fiir jede natiirliche
Zahl n bijektiv und induziert also die Isomorphismen

n-1d: H%g,A) — H%g,A) (9 € G).
Ist n = |G|, so wird daher H(g,A) =n - H%(g, A) = 0.

Insbesondere hat hiernach der G-Modul Q (auf dem die Gruppe G stets iden-
tisch operiert) triviale Kohomologie. Die zur Sequenz

0 —Z—Q—Q/Z—0

gehorige exakte Kohomologiesequenz liefert daher das
(3.18) Korollar. H?*(G, Z)~H'(G,Q/Z)=Hom(G, Q/Z)=x(G) (kanonisch).

Die Gruppe x(G) = Hom(G, Q/Z) heilst die Charaktergruppe von G.

Wir beschliefsen diesen Paragraphen mit der Berechnung der Gruppe
H~%(G, Z); sie spielt in der Klassenkorpertheorie eine bedeutsame Rolle. Wir
bezeichnen mit G’ die Kommutatorgruppe und mit G** = G /G’ die Faktor-
kommutatorgruppe von G.

(3.19) Satz. H 2%(G,Z) = G* (kanonisch).
1) Eine abelsche Gruppe A ist mit eindeutiger und uneingeschriinkter Division aus-

gestattet, wenn die Gleichung nz = a fiir jede natiirliche Zahl n und jedes a € A
eine eindeutige Losung x € A besitzt.
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Beweis. Da Z[G] als G-induzierter Modul triviale Kohomologie besitzt, er-
halten wir aus der zur Sequenz

0—Ig —Z[G] —=Z—0
gebildeten exakten Kohomologiesequenz den Isomorphismus
§:H (G, Z) — H YG,Ig).

Nun ist aber H™ (G, Ig) = I¢/I%. Es kommt also darauf an, einen Isomor-
phismus G/G’ = I /12 anzugeben. (Man beachte, dass G multiplikativ, I
aber additiv ist.) Dazu betrachten wir die Abbildung

G — Ig/I%  definiert durch o +— (0 — 1) + I.

Wegen o-7—1=(0—1)+(7—1)+ (6 —1)- (7 — 1) handelt es sich hierbei um
einen Homomorphismus, dessen Kern wegen der Kommutativitat von I/, é
den Kommutator G’ enthilt. Wir kommen daher zu einem Homomorphismus

log: G/G' — Ig/13.

Um die Bijektivitdt von log zu zeigen, beachten wir, dass I5 die freien Erzeu-
genden 0 — 1, 0 € G, besitzt, so dass durch die Zuordnung

c—1—0-G
ein Homomorphismus von I auf G/G’ festgelegt wird. Wegen
(c—1)-(r—=1)=(cr—=1) (6 —1)— (= 1) o0 '77!'G" =1
liegen die Elemente aus IZ im Kern, so dass wir einen Homomorphismus
exp: Ig/I3 — G/G' mit (0 — 1)+ I% — oG’

erhalten, fiir welchen logoexp = Id und expolog = Id gilt. Daher ist log :
G/G' — Ig/I% ein Isomorphismus.

Offenbar ist H= (G, Z) = N Z/IcZ = 0, H*(G,Z) = Z/nZ und HY(G,Z) =
Hom(G, Z) = 0. Damit haben wir die Kohomologiegruppen H4(G, Z) fiir die
Dimensionen ¢ = —2, —1,0, 1, 2 berechnet:

H™ (G, Z)=G*, H'(G,Z) =0, H(G,Z) = Z/nZ,

HY(G.Z) =0, HXG,Z) = X(G).

Ohne Beweis sei erwahnt, dass in kanonischer Weise
H UG,Z) = x(HYG, Z)) fir alle ¢ >0

gilt (Dualitéitssatz).
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§ 4. Die Inflation, Restriktion und Korestriktion

Haben wir im vorigen Paragraphen die Abhéngigkeit der Kohomologiegrup-
pen H?(G, A) vom Modul A studiert, so wollen wir uns jetzt dem Verhalten
derselben bei Anderung der Gruppe G zuwenden. Es handelt sich dabei in der
Hauptsache um die folgende Fragestellung:

Sei A ein G-Modul und g eine Untergruppe von G. Dann ist A auch ein
g-Modul, und wenn ¢ invariant in G ist, so ist A9 ein G/g-Modul. Welche
Beziehungen bestehen zwischen den Kohomologiegruppen

H%(G/g,A?), H*(G,A) und H(g,A) ?

Wir schrianken unsere diesbeziiglichen Betrachtungen zunéchst auf den Fall
positiver Dimensionen ¢ > 1 ein.
Ist g invariant in G, so ordnen wir jeder g-Kokette

x:Glgx--xGlg— AI
durch y(o1,...,04) =x(01-9,...,04 - g) eine g-Kokette
y:Gx---xG— A
zu. Diese nennen wir die Inflation von x und bezeichnen sie mit
y = Inf z.

Man sieht auf einen Blick, dass die Zuordnung x +— Inf x mit dem Korand-
operator O vertréglich ist, d.h. es ist 9,41 o Inf = Inf 0 9,41. Es gehen daher
Kozykeln in Kozykeln und Korédnder in Korénder {iber, und wir erhalten die

(4.1) Definition. Sei A ein G-Modul, g ein Normalteiler von G. Der durch
den kanonischen Homomorphismus der g-ten Kokettengruppe des G /g-Moduls
AY in die g-te Kokettengruppe des G-Moduls A induzierte Homomorphismus

Inf, : H(G/g,A?) — HY(G,A4), q=>1,
heifst die Inflation.

Neben der Inflation erhalten wir eine weitere kohomologische Abbildung, wenn

wir jeder g-Kokette
r:Gx---xG— A

ihre Einschrankung
yigx--xg— A

von G X --- X G auf g X - -+ x g zuordnen. Diese g-Kokette y nennen wir die
Restriktion von x und bezeichnen sie mit

y = Reszx.

Entscheidend ist dabei wieder, dass der Kokettenhomomorphismus Res mit
dem Operator 0 vertauschbar ist, J;41 © Res = Res o 0g41, dass also bei
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der Zuordnung x — Resz Kozykeln in Kozykeln und Korénder in Kordnder
iibergehen. Wir erhalten daher die

(4.2) Definition. Sei A ein G-Modul, g eine Untergruppe von G. Der durch
die Einschrankung der Koketten des G-Moduls A auf die Gruppe g induzierte
Homomorphismus

Res, : HY(G,A) — H(g,A4), ¢>1,
heift die Restriktion.

Man hat bei jeder neu eingefiihrten kohomologischen Abbildung zu priifen,
ob sie mit den schon vorhandenen kanonischen Homomorphismen vertréglich
ist, denn nur in diesem Fall handelt es sich um eine brauchbare, zur Theorie
gehorige Begriffsbildung. Fiir die Inflation und Restriktion haben wir daher
die folgenden Sétze zu konstatieren.

(4.3) Satz. Seien A und B zwei G-Moduln, g ein Normalteiler von G und
f:A— B

ein G-Homomorphismus. Dann sind die Diagramme

HY(GJg, A%) —— HY(G/g,B%) HYG,A) —— HYG,B)

llnfq llnfq lResq lResq

Hq(GvA) ;) Hq(GuB)7 Hq(g7A) L) Hq(ng>

kommutativ. Im zweiten Diagramm braucht die Normalitdt von g in G nicht
vorausgesetzt zu werden.

Man beachte hierbei, dass der G-Homomorphismus f : A — B einen G/g-
Homomorphismus f : A9 — BY und einen g-Homomorphismus f : A — B
induziert.

(4.4) Satz. Sei
0—A—B—C—0

eine exakte Sequenz von G-Moduln und G-Homomorphismen und g ein Nor-
malteiler von G. Ist dann auch die Sequenz

0—AY — B —CY—0

exakt, so ist das Diagramm
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H(G/g,0%) —— HTY(G/g, A%)

llnfq llnftfrl

HYG,0) —2— HITY(G, A)
kommutativ.

(4.5) Satz. Sei
0—A—B—C—0

eine exakte Sequenz von G-Moduln und G-Homomorphismen, g eine Unter-
gruppe von GG. Dann ist das Diagramm

HI(G,C) —2— H(G, A)

lResq lRes{Hrl
Hq(ga C) —6) Hq+1(ga A)

kommutativ.

Die Satze (4.3), (4.4) und (4.5) sind miihelos zu verifizieren. Der Beweis der
letzten beiden beruht im wesentlichen auf der Vertauschbarkeit der Koket-
tenabbildungen mit dem Operator @ und folgt unter Beachtung dieser Tat-
sache unmittelbar aus der Definition der Abbildung 6. Wir iiberlassen die
Einzelheiten dem Leser.

Fiigen wir die Inflation und die Restriktion zusammen, so erhalten wir zu-
néchst die folgende Beziehung:

(4.6) Satz. Ist A ein G-Modul und g ein Normalteiler von G, so ist die

Sequenz It R
0 — HY(G/g,A%) = HYG,A) == H'(g, A)

exakt.

Beweis. Die Injektivitdt der Inflation erkennt man folgendermafien: Sei x :
G/g — A9 ein 1-Kozykel, dessen Inflation Inf z ein 1-Korand des G-Moduls
A ist. Es ist dann

Infz(c) =2z(0c-g) =ca—a, a€A.

Wir haben daher fiir alle 7 € g die Gleichung ca — a = o7a — a, d.h. a = 7a,
so dass a € A9. Daher ist x(0g) = 0 - ga — a ein 1-Korand.

Zum Beweis der Exaktheit an der Stelle H*(G, A) sei z : G/g — A9 ein
1-Kozykel von AY. Dann ist fiir o € g

ResoInfx(0) = Inf z(0) = z(0g) = z(g) = z(1).
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Nun ist aber z(1) = z(1-1) = 2(1) + (1) = 0. Daher ist
Bild Inf C Kern Res.

Sei umgekehrt = : G — A ein 1-Kozykel des G-Moduls A, dessen Restriktion
auf g ein 1-Korand des g-Moduls A wird:

(1) =7Ta—a, a € A, firalle T € g.

Subtrahieren wir von  den 1-Korand p : G — A, p(0) = ca —a, 0 € G, so
erhalten wir einen 1-Kozykel z'(c) = x(0) — p(o) der gleichen Kohomologie-
klasse mit 2’(7) = 0 fiir alle 7 € g. Es ist dann

(o —71)=2a'(0) + o2/ (1) =2'(0) fiiraller € g,
und andererseits
'(r-0)=2' (1) + 72'(0) = 72/ (0) fiiralleT € g.

Definieren wir nun y : G/g — A durch y(o - g) = 2/(0), so ist y(o - g) € A9
wegen y(o-g) = y(ro - g) fir alle 7 € g, und wir erhalten in y einen 1-Kozykel
mit Infy = 2’. Daher ist Kern Res C Bild Inf.

Der Satz (4.6) lasst sich auf beliebige positive Dimensionen nur unter einer
gewissen Voraussetzung ausdehnen:

(4.7) Satz. Sei A ein G-Modul, g ein Normalteiler von G. Ist dann H'(g, A)
=0firi=1,...,9—1 und ¢ > 1, so ist die Sequenz
0 — HY(G/g, A% 25 HY(G, A) B H(g, A)

exakt.

Den Beweis fiihren wir mit vollstdndiger Induktion nach der Dimension g,
indem wir die Methode der Dimensionsverschiecbung heranziehen (vgl. §3).
Als Induktionsanfang dient der Satz (4.6). Setzen wir B = Z[G] ® A und
C = Jg ® A, so erhalten wir nach (3.14) die exakte Sequenz

0—A—B—C—0.
Wegen H'(g, A) = 0 ergibt sich aus (3.4) auch die Exaktheit der Sequenz
0— A9 — B9 — C9—0.

Wir erhalten daher das kommutative Diagramm

0 —— H"Y(G/g,C%) == H7Y(G,0) = H(g,0)

I I I

0 —— HY(G/g,A%) —2— H9(G,A) —B=— Hi(g, A).
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Da B G-induziert und g-induziert und BY G/g-induziert ist (vgl. (3.10) und
(3.11)), handelt es sich bei den Abbildungen § um Isomorphismen (vgl. (3.3)),
und es gilt iiberdies

Hi(g,C) = H™ (g, A) =0 fiiri=1,...,q—2.

Nehmen wir hiernach die Exaktheit der oberen Sequenz als Induktionsvoraus-
setzung an, so libertragt sich diese automatisch auf die untere Sequenz.

Man wird sich natiirlich fragen, warum wir uns bei der Einfiihrung der Ab-
bildungen Inf und Res auf die positiven Dimensionen ¢ > 1 beschrénkt, und
nicht in analoger Weise von den Koketten ausgehend auch fiir die negativen
Dimensionen Inflation und Restriktion definiert haben. Ein solches Vorgehen
ist jedoch nicht moglich. Die entscheidende Eigenschaft der Inflations- bzw.
Restriktionsabbildungen liegt ndmlich darin, dass sie geméf (4.4) bzw. (4.5)
bei einer Dimensionsverschiebung durch den Operator § ineinander iiberge-
hen, und diese Eigenschaft miisste natiirlich bei einer entsprechenden Defini-
tion fiir alle Dimensionen erhalten bleiben. Was nun die Inflation angeht, so
legt uns eine solche Forderung die Beschrankung auf den Fall ¢ > 1 zwangs-
laufig auf; dies liegt im wesentlichen daran, dass aus einer exakten Sequenz
0> A— B — C — 0 von G-Moduln i.a. nicht die Exaktheit der Sequenz
0— A9 - B9 — CY9 — 0 (g C Q) folgt, so dass wir zwar aus der ersten, nicht
aber aus der zweiten einen §-Homomorphismus fiir die Kohomologiegruppen
gewinnen.

Anders steht es jedoch mit der Restriktion. Diese lisst sich tatséchlich
unter den geschilderten Bedingungen auf die Dimension ¢ < 0 ausdehnen.
Fiir ¢ = 0 erhélt man z.B. durch die Zuordnung

a+ NgAr——a+ N,A, ac A% C A9,
einen Homomorphismus
Resg : H°(G, A) = A°/NgA — H°(g, A) = AY/N,A,

derart dass der Satz (4.5) unter Einbeziechung der Dimension ¢ = 0 erhalten
bleibt. Dies halten wir in dem folgenden Lemma fest:

(4.8) Lemma. Ist 0 — A % B C = 0 eine exakte Sequenz von G-Moduln
und g eine Untergruppe von G, so ist das Diagramm

HY(G,C) —— HY(G, A)

lReso lRem
H%g,C) —2— H'(g,4)

kommutativ.
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Beweis. Sei ¢ € C¢ ein 0-Kozykel des G-Moduls C, ¢ = ¢ + NgC seine
Kohomologieklasse. Dann ist Resp¢ = ¢ + N,C, d.h. c ist gleichzeitig ein 0-
Kozykel fiir den g-Modul C'. Wahlen wir ein b € B mit jb = ¢, so gibt es
wegen jOb = Oc = 0 einen 1-Kozykel a; : G — A, derart dass ia; = 0b.
Nach der Definition von ¢ ist nun ¢ = a; und dResg¢ = Resja; = Resja; =
Res;de.

Eine dhnlich elementare Definition der Abbildungen Res, fiir die Dimensionen
q < 0 lasst sich leider nicht angeben. Wir werden jedoch sehen, dass die For-
derung (4.5) die Restriktionsabbildungen in eindeutiger Weise festlegt, wenn
diese nur fiir eine Dimension, etwa ¢ = 0, gegeben sind. Diese Erkenntnis
versetzt uns in die Lage, die Restriktion in der folgenden Weise axiomatisch
einzufiihren.

(4.9) Definition. Sei G eine endliche Gruppe, g eine Untergruppe von G.
Unter der Restriktion verstehen wir die eindeutig bestimmte Familie von
Homomorphismen

Resq : HY(G,A) — H(g, A), q€e”Z,
mit den FEigenschaften:
(i) 10 0
Reso : H'(G,A) — H (g9, A)

ist durch die Zuordnung a + NgA +— a+ NyA (a € A®) gegeben.
(ii) Fiir jede exakte Sequenz 0 - A — B — C — 0 von G-Moduln und
G-Homomorphismen ist das Diagramm

HI(G,C) —2— HI*(G, A)

lResq lRes a+1

Hi(g,C) —2— HI1(g, A) kommutativ.

Die Homomorphismen Res, entstehen aus Resy in der folgenden Weise durch
Dimensionsverschiebung:
Nach (3.15) haben wir die Isomorphismen
89 : H°(G, A — HI(G,A), 67:H(g, A — H(g, A),
die wir durch ¢-maliges Hintereinanderschalten des Verbindungshomomor-

phismus § erhalten. Die Bedingung (ii) bedeutet nun, dass wir Res, durch
das kommutative Diagramm

HY(G, A7) — HY(G, A)

lRCSO lResq

HO(g, A7) —"— H(g, A)
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zu definieren haben. Damit ist gleichzeitig die Eindeutigkeit der Restrikti-
onsabbildung bewiesen. Insbesondere erhalten wir das Resultat, dass die so
definierte Abbildung Res, fiir ¢ > 0 mit der schon friither eingefiihrten {iber-
einstimmt.

Wir haben nur noch zu zeigen, dass die Homomorphismen Res, allgemein
die Bedingung (ii) erfiillen. Zu diesem Zweck betrachten wir das folgende
Diagramm

HY(G,C9) u HY(G, A9)
Res Res
(—=1)481
” HO(g,C) 5 ] H'(g, AY)
H(G,0) : HUNGA) (g
Res o1 Res
Hi(g,C) 2 H(g, A),

wobei zu beachten ist, dass aus der Sequenz 0 - A — B — C — 0 die
Sequenz
0— A9 — BT —(C71—0

entsteht, deren Exaktheit unter Beachtung von (1.2) mit vollstdndiger Induk-
tion dem Lemma (1.9) zu entnehmen ist. In diesem Diagramm ist das obe-
re Quadrat nach (4.8) kommutativ. Die Kommutativitdt der beiden Seiten-
diagramme folgt unmittelbar aus der Definition der Restriktionsabbildungen
durch die Dimensionsverschiebung. Das hintere und das vordere Diagramm
entstehen durch Untereinandersetzen von ¢ Quadraten des Typs (3.6). Sie
sind also nach (3.6) gleichfalls kommutativ. Daher {ibertrégt sich die Kom-
mutativitdt des oberen Quadrates auf das untere Quadrat, und es ist alles
bewiesen.

Was die explizite Bedeutung der Homomorphismen Res, fiir ¢ < 0 angeht, was
also die Frage betrifft, wie sich die einzelnen Kozykeln unter der Abbildung
Res, verhalten, so kommt man hier nur {iber umféingliche Rechnungen zu
Resultaten, die wegen ihrer Uniibersichtlichkeit gar nicht zu gebrauchen sind.
Jedoch gilt in diesem Zusammenhang das auf S. 22 Gesagte. Im wesentlichen
tritt nur immer das funktorielle Verhalten der Restriktion in Erscheinung;
lediglich fiir kleine Dimensionen, also fiir die Dimensionen, fiir die wir eine
konkrete Interpretation der Kohomologiegruppen besitzen, haben wir hin und
wieder auch die Restriktion in expliziter Weise zu interpretieren. Einen fiir
die Klassenkorpertheorie bedeutsamen Spezialfall legt der Satz (3.19) nahe:
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(4.10) Definition. Der durch die Abbildung
Res o : H ?(G,Z) — H *(g,Z)
induzierte Homomorphismus
Ver : G2 — 2P

heift die Verlagerung von G nach g.

Dieser kanonische Homomorphismus lésst sich auch, wenngleich mit einigem
Formelaufwand, rein gruppentheoretisch, also ohne kohomologische Mittel an-
geben. Vgl. [16], 14.2.

Der Restriktion steht eine weitere Abbildung
Kory : H(g,A) — HY(G, A)

im umgekehrter Richtung zur Seite, die Korestriktion. Ebenso wie die Re-
striktion ist auch die Korestriktion schon durch ihre Festlegung auf einer Di-
mension vollstdndig bestimmt. Wir geben sie jedoch, bevor wir zur allgemei-
nen Definition kommen, fiir die beiden Dimensionen ¢ = —1 und ¢ = 0 an:

Durch die Zuordnung
a+I;A— a+ IgA (@€ N,AC NgA)
wird ein Homomorphismus
Kor_; : H '(g,A) — H (G, A)
definiert. Ferner erhalten wir durch die Zuordnung
a+ NgA— Ng/ga+ NgA (a € AY)
einen Homomorphismus
Korg : H%(g, A) — H°(G, A).

Dabei sei Ng/qa = ZJEG/g oa € A% fiir a € A9; o € G/g bedeutet, dass o
ein Linksreprésentantensystem fiir die Nebenscharen von ¢ in G durchléuft.
In Analogie zu (4.8) beweisen wir das

(4.11) Lemma. Ist 0 - A % B 24 € = 0 eine exakte Sequenz von G-
Moduln, so ist das Diagramm

HY(g,0) —>— H°(g, A)

lKor,l lKoro
H YG,C) —— H°(G,A)
kommutativ.
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Beweis. Sei ¢ € p,C ein (—1)-Kozykel fiir die Klasse ¢ = ¢ + IgC €
H(g,C). Dann ist ¢ € n,C auch ein (—1)-Kozykel fiir die Klasse Kor_;¢ =
c+ IgC € H71(G,C). Wihlen wir ein b € B mit jb = ¢, so gibt es wegen
jOb = 0c = Nyc = 0 einen 0-Kozykel a € A9 mit ia = 0b = Ny4b. Definitions-
geméR wird dann 6¢ = @ = a+ Ny A, also Korgdc = Ng/,a+NgA € HY(G, A).
Andererseits ist dKor_i¢ = d(c + IgA). Wahlen wir das gleiche b € B mit
Jb = ¢ wie oben, so ist db = Ngb = Ng ;i Ngb = Ng/4(ia) = i(Ng/ga) und es
wird §(c + IgA) = Ng/qa + NgA, also

Korgde = Nc;/ga + NgA =6 Kor_qc.

Die allgemeine Korestriktionsdefinition erhalten wir nun genau wie die Re-
striktion axiomatisch.

(4.12) Definition. Sei G eine endliche Gruppe, g eine Untergruppe von G.
Unter der Korestriktion verstehen wir die eindeutig bestimmte Familie von
Homomorphismen

Kor, : H%(g,A) — HY(G,A), q€Z,
mit den Eigenschaften:
) Koro : H (g, A) —s H°(G, A)
ist durch die Zuordnung a + NgA — Ng/ga + NgA (a € A9) gegeben.
(ii) Fiir jede exakte Sequenz

0—A—B—C—0
von G-Moduln und G-Homomorphismen ist das Diagramm
H(g,C) —— H!(g, A)
lKorq lxorw

HY(G,C) —2— HIY(G, A) kommutativ.

Die Homomorphismen Kor, entstehen aus Kory genau wie bei der Restriktion
durch Dimensionsverschiebung:
Nach (3.15) haben wir die Isomorphismen

§7: HY(G, A% — HY(G,A), 09:H (g, AY) — H(g, A).
Damit wird Kor, aufgrund von (ii) in eindeutiger Weise durch das kommuta-
tive Diagramm

Ho(gqu) (S—q) Hq(g7A)

lKorO lKorq

HO(G, A1) - HY(G, A)
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festgelegt. Insbesondere erhalten wir hierdurch den auf S. 42 eingefiihrten Ho-
momorphismus Kor_; wegen der Eindeutigkeit und wegen (4.11) zuriick. Die
allgemeine Giltigkeit von (ii) folgern wir in der gleichen Weise wie bei der
Restriktion unter Beachtung von (4.11) und (3.6) aus dem Diagramm

H~'(g,C*1) : HO(g, A7)
Kor Kor
(71)q+15q+1
sa+1 Hil(G, Cq+1) g l HO(G,A‘Hl)
H(g,C) > HH (g, A) e
Kor satt Kor
HY(G,C) u HI(G, A).

Es sei erwdhnt, dass man die Korestriktion fiir die negativen Dimensionen
sehr einfach auch durch kanonische Kokettenzuordnungen erhélt, dhnlich wie
die Restriktion auf den positiven Dimensionen. Hierauf brauchen wir jedoch
nicht ndher einzugehen. Im Hinblick auf (4.10) wollen wir nun den folgenden
Satz angeben:

(4.13) Satz. Die durch
Kor_o: H 2(g,Z) — H (G, Z)

induzierte Abbildun
§ kg — G2

ist der kanonische Homomorphismus, den man durch og’ — oG’ erhilt.

Dies folgt unter Berticksichtigung des Beweises zu (3.19) aus dem kommuta-
tiven Diagramm

_ _ lo a
H™%(g,Z) —2— H Y(g,1,) = I,/I? «=— ¢

lKor,g lKor,l ln

H2G,Z) —— H NG, Ig) = Ig /1% «E— G
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Wichtig ist die folgende Beziehung zwischen der Restriktion und der Kore-
striktion:

(4.14) Satz. Die Hintereinanderschaltung der Homomorphismen
Res Kor

HY(G,A) — H(g,A) — HY G, A)
ergibt den Endomorphismus
KoroRes = (G : g) - Id.

Beweis. Sei @ = a + NgA € H°(G, A), a € A®. Dann ist Korg o Resg(a) =
Korg(a + NyA) = Ng/ga + NgA = (G :g)-a+ NgA=(G: g)-a.

Der allgemeine Fall folgt hieraus durch Dimensionsverschiebung. Das Dia-
gramm

HO (G, Aq) KorgoResg HO (G7 Aq)

ﬂ ng

HQ(G, A) KorgoRes, HQ(G, A)

ist némlich kommutativ, und da es sich oben um die Abbildung (G : g) - Id
handelt, gilt auch unten Korg o Res, = (G : g) - Id.

Aus der Vertauschbarkeit der Abbildungen Res und Kor mit dem Verbin-
dungshomomorphismus ¢ folgt ihre Vertauschbarkeit mit den durch die G-
Homomorphismen induzierten Abbildungen automatisch:

(4.15) Satz. Ist f : A — B ein G-Homomorphismus der G-Moduln A, B und
g eine Untergruppe von G, so sind die Diagramme

HY(G, A) — HY(G, B)

RcslTKor RCSlTKOI‘
Ha(g, A) —L— Ha(g, B)

kommutativ.

Dies ist fiir die Dimension ¢ = 0 unmittelbar klar. Der allgemeine Fall folgt in
einfacher Weise durch Dimensionsverschiebung. Durch A 4 B wird nimlich

ein Homomorphismus A9 4, Ba induziert, und in dem Diagramm

(©Alexander Schmidt: www.mathi.uni-heidelberg.de/~schmidt/Neukirch/



Elektronische Ausgabe. Frei fiir den privaten Gebrauch.

46 Teil I. Kohomologie der endlichen Gruppen
HO(G, A%) ! H°(G, BY)
Kor Kor
59 Res 7 o Res
H°(g, A7) ] H°(g, B9)
HY(G, A) ! H(G, B) 5
Kor 5 Kor
Res 7 Res
(g, 4) (g, B)

sind alle vertikalen Quadrate kommutativ, so dass sich die Kommutativitét
des oberen Diagramms auf das untere iibertragt.

Die Kohomologiegruppen H?(G, A) sind als abelsche Torsionsgruppen die di-
rekte Summe ihrer p-Sylowgruppen, d.h. der Gruppen HY(G, A),, aller Ele-
mente von H?(G, A) von einer p-Potenzordnung:

HY(G, A) = P HYG, A),.

Oft nennt man HY(G, A), den p-priméren Teil von H?(G, A). Hiertiber ha-
ben wir nun den folgenden

(4.16) Satz. Ist A ein G-Modul und G, eine p-Sylowgruppe von G, so ist der
Homomorphismus

Res: HY(G, A), — HI(G,,A)
stets injektiv und der Homomorphismus

Kor: HY(Gp,A) — HI(G, A),

stets surjektiv.

Beweis. Da KoroRes = (G : G,)-1Id, und da (G : G)) zu p teilerfremd ist, ist

die Abbildung H(G, A), KoroRes, H1(G, A), ein Automorphismus. Ist daher

xz € H1(G,A), und Resx = 0, so folgt aus Kor o Resz = 0 sofort # = 0 und
dies zeigt die Injektivitét von Res auf H1(G, A),.

Andererseits besteht H4(G,, A) aus lauter Elementen von p-Potenzordnung
(vgl. (3.16)), so dass Kor HY(Gp, A) C H%(G, A)p. Die Gleichheit ergibt sich
aus der Bijektivitdt von Kor o Res auf H1(G, A),,.

Es kommt haufig vor, dass wir das Verschwinden gewisser Kohomologiegrup-
pen zu beweisen haben. In vielen dieser Fille ziehen wir das folgende Ko-
rollar zu (4.16) heran, das eine Reduktion dieses Problems auf den Fall der
p-Gruppen liefert.

(©Alexander Schmidt: www.mathi.uni-heidelberg.de/~schmidt/Neukirch/



Elektronische Ausgabe. Frei fiir den privaten Gebrauch.

§4. Die Inflation, Restriktion und Korestriktion 47

(4.17) Korollar. Ist fiir jede Primzahl p die Gruppe H9(Gp, A) = 0 fiir eine
p-Sylowgruppe G, von G, so ist H1(G, A) = 0.

Beweis. Wegen der Injektivitdt von Res : H(G, A), — HY(G,, A) sind alle
p-Sylowgruppen H(G, A), =0, also ist H1(G, A) = 0.

Wir wollen uns zum Schluss dieses Paragraphen einer Verallgemeinerung der
G-induzierten Moduln zuwenden. Mit ihr werden wir es in der globalen Klas-
senkorpertheorie zu tun haben.

(4.18) Definition. Sei G eine endliche Gruppe, g eine Untergruppe von G.
Ein G-Modul heifst G /g-induziert, wenn er eine Darstellung

A= @ oD
ceG/g

besitzt, in der D C A ein g-Modul ist und o ein Linksreprésentantensystem
fiir die Nebenscharen von g in G durchlduft.

Fiir ¢ = {1} erhalten wir offenbar die G-induzierten Moduln zuriick. In starker
Verallgemeinerung zur kohomologischen Trivialitdt der G-induzierten Moduln
haben wir den folgenden Satz, der haufig als das Lemma von Shapiro zitiert
wird:

(4.19) Satz. Ist A ein G/g-induzierter G-Modul, A = @, ¢/, 0D, so ist
H(G, A) = H(g, D),

und zwar erhalten wir diesen Isomorphismus durch die Hintereinanderschal-

tung Ros

Hq(GvA) — Hq(g7A) L Hq(gaD)a

wobei 7 durch die natiirliche Projektion A —— D induziert wird.

Den Beweis fiihren wir mit Hilfe der Dimensionsverschiebung. Sei A =
@;-11 0;D, wobei o; ein Linksreprisentantensystem von G/g durchlauft und
speziell o1 = 1 ist. Filir ¢ = 0 setzen wir der Abbildung

A% /NgA 2% 49 /N, A 5 DI/N,D
die Abbildung v : D9/N,D — AY/NgA mit v(d + NyD) = 31", 0:d + NgA
entgegen. Man verifiziert sofort, dass (7 oRes)orv = Id und v o (7 o Res) = Id.
Daher ist der Homomorphismus 7 o Res bijektiv.
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Fiir eine beliebige Dimension ¢ setzen wir jetzt

Aq:JG®...®JG®A Aq:lG@"'@IG@A
Di=Jo®---®@Jg®@D  bzw. Di=Ig®---®Ic®D
Di=J,@ - ®J,®@D Di=I,® - ®@I,®D

je nachdem ¢ > 0 oder ¢ < 0. Wegen A = @, 0;D ist A7 = @", 0, D!
ebenfalls G/g-induziert. Weiter priift man sofort nach, dass

JG:JQ@K1 bzw. IG:IgEBK,1

mit den g-induzierten Moduln

K, = @ T(iz.afl) und K_; = @ T(iz'(0;1 —1))
TEYG =2 r€g i—2

Unter Beachtung von (1.5) und (3.10) ergibt sich hieraus fiir alle ¢ die kano-

nische g-Modulzerlegun
g gung DI = Dl

mit einem g-induzierten g-Modul C?. Mit (3.15) erhalten wir nun das Dia-
gramm

HO(G, A%) By [g0(g, A9) T HO(g, DY) —2— H(g, DY)

o Yo" o

Hq(GvA) ﬂ) Hq(gaA) t Hq(gaD)v

in dem die Abbildung 7, o Res in der oberen Zeile wegen der Dimension
¢ = 0 und die Abbildung p aufgrund von (3.7) und (3.13) bijektiv sind. Da
der zusammengesetzte Homomorphismus A9 =% D? £ D aus der Projektion
A 5 D entsteht, erweist sich das Diagramm als kommutativ, und aus der
Bijektivitat der Abbildung p o 7, o Res oben, ergibt sich die Bijektivitat der
Abbildung 7 o Res unten.

§ 5. Das Cupprodukt

Wir haben im vorigen Paragraphen gesehen, dass die Restriktion und die
Korestriktion allein durch ihre kanonische Gegebenheit auf der Dimension
g = 0 automatisch entsprechende Abbildungen fiir die Kohomologiegruppen
in allen anderen Dimensionen induzieren. Genauso verhélt es sich mit dem
Cupprodukt, welches ebenfalls in der nullten Dimension unmittelbar durch
das Tensorprodukt gegeben ist.

Sind A und B zwei G-Moduln, so ist auch A®R B ein G-Modul, und wir erhalten
durch die Zuordnung (a,b) — a ® b die kanonische bilineare Abbildung

A% x B — (A® B)°,
die NgA x N¢B offenbar in Ng(A ® B) abbildet. Sie induziert daher eine
bilineare Abbildung
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H°(G,A) x H°(G,B) — H"(G,A® B) durch (@,b) — a®b 2.

Wir nennen das Element a ® b € H%(G,A ® B) das Cupprodukt von a €
H°(G, A) und b € H°(G, B) und bezeichnen es mit

aUb=a®b.

Dieses Cupprodukt pflanzt sich nun auf beliebige Dimensionen automatisch
fort.

(5.1) Definition. Es gibt eine eindeutig bestimmte Familie von bilinearen
Abbildungen, das Cupprodukt

U HP(G, A) x HY(G, B) — H"1(G,A® B), p.q € Z,
mit den folgenden FEigenschaften:

(i) Fiir p = q =0 ist das Cupprodukt durch die Zuordnung
(@b)—aUb=a®b, ac H'(G,A),bec H(G,B),

gegeben.
(ii) Sind die G-Modulsequenzen
0—A—A — A" —0,
0—A®B—AQ®B—A"®B—0

beide exakt, so ist das Diagramm

HP(G,A") x HI(G, B) —2— HP1(G, A" ® B)

5| 1 ls

HPTY(G,A) x HY(G,B) —— HPt1TY(G,A® B) kommutativ,

d.h. es ist §(a’ Ub) = da” U fiira’ € HP(G,A"), b€ HY(G, B).
(iii) Sind die G-Modulsequenzen
00— B— B — B"—0,
0—A®B—A®B — A®B"—0

beide exakt, so ist das Diagramm
H?(G,A) x HY(G,B") —2— HP*(G,A® B")

11 51 le
HP(G,A) x H""Y(G,B) —— HPtITY(G,A® B) kommutativ,
d.h.esist 5@ub’) = (~1)P(@udh’) fira € H?(G, A), b € HY(G, B").

12) a bzw. b bzw. a ® b bedeutet wie {iblich die Kohomologieklasse @ = a+ Ng A bzw.
b=b+NgBbzw. a®b=a®b+ Ng(A® B) des Elements a € A° bzw. b € B¢
bzw. a® b € (A® B)°.
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Das Erscheinen des Faktors (—1)? im letzten Diagramm ist zwangsliufig und
beruht, wie wir sehen werden, auf der Antikommutativitdt des Verbindungs-
homomorphismus ¢. Ein Fortlassen dieses Faktors wiirde zu Widerspriichen,
also zur Nicht-Existenz eines solchen Cupprodukts fiihren.

Wie bei der Restriktion gewinnen wir das allgemeine Cupprodukt aus dem
Fall p = 0, ¢ = 0 durch Dimensionsverschiebung!®.

Wir weisen zuvor noch einmal auf unsere Verabredung hin, dass wir die G-
Moduln A® Bund B® A bzw. (A® B)®C und A® (B® () stets miteinander
identifizieren wollen (vgl. §1, S.7). Dies fithrt automatisch zu einer entspre-
chenden Identifikation der Kohomologiegruppen dieser G-Moduln. Insbeson-
dere kénnen wir hiernach schreiben (vgl. §3, S. 32):

AP@B=Jg® - ®Je®A®B=(A®B)’ und
ARBI=ARJo® - ®JG®B=Jc®  ®@Jc®A®B=(A® B)1

fiir p,q > 0, und analog fiir p, ¢ < 0 mit I/ anstelle von Jg. Dies wollen wir
im folgenden stets beriicksichtigen.

Auf Grund des Satzes (3.15) konnen wir das Cupprodukt, ausgehend vom Fall
q =0, p = 0 durch das kommutative Diagramm

H(G, AP) x H(G, BY) —— HO(G,(A® BY)?) = H°(G, AP © BY)

o o

()  HP(G,A) x H(G,B?) —>— HP(G,(A® B)?) = HP(G, A ® BY)

| b e

HP(G,A) x HY(G, B) —%— HP*1(G, A® B)

festlegen. Wegen der Bedingungen (i), (ii), (iii) ist hiermit gleichzeitig die
Eindeutigkeit des Cupprodukts erwiesen. Diese Tatsache kénnen wir dazu
benutzen, schon an dieser Stelle eine explizite, d.h. kozykelweise Beschreibung
des Cupproduktes fiir den Spezialfall (p = 0, ¢) bzw. (p, ¢ = 0) anzugeben:

13) Dem nur auf die Anwendung des kohomologischen Kalkiils bedachten Leser wird
nichts wesentliches entgehen, wenn er auf die genaue Ausfiithrung dieses Verschie-
bungsprozesses verzichtet. Er wird sich allein mit den funktoriellen Verhaltens-
weisen des Cupproduktes und mit dessen expliziter Beschreibung fiir kleine Di-
mensionen (vgl. (5.2), (5.6), (5.7) und (5.8)) begniigen konnen.
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(5.2) Satz. Bezeichnen wir mit a, bzw. b, p- bzw. ¢-Kozykeln von A bzw. B

und mit @, bzw. b, ihre Kohomologieklassen, so gilt

GyUby, =ag®b, bzw. @,Uby=a,®by .

Zum Beweis beachte man, dass das so definierte Produkt ag U Eq bzw. @, U
by die Bedingungen (i), (ii), (iii) fiir (0,q) bzw. (p,0) erfiillt. Dies ist dem
Verhalten der Kozykeln unter den betreffenden Abbildungen direkt abzulesen.
Betrachtet man nun den unteren Teil des Diagramms (x) fiir p = 0 bzw. den
oberen fiir ¢ = 0, so erkennt man, dass das durch (x) definierte Produkt mit
dem durch (5.2) definierten tibereinstimmen muss.

Es kommt nun darauf an zu zeigen, dass die durch (x) definierten Abbil-

dungen g
HP(G,A) x HY(G,B) — HP™(G, A® B)

tatsdchlich den Forderungen (ii) und (iii) geniigen. Seien dazu die exakten

Sequenzen
0—A—A — A" —0,

0—A®B—A®B—A"®B—0

bzw.
0—B— B — B" —0,

0—A®B —A®B — A®B" —0
gegeben. Aus ihnen entstehen die wegen (1.9) und (1.2) exakten Sequenzen
0— A9 — A" — A" — 0,
0 —(A®B)! — (A®B)! — (A"®B) —0

bzw. » o
0— B — B — B" —0,

0— (A®B)? — (A®B')P — (A®B"? —0,
und wir kommen zu den Diagrammen

HP(G,A") x HY(G, BY) ——Y s HP(G, (A" ® B)Y)

(6,1) (—1)P 952 §

(1,5%) HPY(G,A) x H(G,BY) -4

!

HP*H(G, (A® B)7)

HP(G, AH) X Hq(G,B) E— U—> Hp+q(G,AN & B) (_1)(p+1)4q5q
(1,69)
(6,1) s
HP+Y(G, A) x HY(G, B) ——%—— HP1+1(G, A% B)

14) Man beachte, dass mit by(o1,...,0,) € B auch ap ® by(o1,...,04) € A® B
(ap € A®) ein g-Kozykel ist.
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bzw.
HO(G, A?) x HY(G,B") ——Y—» HY(G,(A® B")")
(1,6) 5P 4
@0 HO(G, AP) x HYY(G, B) ——— l H1(G,(A® B))
HP(G, A) x HY(G, B") ——|—% HP+4(G, A® B") o
(1,6) (67,1) (=1)P-6
HP(G,A) x HI"Y(G, B) ——2—— HP*+t1(G A® B).

Hierin sind zunéchst die linken Seitendiagramme trivialerweise kommutativ.
Bei den rechten Seitendiagrammen handelt es sich um ¢ bzw. p untereinan-
dergesetzte Diagramme vom Typ (3.6). Sie sind also nach (3.6) kommutativ.
Die vorderen und hinteren Teildiagramme sind auf Grund der Definition von
U durch (*) kommutativ. Schlieklich ergibt sich die Kommutativitit der obe-
ren Quadrate elementar aus (5.2) und den sich daran anschlieffenden Bemer-
kungen. Da nun die vertikalen Abbildungen bijektiv sind, tibertrégt sich die
Kommutativitdt der oberen Quadrate auf die unteren Quadrate. Damit ist
alles bewiesen.

Durch die axiomatische Einfiihrung (5.1) des Cupproduktes erhalten wir zu-
néchst noch keine explizite Beschreibung desselben; d.h. wir sind einstweilen
nicht in der Lage zu entscheiden, durch welchen Kozykel das Cupprodukt
zweier kozykelweise gegebener Kohomologieklassen reprasentiert wird. Ledig-
lich fiir die Falle (p = 0, ¢) und (p, ¢ = 0) steht uns eine solche Beschreibung
durch (5.2) in sehr einfacher Weise zur Verfiigung. Der Versuch einer explizi-
ten Bestimmung des Cupproduktes fiir weitere Fille (p, q) (insbesondere fiir
p < 0 und ¢ < 0) fithrt jedoch auf heftige rechnerische Schwierigkeiten. Wir
befinden uns also hier in einer &hnlichen Situation wie bei der Restriktion,
die im Dimensionsfall ¢ > 0 eine héchst einfache Beschreibung zuliefs, nicht
aber fiir die negativen Dimensionen. Hier wie dort gilt jedoch wieder, dass ei-
ne explizite Berechnung nur in niedrigen Dimensionen erforderlich wird, dass
man aber sonst mit der Kenntnis des funktoriellen Verhaltens der betreffenden
Abbildungen vollstdndig auskommt.

Wir wollen uns zunéchst, bevor wir fiir kleine Dimensionen explizite Formeln
herleiten, davon iiberzeugen, dass sich das Cupprodukt mit den schon vor-
handenen kohomologischen Abbildungen vertrégt.

(5.3) Satz. Sind f : A — A’ und g : B — B’ zwei G-Homomorphismen, und
ist feg: A® B— A'® B’ der durch f und g induzierte Homomorphismus,
so gilt fiira € H?(G, A), b € HY(G, B)

faugh=feg@udb) € H* (G, A’ ® B').
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Dies ist fiir p = ¢ = 0 vollsténdig trivial. Der allgemeine Fall ergibt sich sodann
in einfachster Weise durch Dimensionsverschiebung. Die Durchfiihrung diir-
fen wir dem Leser {iberlassen, nachdem wir den Verschiebungsprozess haufig
genug exerziert haben. Das gleiche gilt fiir den folgenden

(5.4) Satz. Seien A, B G-Moduln und g eine Untergruppe von G. Ist dann
ae€ HP(G,A), be HY(G, B), so gilt

Res(@Ub) = Resa UResb € H?"(g, A® B).
Fiira € HP(G, A), b € Hi(g, B) haben wir
Kor(ResaUb) =aUKorb € HPT(G, A® B).

Im Fall p = ¢ = 0 ist die erste Formel unmittelbar klar. Zum Beweis der
zweiten sei a € A9 bzw. b € BY ein 0-Kozykel fiir @ bzw. b. Auf Grund der
Definition der nulldimensionalen Korestriktion (4.12) erhalten wir dann
Kor(ResaUb) = Kor(a®b+ Ny(A® B)) = 3./, 0(a®b) + Ng(A® B)
=Y 0eqy@®0b+Na(A®B) =a® (3, cq/yob) + No(A® B) = aUKorb.

Alles iibrige folgt durch Dimensionsverschiebung.

Der folgende Satz zeigt die ,Antikommutativitdt“ und die ,,Assoziativitat“ des
Cupproduktes:

(5.5) Satz. Ist a € H?(G,A), b€ HY(G,B),cc H(G,C), so gilt *>)
aub=(—1)P9(bua) € H'(G,A® B) = H"T1(G,B® A)

und
(@ub)uc=auU (bUe)e H 1" (G,(A® B)®@ C)=HPT 1" (G, A® (B® 0)).

Auch dies ist im Fall p = ¢ = 0 trivial und ergibt sich allgemein unmittelbar
durch Dimensionsverschiebung.

Wir wollen nun einige explizite Formeln fiir das Cupprodukt berechnen. Dazu
bezeichnen wir mit ay, by, ... die p-Kozykeln von A, ¢-Kozykeln von B, ...

und mit @y, by, ... ihre Kohomologieklassen in H?(G, A), H1(G, B), ...

15 Genauer miisste man sagen, dass (—1)?(b U @) das Bild von @ U b unter dem

durch A® B = B® A induzierten kanonischen Isomorphismus H?T9(G, A® B) =
HP'(G, B® A) ist, und das entsprechende gilt fiir die zweite Formel. Wir halten
uns jedoch an unsere Verabredung von §1, S.7.
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(5.6) Lemma. @ Ub_; =z € H(G,A® B) mit
To — Z al(T) ®Tb_1.

TEG

Beweis. Nach (3.14) haben wir den G-induzierten G-Modul A’ = Z[G] ® A
und die exakten Sequenzen

0—A—A — A" —0,
0—A®B—A®B—A"®B—0.

Um uns Homomorphiezeichen zu ersparen, denken wir uns A in A’ und A® B
in A’ ® B eingebettet. Wegen H'(G, A’) = 0 gibt es eine 0-Kokette a, € A’
mit a; = dag, d.h.

(*) ai(t) = ra, —a, fir alle 7€ G.

Sei ag € A" das Bild von ag in A”. Dann ist auf Grund der Definition des
0-Operators a; = 6(a”’p) und wir erhalten

EU5_1 = 5(?0) Ug_l (521) 6(?0 Ug_l) (5:2)

5(0,6, ® b_l) = 8(a6 X b_l) =

Ng(ag®@b_q) = Z Tay @ Tb_q “ Z(al(r) +ay) ®71b_q) =
TEG TG

Z(al(T) ®7b_1)+af ® Ngb_1 = Z(al(T) ® Tb_1, wegen Ngb_1 = 0.
T€G TEG

Im folgenden beschréinken wir uns auf den Fall B = Z und identifizieren
A ® Z mit A durch die Zuordnung a ® n — a - n. Nach (3.19) haben wir den
kanonischen Isomorphismus

H (G, Z) = G,
Ist o € G, so bezeichnen wir mit & das dem Element -G’ € G*® zugeordnete
Element aus H%(G, Z).

(5.7) Lemma. @, UG =a1(0) € H (G, A).

Beweis. Aus der exakten Sequenz
0 —A®Is — AQRZ|G] — A —0
erhalten wir den Isomorphismus H (G, A) N H°(G,A® Ig). Es geniigt

daher zu zeigen, dass d(a; U7) = §(a1(0)). Auf Grund der Definition von &
errechnen wir nun einerseits
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0(a1(0)) =Tp mit zg = Z Tai(o) @ 7.
TG
Andererseits entnehmen wir dem Beweis von (3.19), dass das Element & unter
dem Isomorphismus H (G, Z) LN HY(G,1g) in das Element 6d =0 — 1 €
H~Y(@, I) iibergeht, so dass wir

§(a1 UT) = —(@U(@) = —a1U(o —1) =7,

erhalten. Fiir yo ergibt sich nach (5.6)

Yo = — Z a(r)@71(c—1) = Z a(T)®T— Z a1 (1) ® To.
TEG TEG TEG
Fiir den 1-Kozykel a1 (7) haben wir a1 (1) = a1(70) — Ta1 (o). Setzen wir dies
in die letzte Summe ein, so ergibt sich

Yo = Z Ta1(0) ® To.
TEG
Daher ist yo —x0 = > cTa1(0) ® T(0 — 1) = Ng(ai(o) ® (o0 — 1)), also in
der Tat Tp = .

Die folgende Formel (5.8) ist fiir uns von besonderem Interesse. Nehmen wir
nimlich aus der Gruppe H?(G, A) ein Element @, heraus, so liefert dieses den
Homomorphismus _ L o
aU: H (G, Z) — H° (G, A),

der jedem & € H=2(G,Z) das Cupprodukt @, U € H°(G, A) zuordnet; wir
erhalten daher eine kanonische Abbildung der Faktorkommutatorgruppe G2P
in die Normrestgruppe A%/NgA. In der Klassenkérpertheorie, in der wir es
mit einem speziellen G-Modul A zu tun haben, wird sich dieser Homomorphis-
mus als bijektiv erweisen, und in der kanonischen Isomorphie G*> = A% /Ng A
besteht gerade der Hauptsatz der Klassenkorpertheorie. Aus diesem Grund ist
der folgende Satz von Interesse:

(5.8) Satz. @aUo =Y. _,as(r,0) € HY(G, A).

TEG

Beweis. Wir betrachten wieder den G-Modul A’ = Z[G] ® A und die exakte
Sequenz 0 —+ A — A’ — A” — 0 (A" = Jg ® A). Wegen H?(G,A") = 0 gibt
es eine 1-Kokette af € A} mit ax = daj d.h.

(%) as(t,0) = 1ay(o) —ay (7o) + a) (7).

Das Bild a/ von @} ist ein 1-Kozykel von A”, und fiir ihn gilt @ = §(a}). Wir
erhalten daher
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4, U7 =6(a)) Uz "= 6@ u) E 6(af(0)) = (a1 (0) = 3 Ta;(0)

TG

§ 6. Kohomologie der zyklischen Gruppen

Wir haben uns bisher damit beschéftigt, die wesentlichen kohomologischen
Abbildungen einzufiihren und ihre Vertauschbarkeitseigenschaften unterein-
ander aufzuzeigen. Nunmehr kommen wir dazu, die eigentlichen Sétze der Ko-
homologietheorie aufzustellen. Wir beginnen mit dem Studium der G-Moduln
A mit zyklischer Gruppe G. Diese G-Moduln haben eine besonders einfache
Kohomologie.

Sei also G zyklisch von der Ordnung n und o ein erzeugendes Element von G.
Dann ist

G]:@Zai7 Ne=1l40c+ -+,

und wegen 0% —1 = (0 —1)(c* 1 +---+o+1) (k> 1), ist I5 das durch o — 1
erzeugte Hauptideal von Z[G):

Ig = Z[G] - (o — 1).

(6.1) Satz. Ist A ein Modul iiber der zyklischen Gruppe G, so gilt
HY(G, A) = HI2(G, A) fiir alleq € Z.

Beweis. Es geniigt die Isomorphie H (G, A) = HY(G, A) zu zeigen. Der
allgemeine Fall folgt ndmlich hieraus durch Dimensionsverschiebung (vgl.
(3.15)):

HY(G,A) =~ H G, A7 = gY(G, A1) = H1T2(G, A).

Die Gruppe Z; der 1-Kozykeln besteht aus den gekreuzten Homomorphismen
von G in A, d.h. ist x € Zy, so ist

z(o¥)=ox(c" ) + 2(0)=02x(c" %) + ox(0) + 2(0)=---= kg:laix(g) (k>1),

z(1) = 0 wegen (1) = z(1) + z(1).

Hieraus ergibt sich Ngz(o) = Y. _0 olx(o) = x(c™) = x(1) = 0, also x(0) €
NeA.

Umgekehrt erhalten wir zu jedem (—1)-Kozykel ¢ € y,A = Z_; einen
1-Kozykel, wenn wir (o) = a und
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k—1
z(o*) = Z o'a
i=0
setzen. Dies rechnet man miihelos nach. Daher ist die Zuordnung
x +— x(0)

ein Isomorphismus von Z; auf Z_; = y_,A. Bei diesem Isomorphismus wird
die Gruppe R; der 1-Korénder auf die Gruppe R_; der (—1)-Korédnder abge-
bildet:

r € Ry <= 2(0%) = 0%a — a mit festem a € A <= z(0) =0a —a
< z(0) € [cA=R_;.
Im zyklischen Fall ist also stets
H*(G,A) = H°(G,A) und H?**Y(G,A)= H(G,A).

Ist
0—A—B—C—0

eine exakte G-Modulsequenz, so lasst sich die zugehorige exakte Kohomolo-
giesequenz in der Form eines exakten Sechsecks schreiben:

HY(G,A) —— HY(G,B)

HY(G,C) H™Y(G,0)

T~

H°(G,B) «—— H°(G, A).
Zur Exaktheit an der Verkniipfungsstelle H~1(G, A) ist zu beachten, dass das
Di
iagramm H(G, A) — H-Y(G.B)

f I
HYG,A) —— HY(G,B)
mit dem im Beweis zu (6.1) hergestellten Isomorphismen kommutativ ist, so
dass dem Kern der Abbildung H!(G,A) — H'(G,B) bei der Isomorphie
HY(G,A) = H (G, A) der Kern der Abbildung H~ (G, A) — H (G, B)
entspricht.

Ein fiir viele Index- und Ordnungsbetrachtungen &ufierst niitzlicher Begriff
ist der Herbrandquotient, der sich in vorziiglicher Weise dazu eignet, Be-
rechnungen von Indizes in abelschen Gruppen zu erleichtern. Wiewohl er fiir
uns im Hinblick auf die G-Moduln mit zyklischer Gruppe G von besonderem
Interesse ist, wollen wir ihn in seiner allgemeinsten Form einfiihren.
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(6.2) Definition. Sei A eine abelsche Gruppe und f, g Endomorphismen von
A mit fog=go f=0, so dass also
Bildg C Kern f und Bild f C Kerng.

Dann ist der Herbrandquotient durch

(Kern f : Bild g)

arg(A) = ——————F

(Kern g : Bild f)

definiert, vorausgesetzt, dass beide Indizes endlich sind.

Der fiir uns im Vordergrund stehende Spezialfall entsteht hieraus folgender-
mafen:

Sei A ein G-Modul mit zyklischer Gruppe G der Ordnung n. Wir betrach-
ten die speziellen Endomorphismen

f=D=0—-1 und g=N=140+---+0""!,
wobei o ein erzeugendes Element von G ist. Offenbar ist
DoN=NoD=0,
und
KernD = A%, BildN = NgA ; Kern N = NeA , BildD = I A.

Wir erhalten daher
|H (G, A)| _ |H?(G,A)
1w = (g ) T G, A
vorausgesetzt, dass beide Kohomologiegruppen HY(G, A) und H (G, A) end-
lich sind. Ist letzteres der Fall, so nennen wir A einen Herbrandmodul. Fiir

den Herbrandquotienten gp n(A) wollen wir stets die folgende Bezeichnung
verwenden:

(6.3) Definition. Ist A ein G-Modul mit zyklischer Gruppe G, so sei
_ |H%G. A)| _ |H*(G,A)

MA) = TE=a Ay T E G A

Die entscheidende Eigenschaft des Herbrandquotienten liegt in seiner Multi-
plikativitit:

(6.4) Satz. Ist G eine zyklische Gruppe und
0—A—B—C—0

eine exakte Sequenz von G-Moduln, so ist
h(B) = h(A) - h(C),
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in dem Sinne, dass wenn zwei dieser Quotienten definiert sind, auch der dritte
definiert ist, und die Gleichheit gilt.

Beweis. Wir betrachten die exakte Kohomologiesequenz

f/)H%G,A) L (G, B) ,
6 \
‘\

H°(G,C) H71(G,0)

fs f3

H(G, B) «—— H°(G, 4)"

Bezeichnen wir mit F; die Ordnung des Bildes von f;, so wird

IH_I(G,AN = F6 '1’7‘17 |H_1(G,B)| = F1 . FQ, |H_1(G7C)| = FQ . Fg,
|H(G, A)| = F3 - Fy, |H°(G,B)| = Fy - F5, |[H°(G,O)| = F5 - Fg,

also

() [H=Y(G, A)| - [H™HG,C)| - [H(G, B)|
*
=|H YG,B)|-|HY(G, A)| - |H(G,O)|.
Gleichzeitig sieht man, dass mit zwei der Quotienten h(A), h(B), h(C) auch
der dritte definiert ist, und aus (x) ergibt sich h(B) = h(A4) - h(C).

Ein weiterer Spezialfall des Herbrandquotienten ergibt sich, wenn A eine abel-
sche Gruppe bedeutet, und wenn f = 0, g = n ist (n natiirliche Zahl). Der
Endomorphismus n ordnet jedem a € A das Element n-a € A zu. Wir haben

dann
_ (A:nA)
Q(),n(A) = 7|nA|

Dieser Fall ordnet sich jedoch dem schon behandelten unter. Lassen wir ndm-
lich die zyklische Gruppe G der Ordnung n auf A trivial operieren, so ergibt
sich offenbar der

(WA={a€A|n-a=0}).

(6.5) Satz. Operiert die zyklische Gruppe G der Ordnung n trivial auf A, so
ist
h(A) = go.n(A).

Damit ergibt sich gleichzeitig die Multiplikativitat des Herbrandquotienten
16).
qo,n .

16) Auch fiir beliebige Herbrandquotienten gy 4 1dft sich unter gewissen Vorausset-
zungen eine Multiplikativitat herleiten. Dies sei jedoch nur am Rande bemerkt.
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(6.6) Satz. Ist 0 > A — B — C — 0 eine exakte Sequenz abelscher Grup-

pen, so ist
qo,n (B) = q0,n(A) . QO,n(C)7

wieder in dem Sinne, dass die Existenz zweier dieser Quotienten die Existenz
des dritten nach sich zieht.

(6.7) Satz. Ist A eine endliche Gruppe, so gilt stets
qf,q(A) = 1.

Beweis. Es ist Bild f = A/Kern f, Bildg = A/Kern g, also
|A| = |Kern f| - |Bild f| = |Kerng| - |Bild g|,

woraus sich die Behauptung ergibt.

Insbesondere besitzt also ein endlicher G-Modul A den Herbrandquotienten
h(A) = 1. Mit (6.4) ergibt sich aus dieser Bemerkung das folgende Resultat:

Ist A ein Untermodul des G-Moduls B von endlichem Index,
so ist h(B) = h(A).

In dieser Tatsache liegt die bedeutsamste Anwendung des Herbrandquoti-
enten. Ist eine direkte Ordnungsbestimmung der Kohomologiegruppen eines
G-Moduls B nicht moglich, so kann man unbeschadet zu einem geeigneten
Untermodul A {ibergehen, wenn man nur den endlichen Index sicherstellt.
Diese Uberlegung lag auch historisch der Bildung des Herbrandquotienten
zugrunde.

Im folgenden werden wir eine explizite Bestimmung von h bei zyklischen
Gruppen G von Primzahlordnung p durch die Quotienten gg,, herleiten. Wir
benstigen dazu das folgende

(6.8) Lemma. Sind g und f zwel miteinander vertauschbare Endomorphis-
men der abelschen Gruppe A, so gilt

90,95 (A) = qo,g(A) - qo,r(A),

was wieder so zu verstehen ist, dass alle drei Quotienten definiert sind, wenn
nur zwei unter ihnen definiert sind.
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Beweis. Wir haben das kommutative Diagramm

0 — g(A)NKern f g(A) —L fg(4) —— 0
| | !
0 —— Kern f A ! flA) —— 0

mit exakten Zeilen. Hieraus erhalten wir die exakte Sequenz
0 — Kern f/g(A) NKern f — A/g(A) — f(A)/fg(A) — 0,

s dass (A Fg(A)) _ (A:g(A) - Ig(A) 0 Kem f|

(A: f(A)) [Kern f|
Beachtet man, dass
Kern fg/Kerng = g (g(A) NKern f)/g~*(0) = g(A) N Kern f,
so ergibt sich in der Tat

(A:gf(A) _ (A:g(4) (A:f(A)

|[Kerngf|  |Kerng] |[Kern f|

Nachtréglich kontrolliert man miihelos, dass alles wohldefiniert ist, wenn nur
zwei dieser Quotienten definiert sind.

Wir beweisen nun den folgenden wichtigen

(6.9) Satz. Sei G eine primzyklische Gruppe der Ordnung p und A ein G-
Modul. Ist dann qq,(A) definiert, so sind auch die Quotienten qo ,(A) und
h(A) definiert, und es gilt

WA~ = 05 (A9)? [0, (A).

Beweis. Sei o ein erzeugendes Element von G und D = o —1. Wir betrachten
die exakte Sequenz

0 A% A 21,40,

Aus der Tatsache, dass I A sowohl Untergruppe als auch Faktorgruppe von
A ist, schlieffen wir sofort, dass mit g ,(A) auch g ,(IgA) definiert ist. Nach
(6.6) ist daher auch go,(AY) definiert, und es gilt

(%) q0.0(4) = g0p(A%) - qo p(IcA).
Da G auf A® trivial operiert, ist nach (6.5) zunéchst gg ,(A%) = h(A%).
Zur Bestimmung des Quotienten g ,(IgA) dient der folgende interessante

Kunstgriff. Da das Ideal Z-Ng = Z(Z’;Ol o) den Modul I A annulliert, kon-
nen wir IgA als Z[G]/Z-Ng-Modul auffassen. Nun ist der Ring Z[G]/Z-Ng
isomorph zum Ring Z[X]/(1 + X + --- 4+ X?~!) mit einer Unbestimmten X.
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Der letztere ist aber isomorph zum Ring Z[(] der ganzen Zahlen des Korpers
Q(¢) der p-ten Einheitswurzeln (¢ primitive p-te Einheitswurzel), und wir er-
halten durch die Zuordnung o — ¢ den Isomorphismus Z[G]|/Z-Ng = Z[(].
In Z[(] gilt nun bekanntlich die Zerlegung p = (¢ — 1)?~! - e, e Einheit, d.h.
wir erhalten
p=(0c—1)P"'.¢ ¢ Einheit in Z[G]/Z N¢.

Der von ¢ gelieferte Endomorphismus ist ein Automorphismus von IgA, so
dass go,e(IgA) = 1 ist. Wenden wir nun das Lemma (6.8) an, so ergibt sich

90.p(IcA) = qo,pp-1 (IcA) - qo.c(IcA) = qo,0(IcA)P ™" = 1/qpo(IgA)"~*.

Da N = Ng den 0-Endomorphismus auf I A bedeutet, ergibt sich weiter
q0.p(IcA) =1/qpo(IcA)P™ " =1/qp n(IcA)P™ = 1/h(Ig AP~ .
Zusammen mit (%) haben wir also
G0.p(A%) = h(A%),qop(IcA) = 1/h(IcA)" ™", qo,p(A) = q0,,(A%) /R(Ic AP~
Die Sequenz 0 — A® — A — IgA — 0 liefert andererseits die Gleichung
h(A)P~" = h(A)P~1 - (I AP,
und durch Einsetzen ergibt sich in der Tat h(A)P~1 = gg ,(A%)?/qo.p(A).

In der globalen Klassenkorpertheorie werden wir diesen Satz auf gewisse Ein-
heitengruppen anwenden, von denen wir nur wissen, dass sie endlich erzeugt
sind, und ihren Rang kennen. Dies allein geniigt schon den Herbrandquoti-
enten zu berechnen. Aus (6.9) gewinnen wir ndmlich miihelos den folgenden
Satz von C. CHEVALLEY:

(6.10) Satz. Sei A ein endlich erzeugter G-Modul mit primzyklischer Gruppe
G der Ordnung p. Ist a bzw. 3 der Rang der abelschen Gruppe A bzw. A®,
so ist der Herbrandquotient

h(A) = pPB=e)/(p=1)

Beweis. Wir konnen A zerlegen in eine Torsionsgruppe A und eine torsions-
freiec Gruppe A;: A = Ay ® A;. Es ist dann A€ = AOG P A?. Da A endlich
erzeugt ist, ist Ag eine endliche Gruppe, und es ist Rang A; = Rang A = «,
Rang A§ = Rang A = B. Daher wird

h(A)P~ = h(A1)P™! = qop(AT)? /g0,(A1),
wobei qo (A7) = (AY : pAY) = p°, qop(A1) = (A1 : pA1) = p®, also
h(A)P~t = ppBe,
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§ 7. Der Satz von Tate

Viele Sétze in der Kohomologie besagen, dass man von Aussagen iiber die Ko-
homologiegruppen fiir zwei aufeinander folgende Dimensionen auf Aussagen
fiir alle Dimensionen schlieffen kann. Einer der wichtigsten Sétze dieses Typs
ist der Satz von der kohomologischen Trivialitit.

(7.1) Satz. Ein G-Modul A hat bereits triviale Kohomologie'™), wenn es eine
Dimension qg gibt, derart dass

H®(g, A) = Hq°+1(g7A) =0
fiir alle Untergruppen g C G.

Der Satz ist fiir zyklische Gruppen G eine unmittelbare Folge von (6.1). Wir
werden den Beweis auf diesen Fall zuriickfiihren. Zunéchst ist klar, dass wir
nur die folgende Aussage zu beweisen brauchen:

Ist H®(g, A) = H%%1(g, A) = 0 fiir alle Untergruppen g C G, so ist auch
H®~ (g, A) =0 und H®*2(g, A) = 0 fiir alle Untergruppen g C G.

Wir {iberzeugen uns durch Dimensionsverschiebung, dass wir uns bei dieser
Aussage auf den Fall gqg = 1 beschridnken koénnen. Ist némlich dieser Fall
erledigt, so schlieffen wir aus der Isomorphie

H™(g,A™) = H(g,A)  (vgl. (3.15)),
dass H'(g, A%0~1) = H% (g, A) = 0 und H?(g, A%~1) = H (g, A) = 0, so
dass H9~(0=1) (g A®~1) = [i(g, A) = 0 fiir alle q.
Sei also H'(g, A) = H?(g, A) = 0 fiir alle Untergruppen g C G. Wir haben zu
zeigen, dass
(%) H%g,A) = H3(g,A) =0 fiir alle Untergruppen g C G.
Hierzu fiihren wir vollstindige Induktion nach der Gruppenordnung |G| durch.
Der Induktionsanfang |G| =1 ist trivial.

Wir nehmen daher an, dass () fiir alle echten Untergruppen g von G be-
wiesen ist und haben danach nur noch H°(G, A) = H3(G, A) = 0 zu zeigen.
Ist nun G keine p-Gruppe, so sind alle Sylowgruppen von G echte Untergrup-
pen, und wir erhalten H°(G, A) = H3(G, A) = 0 aus (4.17).

Wir konnen also annehmen, dass G eine p-Gruppe ist. Es gibt dann einen
Normalteiler H C G mit primzyklischer Faktorgruppe G/H. Nach Induktions-
voraussetzung ist

H°(H,A) = H3(H,A) =0 und iiberdies H'(H,A) = H*(H,A) =0,
und wir erhalten mit (4.6) und (4.7) die Isomorphismen

Inf: HY(G/H, A") — HY(G,A) fiirq=1,2,3.

1 D.h. es ist H9(g, A) = 0 fiir alle ¢ € Z und alle Untergruppen g von G.
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Aus HY(G, A) = 0 folgt also H*(G/H, A") = 0 und nach (6.1) H*(G/H, AH)
=0, d.h. H3(G, A) = 0. Weiter folgt aus H%(G,A) = 0 auch H*(G/H, AH)
=0, also H'(G/H, A™) = 0 (nach (6.1)), und dies bedeutet A% = Ng, A7
= Ng/u(NgA) = NgA, wobei wir H(H, A) = 0, also A” = Ny A zu beriick-
sichtigen haben. Daher ist auch H°(G, A) = 0, und unser Satz ist bewiesen.

Sind A und B zwei G-Moduln, so liefert uns das Cupprodukt, also die bilineare

Abbildung g
HP(G,A) x HY(G,B) — HPT1(G,A® B)

eine ganze Familie kanonischer Homomorphismen, wenn wir etwa ein Element
a € HP(G, A) fixieren, und die durch die Zuordnung b — aUb (b € H1(G, B))
definierte Abbildung

aU: HY(G,B) — HP"(G,A® B)

betrachten. In den folgenden Sétzen werden wir das Cupprodukt in dieser
Form verwenden.

Aus dem Satz iiber die kohomologische Trivialitéit ziehen wir die folgende
Konsequenz:

(7.2) Satz. Sei A ein G-Modul mit den folgenden Eigenschaften:
Fiir jede Untergruppe g C G ist
I H (g, A) =0,
II. H%(g, A) zyklisch von der Ordnung |g|.
Dann ist die Abbildung
aU : HY(G,Z) — HY(G,A)

fiir alle ¢ € Z ein Isomorphismus, wenn a ein erzeugendes Element von
HO(G, A) ist.

Beweis. Der Modul A selbst ist zur Beweisfiihrung etwas ungeeignet, da wir
die Injektivitat der Abbildung Z — A mit n — nag (ag+NgA = a) bendtigen,
die das obige Cupprodukt fiir den Fall ¢ = 0 induziert (vgl. (5.2)). Wir gehen
daher von A zum Modul

B=A&Z|G]
iiber, und koénnen dies tun, ohne die Kohomologiegruppen zu &ndern. Ist nam-
lich i : A — B die kanonische Injektion, so ist die induzierte Abbildung

in(g7A) — Hq(gaB)

wegen der kohomologischen Trivialitdt von Z[G] ein Isomorphismus. Wir wih-
len nun ein ay € A%, derart dass a = a9 + NgA das erzeugende Element von
H°(G, A) ist, und betrachten die Abbildung

f:Z— B mit n—ap-n+ Ng-n.
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Diese ist wegen des zweiten Bestandteils Ng - n injektiv und induziert die
Homomorphismen

f: Hq(g7z) — Hq(gaB)
Unter Beachtung von (5.2) erkennt man, dass das Diagramm

HY(G,Z) 22> HI(G, A)

\ F

HY(G,B)
kommutativ ist, so dass wir nur die Bijektivitit von f zu zeigen haben. Diese
aber folgt unschwer aus (7.1):

Wegen der Injektivitdt konnen wir den Homomorphismus f : Z — B in
eine exakte G-Modulsequenz

(%) 0—zZ-LB—c—o0
einbetten. Die zugehorige Kohomologiesequenz liefert wegen H~'(g, B) =
H=1(g,A) =0 und H'(g,Z) = 0 fiir alle g C G die exakte Sequenz

0— H '(g,C) — H(g,Z) -5 H (g, B) — H (g,C) — 0.

Fiir ¢ = 0 ist aber f ersichtlich ein Isomorphismus, so dass H~'(g,C) =
H%(g,C) = 0, und daher nach (7.1) H%(g,C) = 0 fiir alle g. Mithin folgt die

Bijektivitat von H4(G,Z) N H1(G, B) fiir alle q aus der zu (x) gebildeten
exakten Kohomologiesequenz.

Aus (7.2) erhalten wir nun durch Dimensionsverschiebung den iiberaus wich-
tigen

(7.3) Satz von Tate. Sei A ein G-Modul mit den folgenden Eigenschaften:
Fiir jede Untergruppe g C G ist

L H'(g,A) =0,
1. H?(g, A) zyklisch von der Ordnung |g|.

Dann ist die Abbildung
aU : HI(G,Z) — HT2(G, A)
ein Isomorphismus, wenn a ein erzeugendes Element von H?(G, A) ist.

Zusatz: Erzeugt a die Gruppe H?(G, A), so erzeugt Resa € H?(g, A) die
Gruppe H?(g, A). Wir erhalten daher gleichzeitig die Isomorphismen

ResaU : HY(g,Z) — HI (g, A).
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Beweis. Nach (3.15) haben wir die Isomorphismen 62 : H9(g, A?) —
H2(g, A). Es ist also H™ (g, A?) = 0 und H°(g, A?) zyklisch von der Ord-
nung |g|. Das erzeugende Element a € H?(G, A) ist das Bild des erzeugenden
Elementes §~2a € H(G, A%) von H°(G, A?).

Wir erhalten das wegen (5.1) kommutative Diagramm

HIY(G,Z) —222Y 5 Ha(G, A?)

u ls

Hq(G, Z) _ay . Hq+2(G,A) ;

in dem der Homomorphismus 6~2a U nach (7.2) bijektiv ist. Daher ist auch
der Homomorphismus a U bijektiv.

Was den Zusatz betrifft, so hat das Element Resa € H?(g, A) wegen Koro
Resa = (G : g) - a eine durch |g| teilbare Ordnung, erzeugt also wegen II. die
Gruppe H?(g, A).

Der Satz von Tate ist weitreichender Verallgemeinerungen fihig. So kann man
in den Voraussetzungen die Forderung ,fiir alle Untergruppen g C G* durch
die Forderung ,fiir alle p-Sylowgruppen® ersetzen. Weiter lésst sich die Ver-
schiebung von ¢ auf ¢ + 2 um zwei Dimensionen (unter geeigneter Voraus-
setzung) auf beliebige Dimensionen ausdehnen. Uberdies lisst sich noch der
G-Modul Z durch allgemeinere Moduln ersetzen'®). Wir gehen jedoch hier-
auf nicht ndher ein, da die hier gew#ihlte Form des Tateschen Satzes fiir die
meisten Anwendungen vollstandig ausreicht. Fiir die Klassenkorpertheorie ist
der Spezialfall ¢ = —2 von besonderer Bedeutung. In diesem Fall liefert der
Satz von Tate ndmlich einen kanonischen Isomorphismus zwischen der Fak-
torkommutatorgruppe G*(= H~2(G,Z)) von G und der Normrestgruppe
G _ o .
A% /NgA = H(G, A): G s AS NG A.
Diese kanonische Isomorphie ist gerade die abstrakte Formulierung des Haupt-
satzes der Klassenkorpertheorie, ndmlich des sogenannten ,Reziprozitétsge-
setzes”. Man kann aus diesem Grund den Satz von Tate zur Grundlage ei-
ner rein gruppentheoretisch formulierten abstrakten Klassenkorpertheorie ma-
chen. Wir werden diesen Gedanken im néchsten Teil ausfiihrlich verfolgen.

18) Vgl. hierzu [42], IX, §8, Th. 13, S. 156.
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§ 1. Abstrakte Klassenkorpertheorie

Lokale und globale Klassenkorpertheorie sowohl als auch eine Reihe weite-
rer Theorien, fiir die der Name Klassenkorpertheorie ebenfalls gerechtfertigt
ist, ordnen sich einem gemeinsamen Prinzip unter. In allen diesen Theorien
handelt es sich ndmlich um eine kanonische Korrespondenz zwischen den abel-
schen Erweiterungen eines Korpers K und gewissen Untergruppen eines dem
Grundkorper K zugeordneten Moduls Ak . Diese Korrespondenz ist umkehr-
bar eindeutig, und wenn die Untergruppe I C Ax dem abelschen Koérper L| K
zugeordnet ist (dem ,Klassenkorper zu I¥), so besteht ein kanonischer Iso-
morphismus zwischen der Galoisgruppe G'1x und der Faktorgruppe Ag /1.
Dies ist der Inhalt des Hauptsatzes der Klassenkdrpertheorie, des sogenannten
Reziprozitatsgesetzes.

Dieser Hauptsatz nun lasst sich auf ein allen genannten konkreten Theorien
gemeinsames Axiomensystem zuriickfiihren, das im wesentlichen aus den Vor-
aussetzungen zum Satz von Tate (vgl. I, §7) besteht. Im Tateschen Satz selbst
hat man dann die Abstraktion des Hauptsatzes der Klassenkorpertheorie zu
sehen. Auf diesem Gedanken beruht der Begriff der Klassenformation. Er
trennt den rein gruppentheoretischen Mechanismus, der fiir die Klassenkor-
pertheorie kennzeichnend ist, von den spezifisch kérpertheoretischen Uberle-
gungen und gibt in einer leicht fasslichen und eleganten Weise Auskunft iiber
Ziel und Funktion der Theorie.

Sei G eine pro-endliche Gruppe, also eine kompakte Gruppe mit Normaltei-
lertopologie?. Wir denken uns G im stillen als die (mit der Krull-Topologie
ausgestattete) Galoisgruppe einer unendlichen galoisschen Korpererweiterung,
jedoch geht die Abstraktion in diesem Paragraphen so weit, dass eine solche
Deutung nicht benutzt wird. Die offenen Untergruppen von G sind gerade die
abgeschlossenen Untergruppen von endlichem Index. Das Komplement einer
offenen Untergruppe ist ndmlich die Vereinigung der (offenen) Nebenscharen,
also offen, und da G kompakt ist, iiberdecken endlich viele dieser Nebenscha-
ren die Gruppe G, also ist der Index endlich. Umgekehrt ist eine abgeschlos-
sene Untergruppe von endlichem Index offen, da die Vereinigung ihrer endlich
vielen Nebenscharen, also das Komplement, abgeschlossen ist.

Zur pro-endlichen Gruppe G betrachten wir nun die Familie {Gx | K € X}
aller offenen Untergruppen von G, also der abgeschlossenen Untergruppen
von endlichem Index. Jede solche Untergruppe haben wir mit einem Index K
gekennzeichnet, und wir nennen diese Indizes ,,Kérper®.

Der ,Koérper Ky mit Gk, = G heifst Grundkdrper. Wir schreiben formal
K C L, wenn Gg O (GG, und nennen

[L:K]:(GKZGL)

D Zur Theorie der pro-endlichen Gruppen verweisen wir auf [9], [28], [41].
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den Grad der Korpererweiterung L|K. L|K heifst normal, wenn G, C Gg
ein Normalteiler von G ist. In diesem Fall bezeichnen wir als Galoisgruppe
der Erweiterung L|K die Faktorgruppe

Gk =Gk/GL.

Die Erweiterung L|K heifit zyklisch, abelsch, auflésbar usw., wenn die Galois-
gruppe G x = Gk /G zyklisch, abelsch, auflésbar usw. ist. Ferner setzen
wir

K = n K; (Durchschnitt), wenn G das (topologische) Erzeugnis
i=1 der Gk, in G ist, und

K= H K; (Kompositum), wenn Gg = (., Gk, ist.
i=1
Ist Gy = 0Gro~! fiir 0 € G, so schreiben wir L’ = oL und nennen zwei
Erweiterungen L|K und L'|K konjugiert, wenn L' = oL fiir ein 0 € G.
Fiir jede pro-endliche Gruppe G koénnen wir uns auf diese Weise eine for-
male Galoistheorie herstellen.

Wenn wir im folgenden Moduln A betrachten, auf denen die pro-endliche
Gruppe G operiert, so ist es wichtig, die topologische Struktur auf G zu be-
riicksichtigen. Die Operation von G auf A soll gewissermafien in stetiger Weise
erfolgen. Genauer gesagt, es soll eine der folgenden, sich sofort als dquivalent
erweisenden Bedingungen gelten:

(i) Die Abbildung G x A — A mit (0,a) — oa ist stetig?).
(ii) Fiir jedes a € A ist die Fixgruppe {o € G | oa = a} offen in G.
(iii) A =, AY, wobei U alle offenen Untergruppen von G durchliuft.

(1.1) Definition. Ist G eine pro-endliche Gruppe und A ein G-Modul, der
den obigen dquivalenten Bedingungen geniigt, so wird das Paar (G, A) eine
Formation genannt.

Ist G die Galoisgruppe einer (unendlichen) galoisschen Korpererweiterung
N|K, so operiert G auf der multiplikativen Gruppe N* des Korpers N, und
das Paar (G, N*) ist eine Formation. Gerade dieses Beispiel steht in der loka-
len Klassenkorpertheorie zur Diskussion. Fiir das folgende mag man sich an
ihm orientieren.

Sei (G, A) eine Formation. Den Modul A denken wir uns im folgenden multi-
plikativ geschrieben. {G | K € X} sei die Familie der offenen Untergruppen
von G, indiziert mit der Kérpermenge X. Zu jedem Kérper K € X betrachten
wir den zu K gehorigen Fixmodul

2) Hierbei ist A als diskreter Modul aufzufassen.
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AK:AGKz{aeA|aa:aﬁiralleo€GK}.

In dem oben genannten korpertheoretischen Beispiel ist offenbar Ag = K*.
Ist K C L,soist Ax C Ar.

Ist L|K eine normale Erweiterung, so ist Az ein Gr|x-Modul. Haben wir
das Paar (G, A) eine Formation genannt, so meinen wir im Grunde damit die
Formation dieser normalen Erweiterungen L|K mit den G'jx-Moduln Ap.

Zu jeder normalen Erweiterung L|K betrachten wir nun die Kohomologie-
gruppen des G'|g-Moduls Ar. Wir setzen zur Abkiirzung

HY(L|K) = HY Gk, AL).

Sind N O L O K zwei normale Erweiterungen von K, so liefert die Kohomo-
logietheorie den Homomorphismus

HYGp ik, AL) = Hq(GL|KaA§N‘L) LN HYGn ik, AN),

also Infy
HY(L|K) — HY(N|K) fiir ¢ > 1.

Ferner erhalten wir die Homomorphismen
Hq(GN|KaAN) ﬁ Hq(GN\InAN)v
Hq(GN|LaAN) ﬁ) Hq(GN\KvAN)a

also Res,,
HI(N|K) —= H(N|L),

HY(N|L) 225, g9(N|K), fiir beliebiges g.

Dabei braucht lediglich die Normalitdt von N|K vorausgesetzt zu werden.
Sind beide N und L normal, so ist die Sequenz

1 — HY(L|K) 2% go(N|K) 25 g9(N|L)

exakt fiir ¢ = 1 und fiir ¢ > 1, wenn H*(N|L) =1 fiiri = 1,...,q— 1 ist (vgl.
I, (4.7)).

Ist L|K normal und o € G, so erhalten wir durch die Zuordnung
TG — oo Gy,
einen Isomorphismus von G'r g auf G, 1|,k und durch
av+— oa

einen Isomorphismus von A; auf A,;. Diese Isomorphismen sind wegen

(0707 Gyr)oa = o(TGL)a miteinander vertriiglich, so dass wir eine Aqui-

valenz zwischen dem G'1|x-Modul Ay, und dem G, |,x-Modul A, erhalten.
Jedes o € G liefert daher einen Isomorphismus

HY(L|K) % HY(oL|oK).
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o* ist mit der Inflation, der Restriktion und der Korestriktion vertauschbar,
was sich einfach aus der Aquivalenz der Moduln Ay, und A, ergibt.

Wir nennen eine Formation (G, A) eine Kérperformation, wenn fiir jede
normale Erweiterung die erste Kohomologiegruppe

HY LK) =1
ist. In einer Korperformation ist die Sequenz
1 — HX(L|K) 2% g2(N|K) 225 HX(N|L) (N2 LD K)

stets exakt (vgl. I, (4.7)). Wir werden bald sehen, dass das oben genannte
Beispiel, in dem G die Galoisgruppe einer galoisschen Kérpererweiterung und
A die multiplikative Gruppe des Oberkorpers ist, eine solche Korperformation
darstellt. Sind N O L O K normale Erweiterungen, so kénnen wir uns die
Gruppe H?(L|K) stets in die Gruppe H?(N|K) eingebettet denken, da die
Inflation (L) Infy, H2(V|K)
injektiv ist. Fiir die Darstellung der Klassenkdrpertheorie ist es von beson-
derer formaler Einfachheit, wenn wir mit dieser Identifizierung noch einen
Schritt weitergehen. Die Gruppen H?(L|K) bilden im Hinblick auf die Infla-
tion ein direktes Gruppensystem, wenn L die normalen Erweiterungen von K
durchlduft. Durch die Bildung des direkten Limes

H(|K) = lig H*(L|K)
L

erhalten wir eine Gruppe H?( |K), in die sich simtliche Gruppen H?(L|K)
durch die (injektive) Inflation einbetten lassen. Denken wir uns diese Einbet-
tung vollzogen, so sind die H?(L|K) Untergruppen von H?( |K), und wir

haben H2(|K) = | JHY(LIK).
L

Sind N D L O K zwei normale Erweiterungen von K, so ist hiernach
H*(L|K) C H*(N|K) C H?*( |K).

Wir weisen ausdriicklich darauf hin, dass nach der dargelegten Auffassung
die Inflation als Inklusion gedeutet wird. Ein Element aus H2(N|K) ist ge-
nau dann als Element von H?(L|K) anzusehen, wenn es die Inflation eines
Elementes aus H?(L|K) ist.

Bemerkung. Fiir die pro-endliche Gruppe G und den G g-Modul A lassen
sich genau wie bei den endlichen Gruppen Kohomologiegruppen H4(G g, A),
q > 0, definieren, indem als Koketten lediglich die stetigen Abbildungen
Gg X ... x Gg — A zugelassen werden. Es gilt dann in kanonischer Weise

(vel. [41]) HY(Gg, A) = H( |K) = lim HY(L|K).
L
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Ist K'|K irgendeine Erweiterung von K, so erhalten wir den kanonischen
Homomorphismus Res
B2 |K) B2 2|,
Jedes Element ¢ € H?( |K) ist ndmlich in einer Gruppe H?(L|K) mit L D
K’ D K enthalten, so dass die Abbildung

H*(L|K) —*

Re@K/

H*(L|K")
das Element 9 9
Resgrc € H*(L|K') C H*( |K')

liefert. Die Zuordnung ¢ — Resg-c ist unabhéngig von der Wahl des Koérpers
L D K', was auf eine triviale Vertauschbarkeitseigenschaft der Restriktion mit
der hier als Inklusion gedeuteten Inflation hinauslduft. Die Einschrankung der
Abbildung H2( |K) ~5 H2( |K") auf die Gruppe H2(L|K) (L 2 K’ 2
K) liefert den gewdhnlichen Homomorphismus

ReSK/

H*(L|K) —%

zuriick. Hieraus ergibt sich sofort der

H?*(L|K")

(1.2) Satz. Ist (G, A) eine Korperformation, und K'|K normal, so ist die

Sequenz

Inkl Resger
E—

1 — HY(K'|K) = H*( |K) H*( |K')

exakt.

Die wesentliche Aussage sowohl in der lokalen als auch in der globalen Klas-
senkorpertheorie ist die Existenz eines kanonischen Isomorphismus, des soge-
nannten ,,Reziprozitatsisomorphismus”

GL|K - AK/NL|KAL
fiir jede normale Erweiterung L|K, wobei Gill)K die Faktorkommutatorgrup-
pe von Gr g und Ny g A = Ng, AL die Normengruppe von Ay, bedeutet.
Einen solchen Isomorphismus kénnen wir auf Grund des Satzes von Tate in

abstracto dadurch erzwingen, dass wir an unsere Formation (G, A) die Forde-
rungen

I. HY(L|K) =1, 1L H?*(L|K) ist zyklisch von der Ordnung [L : K]

fiir jede Erweiterung L|K stellen. Das Cupprodukt mit einem erzeugenden
Element aus H?(L|K) liefert dann einen Isomorphismus

Gk = Ak /N Ar.
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Diesem Isomorphismus haftet jedoch noch eine Willkiirlichkeit an, da er von
der Auswahl des H?(L|K) erzeugenden Elementes abhiingt. Um diesen Man-
gel zu beheben und zu einem gewissermafien ,kanonischen* Reziprozitatsiso-
morphismus zu kommen, fordern wir an Stelle von II. die Existenz eines Iso-
morphismus zwischen H?(L|K) und der zyklischen Gruppe [L—lK]Z/ Z, der
sogenannten ,Invariantenabbildung®, durch die das Element ur|x € H (LK)
mit dem Bild ﬁ + Z eindeutig festgelegt wird. Entscheidend ist dabei, dass
sich das Element ur g beim Ubergang zu Ober- und Unterkérpern ,richtig®
verhélt, was wir durch gewisse Vertréglichkeitsforderungen fiir die Invarian-
tenabbildung sicherstellen. Unsere Uberlegungen fiihren uns so zu der folgen-

den

(1.3) Definition. Eine Formation (G, A) wird eine Klassenformation ge-
nannt, wenn sie die folgenden Axiome erfiillt:

Axiom I. H'(L|K) = 1 fiir jede normale Erweiterung L|K (Korperforma-
tion).
Axiom II. Zu jeder normalen Erweiterung L|K gibt es einen Isomorphismus,
die Invariantenabbildung
invy ks H (LK) — pigZ/Z
mit den folgenden FEigenschaften:
a) Sind N O L D K zwel normale Erweiterungen, so ist
invL‘K = invN|K|H2(L|K).
b) Sind N O L D K zwei Erweiterungen, N|K normal, so ist

invyp oResy = [L: K] -invy k.

Bemerkung. Die Formel II b) erscheint als eine durchaus einleuchtende For-
derung, wenn man sie durch das kommutative Diagramm

H*(N|K) — g Z/Z

Res{ l.[L:K]

H?*(N|L) — ~nZ/Z

ersetzt.

Auf Grund der Fortsetzungseigenschaft IT a) der Invariantenabbildung erhal-
ten wir fiir die Gruppe H?( |K) =J; H?*(L|K) einen injektiven Homomor-

phismus 9
invig : H°( |K) — Q/Z.
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Fiir ihn induziert die Formel II b) die folgende Relation: Ist L| K eine beliebige
Erweiterung von K, so ist

invy oResy, = [L: K] -invg,

wobei Res; den auf S.73 definierten Homomorphismus H?( |K) Resr,
H?( |L) bedeutet. Diese Gleichheit liefert umgekehrt die Formel II b) wie-
der zuriick, da inv |, bzw. invy g die Einschrinkung von invy, bzw. inv g auf
H2(N|L) bzw. H2(N|K) ist.

Neben den Formeln des Axioms II erhalten wir automatisch fiir die Abbildung
Kor und fiir die Konjugiertenbildung o* (vgl. S.71) weitere Formeln.

(1.4) Satz. Sind N O L DO K zwei Erweiterungen von K, N|K normal, so
gilt
a) invy|gc = invy ke, wenn L|K normal ist
und ¢ € H*(L|K) C H*(N|K),
b) invyz(Respe) = [L : K] -invy ke, fir c € H*(N|K),
¢) invy g (Korge) = invyre, fiir c € H?(N|L),
d) inv,njex(0¥c) = invy ke, fiirc € H*(N|K) und o € G.

Beweis. a) und b) sind Wiederholungen der Formeln im Axiom II.

¢) Dem kommutativen Diagramm auf S. 74 entnimmt man sofort die Surjekti-
vitit der Abbildung H2(N|K) 225 H2(N|L). Fiir jedes c € H2(N|L) gilt al-
so ¢ = Resp ¢, & € H*(N|K), und es ist Korg ¢ = Korg (Resz,&) = el 5] (vgl. 1,
(4.14)). Mit b) wird inv g (Korgc) = [L : K] -invy g (¢) = invy g, (Reszé) =
IHVN|LC.

d) Sei N ein N umfassender und iiber dem zu G gehérenden Grundkérper K
normaler Korper. Es ist dann oN = N, d.h. die Zuordnung a — oa definiert
einen G N K,~Automorphismus des G N r,"Moduls A, fiir den ersichtlich

o* : H*(N|Ky) — H*(N|Ko)
die Identitéit von H?(N|Kp) ist. Nach unserer Bemerkung auf S. 72 ist o* mit
der Inflation (Inklusion) und der Korestriktion vertauschbar, und mit a), c)
ergibt sich fiir c € H*(N|K)
Vo N ok (07¢) = Inv g, (07¢) = v g g, (Korg, (07¢)) =

_— . o e
v g e, (0" Korg, ¢) = inv g ., (Korg, ) = inv g e = invy gec.

Wir kénnen nun in jeder Gruppe H?(L|K) ein ,kanonisches* erzeugendes Ele-
ment auszeichnen.
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(1.5) Definition. Das durch
inVL\K(uL|K) = ﬁ + Z

eindeutig bestimmte Element urx € H?*(L|K) heift die Fundamentalklas-
se der normalen Erweiterung L|K.

Aus dem in Satz (1.4) beschriebenen Verhalten der Invariantenabbildung er-
gibt sich, wie die Fundamentalklassen der verschiedenen Korpererweiterungen
auseinander hervorgehen.

(1.6) Satz. Sind N D L D K zwei Erweiterungen, N|K normal, so ist
a) upg = (uN|K)[N:L], wenn tiberdies L| K normal ist,
b) RGSL(’U/]\”K):UN‘L,

¢) Korg(uns) = (unx) ",
d) O'*(UN|K) = UsN|oK fiir o € G.

Beweis. Beachten wir, dass zwei Kohomologieklassen gleich sind, wenn sie
gleiche Invarianten besitzen, so folgt der Satz aus

a) vy ((un )N = [V L] invy g (unx) = e + Z = e + Z

= [L:K]
= invL|K(uL‘K) = inVN|K(uL\K)a

b) inVN‘L(ReSL('U;NlK)) = [L . K] . inVN\K(UNlK) = [[II\}II{(]] + Z = [leL] + Z

= invy(unL),

C) inVNlK(KOI‘K(’U/N‘L)) = inVNlL(uNlL) = ﬁ + Z — [[Jl\}];]] + Z

= [L : K] . invN‘K(uMK) = inVN\K((uN|K)[L:K]),

d) invenjor (0 un|x) = vy g (unk) = ﬁ tZ= ﬁ tZ

= inVa'N|c7K (uaN\UK)~

Wenden wir nun den Satz von Tate I, (7.3) an, so erhalten wir den Hauptsatz
iiber Klassenformationen.

(1.7) Hauptsatz. Fiir jede normale Erweiterung L|K und jede Dimension g
ist die durch das Cupprodukt mit der Fundamentalklasse urx € H?*(L|K)
entstehende Abbildung

up g U« HY(Gpx, Z) — HT?(L|K)

ein Isomorphismus.
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Fiir ¢ = 1, 2 erhalten wir sofort das
(1.8) Korollar. H?*(L|K) =1 und H*(L|K) = X(Grix)-

Beweis. H*(L|K) = H (G x,Z) = Hom(Gpk, Z) = 0.

HY(L|K) = H*(Gpk,Z) = H'(GLk,Q/Z)=Hom(Gpx, Q/Z)=x(CLk)-
Die Isomorphie H*(Gpk,Z) = H (G k,Q/Z) folgt auf Grund der ko-

homologischen Trivialitét des G'r| x-Moduls @ (Q ist eine Gruppe mit eindeu-

tiger und uneingeschrénkter Division) aus der zur Sequenz 0 — Z — Q —

Q/Z — 0 gehorenden exakten Kohomologiesequenz.

Das Korollar (1.8) ist insofern von geringerer Bedeutung, als man fiir die
Gruppen H3(L|K) und H*(L|K) und iiberhaupt fiir alle Kohomologiegruppen
hoherer Dimension keine konkrete Interpretation kennt®). Fiir den Fall ¢ = —2,
der im Vordergrund des Interesses steht, ist eine solche Interpretation sehr
wohl vorhanden. Beachten wir ndmlich, dass in kanonischer Weise

G?TK ~ H*(Gpk,Z) wnd H°(L|K) = Ax/Np kAL,

so erhalten wir den wichtigen, als allgemeines Reziprozititsgesetz be-
zeichneten

(1.9) Satz. Fiir jede normale Erweiterung L|K liefert
up g U: H (G, Z) — H°(L|IK)
einen kanonischen Isomorphismus
OLix : Gl — Ak /NpjkAL

zwischen der Faktorkommutatorgruppe der Galoisgruppe und der Normrest-
gruppe des Moduls.

Der Isomorphismus 67, heikt die Nakayamaabbildung. Er lédsst sich nach
I, (5.8) folgendermafen explizit beschreiben:
Ist u ein 2-Kozykel aus der Fundamentalklasse vy, so wird

Ok (0G k) = [ H u(T, 0)] “Np kAL
TEGL‘K
fiir alle UG/L|K S G?TK = GL\K/GIL‘K
%) In neuester Zeit hat allerdings der Fall ¢ = —3 im Zusammenhang mit der Losung

des ,Klassenkorperturmproblems® eine hervorragende Anwendung gefunden (vgl.
[14] und [41], Ch. I, 4.4).
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Trotz dieser expliziten Beschreibung erweist sich der zu 0px inverse Iso-

morphismus b
Ak /NrixAr — Gk,

auch Reziprozitatsisomorphismus genannt, im konkreten Fall der lokalen
und globalen Klassenkdrpertheorie als umgénglicher und auch wichtiger. Er
induziert einen Homomorphismus von Ak auf G%]TK mit dem Kern N g Ar.
Dieser Homomorphismus wird mit dem Normrestsymbol (|, L|K) bezeich-
net. Wir haben also die exakte Sequenz

]-‘)NL\KAL—)AK%G%?KHZL-

Ein Element a € Ak ist genau dann ein Normelement, wenn (a, L|K) = 1 ist.

Das folgende Lemma, das eine Beziehung zwischen dem Normrestsymbol
(,L|K) und der Invariantenabbildung invyx herstellt, wird sich spéter als
niitzlich erweisen.

(1.10) Lemma. Sei L|K eine normale Erweiterung, a € Ag und @ =
a-Np kAL € H°(LIK). Dann gilt fiir jeden Charakter x € X(G%‘TK) =

HY (Gpk,Q/Z)
x((a, L|K)) = invy g (@U dx) € ﬁZ/Z.

In dieser Formel bedeutet §y das Bild von x unter dem Isomorphismus
Hl(GL‘K, Q/Z) 2, H2(GL|K, Z), den wir aus der exakten Sequenz
0 —Z—Q—Q/Z—0

erhalten. Man beachte, dass wir in der obigen Formel eine Charakterisierung
des Normrestsymbols (a, L| K) durch die Invariantenabbildung vor uns haben,
wird ja ein Element aus G?TK durch seine Werte unter allen Charakteren
eindeutig festgelegt.

Beweis. Der Einfachheit halber setzen wir
0o = (0, LK) € Gh = H*(Gp k. Z)
und bezeichnen mit &, das entsprechende Element aus H ~?(G Lk Z). Nach
der Definition des Normrestsymbols ist dann
a=urgUog € HO(GL|K,AL).

Unter Beachtung der Assoziativitiat des Cupproduktes und der Vertauschungs-
regel mit der J-Abbildung erhalten wir

aUdx = (upjxg Uda) UdX = ur|x U (Ga Udx) = ug|x Ud(Fa U X)-
Nach I, (5.7) ist weiter
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GaUx=x(04) =5 +Z € Z/Z=H (GLx,Q/Z),
wobei n = [L : K] gesetzt ist. Die Anwendung von ¢ ergibt
5(x(0a) = n(Z + Z) = 1+ nZ € HG i, Z) = Z/nZ,

also B
aUdx =ugx U(r+nZ)=uy k.
Hieraus ergibt sich

vy (@Udx) =r-invyg(urx) = 5 +Z = x(0a).

Im Axiom IT {iber Klassenformationen ist durch die Forderung des Verhaltens
der Invariantenabbildung unter der Inflation (Inklusion) und der Restriktion
schon beschlossen, wie sich das Normrestsymbol beim Ubergang zu Ober- und
Unterkorpern verhélt. Dieses besonders einfache und einleuchtende Verhalten
wollen wir in dem folgenden Satz zusammenfassen.

(1.11) Satz. Sind N O L D K zwei Erweiterungen von K, N|K normal, so
sind die folgenden Diagramme kommutativ.

a)
N|K o
IdJ/ lw
,L|K

also (a,L|K) = w(a,N|K) € Gi‘TK, fiir a € Ak, wenn neben N|K auch

L|K normal ist. Dabei bedeutet m die kanonische Projektion von G}“\‘;‘K

aufGi‘TK.
b)
,N|K
Inkll chr
( ,NIL)

A ——— G?\}"L
also (a,N|L) = Ver(a,N|K) € Gi}"L fiir a € Ag. Wir erinnern daran,

dass die Verlagerung durch den Homomorphismus H~2(G N> Z) Res,

H‘Q(GN‘L7 Z) induziert wird.
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c)
( ,NIL)
Ar G?\HL
N LKJ ln

A N
also (Np ga, N|K) = k(a,N|L) € G?\HK fira € Ap. k ist der kanonische
Homomorphismus von G?\HL in G?\})IK‘

N|K .
Ax ( |K) GJ\?|K

UJ |-

Ay Lok G
also (ca,oN|oK) = o(a, N|K)o~! fiir a € Ag. Hier ist 0 € G, Ax >

: ab a ab : -1
A,k die durch a — ca und GN‘K — Go’N|oK die durch T — oTo

definierte Abbildung.

Der Beweis dieses Satzes beruht im wesentlichen auf den in (1.6) niedergeleg-
ten Formeln fiir die Fundamentalklassen der betrachteten Erweiterungen.
a) Sei x € x(Grx) = HY Gk, Q/Z), Inf x € H (Gn|x,Q/Z). Dann ist
nach (1.10)
\(r(a, NIK)) = Tnf x((a, N|K)) =inv (@ U 6(Inf x)) =inv ¢ (@ U Tnf(6x)
— iy e (Inf(@ U (6))) = imvy (@ U 8x) = x(a, LIK).

Da diese Gleichheit fiir alle Charaktere x € x(Gr|x) gilt, erhilt man in der
Tat 7(a, N|K) = (a, L|K).

Zum Beweis von b) und ¢) iiberzeugt man sich von der Kommutativitét

der Diagramme
uN|k Y

Ag —— HOYN|K) «+—<— H?(Gnx, Z) == Gk

Inli chs lRes lVer

un|L Y

Ap —— HY(N|L) «—=— H*(Gnj, Z) —= G},

un|L Y

A, —— HO(N‘L) — HﬁQ(GN\va) — G?\HL

NLKl lm [ Js

un|k Y

Agx —— HO(N‘K) — HﬁQ(GN“{,Z) —— G?\})\K'

Die Kommutativitit der linken Quadrate folgt aus I, (4.9) und aus der in
I, S.42 angegebenen Definition, die der rechten aus I, (4.10) und I, (4.13).
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Die mittleren Quadrate sind kommutativ, da fiir z € H‘Q(GN‘K,Z) bzw.
z' € H (G|, Z) auf Grund von (1.6) die Gleichungen

Res(un|x U z) = Res(un|x) U (Resz) = un|p U (Resz) bzw.
Kor(uyr Uz") = Kor(Res(un|x) U 2") = un|x U (Kor 2)

gelten. Hierbei haben wir die Vertauschungsregeln I, (5.4) benutzt. Der Beweis
von d) verlauft ganz entsprechend.

Im Fall a) war ein solches Vorgehen deswegen nicht ohne weiteres moglich,
da die Inflation nur fiir positive Dimensionen definiert ist. Hier hat die Formel
(1.10) ihre Niitzlichkeit bewiesen.

In dem Reziprozitéitsgesetz (1.9) und dem Wohlverhalten des Normrestsym-
bols liegt die wesentliche Aussage der Klassenkorpertheorie. Im konkreten Fall
etwa der lokalen oder globalen Klassenkorpertheorie?) wird der Aufbau der
Theorie durch die in diesem Paragraphen dargelegten abstrakten Ausfiihrun-
gen, also durch die Vorwegnahme desjenigen Teiles, der rein gruppentheore-
tisch formuliert werden kann, erheblich gestrafft. Es kommt hiernach lediglich
darauf an, die Axiome I und II iiber Klassenformationen zu verifizieren, eine
allerdings in den wenigsten Féllen leichte Aufgabe.

Aus den bisher bewiesenen Satzen wollen wir einige weitere Folgerungen zie-
hen.

Ist L|K normal, so ist die Faktorkommutatorgruppe G*ztl’K die Galoisgruppe

der maximalen in L enthaltenen abelschen Erweiterung L*?|K, und das Rezi-
prozitétsgesetz liefert einen Isomorphismus zwischen der Galoisgruppe dieser
Erweiterung und der Normrestgruppe A /N xAr. Wir werden nun zeigen,
dass diese abelschen Erweiterungen eindeutig durch ihre Normengruppen be-
stimmt sind, ja, dass der gesamte Aufbau der abelschen Oberkérper von K
sich in der Gruppe A des zugrunde gelegten Korpers K eindeutig widerspie-
gelt.

Eine Untergruppe I von Ag heifft Normengruppe, wenn es einen norma-
len Oberkorper L|K gibt, derart dass I = NpjgAp ist. Der folgende Satz
zeigt, dass jede Normengruppe I = Np g A schon die Normengruppe einer
abelschen Erweiterung von K ist, ndmlich die Normengruppe des maximalen
abelschen Korpers L?" in L.

4 Neben diesen gibt es eine ganze Anzahl weiterer Beispiele von Klassenforma-
tionen. So kann z.B. die Theorie der Kummerschen Korper (vgl. Teil III, §1)
diesem Begriff untergeordnet werden. Man kann sogar zeigen, dass es zu jeder
pro-endlichen Gruppe G einen G-Modul A gibt, derart dass (G, A) eine Klassen-
formation bildet.
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(1.12) Satz. Ist L|K eine normale Erweiterung und L* der maximale in L
gelegene abelsche Oberkérper von K, so ist

NL‘KAL = NLab‘KALab g AK

Beweis. Die Inklusion Np g A, C© Npav g Apes folgt aus der Multiplikativitét
der Norm. Das Reziprozitéitsgesetz liefert
Ak /N AL = Gl = Gravj = A /Npaw g Apa,

und aus (Ax : NpjgAr) = (Ak : Npas g Apav) < oo erhalten wir Npjg Ay, =
NLab‘KALah.

(1.13) Korollar. Der Index (A : NpjxAp) teilt den Grad [L : K] und ist
ihm genau dann gleich, wenn L|K abelsch ist.

In der Tat ist (Ax : NpjxAL) = (Ak : NpavgAgan) = [L? : K] ein Teiler
von [L : K] und genau dann gleich [L : K], wenn L = L*" d.h. wenn L|K
abelsch ist.

(1.14) Satz. Die Normengruppen I aus Ak bilden einen Verband. Die Zu-
ordnung

L— I = NL\KAL
liefert einen inklusionsumkehrenden Isomorphismus zwischen dem Verband
der abelschen Oberkorper L von K und dem Verband der Normengruppen I
aus Ay . Es gilt also

Ip, 21, <= L1 CLy; Ip,.p,=1Ip,NIp,; Ipinp, =11,-11,,
wenn Ly und Lo abelsche Oberkérper sind.

Uberdies ist jede Obergruppe I C Ay einer Normengruppe selbst eine
Normengruppe.

Beweis. Sind L; und Lo zwei abelsche Erweiterungen, so ergibt sich aus der
Multiplikativitat der Norm Iy, .r, € Iy, N 1Ig,; ist umgekehrt a € Iy, N I,
so hat das Element (a, L1-Lo|K) die trivialen Projektionen (a, L;|K) = 1 und
(a,L2|K) =1in G,k und G, i, d.h. (a,L1-Lo|K) = 1,s0 dass a € I,.L,.
Wir haben also Iy,.r, = I, N I1,. Hieraus ergibt sich weiter

ILl QILZ <:>IL1 ﬂIL2 :IL2 :ILI'LZ = [LlLQK] = [LQK] < L C Ls.

Unter Beachtung der Tatsache, dass jede Normengruppe schon die Normen-
gruppe einer abelschen Erweiterung ist ((1.12)), erhalten wir hieraus, dass die
Zuordnung L +— I, eine bijektive inklusionsumkehrende Abbildung zwischen
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der Menge der abelschen Erweiterungen L|K und der Menge der Normen-
gruppen ist. Alle weiteren Aussagen des Satzes folgen automatisch.

Nach diesem Satz wire eine Charakterisierung der Normengruppen allein
durch innere Eigenschaften in der Gruppe Ag des zugrunde gelegten Kor-
pers K fiir die Beherrschung der abelschen Erweiterungen von besonderer
Bedeutung. In den uns interessierenden konkreten Klassenformationen wird
eine solche Kennzeichnung durch das Vorhandensein einer kanonischen To-
pologie in der Gruppe Ak ermdglicht. Die Normengruppen erscheinen dann
als die abgeschlossenen Untergruppen von endlichem Index. Dieses Resultat
tragt auch den Namen Existenzsatz, da die wesentliche Aussage in der Exi-
stenz eines abelschen Korpers L besteht, der eine vorgegebene abgeschlossene
Untergruppe I von endlichem Index in Ax als Normengruppe besitzt. Dieser
(eindeutig bestimmte) Korper wird auch als Klassenkdrper zur Gruppe I
bezeichnet. Einen allgemeinen solchen Existenzsatz kann man auch in den
abstrakten Klassenformationen erzwingen, wenn man den Axiomen I und II
weitere sogenannte Existenzaxiome hinzufiigt. Im Hinblick auf unsere Anwen-
dungen lohnt eine Ausfiihrung dieser Uberlegungen jedoch nicht, so dass wir
den interessierten Leser auf [42] verweisen.

Wir wollen zum Schluss das Normrestsymbol unter einem zusammenfassen-
den Blickwinkel betrachten. Legen wir einen Korper K zugrunde, so bilden
die Gruppen G?"K ein projektives Gruppensystem, ndmlich das projektive
Gruppensystem der Galoisgruppen aller abelschen Erweiterungen von K. Wir
bezeichnen mit ab - ab

G - @1 GL‘K

den projektiven Limes dieses Systems. Im Fall, dass es sich bei den L|K um
wirkliche Kérpererweiterungen handelt, ist G2 die Galoisgruppe des maximal
abelschen Korpers iiber K. Wir konnen auch schreiben

G%? = %iLnGL\Kv
wenn L alle abelschen Erweiterungen von K durchlduft. Fiir jedes a € A
bilden die Elemente (a, L|K) € Gi‘l’K auf Grund von (1.11a) ein vertrégliches

Elementsystem in dem projektiven System der GQL”T - Das dadurch bestimmte

Element . b
(a, K) = lim(a, L|K) € G%

nennen wir das universelle Normrestsymbol von K. Sind

7 G — G‘}}TK
die einzelnen Projektionen von G4 auf die Galoisgruppen GaL‘TK, so ist das
Element (a, K) € G5 eindeutig durch die Gleichungen

7mr(a, K) = (a, LK)
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bestimmt. Das universelle Normrestsymbol liefert einen Homomorphismus
K
A L0, Gy

iiber den der folgende Satz gilt:

(1.15) Satz. Der Kern des Homomorphismus

A 5, qab

besteht aus dem Durchschnitt aller Normengruppen

Dg =(\NuxAc,
L

und das Bild von ( , K) liegt dicht in G (im Hinblick auf die Normaltei-
lertopologie von G3P).

Beweis. Es ist (a,K) = Jim (a,L|K) = 1 genau dann, wenn (a, L|K) = 1
fiir alle normalen Erweiterungen L|K ist, also genau dann, wenn a € Dy =
(\NrjxAr. Ebenso leicht folgt die Dichtigkeit des Bildes. Ist o & G2, so
bilden die Mengen o-H eine Umgebungsbasis von o, wenn H alle offenen
Untergruppen von G322 durchliuft. Ist aber H eine offene Untergruppe, so
ist GaP/H = G|k die Galoisgruppe einer abelschen Erweiterung L|K, und

LK .
wegen der Surjektivitdt des Normrestsymbols Ag M Gk finden wir

ein a € Ag mit 7 (a,K) = (a, L|K) = w0, d.h. (a,K) € o-H.

§ 2. Galoiskohomologie

Sei L|K eine endliche galoissche Kérpererweiterung und G = Gk ihre
Galoisgruppe. Wir haben in einer solchen Erweiterung unmittelbar zwei G-
Moduln, néimlich die additive Gruppe L+ und die multiplikative Gruppe L*
von L. Die additive Gruppe ist vom kohomologischen Standpunkt ohne Inter-
esse. Es gilt namlich der

(2.1) Satz. HY(G,L") =0 fiir alle q.

Dies ist eine Folge der Existenz einer Normalbasis fiir L| K. Ist ndmlich ¢ € L
so gewdhlt, dass {oc | 0 € G} eine Basis von L|K darstellt, so haben wir
Lt = @,cq KToc = P,cqo(KT-c), und dies bedeutet, dass L ein G-
induzierter Modul ist, also nach I, (3.13) triviale Kohomologiegruppen hat.
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Ganz anders verhélt es sich mit der multiplikativen Gruppe L*. Hier haben
wir nur den allerdings iiberaus wichtigen

(2.2) Satz (Hilbert-Noether). H!(G,L*)=1.

Beweis. Sei a, € L* ein 1-Kozykel des G-Moduls L*. Ist ¢ € L*, so bilden
wir die Summe
b= E Qg - OC.

Wegen der linearen Unabhéngigkeit der Automorphismen o (vgl. [7], Ch. V,
§7, n° 5) gibt es ein ¢ € L™ derart, dass b # 0 ist. Wir erhalten dann

() =Y ra,(roc) = a7l ar.(roc) =a;' b,

oceG o€G
dh. ar =7(b71)/b7L.  a, ist also ein 1-Korand.

Der Satz (2.2) ist eine Verallgemeinerung des so oft zitierten ,Hilbertschen
Satzes 90

(2.3) Satz (Hilbert). Ist L|K eine zyklische Erweiterung und o ein erzeu-
gendes Element von G, so hat jedes x € L* mit Np gz = 1 die Gestalt
oc
r=—
c

fiir passendes ¢ € L*.

Dieser Satz ist nur eine andere Formulierung von y, ,L* = (LX)~ also
von H-YG,L*) 2 HY(G,L*) =1

Satz (2.2) besagt, dass die endlichen galoisschen Erweiterungen L|K von K
im Hinblick auf die multiplikative Gruppe des Oberkorpers eine Kérperforma-
tion im Sinne von §1 bilden. In einer solchen Formation kénnen wir uns die
Kohomologiegruppen H?(L|K) in der Gruppe

Br(K)=H*( |K)=|JH*(L|K)

vereinigt denken, indem wir die (wegen H'(L|K) = 1 injektive) Inflation als
Inklusion deuten. Br(K) heift auch die Brauersche Gruppe des Korpers K.
Sie ist eine Abstraktion der bekannten Brauerschen Algebrenklassengruppe,
die in der folgenden Weise entsteht. Man betrachte alle einfachen, zentralen
Algebren iiber K. Nach dem Satz von Wedderburn ist jede solche Algebra A
isomorph zu einer vollen Matrixalgebra M, (D) iiber einem Schiefkérper D|K,
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der durch A bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Zwei Algebren werden
zur gleichen Klasse gezahlt, wenn die zugehorigen Schiefkérper isomorph sind.
Durch das Tensorprodukt, das zwei einfachen, zentralen Algebren wieder eine
einfache, zentrale Algebra zuordnet, wird in der Menge der Algebrenklassen
eine Multiplikation induziert, hinsichtlich der diese Menge zu einer Gruppe
wird, eben der Brauerschen Algebrenklassengruppe. Es sei hier kurz angedeu-
tet, wie sich diese Gruppe aus Br(K) = H?( |K) ergibt:

Sei ¢ € Br(K) = H*( |K), etwa ¢ € H*(L|K) und c ein 2-Kozykel aus der
Klasse ¢. Wir ordnen jedem o € G| ein Basiselement u, zu und bilden den

K-Vektorraum A = @_ . Coix L - u,. In diesem wird durch die Formeln

Ug - A= (0N) - Ugy (Ae L), Up - Ur = (0, T) * Ugrs

eine Multiplikation definiert, hinsichtlich der A zu einer einfachen, zentralen
Algebra iiber K wird. Ein anderer 2-Kozykel aus ¢ liefert eine dquivalente
Algebra und man erhélt auf diese Weise einen Isomorphismus zwischen der
Gruppe H?( |K) und der Brauerschen Algebrenklassengruppe (vgl. hierzu
[1]).

In fritherer Zeit wurden die Algebren zur Betrachtung der lokalen Klas-
senkorpertheorie herangezogen (vgl. etwa [38]). Durch die Einfithrung der Ko-
homologie hat sich hier eine erhebliche Vereinfachung ergeben.

Fiir endliche Korper kénnen wir aus dem Satz (2.2) die folgende Konsequenz
ziehen:

(2.4) Korollar. Ist L|K eine Erweiterung endlicher Kérper, so ist
HYGpk,L*) =1 fiir alle q.

Beweis. Die Gruppe Gk ist zyklisch. Da L* ein endlicher G| x-Modul ist,
ist der Herbrandquotient h(L*) = |[H(Gx, L*)|/|H (G x,L*)| = 1. Also
ist H9(G |k, L*) =1 fiir ¢ = 0,1 und damit fiir alle q.

§ 3. Die multiplikative Gruppe eines p-adischen
Zahlkorpers
Sei K ein p-adischer Zahlkorper, also ein vollstéandiger diskret bewerteter Kor-
per der Charakteristik 0 mit endlichem Restklassenkorper® . Wir fithren die

%) Unsere Ausfithrungen sind so gehalten, dass die Vollstandigkeit des Korpers K
nicht benutzt wird. Wir brauchen von der Bewertung nur ihre absolute Unzer-
legtheit vorauszusetzen. Die hier entwickelte Darstellung der lokalen Klassenkdr-
pertheorie gilt also uneingeschrankt und wortlich fiir Kérper der Charakteristik 0
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folgenden Bezeichnungen ein. Es sei v die diskrete Bewertung von K, die wir
uns stets auf den kleinsten Wert 1 normiert denken,

o={x € K |v(z) >0} der Bewertungsring,
p={zr € K |v(x) >0} das maximale Primideal,

K = o/p der Restklassenkdrper von K, p die Charakteristik von K,
U = o ~\ p die Gruppe der Einheiten,

U! =1+ p die Gruppe der Einseinheiten und

U™ =1+ p" die hoheren Einseinheitengruppen.

Mit g bezeichnen wir die Anzahl der Elemente im Restklassenkorper K, also
g = (0:p).Ist f der Grad von K iiber dem Primkoérper von p Elementen, so
ist ¢ = p7.
Neben v betrachten wir die normierte multiplikative Absolutbetragsbewertung
| |p. Sie entsteht folgendermafen. Ist x € o, so sei

N(z) = (0:20) = (0:p)"® = p/v@
die Absolutnorm von z. Wir setzen dann

]y = M (z) 7"

Ist v € K\ 0, s0ist 27! € 0, und es wird |z|, = |[27|; ! = DN(z7!) gesetzt.

(8.1) Satz. Die Gruppe K* besitzt die direkte Zerlegung
K*=U x (m),

wobei 7 ein Primelement fiir p und (7) = {n*}rcz die durch 7 erzeugte
unendliche zyklische Untergruppe von K* ist.

Dies ist klar, denn jedes € K* hat nach Festlegung des Primelements 7 die

eindeutige Darstellung 2 = u - 7%, u € U. Die Sequenz

1—U—K*-5Z-—0

zerfallt also und hat als Reprisentantengruppe die Gruppe (7) & Z. Wir
weisen aber darauf hin, dass es wegen der Willkiirlichkeit des Primelements
m € p keine ausgezeichnete Repréasentantengruppe gibt.

In der Einheitengruppe U betrachten wir die absteigende Kette der hoheren
Einseinheitengruppen U™:

UDU'D>U*DU*D - .
Die Faktorgruppen dieser Kette sind endlich, denn wir haben den

mit einer henselschen, d.h. absolut unzerlegten, diskreten Bewertung v mit endli-
chem Restklassenkorper. Lediglich in §7 sind einige Modifikationen zu beachten.
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(3.2) Satz. Es ist
U/U'=2K* und U"JU"T = KT

fiir alle nattirlichen Zahlen n.

Beweis. Ordnen wir jeder Einheit u € U ihre Restklasse « mod p € K* zu,
so erhalten wir einen Homomorphismus von U auf K* mit dem Kern U'.
Zum Beweis von U™ /U1 = K+ wihlen wir ein Primelement 7 und sehen
miihelos, dass die Zuordnung 1+ a - 7" +— a mod p einen Homomorphismus
von U" auf die additive Gruppe Kt mit dem Kern U™ liefert.

(3.3) Satz. Die Einheitengruppe U ist eine hinsichtlich der Bewertungstopo-
logie offene und abgeschlossene, kompakte Untergruppe von K* 9.

Beweis. Ist uw € U, soist {x € K* | v(z —u) > 0} = u + p eine offenbar
ganz zu U gehorige Umgebung von u. Dies zeigt die Offenheit von U in K*.
Das Komplement von U ist die Vereinigung der (offenen) Nebenscharen von
U, also ist U auch abgeschlossen.

Zum Beweis der Kompaktheit sei & ein System offener, in ihrer Gesamtheit
U tiberdeckender Untermengen von K *. Nehmen wir an, U koénnte nicht durch
endlich viele Mengen aus & iiberdeckt werden. Dann gilt das gleiche fiir eine
Nebenschar u;-U! C U, da der Index (U : U') endlich ist. In u;-U" gibt es
unter den endlich vielen Nebenscharen us-U? C uy-U? eine, die ebenfalls nicht
durch endlich viele Mengen aus & iiberdeckt werden kann. Schreiten wir in
dieser Weise fort, so erhalten wir eine Kette

up-U' Dug-U? Dug-U? D -+,

und da U als abgeschlossene Untergruppe von K* vollstandig ist, gibt es eine
Einheit v € U mit uv-U" = u,-U™ fiir n = 1,2, ... Die u-U"™ = u + p” sind
offene auf u zusammenschrumpfende Umgebungen von u, und wenn S eine
u enthaltende Menge aus & ist, so gibt es ein n mit u-U" = u,-U" C S,
Widerspruch?.

(3.4) Korollar. Die Gruppe K* ist lokal-kompakt®.

% Bei einem Henselkérper im Sinne von %) haben wir an Stelle von kompakt bzw.
in (3.4) lokal-kompakt relativ kompakt bzw. relativ lokal-kompakt zu setzen.

") Den Beweis kann man auch in der folgenden Weise erhalten: Die Gruppen U™ =
1 4+ p™ bilden eine Umgebungsbasis des Einselementes 1 € U. Daher ist U =
lim U™ /U™ (U® = U), und der inverse Limes &iﬂlU”/U"+1 ist als pro-endliche

ruppe kompakt.
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Fiir jedes Element 2 € K* ist némlich nach (3.3) - U eine offene und gleich-
zeitig kompakte Umgebung von x.

(3.5) Lemma. Ist m eine natiirliche Zahl, so liefert die Zuordnung
xr—z™
fiir geniigend grofies n einen Isomorphismus

Un —s yrtvm),

Beweis. Ist 7 ein Primelement von p und x =1+ a - 7" € U™, so ist

m
2

also 2™ € U™tv("™) fiir geniigend grokes n.
Fiir die Surjektivitdt unserer Abbildung haben wir zu zeigen, dass zu jedem
a € o ein Element x € o existiert, derart dass

l4a-7"70M = 1 4z.77)™,
dh. 1+a- -7 =1 4+ m -7 .z + 72" f(x), wobei f(x) ein ganzzahliges
Polynom in z ist. Offenbar ist m = u - 7™ 4 € U, und wir erhalten die
Gleichung

xm21+maﬂn+( )a2-7r2”+~-~ Elmodpn—i-v(m)’

—a+4u-z+7"M () = 0.

Ist n > v(m), so liefert das Henselsche Lemma ersichtlich eine Losung = € o.
Ist dariiber hinaus n so grof gewéhlt, dass U™ keine m-te Einheitswurzel
mehr enthélt, so ist unsere Abbildung auch injektiv.

(3.6) Korollar. Fiir jede natiirliche Zahl m ist die Gruppe der m-ten Poten-
zen (K*)™ eine offene Untergruppe von K*, und es gilt

() (E)™=1.

m=1

Beweis. Ist némlich 2™ € (K*)™, so ist fiir geniigend grofes n
™. Un+v(m) — (x . Un)m C (KX)m
eine offene Umgebung von z™. Ist a € [ °_,(K*)™, so ist trivialerweise

a € U und damit a € (,._;(U)™, d.h. a = u”, u,, € U, fiir alle m. Ist nun n
eine beliebige natiirliche Zahl und m = (U : U"™), so wird a = ul' € U™, also

ac,2, U ={1}.

Mit pir, (K') bezeichnen wir die Gruppe der in K enthaltenen m-ten Einheits-
wurzeln und beweisen den
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(3.7) Satz. Die Gruppe (K*)™ hat einen endlichen Index in K*, und zwar
ist

(K (K)™) = me- g - | ()] = m- [y | (K.
Dabei ist q die Anzahl der in K und |p,,(K)| die Anzahl der in p,,(K) gele-
genen Elemente.

Zum Beweis ziehen wir den mit den Endomorphismen 0 und m gebildeten
Herbrandquotienten qq ., heran (vgl. I, S.59). Es ist dann

(K7 (K7)™) = qom (K7 - [pm (K.
Aus der Multiplikativitat von gqq ,, erhalten wir weiter
qO,m(KX) = QO,m(KX/U) ) qO,m(U/Un) : qo,m(Un)~

Hierin ist o m (K*/U) = qom(Z) = m wegen (3.1), qo,m(U/U™) = 1, da
U/U™ nach (3.2) endlich ist und qo,,(U") = (U™ : UMH0(M)) = ¢v(M) auf
Grund von (3.5) fiir hinreichend grofes n, und der Tatsache, dass (U® :
Ui+1) =q.

Setzen wir dies zusammen, so erhalten wir die obige Formel. Gleichzeitig
ergibt der Beweis das

(3.8) Korollar. Es ist (U : (U)™) = |m|, " - [um(K)| ¥.

§ 4. Die Klassenformation der unverzweigten
Erweiterungen

Ein verhaltnisméfig einfaches Beispiel einer Klassenformation erhalten wir,
wenn wir lediglich die unverzweigten Erweiterungen eines p-adischen Zahlkor-
pers K betrachten. Diese Klassenformation ordnet sich zwar den allgemeinen,
im néchsten Paragraphen ausgefiihrten Betrachtungen unter, doch soll sie
zunéchst fiir sich behandelt werden, einmal deswegen, weil in ihr das Rezipro-
zitdtsgesetz von bemerkenswerter Einfachheit ist, zum andern, weil die diesen
speziellen Fall betreffenden Resultate zum Beweis des allgemeinen lokalen Re-
ziprozitatsgesetzes herangezogen werden.

Wir betrachten im folgenden endliche Erweiterungen L|K p-adischer Zahl-
koérper und héngen den in §3 eingefiihrten Bezeichnungen v, o, p usw. zur
Unterscheidung den jeweiligen Korper als Index an, schreiben also vk, Ok,
Pr; vL, O, pr, usw. Die Bewertung vg besitzt eine eindeutige Fortsetzung
auf L, ndmlich die Bewertung é vy, wobei e der Verzweigungsindex von L|K
ist.

8 (U)™ bedeutet im Unterschied zu U™ die Gruppe der m-ten Potenzen von U.
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Die Erweiterung L|K ist unverzweigt, wenn e = 1 ist, wenn also ein Primele-
ment 7w € K fiir px gleichzeitig ein Primelement fiir p, ist. Gleichbedeutend
damit ist, dass der Grad [L : K| mit dem Grad [L : K| der Restkdrpererwei-
terung L|K iibereinstimmt.

Eine unverzweigte Erweiterung L| K ist stets normal, und es besteht eine
kanonische Isomorphie

Grx =Gk
zwischen der Galoisgruppe G|k der Erweiterung L|K und der Galoisgruppe
G 7|k der Restkorpererweiterung L|K. Ist ndmlich 0 € G|k, so erhalten wir
vermoge
G(r+pr)=ox+pL, z€OL
einen K-Automorphismus & von L.

Die Gruppe G ist als Galoisgruppe des endlichen Korpers L zyklisch.
Sie besitzt, wie man sofort nachrechnet, den ausgezeichneten erzeugenden
Automorphismus _

T— I, Tel,
wobei g die Anzahl der in K enthaltenen Elemente bedeutet. Auf Grund der
Isomorphie G|k = G| erhalten wir daher einen kanonischen, die Gruppe
G|k erzeugenden K-Automorphismus von L.

(4.1) Definition. Der Automorphismus ¢k € G|k, der im Restklassen-
koérper L den Automorphismus

T— T, zcl,

induziert, heift Frobeniusautomorphismus von L|K.

(4.2) Satz. Sind N O L D K zwei unverzweigte Erweiterungen des Korpers
K, so gilt

L:K
oLk =¢nKk|;, = ¢nkGNiL € Grix,  ONL = @E\”K]-

Beweis. Es ist
(pr|xx) mod pr, = 2% mod pr, = 2% mod py = (pn|x*) mod px
fiir alle x € or, und
(pnjL7) mod py = % mod py = 2% mod py = (w%(?@ mod py

fiir alle x € oy . Dies beweist die obigen Formeln.

Die kanonische Gegebenheit und das in (4.2) beschriebene Wohlverhalten des
Frobeniusautomorphismus rdumen ihm eine bedeutsame Sonderstellung in der
Klassenkorpertheorie ein.
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Der folgende Satz ist sowohl fiir die lokale als auch fiir die globale Klassen-
korpertheorie aufierordentlich wichtig.

(4.3) Satz. Ist L|K eine unverzweigte Erweiterung, so ist
HY(Gpk,Up) =1 fiir alle q.

9).

Beweis Identifizieren wir die Gruppe Gz mit der Gruppe Gk, so ist

1 —Ul — U, — L —1

eine exakte Sequenz von G x-Moduln, und wegen HY(Gpk,L*) = 1 (vgl.
(2.4)) erhalten wir HY (G x,UL) = HY (G k,U}).

Ein Primelement 7 € K fiir pg ist gleichzeitig ein Primelement fiir py,.
Dabher ist der durch

l4a-7"'+——a modps, acor,

gegebene Homomorphismus Ug_l — Lt ein G | x-Homomorphismus, d.h.
1— U — Ut —LT—0

ist eine exakte Sequenz von G|x-Moduln. Mit (2.1) ergibt sich daher
HY(Gpye, Up) = (G, Up ™).

Insgesamt induziert also die Injektion U — U}, einen Isomorphismus
HY(Gpr g, Ur) — HY Gk, UL).

Fiir jede natiirliche Zahl m liefert die Zuordnung x +— 2™ einen Homomorphis-

U2+U(m) fiir genii-

mus U, — Ur, und nach (3.5) einen Isomorphismus U} —
gend grofkes n, also einen Homomorphismus H(Gp,x,Ur) — HY(Gpr,UL)
und einem Isomorphismus H(Gpx,UT) LN HY Gk, UZJrv(m)). Das Dia-
gramm

Hq(GL‘K, Uf) I — Hq(GL\Kv UL)

Hq(GL\KyUZJFU(m)) — HY Gk, UL)
ist trivialerweise kommutativ und zeigt, dass der Homomorphismus
HYGpix,Ur) = HY(Grx,UL),

der jede Kohomologieklasse ¢ in ihre m-te Potenz ¢™ schickt, fiir alle m bijek-
tiv ist, da alle anderen Homomorphismen des Diagramms bijektiv sind. Die

9 Zum Beweis dieses Satzes wird gewohnlich die Vollstandigkeit des Korpers L
benutzt (vgl. [42]). Wir vermeiden diesen Schluss, so dass unsere gesamten Aus-
flihrungen wortlich auch fiir Henselkérper im Sinne von %) gelten.
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Elemente aus H(G |k, Ur) haben aber endliche Ordnung (vgl. I, (3.16)), so
dass notwendig HY(G x,Ur) = 1 sein muss.

Fiir ¢ = 0 erhalten wir das

(4.4) Korollar. Ist L|K unverzweigt, so ist
UK - NL\KUL~

Im unverzweigten Fall ist also jede Einheit ein Normelement.

Wir zeigen nun, dass die unverzweigten Erweiterungen L|K im Hinblick auf
die multiplikative Gruppe L* eine Klassenformation bilden. Wir haben zu
diesem Zweck eine das Axiom II erfiillende Invariantenabbildung anzugeben
(vel. §1, (1.3)). Dabei gehen wir in folgender Weise vor. Die zur Sequenz

v,

1—U,—L* =7Z—0

gehorende exakte Kohomologiesequenz liefert wegen H(Grx,Ur) = 1 den

Isomorphismus s
HQ(GL\Kv L*) — H2(GL|K7 Z).

Weiter erhalten wir wegen der kohomologischen Trivialitdt von Q aus der
Sequenz 0 -+ Z — Q — Q/Z — 0 den Isomorphismus

H2(Gpix, Z) = H' Gk, Q/Z) = Hom(GL.K, Q/Z) = X(Crx)-

Fiir jeden Charakter x € x(Gpr|x) ist x(¢r|x) € Iz K] Z/Z C Q/Z, und da
der Frobeniusautomorphismus ¢k die Gruppe G |k erzeugt, erhalten wir
einen Isomorphismus

H' (G Q/Z) = X(Crire) 55 g Z/Z.

Setzen wir diese drei Isomorphismen zusammen,

H* (G, L) = H(G i, Z) “— H' (Gpix, Q/Z) % 12/Z,

so kommen wir zu der
(4.5) Definition. Ist L| K eine unverzweigte Erweiterung, so sei
inVL‘K : H2(GL|K,LX) — T: K]Z/Z

der durch invp g = ¢ o d~1 o ¥ definierte Isomorphismus.

Zur Abkiirzung setzen wir nun
HYL|K) = HY(Gpx,L™).
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Sei Ky ein fest zugrunde gelegter p-adischer Zahlkérper und T der maximal
unverzweigte Korper iiber Ky, also die Vereinigung aller unverzweigten Er-
weiterungen L|Ky. Wir nennen T' auch den Tragheitskérper iiber Ky. Mit
G|k, bezeichnen wir die Galoisgruppe von T'|Kj.

(4.6) Satz. Die Formation (Grp|k,,T™) ist im Hinblick auf die in (4.5) defi-
nierte Invariantenabbildung eine Klassenformation.

Beweis. Das Axiom I ist nach (2.2) stets erfiillt: H!(L|K) = 1. Zum Beweis
von Axiom IT a) und b) hat man sich von der Kommutativitit der folgenden
beiden Diagramme zu iiberzeugen.

H*(L|K) —>— H*(Gpx,Z) >— HY (G, Q/Z) — [L;IK]Z/Z

llnkl llnf llnf llnkl

H(N|K) —— H*(Gnix,Z) *— H'(Gyx,Q/Z) > F5Z/Z,

H*(N|K) —>— H*(Gnx.Z) °— H'(Gyx,Q/Z) —2> e Z/Z

Jchs lRes lReS l[L:K]

H*(N|L) —%— H*(Gp, Z) *— HY(Gni1,Q/Z) — wnZ/Z.

Hierin sind N O L D K zwei unverzweigte Erweiterungen von K. Die Kommu-
tativitdt der linken Quadrate sieht man sofort dem Verhalten der 2-Kozykeln
unter den Homomorphismen o, Inf, Res an. Die mittleren Quadrate sind kom-
mutativ wegen der Vertauschbarkeit der Inflation und der Restriktion mit dem
Homomorphismus § (vgl. I, (4.4) und I, (4.5)).

Zum Beweis der Kommutativitiit der rechten Quadrate sei x € H(G Lk, Q/Z)
bzw. x € H' (G |k, Q/Z). Mit (4.2) erhalten wir

Inf x(¢onx) = X(onkGNL) = X(0rx) bzw.
Res x(oniz) = X(on1z) = x(ehx) = [L: K] - x(owx).

Damit ist alles gezeigt.

Wir kénnen hiernach die gesamte in §1 ausgefiihrte Theorie auf diese spezielle
Klassenformation anwenden. Eine genaue Abhandlung wollen wir jedoch zu-
riickstellen, da sie im néchsten Paragraphen allgemeiner fiir nicht notwendig
unverzweigte Erweiterungen erfolgt.
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Ist T der maximal unverzweigte Korper {iber Ky, und damit der maximal
unverzweigte Korper iiber jedem unverzweigten Korper K|Kj, so setzen wir
HA(TIK) = | HA(LIK),

L
wobei L|K alle iiber K unverzweigten (endlichen) Erweiterungen durchliuft.
Dabei haben wir wie in §1, S. 72 die Inflation als Inklusion gedeutet, so dass fiir
zwei normale Erweiterungen N O L O K die Inklusion H?(L|K) C H?(N|K)
gilt. Durch die Fortsetzungseigenschaft der Invariantenabbildung IT a) erhal-
ten wir einen injektiven Homomorphismus
invg : HX(T|K) — Q/Z

(vgl. §1, S.74). Dieser Homomorphismus ist sogar bijektiv, da Q/Z =
Us?y £Z/Z, und da zu jeder natiirlichen Zahl n (genau) eine unverzweigte
Erweiterung L|K vom Grade n = [L : K] existiert, fiir die wir den bijektiven
Homomorphismus invy,x : H*(L|K) — 1Z/Z haben. Damit ist gezeigt:

(4.7) Satz. H*(T|K) =~ Q/Z.

Fiir jede unverzweigte Erweiterung L|K erhalten wir durch das Normrestsym-
bol ( ,L|K) die exakte Sequenz

1 — Nppl* — k> M

wobei zu beachten ist, dass die Galoisgruppe G|k zyklisch ist, also mit ihrer
Faktorkommutatorgruppe G?"K iibereinstimmt. Die Besonderheit des Rezi-
prozitédtsgesetzes im unverzweigten Fall liegt darin, dass sich das Normrest-
symbol in einfachster Weise explizit beschreiben lisst.

(4.8) Satz. Ist L|K unverzweigt, so ist

(a, LK) = @7

fiir jedes a € K*.

Zum Beweis ziehen wir die Formel (1.10) heran:
x(a, LIK) = invp g (aU dx),
wobei x € x(Gprik), Ox € HQ(GL|K,Z) und @ = a- N g L™ € HO(L|K) ist.
Aus ihr ergibt sich mit (4.5):
x(a,LIK) = invy g (@Udx) = pod ' od(@Udx) = pod ' (vk(a) - dx)
= p(vi(a) - X) = vk (a) - X(ori) = X971

Da dies fiir alle Charaktere x € x(Gp k) gilt, folgt (a, L|K) = @ZI‘(I(;L).
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Der Satz (4.8) wirft die Frage auf, ob man nicht den kohomologischen Kalkiil
und den Begriff der Klassenformation vermeiden und auf einem viel natiir-
licheren Wege zum Reziprozititsgesetz gelangen kann, indem man n&mlich
das Normrestsymbol einfach explizit durch die Formel (a, L|K) = wz’ﬁ({a) defi-
niert und alle wesentlichen Eigenschaften in direkter Weise verifiziert. Dies ist
im unverzweigten Fall in der Tat moglich. Bei genauerer Betrachtung haben
wir sogar nichts anderes getan, als diesen Gedanken kiinstlich — {iber die fiir
den vorliegenden Fall unangemessen kompliziert erscheinende Invariantenab-
bildung — in eine kohomologische Form zu zwingen. Der Grund dafiir liegt in
dem Problem, auch die verzweigten Erweiterungen der klassenkdrpertheore-
tischen Behandlung zugéinglich zu machen. Historisch hat gerade an diesem
Punkt die Kohomologie (iiber die Algebrentheorie) ihren Einzug in die Klas-
senkdrpertheorie gehalten. Fiir die verzweigten Erweiterungen nadmlich lasst
sich eine explizite Definition des Normrestsymbols nicht so ohne weiteres an-
geben, wohl aber eine Invariantenabbildung, die die hier konstruierte in ka-
nonischer Weise auf den Bereich beliebiger normaler Erweiterungen fortsetzt.
Dies werden wir im néchsten Paragraphen sehen.

Nach (1.14) entsprechen in der Klassenformation der unverzweigten Erweite-
rungen die Oberkorper L von K umkehrbar eindeutig den Normengruppen
in K*. Diese Normengruppen lassen sich auf Grund von (4.8) in expliziter
Weise angeben.

(4.9) Satz. Ist K ein p-adischer Zahlkorper, w ein Primelement, so ist die
Gruppe
PP Uk x (zf) 10

die Normengruppe der unverzweigten Erweiterung L|K vom Grade f.

Beweis. Da ¢k die Gruppe Gk erzeugt, ist der Grad f = [L : K] gleich-
zeitig die Ordnung von ¢ in G k. Ein Element a € K* liegt daher ge-

nau dann in NpjxL*, wenn (a, L|K) = wzlf}((a) = 1, also genau dann, wenn

vg(a) =0mod f,dh.a=u-7"F k€ Z, ue Ug.

19 Mit (n?) bezeichnen wir die durch das Element ¢ erzeugte unendlich-zyklische
Gruppe {ﬂk'f}kez.
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Wir wollen zum Schluss noch auf das universelle Normrestsymbol unserer
Klassenformation eingehen (vgl. §1, S. 83). Sei T'|K die maximal unverzweigte
Erweiterung von K. Durchlduft L|K alle endlichen unverzweigten Erweite-
rungen, so ist der projektive Limes
Grix =lim Gk
L
die Galoisgruppe von T|K.

Fiir jedes a € K* erhalten wir das universelle Normrestsymbol (a,T|K) €
GT|K durch .
(a,T|K) = lim(a, L|K).
L
Dieses liefert einen Homomorphismus

KX ( 7T|K) GTIK

Ist 71 : Grix — Gk die kanonische Projektion von G g auf Gk, so ist

70, TIK) = (a, LK) = 975 € Gy

Die Elemente ¢k € Gk bilden nach (4.2) ebenfalls ein vertragliches Ele-
mentsystem in dem projektiven System der G i, und wir nennen das Ele-

ment .
ok =limer Kk € Grix
L

den ,universellen“ Frobeniusautomorphismus von K. Er hat eine unendliche
Ordnung, da aus ¢} = 1 sofort mp(¢%) = @ = 1 fiir alle o folgen
wiirde, was natiirlich unméglich ist.

Uber das Symbol ( ,T|K) haben wir nun den

(4.10) Satz. Esist (a,T|K) = (vaK(a) fiir alle a € K*. Der Homomorphismus

K>< ( 7T‘K) GT|K

besitzt die Einheitengruppe Uy als Kern.

Beweis. Ist 7y, : Gpx — Gk die kanonische Projektion von Gpjx auf
Gr|Kk, so ist

(0, T|K) = (a, LK) = o8 = 7 (03 )
fiir jede unverzweigte Erweiterung L|K. Dies zeigt, dass (a, T|K) = @UKK(G).
Es ist (a,T|K) = ¢%® = 1 genau dann, wenn vg(a) = 0 (¢x hat eine
unendliche Ordnung), also genau dann, wenn a € Uk.
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Die Klassenformation der unverzweigten Erweiterungen ist ein Beispiel da-
fiir, dass das universelle Normrestsymbol i.a. nicht surjektiv ist. Als Bild tritt
namlich die durch ¢x erzeugte unendlich-zyklische, zu Z isomorphe dichte
Untergruppe von Gk auf. Sie kann natiirlich nicht mit G'7x zusammenfal-
len, da sie keine pro-endliche Gruppe ist. Erst ihre Komplettierung in Gp|x
stimmt mit Gp| iiberein.

§ 5. Das lokale Reziprozitatsgesetz

Wir legen einen p-adischen Zahlkorper Ky zugrunde und bilden dariiber die
algebraisch abgeschlossene Hiille (2. Fiir jede normale Erweiterung L|K end-
licher Oberkérper von K setzen wir wieder

HY(L|K) = HY(Gx,L*)  und

Br(K)=H* |K)= U H*(LIK) (Brauersche Gruppe von K)
LIK

(vel. §2, S.85). Ist G = Gk, die Galoisgruppe von 2|Kjy, so bildet die
Formation (G, 2*) wegen H'(L|K) = 1 (vgl. (2.2)) eine Kérperformation.
Wir werden in diesem Paragraphen zeigen, dass sie sogar eine Klassenforma-
tion ist. Dazu haben wir die in §4 eingefiihrte Invariantenabbildung auf die
verzweigten Erweiterungen L|K auszudehnen. Den Schliissel zu dieser Verall-
gemeinerung liefert das folgende, auch als ,zweite fundamentale Ungleichung*
bezeichnete

(5.1) Lemma. Fiir jede normale Erweiterung L|K ist die Ordnung |H?(L|K)|
von H%(L|K) ein Teiler des Grades [L : K]:

|H*(LIK)| | [L: K].

Beweis. Wir setzen zunéchst voraus, dass L|K zyklisch von Primzahl-
grad p = [L : K] ist, und zeigen, dass der Herbrandquotient h(L*) =
|H2(L|K)|/|H*(L|K)| = |[H?*(L|K)| = p ist. Die Formel I, (6.9) liefert

h(LX)P™h = qo.p(K™) /g0, (L),

wobei qo ;, der mit den Endomorphismen 0 und p gebildete Herbrandquotient
ist. Nach (3.7) ist weiter

Qop(K*) = (K% : (KX¥)P)/|K,| =p‘q})(K(p),
Qop(LX) = (L* : (L*)P)/|Ly| :p.qu(p).

Ist f = [L : K] der Triigheitsgrad und e der Verzweigungsindex, so ist p = e- f,
qr, = q}c{ und vy, (p) = e - vk (p), und wir erhalten
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WL =P fp g = T d (L) = .
Der allgemeine Fall folgt hieraus rein kohomologisch. Da die Gruppe Gk
auflosbar ist, gibt es einen iiber K primzyklischen Zwischenkorper K'; K C
K’ C L. Wegen H'(L|K') = 1 ist die Sequenz
1 — H(K'|K) — H?(LIK) 2% H*(L|K)
exakt. Dies zeigt, dass
[H2(LIK)| | |H? (LK) H? (K| K)]| -
Wir haben schon gezeigt, dass |[H?(K'|K)| = [K’ : K], und wenn wir mit
vollstéindiger Induktion nach dem Korpergrad annehmen, dass [H?(L|K')| |
[L: K], so folgt

|H*(LIK)| | [L: K] [K': K] =[L: K].

Der obige Beweis macht von der Auflosbarkeit der Galoisgruppe G x Ge-
brauch, die ja unmittelbar daraus folgt, dass wir zwischen K und L den zy-
klischen Tragheitskérper und {iber ihm den zyklischen Verzweigungskorper
haben, {iber dem L einen Primzahlpotenzgrad besitzt. Man kann dies um-
gehen, indem man mit dem Satz I, (4.16) eine Reduktion auf den Fall einer
Erweiterung von Primzahlpotenzgrad durchfiihrt und dann in der obigen Wei-
se verfahrt.

Die Ausdehnung der Invariantenabbildung auf den Fall verzweigter Erweite-
rungen gelingt offenbar sofort, wenn wir den folgenden Satz bewiesen haben:

(5.2) Satz. Ist L|K eine normale Erweiterung und L'|K die unverzweigte
Erweiterung von gleichem Grade [L' : K] = [L : K], so ist

H*(L|K) = H*(L'|K) C H*( |K).

Beweis. Es geniigt die Inklusion H?(L'|K) C H?(L|K) zu zeigen, da hieraus
wegen |[H?(L'|K)| = [L : K] (vgl. (4.5)) und |H*(L|K)| | [L : K] (vgl. (5.1))
die Gleichheit folgt.

Ist N =L- L, soist mit L'|K auch die Erweiterung N|L unverzweigt').
Sei c € H2(L'|K) C H*(N|K). Betrachten wir die exakte Sequenz

1 — H2(LIK) — H2(N|K) 25 H2(N|L),

so sehen wir, dass ¢ genau dann in H?(L|K) liegt, wenn Resyc = 1 ist. Letzte-
res ist wiederum genau dann der Fall, wenn inv vz, (Reszc) = 0 ist (vgl. (4.6)),

1) Man beachte nur die wohlbekannte Tatsache: Ist 7' der maximal unverzweigte
Korper tiber K, so ist T - L der maximal unverzweigte Korper tiber L.
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und unser Satz ist gezeigt, wenn wir
invy|z(Respe) = [L: K] -invy xc

bewiesen haben, da invy/ gc € [L—IK]Z/ Z. Diese Gleichung erhilt man als

Spezialfall aus dem folgenden

(5.3) Lemma. Sei M|K eine normale Erweiterung, und in ihr L|K und
L'|K zwei Erweiterungen, von denen L'|K unverzweigt ist. Dann ist auch
N = L-I'|L unverzweigt'V). Ist ¢ € H*(L'|K) C H?(M|K), so ist Respc €
H?(N|L) C H*(M|L), und es gilt

invy|p(Respe) = [L: K] -invy, ge.

Beweis. Dass Respc € H2(N|L) ist, liegt daran, dass die 2-Kozykeln aus der
Klasse Resyc ihre Werte in N* haben (vgl. §1, S.72).

Sei f der Tragheitsgrad und e der Verzweigungsindex der (nicht notwendig
normalen) Erweiterung L| K. Die Bewertungen v und vy, denken wir uns auf
M fortgesetzt. Es ist dann vy, = e - vi. Die Invariantenabbildung setzt sich
aus drei Isomorphismen o, §7!, ¢ zusammen (vgl. (4.5)) und der Beweis der
obigen Formel lduft auf die Kommutativitiat des folgenden Diagramms hinaus.

HA(L|K) —"— BX(Grix,Z) 2= H Gk, Q/Z) — g2/

llnkl llnf llnf llnkl

H(M|K) G, Z)  H' (G Q/Z) i Z/Z

lReSL le-Res le-Res J/ [L:K]

H*(N|L) —*— H*(Gy\1,Z) o HY(Gni1, Q/Z) —— mpZ/Z.

Dieses Diagramm ist so zu verstehen, dass die unteren vertikalen Pfeile nur
die Bilder der oberen vertikalen Pfeile in die Kohomologiegruppen der unte-
ren Reihe abbilden. Die Kommutativitdt des linken Teildiagramms ist dem
Verhalten der 2-Kozykeln unter den betreffenden Homomorphismen direkt
abzulesen. Das mittlere Teildiagramm ist wegen der Vertauschbarkeit der In-
flation und der Restriktion mit dem Homomorphismus ¢ (vgl. I, (4.4) und
I, (4.5)) kommutativ. Zum Beweis der Kommutativitét des rechten Teildia-
gramms haben wir uns in Verallgemeinerung zu (4.2) die Gleichheit

.
PN|L L SDL/IK

zu liberlegen. Dies ist aber sofort klar, denn wenn a eine ganze Zahl aus L’
ist, so haben wir

¢n|z(a) = a® mod py = a%% mod PN = a%% mod pr = @{,‘K(a).
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Ist nun x € H'(Gp |k, Q/Z), so ist

[L: K] 'X(<PL'|K) =e-f- X(@L'|K) =e- X(@i/u() =e- X(¢N|L L/)
=e-Inf x(oniL) = € (Res o Inf)x(¢n|L)-

Damit ist auch die Kommutativitdt des rechten Teildiagramms bewiesen.

Aus dem Satz (5.2) ergibt sich die Gleichheit

Br(K) = H*( |K)=H(TIK)= |J HALIK),
LK

unverzw.

und durch die Invariantenabbildung erhalten wir aufgrund von (4.7) den

(5.4) Satz. Die Brauersche Gruppe Br(K) eines p-adischen Zahlkorpers K
ist in kanonischer Weise zu Q/Z isomorph:

Br(K)=Q/Z.

(5.5) Definition. Sei L|K eine normale Erweiterung und L'|K die unver-
zweigte Erweiterung gleichen Grades [L' : K] = [L : K], so dass H*(L|K) =
H?(L'|K). Dann sei

vy g HY (LK) — g Z/Z

der durch invp k¢ = invy ke (c € H*(L|K) = H*(L'|K)) definierte Isomor-
phismus.

Mit dieser Definition haben wir unser angestrebtes Ziel erreicht. Ist K ein
p-adischer Zahlkorper, {2 seine algebraisch abgeschlossene Hiille und Gg, =
G|k, die Galoisgruppe von 2| Ky, so gilt

(5.6) Satz. Die Formation (Gk,, 2*) ist im Hinblick auf die in (5.5) definierte
Invariantenabbildung eine Klassenformation.

Beweis. Das Axiom I ist nach (2.2) erfiillt: H!(L|K) = 1.

Sind N 2 L O K normale Erweiterungen iiber K gelegener p-adischer
Zahlkérper und N'|K bzw. L'|K die unverzweigte Erweiterung vom Grade
[N':K]=[N:K]bzw. [L' : K] =[L: K] (N' 2 L' 2 K), so ist fiir jedes
c€ H*(L|K) = H*(I'|K)

Inv | xc = invyge = invy gc = invy ke,
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wobei wir (4.6) ausgenutzt haben. Dies beweist Axiom II a). Zum Beweis von
Axiom II b) sei L| K eine beliebige Erweiterung endlicher Oberkérper von K.
Ist Resy, der Homomorphismus

H*(|K) =5 H?(|L)
(vgl. 81, S.73), so haben wir zu zeigen, dass
invy oResy =[L: K] -invg

(vgl. die im Anschluss an (1.3) gemachten Bemerkungen). Ist ¢ € H?( |K),
so kénnen wir nach (5.2) annehmen, dass ¢ € H?(L'|K), wobei L'|K unver-
zweigt ist. Dann ist auch N = L-L'|L unverzweigt und Reszc € H?(N|L) C
H?( |L). Mit dem Lemma (5.3) erhalten wir

invy(Respe) = [L: K] -invge,

womit alles gezeigt ist.

Nach diesem Satz koénnen wir die in §1 entwickelte Theorie der abstrakten
Klassenformationen voll anwenden und wollen die dort gewonnenen Resultate
in ihrer auf diesen Fall spezialisierten Fassung noch einmal durchgehen.
Fiir jede normale Erweiterung L|K haben wir die Fundamentalklasse

ur|k € H?(L|K) mit der Invarianten vy g ur g = ﬁ + Z.

Der Hauptsatz der lokalen Klassenkorpertheorie lautet dann

(5.7) Satz. Fiir jede normale Erweiterung L|K und jedes q ist der Homomor-

phismus 9
UL|KU : Hq(GL|K,Z) — Hq+ (L|K)

bijektiv.
Fiir ¢ = 1,2 ergibt sich daraus (vgl. (1.8))

(5.8) Korollar. H*(L|K) =1, H*(L|K) = x(Gr|x) (kanonisch).
Fiir ¢ = —2 erhalten wir das lokale Reziprozitatsgesetz:

(5.9) Satz. Fiir jede normale Erweiterung L|K haben wir die Isomorphie

GBL”TK ~ H*(Grk, Z) HY(L|K) = K*/NpjxL*.

ur kY
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Der inverse Isomorphismus liefert die exakte Sequenz

( LIK

1 — Nyl — K* b e —1

mit dem Normrestsymbol ( ,L|K). Fiir dieses haben wir das folgende
Verhalten beim Ubergang zu Unter-, Ober- und konjugierten Korpern:

(5.10) Satz. Sind N O L D K zwei Erweiterungen von K, N|K normal, so
sind die folgenden Diagramme kommutativ (vgl. (1.11)):

I L O T e T
I({ Jr Ink{ [ ver
KX ( ,LlK) ngll)K, LX ( ,N‘L) G?\})‘L,
C) Lx ( .NIL) G?\HL d) K% w) G?\HK
NLKJ J]H o'J lo_x
KX ( 7N|K) GEJ-LVb‘K7 O_KX ( 70'N|UK) Gi?VlO.K

Dabei ist im Diagramm a) L|K zusitzlich als normal vorausgesetzt, und im
Diagramm d) bedeutet o ein Element aus G, .

Mit der Invariantenabbildung steht das Normrestsymbol nach (1.10) in der
folgenden Beziehung.

(5.11) Lemma. Sei L|K eine normale Erweiterung, a« € K* und a =
a~NL‘KLX € HO(L|K)
Dann gilt fiir jeden Charakter x € X(G%]TK) =x(Grk) = H(GLk,Q/Z)

x(a, L|K) = invy g (aUdx) € TlK]Z/Z,

wobei 0y das Bild von x unter dem Homomorphismus Hl(GL‘K,Q/Z) 2,
HQ(GL‘K, Z) ist.

Fiir unverzweigte Erweiterungen L|K haben wir die schon in (4.8) bewiesene
explizite Beschreibung des Normrestsymbols (, L|K) durch den Frobenius-
automorphismus: (@)
(a, LIK) = o).

Es ist von allergroftem Interesse, auch fiir die verzweigten Erweiterungen eine
explizite Darstellung zu finden. Ein diesbeziigliches weitgehend allgemeines
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Resultat wurde erst in neuerer Zeit durch J. LUBIN und J. TATE gewonnen.
Wir kommen darauf in §7 zu sprechen.

Aus (4.8) ziehen wir die folgende Konsequenz:

(5.12) Satz. Ist L|K eine abelsche Erweiterung, so bildet das Normrestsym-
bol ( ,L|K) die Einheitengruppe Ux auf die Trédgheitsgruppe von G |k und
die Einseinheitengruppe U}, auf die Verzweigungsgruppe ab.

Beweis. Sei L, der Tragheitskorper zwischen K und L, f = [L, : K| und
G, die Trigheitsgruppe von G, also die Fixgruppe von L,. Ist u € Uk,
so ist mit (5.10) 7(u, L|K) = (u, L|K) - G; = (u, L,|K) = ¢}* [} = 1, also
(u,L|K) € G.. Sei umgekehrt 7 € G, und @ € K* mit (a,L|K) = 7. Dann

ist
m(a, LK) = (a, [|K) - G, = 1, also (a, L, [K) = o)) = 1,

d.h. vg(a) = 0mod f. Wahlen wir ein b € L* mit vy (b) = %vK(a), so wird
vp (N gb) = e-vg(Npjgb) = [L: K] -vp(b) = e vk(a),
also vk (a) = vg(Npkb), a = u - Npjgb mit u € Ug. Damit haben wir
(a,L|K) = (u, L|K) = 7, d.h. Ug wird auf die ganze Tragheitsgruppe abge-
bildet.
Beachten wir, dass (U, L|K) = 1 fiir geniigend grofies n, so erhalten wir

die Verzweigungsgruppe G,, die einzige p-Sylowgruppe von G, als das Bild
der p-Sylowgruppe U} /U von Uk /U (vgl. (3.2)).

Man kann iiber den Satz (5.12) hinaus weiter zeigen, dass die hoheren Einsein-
heitengruppen Uy nach gewisser Umnummerierung auf die héheren Verzwei-
gungsgruppen von Gk abgebildet werden. Wir verweisen hierzu auf [42],
XV, §2, Cor. 3.

Wir gehen zum Schluss noch kurz auf das universelle Normrestsymbol unse-
rer Klassenformation ein (vgl. §1, S.83). Fiir jede abelsche Erweiterung L| K
haben wir den Homomorphismus

( LIK

KX L Gk

Beim Ubergang zum projektiven Limes
G¥ =lmGrx (LK abelsch)
erhalten wir fiir jedes a € K* das Element
(a,K) = lim(a, L|K) € G

aus der Galoisgruppe G}*P der maximal abelschen Erweiterung von K.
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(5.13) Satz. Der durch das universelle Normrestsymbol gegebene Homomor-
phismus (LK)
KX —— G

ist injektiv.

Beweis. Nach (1.15) ist der Durchschnitt Dg = (), NpjxL* der Kern von
( ,K). Nach (3.7) sind die Potenzgruppen (K *)™ von endlichem Index, also
nach dem im néichsten Paragraphen bewiesenen Satz (6.3) Normengruppen,
und wir erhalten Dy C (oo_, (K*)™ = 1.

m=1

Ist a € K*, so liefert die Einschrinkung von (a, K) € G%° auf den Trigheits-
korper T'|K das universelle Normrestsymbol der in §4 besprochenen Klassen-
formation der unverzweigten Erweiterungen von K (vgl. §4, S.96). Mit (4.10)
erhalten wir also

(a, K)|p = (a,T|K) = 035" € Gy,

i = lim n universellen Frobeni mor-
wobei @ LIK unverzw, PTIK € G|k den universelle obeniusautomo

phismus bedeutet.

In der globalen Klassenkdrpertheorie werden wir neben den p-adischen Zahl-
korpern auch den Kérper IR der reellen Zahlen heranzuziehen haben. Uber
ihm gibt es ebenfalls ein Reziprozititsgesetz, welches jedoch so einfach ist,
dass wir es mit wenigen Worten abtun kdnnen.

IR besitzt nur einen algebraischen Oberkorper, den Kérper € der kom-
plexen Zahlen. Das Paar (G¢jgr,C™) bildet in trivialer Weise eine Klassen-
formation. Die Gruppe H*(Ggr,C*) = H(Ggr,C*) = R* /NgrC™ ist
zyklisch von der Ordnung 2, da ein Element a € IR* genau dann ein Norm-
element von C ist, wenn a > 0. Die Invariantenabbildung

inveR : HQ(G@“R, Cc*) — %Z/Z
wird in evidenter Weise definiert, und das Normrestsymbol ( ,C|R) wird
durch die Gleichung
(a, CIR)(V=1) = (V=1)=(
charakterisiert, da (a, C|IR) die Identitét bzw. die Konjugiertenbildung bedeu-

tet, je nachdem a ein Normelement ist oder nicht, d.h. je nachdem a > 0 oder
a < 0.
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§ 6. Der Existenzsatz

Aus der abstrakten Klassenkorpertheorie von §1 erhalten wir das Resultat
(vgl. (1.14)), dass die Normengruppen in einem p-adischen Zahlkérper K um-
kehrbar eindeutig den abelschen Oberkérpern von K entsprechen:

(6.1) Satz. Ist K ein p-adischer Zahlkorper, so liefert die Zuordnung
L— I, = NL‘KLX - K*

einen inklusionsumkehrenden Isomorphismus zwischen dem Verband der abel-
schen Erweiterungen L|K und dem Verband der Normengruppen aus K*.
Jede Obergruppe einer Normengruppe ist wieder eine Normengruppe.

Nach diesem Satz spiegelt sich der Aufbau der abelschen Oberkorper iiber K
in der multiplikativen Gruppe K * wider, und es drangt sich die Frage auf, wie
sich die Normengruppen von K* durch innere Eigenschaften in K* charak-
terisieren lassen. Hierliber beweisen wir den folgenden auch als Existenzsatz
bezeichneten

(6.2) Satz. Die Normengruppen von K* sind gerade die offenen (und damit
abgeschlossenen) Untergruppen von endlichem Index.

Beweis. Jede Normengruppe I, C K* hat nach dem Reziprozititsge-
setz (5.9) einen endlichen Index in K*. Ist m dieser Index, so ist offenbar
(K*)™ C Ir. Nach (3.6) ist (K*)™ offen, also ist I, als Vereinigung der
(offenen) Nebenscharen von (K *)™ in I}, offen.

Sei umgekehrt I € K* eine offene Untergruppe von endlichem Index m
in K*. Dann ist (K*)™ C I, und I ist nach (6.1) als Normengruppe nach-
gewiesen, wenn wir gezeigt haben, dass (K*)™ eine Normengruppe ist. Wir
beweisen dies zunéchst unter der Annahme, dass K die m-ten Einheitswurzeln
enthélt. Zu jedem a € K* bilden wir den Korper L, = K( %/a) und setzen

L|K ist eine endliche abelsche Erweiterung, da es wegen der Endlichkeit von
K>*/(K*)™ (vgl. (3.7)) nur endlich viele verschiedene Kérper unter den L,
gibt. Wir behaupten nun, dass

(KX)m:IL: ﬂ ILa 12)
ac KX

12) Die rechte Gleichung folgt wegen L = Uaerx La aus (6.1).
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Der Grad [L, : K] = [K(%/a) : K] = d ist offenbar ein Teiler von m, so
dass aus (K*)? C I, die Inklusion (K*)™ C I, fiir alle a folgt. Daher ist
(K*)m C Iy,

Nach der Theorie der Kummerschen Korper (vgl. hierzu Teil III, §1,

S.128, (1.3)) besteht andererseits eine Isomorphie zwischen der Faktorgruppe
K> /(K*)™ und der Charaktergruppe der Galoisgruppe G|k, so dass mit
(5.9) (K™ (KX)™) = |Gk | = (K™ : Ip).
Daher ist (K*)™ = I, (K*)™ ist also eine Normengruppe. Enthélt K die
m-ten Einheitswurzeln nicht, so adjungieren wir diese und kommen zu einem
Oberkorper K. In diesem ist (K{*)™ nach dem Vorausgegangenen die Nor-
mengruppe einer Erweiterung L|K; : (K{*)™ = Np g, L*. Bedeutet L den
kleinsten I umfassenden Normaloberkérper von K, so wird

NijLl™ = Ny (Ng e, L) © Ny e (N, L) = Ny g (K7)™)
= (N, g K7)™ C (K*)™.

Damit ist nach (6.1) (K*)™ als Obergruppe der Normengruppe Nile/X
selbst eine Normengruppe, und unser Existenzsatz ist bewiesen.

Die wesentliche Aussage, die dem Satz (6.2) seinen Namen gibt, liegt in der
Tatsache, dass zu jeder offenen Untergruppe I von endlichem Index in K*
eine abelsche Erweiterung L|K existiert, deren Normengruppe Ny xL* = I
ist. Dieser eindeutig bestimmte Korper L heift der Klassenkdrper zu 1.

Es ist klar, dass die offenen Untergruppen von endlichem Index in K* auch
abgeschlossen von endlichem Index sind, und umgekehrt, denn das Komple-
ment einer Untergruppe von endlichem Index in K* besteht aus ihren endlich
vielen Nebenscharen. Wir erhalten sogar den folgenden

(6.3) Satz. Ist I eine Untergruppe von K *, so sind die folgenden Bedingungen
dquivalent:

(i) I ist eine Normengruppe,

(ii) I ist offen von endlichem Index,

(iii) [ ist abgeschlossen von endlichem Index,
(iv) I hat einen endlichen Index.

Beweis. Die Bedingungen (i), (ii), (iii) sind nach (6.2) und unserer obigen
Bemerkung aquivalent, wihrend (iv) mit (ii) dquivalent ist, da eine Unter-
gruppe I von endlichem Index m die offene Gruppe (K *)™ enthilt, also offen
ist.
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Zu dieser topologischen Charakterisierung der Normengruppen geben wir eine
weitere an, die von arithmetischer Natur ist (vgl. hierzu (4.9)).

(6.4) Satz. Die Normengruppen von K* sind gerade die Obergruppen der
Gruppen
U x (zf), n=0,1,2,..., f=1,2,...

Dabei bedeutet Uy = Uy, 7 ein Primelement von K und (7f) die durch 7/

erzeugte Untergruppe von K*.

Beweis. Jede Gruppe UR x (nf) hat in K* = UY% x (7) einen endlichen
Index, ist also nach (6.3) Normengruppe und hat somit nur Normengruppen
als Obergruppen.

Ist umgekehrt I eine Normengruppe, so gibt es wegen der Offenheit eine
Gruppe Up C I, denn die Uy bilden eine Umgebungsbasis der 1 € K*.
Ist 7 ein Primelement und f der Index (K* : I), so ist 7/ € I, also U x
(7rf ) C I

Auf eine genauere Betrachtung der Normengruppen werden wir im néchsten
Paragraphen eingehen.

§ 7. Die explizite Bestimmung des
Normrestsymbols'®

Ankniipfend an den Satz (4.8), der eine direkte Angabe des Normrestsymbols
in unverzweigten Erweiterungen durch den Frobeniusautomorphismus liefert,
wollen wir in diesem Paragraphen eine explizite Darstellung des Normrestsym-
bols in gewissen ausgezeichneten rein verzweigten Erweiterungen herleiten.
Diese Erweiterungen erzeugen zusammen mit den unverzweigten Erweiterun-
gen den maximal abelschen Kérper, so dass wir schlieflich zu einer expliziten
Bestimmung des universellen Normrestsymbols kommen.

Sei K ein p-adischer Zahlkorper, o der Ring der ganzen Zahlen von K, 7 ein
Primelement und ¢ = (o : 7o) die Anzahl der Elemente im Restklassenkér-
per K.

13) Wir folgen in diesem Paragraphen den Ausfiihrungen von [34]. Fiir den Teil I1I
wird von diesem Paragraphen lediglich der Satz (7.16) bendotigt.
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Wir betrachten die Menge &, aller Potenzreihen f(Z) € o[[Z]], derart dass
f(Z)=n-Z mod Grad 2 und f(Z) = Z? mod 7.

Zwei Potenzreihen heiffen kongruent mod Grad n bzw. mod 7, wenn sie in
den Gliedern kleineren Grades als n iibereinstimmen bzw. wenn ihre Koeffizi-
enten kongruent mod 7 sind. Das einfachste Beispiel einer Potenzreihe aus &,
ist das Polynom f(Z) = n-Z+Z%, das man als ein Standardmodell anzusehen

hat. Mit n

f1(2)=f(f(---f(Z)---)) € ol Z]
bezeichnen wir die Potenzreihe, die wir durch n-maliges Einsetzen aus f(Z)
gewinnen und setzen f°(Z) = Z.

Sei Ay, die Menge der in der algebraisch abgeschlossenen Hiille {2 von K
gelegenen Elemente A positiven Wertes mit f(\) = 0. Wir betrachten dann
die Korper
Lf:’”:K(Afan)) 7’?,21,2,...
Wegen
fMZ)=f("H2) = U 2) - ou(2), ¢u(Z) € o[ 2],
ist unmittelbar klar, dass Ay ,_1 C Ay ,, dass also
Lf,n—l gLfm, n:1,2,...
Wir setzen Af = Uzo:1 Affﬂ und Lf = K(/lf) = UZOZI Lf)n.

Wir werden zeigen, dass die Erweiterungen Ly ,,|K abelsch und rein verzweigt
sind und zu den Normengruppen U x () gehoren (vgl. (6.4)). Der wesent-
liche Gedanke, der den diesbeziiglichen Untersuchungen zugrunde liegt, be-
steht darin, dass wir unter Heranziehung gewisser Potenzreihen die Nullstel-
lenmenge Ay, zu einem o-Modul machen, derart, dass die Multiplikation von
Ay, mit einer Einheit v € o eine solche Permutation von Ay, bewirkt, die
einen K-Automorphismus von Ly ,|K induziert, ndmlich den Automorphis-
mus (u™!, Ly, |K).

(7.1) Lemma. Seien f(Z),9(Z) € & und L(X1,...,X,) = > i, a;X; eine
Linearform mit Koeffizienten a; € O.

Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Potenzreihe F(Xi,...,X,) mit
Koeffizienten aus © mit den Eigenschaften

F(Xy,...,X,) = L(Xy,...,X,) mod Grad 2,
f(F(X17~-~7Xn)) = F(g(Xl)w-'ag(Xn)) .
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Beweis. Wir setzen X = (Xi,...,X,) und g(X) = (9(X1),...,9(Xpn)).
Man rechnet sofort nach, dass eine Potenzreihe F'(X) mit ihren Abschnit-
ten F,.(X) € o[X] vom Grade r genau dann eine Losung des obigen Problems
ist, wenn F'(X) = L(X) mod Grad 2, also F;(X) = L(X), und fiir jedes r die
Kongruenz

(%) f(F.(X)) = F-(9g(X) mod Grad (r + 1)

)
erfiillt ist. Fiir » = 1, d.h. fur F1(X) = L(X) ist dies richtig. Haben wir
F.(X) € o[X] mit der Bedingung () in eindeutiger Weise gefunden, und
setzen wir Fr41(X) = F.(X) 4+ Ap41(X) mit einer homogenen Form A, ;4
vom Grade r + 1, so entnehmen wir den Gleichungen

f(Fr1 (X)) = f(F(X)+ 7 Arpr1(X) mod Grad (r + 2),
Fr+1(g(X)) = Fr(g(X)) +7TT+1 : Ar+1(X) mod Grad (’F + 2)7

dass fiir A,;1 die Kongruenz
f(Fr(X)) — Fr(g(X))

artl —

Ar1(X) = mod Grad (r + 2)

gelten muss, d.h. wir erhalten A,;; in eindeutiger Weise als den ersten
Abschnitt, d.h. als die homogene Form (r + 1)-ten Grades der Potenzreihe

(f(F(X)) = Fr(9(X))) /(7! — 7). Wegen
f(FT(X)) - Fr(g(X)) = (FT<X))q - FT(Xq) =0 modm

hat A, 1 und damit F,.; 1 = F.+A, 1 ganzzahlige Koeffizienten. Damit ist die
Existenz und die Eindeutigkeit der Reihe F'(X) = lim,_, o F;.(X) gezeigt.

Bemerkung. Der Beweis zeigt, dass F' sogar die einzige Potenzreihe in jedem
Oberkoérper von o ist, welche die Gleichungen des Lemmas erfiillt.

Fiir uns sind insbesondere die Félle L(X,Y) = X 4+ Y und L(Z) = aZ,
a € o, wichtig. Ist f € &, so sei Ff(X,Y) die eindeutig bestimmte Losung
der Gleichungen

Fi(X,Y)=X+Y mod Grad 2,
FER(X,Y)) = Fr(£(X), f(Y)) .-

Weiter sei fiir jedes @ € 0 und f,g € &, die Reihe a5 4(Z) € o[[Z]] die
eindeutig bestimmte Losung von

afq¢(Z) =aZ mod Grad 2,

flagg(2)) = ag4(9(2)).

Wir schreiben der Einfachheit halber ay an Stelle von ay s. Der folgende Satz
zeigt, dass Fy(X,Y) in gewissem Sinne die Rolle einer ,,Addition* spielt, wéih-
rend ay eine Art von ,Multiplikation® liefert.
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(7.2) Satz. Fiir Elemente f,g,h € & und a,b € o gelten die folgenden
Formeln:

(1) Fr(X,Y
(2)  Fr(Fr(X,Y), Z
(3)  apg(Fy(X,Y)
(4) af,g(bg,n(Z)
(5)
(6)

= Fr(Y, X),

= Fy(X, Fy(Y, Z)),
Frlafg(X),ar4(Y)),
(a-b)sn(Z),

Fylagy(2),b54(2)),
"(2),n=0,1,2,...

5 (a+b)f’g(Z
6 (™) (Z

~— — ~— ~— ~— ~~—

Der Beweis dieser Formeln verlduft nach ein und demselben Schema. Man zeigt
fiir jede Gleichung, dass die linke und die rechte Seite beide Losungen eines
Problems von (7.1) sind und schliefit aus der Eindeutigkeit die Gleichheit. Die
Durchfiihrung im einzelnen sei dem Leser {iberlassen.

Fiir f = g = h erhalten wir mit den Formeln (1)—(6) formal die Gesetze ei-
nes o-Moduls. Man nennt daher Fy einen formalen Lieschen o-Modul.
Von einem solchen formalen Lieschen o-Modul kommen wir zu einem ge-
wohnlichen ©-Modul, wenn wir fiir die Unbestimmten X,Y, Z einen Bereich
unterlegen, in dem die Potenzreihen konvergieren. Ist L irgendeine algebrai-
sche Erweiterung von K, so stellt das Primideal p; der Elemente positiven
Wertes von L einen solchen Bereich dar. Sind namlich x4,...,x, € pr und
G(X1,...,X,) € 0[[Xy,...,X,]], so ist die Reihe G(x1,...,z,) konvergent
und liefert ein Element von pr, wenn das konstante Glied von G gleich Null
ist'¥). Wir haben daher den

(7.3) Satz. Ist f € &, und L eine algebraische Erweiterung von K, so stellt
die Menge pr, mit den Operationen

z+y=Fy(z,y) und a-z=as(z), 2,y €Ppr, a €0,

einen o-Modul dar, den wir mit p(Lf) bezeichnen.

Fir die Addition ist offenbar (—1)(z) das inverse Element von z. Die Ope-

rationen p(Lf ) diirfen natiirlich nicht mit den gewohnlichen Operationen des

o-Moduls verwechselt werden.

(7.4) Satz. Die Nullstellenmenge Ay, von f"(x) bildet einen Untermodul

von pif) .

14) G(x1,...,xn) konvergiert in dem durch z1, ..., z, erzeugten endlichen und damit
vollsténdigen Oberkorper von K.
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Beweis. Es ist
A =X €Ly, | /M) = (7");(0) = 0} = {A e pff) |7 - A =0},
d.h. Ay, ist der Annullator des Elementes 7" € o.

(7.5) Satz. Sind f,g € &; und a € 0, so liefert die Zuordnung
A—> ag,f()\)

einen Homomorphismus von Ay, in Ay ,. Dieser Homomorphismus ist ein
Isomorphismus, wenn a eine Einheit in o ist.

Beweis. Die Homomorphieeigenschaft folgt unmittelbar aus den Formeln (3)
und (4). Ist a eine Einheit, so ist auf Grund von (4) und (6)

(@D pglag (V) =1;(\) = A fiir A € Ay,
und umgekehrt

ag,1((a™)1g(N) = 14(N) = A fiir A € Ag .
Also ist die Abbildung ag ¢ : Afn — Agp bijektiv mit der Umkehrabbildung
(@ )y

7.6) Korollar. Ist f € &, so ist der o-Modul Ay, isomorph zum o-Mo-
£
dul o/7™-0.

Beweis. Nach (7.5) sind zwei Moduln Ay, und A, ,, fir f,g € & durch die
Abbildung 14 ¢ : Ay, — Ay, isomorph. Es geniigt also, den Modul Ay, mit
f(Z)=nZ + Z € & zu betrachten.

Der o-Modul Ay besteht aus den Nullstellen der Gleichung f(Z) = nZ +
Z1 = 0, hat also ¢ Elemente und ist daher ein eindimensionaler Vektorraum
tiber dem Kérper o/m-o. Fiir n = 1 ergibt sich daraus die Isomorphie A =
o/m-o.

Nehmen wir an, es ist Ay, = o/n"-0. Das Element 7 definiert nach (7.5)
den Homomorphismus 7y : Ay 41 — Ay, aus dem sich die exakte Sequenz

0— Aﬁl — Af,n+1 ﬂ——f> Af,n — 0

ergibt. In der Tat ist einerseits 7¢(\) € A, fiir A € Ay 41 wegen f"(m5(N)) =
FM(f(N) = f7T1(\) = 0. Andererseits ist der Homomorphismus 7 surjektiv.
Ist ndmlich A € A, und A\*(€ £2) eine Nullstelle der Gleichung f(Z) — X =
Z947Z—X=0,s0ist \* € Af 11 wegen fPTHA*) = fU(f(A*) = f"(\) =0
d.h. ¢ (A*) = f(A*) = A. Der Kern von 7y besteht aus den Elementen A mit
mr(A) = f(A) =0, d.h. aus dem Modul Af; C Af piq.

Die Ordnung von Ay ,,41 ist wegen Ap; = o/m-ound Ay, = o/7™-0 gleich
"t Ist A € Ag 41 aber A & Ay, so ist ersichtlich 77710 der Annullator
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von A. Die Zuordnung a +— aX liefert daher einen Isomorphismus zwischen
o/m" 1.0 und dem durch A erzeugten o-Untermodul von Ay, 1, der mit
Af ny1 libereinstimmen muss, da o/ 1.0 und Afny1 beide die Ordnung
¢"*! haben. Daher ist Af,41 = o/7" 0.

(7.7) Korollar. Jeden Automorphismus des o-Moduls Ay, erhdlt man durch
ug : Agyn — Ay, mit einer Einheit v € Ux. Genau dann ist uy die Identitét
von Ay, wenn u € Uj. Die Gruppe Uy /U}: stellt also die volle Automor-
phismengruppe von Ay, dar.

Der Beweis ist wegen der Isomorphie Ay, = o/7™-0 elementar und mag dem
Leser iiberlassen bleiben.

(7.8) Satz. Der Korper Ly, hdngt nur von dem Primelement 7, nicht aber
von der Auswahl der Potenzreihe f € &, ab.

S Lfm,

Beweis. Sind f,g € & und A € Af,, so ist mit A auch 1y 5(X)
C Lyp, dh.

und wegen der Surjektivitdt von 1,5 @ Ay, — Ay, ist Agp
Ly, C Lyy,. Aus Symmetriegriinden ist Ly, = Ly .

Wir wollen auf Grund dieses Resultates den Kérper Ly, mit L, bezeichnen
und setzen L, = Uzozl Ly . Wir kénnen uns Ly, stets durch die Nullstellen
des Polynoms f"(Z) mit f(Z) = n-Z + Z7 € & erzeugt denken. L, ,|K
ist daher eine endliche normale Erweiterung. IThre Galoisgruppe bezeichnen
wir mit G . Der projektive Limes G, = lim G ,, ist die Galoisgruppe der
Erweiterung L.|K. Jedes Element ¢ € Gr, liefert durch die gewohnliche
Operation von G, auf der Menge Ay, C L, einen Automorphismus des
o-Moduls Ay ,,. Dies riihrt daher, dass o stetig auf L., operiert, und dass
die Operationen des 0-Moduls A, durch konvergente Potenzreihen definiert
sind, deren Koeffizienten im Grundkérper K liegen, also von o festgelassen
werden. Andererseits liefert nach (7.7) jede Klasse u - Up € Ug/UJ den
Automorphismus uy : A, — A, und wir erhalten den folgenden

(7.9) Satz. Zu jedem o € G, gibt es eine eindeutig bestimmte Klasse
wUp € Ug /UR, derart dass

o(A) =uyp(N) fiir alle A € Ay,
und durch die Zuordnung o — u - U erhélt man einen Isomorphismus
Gmn = UK/UIn("

(©Alexander Schmidt: www.mathi.uni-heidelberg.de/~schmidt/Neukirch/



Elektronische Ausgabe. Frei fiir den privaten Gebrauch.

114 Teil II. Lokale Klassenkorpertheorie

Beweis. Jedes 0 € G, induziert einen Automorphismus des o-Moduls Ay ,,.
Da Uk /Uj nach (7.7) die volle Automorphismengruppe von Ay, darstellt,
muss es eine (natiirlich eindeutig bestimmte) Klasse u - UR € Ux /U geben,
derart dass o(A) = us(A) fiir alle A € Ay, ist.

Die Zuordnung o — u - Uf ist injektiv, da die Menge Ay, den Korper
Ly, erzeugt und somit aus o(A\) = ug(A\) = A fiir alle A € Ay, sofort o =1
folgt.

Um die Surjektivitdt zu beweisen, haben wir noch zu zeigen, dass die
Ordnung von G ,, nicht kleiner ist, als die Ordnung ¢"~*(q — 1) von Uk /UR
(vel. (3.2)). Es ist

fMZ) = f(f"7H2) = f""HZ) ¢u(Z) mit
$n(2) = (f*H2))T"  + 7 € olZ].

n—1

Das Polynom f"~1(Z) = 27" +--- 4+ 7"~1Z hat lauter Koeffizienten posi-
tiven Wertes, so dass ¢,(Z) ein Eisensteinsches Polynom ist und als solches
irreduzibel tiber K ist. Ist A eine Nullstelle von ¢,(Z), also eine Nullstel-
le von f™(Z), so ist K(A) ein rein verzweigter Unterkorper von Ly ,. Sein
Grad [K()) : K] ist gleich dem Grad ¢" — ¢"~! = ¢""!(¢ — 1) des Polynoms
on(Z) = f(Z)/f*"1(Z), und daher ist die Ordnung von G, jedenfalls
nicht kleiner als ¢"~'(¢ — 1) = |Ug /U%|. Wir erhalten also G, = Uk /UL
und L, = K(A), wobei A eine Nullstelle des Eisensteinschen Polynoms
én(Z) = (f~1(Z))971 + 7 ist. Damit ergibt sich gleichzeitig der

(7.10) Satz. L., |K ist eine abelsche, rein verzweigte Erweiterung vom Gra-
de q"1(q — 1). Sie wird erzeugt durch eine Nullstelle der Eisensteinschen

Gleichung on(Z) = (f71(2))T + 7 =0.

Der letzten Aussage entnehmen wir, dass das Primelement 7 ein Normelement
fir jede Erweiterung L, ,,|K ist. Ist ndmlich A eine Nullstelle von ¢, (Z), so
ist Ly, = K(\) und 7= Np_ k(=)

In unseren bisherigen Ausfiihrungen war 7 stets ein fest gewéhltes Primele-
ment von K. Wir haben daher zu untersuchen, was geschieht, wenn wir von
7 zu einem anderen Primelement 7’ {ibergehen. Wir bendtigen hierzu einen
Hilfssatz iiber die Komplettierung T des maximal unverzweigten Korpers T'
iiber K. Mit ¢ bezeichnen wir wieder den (universellen) Frobeniusautomor-
phismus von T|K, dessen Einschriankung auf eine unverzweigte endliche Er-
weiterung L|K den Frobeniusautomorphismus ¢r,x liefert (vgl. §4, S.97).

Denken wir uns ¢ stetig auf die Komplettierung T fortgesetzt, so gilt der
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Hilfssatz. Es ist U“Tf_l = Uz und (¢ — 1)oz = 05.

Beweis. Es folgt sofort aus der Definition des Frobeniusautomorphismus ¢,
dass fiir den durch ¢ induzierten Automorphismus ¢ des algebraisch abge-

schlossenen Restklassenkdrpers T =T die Gleichungen
=X __ =X = =+
(%) (T )P '=7T und (p—1)(T )=T
=X =+
gelten, wobei 7' bzw. T'  die multiplikative bzw. additive Gruppe des Kor-

pers T bedeutet. Ferner ist

=X =+ =+
(o) Up/Up=T  UR/UZT =T und og/ps=ph/pit' =T .
—=X
Ist nun © € Uz baw. x € 04, so ist T = @y1/y1 baw. T = @y — 41 in T
=+
bzw. T , so dass

YY1
T = 7a17 y1 €Uz, a1 € U% bzw. x = @y1 —y1 + a1, y1 € 05, a1 € p5.
1

Wegen (%) und (xx) ist weiter

PY2
a1 =7 maz, Y € Uj, ag € UZ baw. a1 = pys — yo + as, y2 € p5, a2 € p3,
2

T?
also
e (’D;ylym).% bzw. = =@(y1 +y2) — (y1 + y2) + az.
1°Y2

Schreiten wir so fort, so wird

x:Mﬂn,yneU;*l,aneUg bzw.

yl...yn
e =@+t yn) = (Yt T yn) Fan, Yo €L an € PR,

und wenn wir zur Grenze iibergehen

oo o0
x:%7 yznynEUf bzw. x =y —y, yzZyneof.

n=1 n=1

Mit diesem Hilfssatz beweisen wir ein Lemma von dhnlichem Typus wie (7.1).

(©Alexander Schmidt: www.mathi.uni-heidelberg.de/~schmidt/Neukirch/



Elektronische Ausgabe. Frei fiir den privaten Gebrauch.

116 Teil IT. Lokale Klassenkorpertheorie

(7.11) Lemma. Seien 7 und 7’ = u-m (u € Ug) zwei Primelemente von K
und f € &, ' € &. Dann gibt es eine Potenzreihe

0(Z)=eZ mod Grad?2, e Einheit,

mit Koeffizienten im Ring 04 der ganzen Elemente von T mit den folgenden
Eigenschaften:

(1) 0°(2)
2)  0(F(X,Y)) =
3) 0(as(2))

| |
/\

S

[y
—~
N
~
~
—
ot
~

\ |
A
>
S
N
=
=
=
=
I
=
@
S
m
o

Beweis. Nach dem Hilfssatz ist u = @e/¢, € € Uz, und wir setzen 0,(Z) = €Z.
Wir nehmen an, wir hétten ein Polynom 6,(Z) vom Grade r konstruiert,
derart dass
07(Z) = 0,(up(Z)) mod Grad (r+1),

und suchen ein Polynom 6, 1(Z) = 0,.(Z) + bZ" !, welches die gleiche Kon-
gruenz fiir r + 1 an Stelle von r erfiillt. Setzen wir b = a - e"+!, so ergibt sich
fiir a die Forderung a — pa = c¢/(¢e)" !, wobei ¢ der Koeffizient von Z"*!
der Reihe 09(Z) — 6,(us(Z)) ist. Wegen des Hilfssatzes existiert ein solches
a stets, wir erhalten 6,1 und also die Reihe 6(Z) = lim, o, 6,-(Z) mit der
Bedingung 6¥(Z) = 0(us(Z)).

Um die Bedingungen (2) und (3) zu erhalten, haben wir das so gewonnene 6
etwas abzudndern. Dazu betrachten wir die Reihe

h=60%0fobf ' =foupofol ' =forxfol,
wobei das Zeichen o fiir die Einsetzung steht. Ihre Koeffizienten liegen in o4
und wegen h¥ = 0¥ o w}‘p 007% =0¥0 fousofh~¥ = h sogar in 0, denn

ein Element aus f, welches durch ¢ festgelassen wird, liegt, was man miihelos
einsieht, in K. Dariiber hinaus gilt

WZ)=e-n"-e'Z=n'"Z mod Grad2 und
hZ)=0°(f(0"1(2)) =0°0"1(2)1) =0°(0~%(Z%)) = Z9 mod 7/,
so dass h € & ist. Wir ersetzen nun 6 durch 14/ p o 8, wobei die Bedingung
(1) erhalten bleibt. Es gilt dann f' = %0 fof~ " =fon}of~".
Zum Beweis von (2) haben wir uns nun zu tberlegen, dass die Reihe
F(X,Y) = 0(Fp(07(X), 07 (Y)))

die Bedingungen von (7.1) erfiillt, welche die Reihe Fy/(X,Y’) charakteri-
sieren. Es ist klar, dass F(X,Y) = X 4+ Y mod Grad 2; die Bedingung
F(f'(X), f'(Y)) = f'(F(X,Y)) folgt auf Grund von f" =@ oo 6~ durch

15) ¢ bedeutet die Potenzreihe, die wir aus 6 durch Anwendung von o auf die
Koeffizienten von 6 erhalten.
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eine triviale Rechnung, und die Bemerkung im Anschluss an (7.1) zeigt, dass
die Koeffizienten von F(X,Y) in o liegen.

Genauso folgt (3), indem man zeigt, dass die Reihe foay o061 die Bedin-
gungen von (7.1) erfiillt, welche die Reihe ay charakterisieren.

(7.12) Korollar. Sind 7,7’ = w -7 zwei Primelemente von K und f € &,
f' €&, so ist die Zuordnung
A— 0(N)

ein Isomorphismus zwischen dem o-Modul Ay, und dem o-Modul Ay .

Beweis. Ist A € Ay, so ist

FOMN) = (@) p(0(N) = O((u™ - 7") (X)) = 6(0) = 0,
also ist 8(\) € Ay ,,. Die Homomorphieeigenschaft der Abbildung A — 6(\)
folgt unmittelbar aus den Formeln (2) und (3) des Lemmas (7.11). Ist (\) = 0,
so ist notwendig A = 0, da sonst 0 = ¢ + a1 A + - -+, was unmdglich ist, weil
¢ eine Einheit ist. Also ist die Abbildung injektiv. Sie ist auch surjektiv, da
nach (7.6) beide Ay, und Ay, isomorph zu o/7"-0 = o/7'"0 sind, also
gleiche Ordnungen haben.

Fir zwei verschiedene Primelemente 7 und 7’ von K sind die Kérper Ly,
und Ly, i.a. sehr wohl verschieden. Aus dem vorstehenden Korollar zichen
wir jedoch sofort die folgende Konsequenz:

(7.13) Satz. Es ist stets T-Lr ,, = T-Ly/ .

Beweis. Nach (7.12) ist Ap,, = 6(As,) C ﬁmn (Komplettierung von
T-Lry). Da Ay, den Kérper L./, erzeugt, ist ﬁw/,n C ﬁ,ﬂn und aus
Symmetriegriinden ﬁﬂ/’n = ﬁﬂ,n. Hieraus ergibt sich T-Ly/ ,, = T-Ly ,
da beide Korper die algebraisch abgeschlossene Hiille von K im Koérper ﬁmn
darstellen.

Da T unverzweigt, L, , rein verzweigt iiber K ist, ist 7'N L, , = K. Die
Galoisgruppe Gr.1, |k von T Ly »|K ist daher das direkte Produkt

Gr.p, .1k = Grig X Gron-
Wir definieren nun einen Homomorphismus

L oX
wr: K© — GT-Lﬂ,an
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in der folgenden Weise: Ist a = u - 7™ € K*, u € Uk, so sei

wr(a)|, =™ € Grx,

w. =0y € Gw,m

”(a”LW,"

wobei o, den der Klasse u=1-U% € Uk /U nach (7.9) zugeordneten Au-
tomorphismus von L, , bedeutet, mit anderen Worten, die Einschrénkung

wﬂ(a)|Lm" ist durch wr(a)A = (u™1)f(N), A € Ay, bestimmt.

Wir kommen nun zu dem eigentlichen Ziel unserer Ausfiihrungen in diesem
Paragraphen, indem wir namlich zeigen, dass der Homomorphismus w, mit
demjenigen iibereinstimmt, den wir durch das universelle Normrestsymbol
( , K) erhalten.

(7.14) Satz. Fiir jedes a € K* ist
wr(a) = (a,K)|r.L,

Beweis. Es geniigt, den Satz fiir den Fall zu beweisen, dass a ein Primelement
ist, denn die Primelemente von K erzeugen offensichtlich die Gruppe K *. Sei
zunéchst ¢ = w. Dann ist
wn(@lr = ¢ = (7, TIK) = (m, Kl (vgl. (4.10))
und andererseits
wr(m)|L,,, =01 =1dr, , = (7, Lz n| K) = (7, K)|L

da 7 nach (7.10) ein Normelement von L, ist. Also ist

wn o

W () = (W’K)‘T‘Lw,n'

Sei 7' = u-m, u € Uk, ein weiteres Primelement von K. Nach (7.13) ist
T-Lyy=T-Ly,. Wieder ist

we(m')lr = = (7', T|K) = (v',K)|lr  (vgl. (4.10)).
Es bleibt also zu zeigen, dass

wr(m)lL,, , =@ KL, -
Nun ist einerseits (7', K)[ , = (7', Lw n|K) = 1dr_, , da ©’ nach (7.10)

ein Normelement von Ly, ist. Daher haben wir nachzuweisen, dass
™le,., =1d,

w'n

W (m

mit anderen Worten, dass w, (7' )\ = N fir )\’ € Ay, wobei f' € & ist.
) s
(A

Nach (7.12) ist Ay, = 0(Af,,), so dass die Identitéit
wr(m)0(A) = 6(A) fiir A€ A

zu zeigen ist. Dazu nehmen wir die Aufspaltung
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we(m) = wr(u-7m) = we(u) 0wy (m)
vor. Nach unseren obigen Ausfiihrungen ist
we(MA=X (A€ Asy), we(m)lr=¢, wx(u)|lr=Idr.
Denken wir uns die letzten beiden Automorphismen stetig auf T fortgesetzt,
so erhalten wir mit (7.11)
wr(1)0(A) = (wr () 0 wr(m))0(A) = wr(u)0?(A) = 0% (wr(u)A)
= 0%((u™")£(N) = 0(N),

womit alles gezeigt ist.

Fiir die abelschen, rein verzweigten Korper L ,|K konnen wir hiernach das
Normrestsymbol ( , L, ,,|K) in der folgenden Weise explizit beschreiben.

(7.15) Satz. Ista =u-7" € K*, u € Uk, so ist
(ay Ly K)XN = (w1 (N fiiralle A € Ay, C Ly .
Die Normengruppe der Erweiterung L ,|K ist die Gruppe
Uk % (7).

Beweis. Nach (7.14) ist (a, K)|r.L,, = wx(a), also (a, K)X = (a, L | K)\
— (@) = () (M.

Ein Element ¢ = u - 7™ € K*, u € Uk, ist hiernach genau dann ein
Normelement der Erweiterung L ,|K, wenn (a, Lz | K)A = (u™')¢(X) = A
ist, fiir alle A € Ay ,,. Nach (7.7) trifft dies genau dann zu, wenn v € U} ist,

wenn also a € U x ().

Als Anwendung des Satzes (7.15) wollen wir ein Beispiel besprechen, das man
einerseits als den Ausgangspunkt der in diesem Paragraphen ausgefiihrten
Uberlegungen ansehen darf, und das andererseits fiir die globale Klassenkor-
pertheorie von besonderem Interesse ist (vgl. den Beweis zu (5.5) in Teil III).

Fiir K legen wir den Korper Q,, der p-adischen Zahlen zugrunde. In ihm ist p
ein Primelement, und wir wéhlen fiir f € &, das Polynom

f(Z):(1+Z)p—1:pZ+(Z)Z2+...+Zp

aus. Dann ist offenbar n
f"(z)y=Q0+2z)" -1,
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und die Nullstellenmenge Ay, besteht aus den Elementen A = ¢ — 1, wobei
¢ die p™-ten Einheitswurzeln durchléuft. Der Kérper L, ,, ist also gerade der
Korper der p"-ten Einheitswurzeln tiber Q,,, und wir erhalten den folgenden

(7.16) Satz. Ist a = u - p™ € Q;, u Finheit, und { eine primitive p"-te
Einheitswurzel, so ist .
(a,Q,(QIQ,)¢ =",
wobei r eine mod p™ durch die Kongruenz
r=u"! mod p"

bestimmte natiirliche Zahl ist.

Beweis. Setzen wir A = ( —1 € Ay, so ist wegen 7 - v = 1 mod p™ nach
(7.15) und (7.7)

(@, Qp(OIQA = (u™) s (A) = 7£().

ri(Z)=(1+2)" -1,
denn dieses Polynom gentiigt offenbar den Definitionsbedingungen
ri(Z) =rZmod Grad2 und f(ry(Z)) =rs(f(Z)).
Daher ergibt sich

(@,Q,(0IQ,)C =rf(N) +1=rp(C -1 +1=("

Andererseits ist

Nach diesem Beispiel wenden wir uns wieder dem allgemeinen Fall zu. Haben
wir die Normengruppen der unverzweigten Erweiterungen L|K in (4.9) als
die Gruppen Ug x (mf) bestimmt, so lassen sich die Normengruppen der rein
verzweigten Erweiterungen in der folgenden Weise charakterisieren.

(7.17) Satz. Die Normengruppen der rein verzweigten (abelschen) Erweite-
rungen L|K sind gerade die Obergruppen der Gruppen

Up x () (m Primelement).

Beweis. Zu einer Obergruppe von Uy x () gehort nach (7.15) ein Unterkdrper
von L, also eine rein verzweigte Erweiterung L|K. Ist andererseits L|K
eine rein verzweigte Erweiterung, so wird diese durch eine Nullstelle A einer
Eisensteinschen Gleichung

X¢4+---471=0

(©Alexander Schmidt: www.mathi.uni-heidelberg.de/~schmidt/Neukirch/



Elektronische Ausgabe. Frei fiir den privaten Gebrauch.

§7. Die explizite Bestimmung des Normrestsymbols 121

erzeugt, so dass das Primelement 7 die Norm des Elementes +\ ist. Al-
so ist (m) € NpjxL*. Wegen der Offenheit von NpjxL* in K* ist weiter
Ug C NpgL™ fiir passendes n, also ist NpjxL* Obergruppe der Gruppe
UR x (m).

(7.18) Korollar. Jeder rein verzweigte abelsche Korper L|K ist Unterkorper
eines Korpers Ly .

Im Hinblick auf den Satz (6.4) sei die folgende Tatsache noch bemerkt:

7.19) Satz. Die Gruppe
(719 P pp )

ist die Normengruppe des Korpers K' - L ,,, wobei K'|K die unverzweigte
Erweiterung vom Grade f ist.

Offenbar ist némlich U x (/) = (Ux x (7)) N (UE x (7)) = N/ K™ N
NLW,W,‘KL;,’IL - NK/'L-;r,n|K(K/ . Lﬂ—’n)x.

(7.20) Definition. Ist L|K eine abelsche Erweiterung und n die kleinste Zahl
>0, derart dass Uy C NpjgL*, so heiit das Ideal

f=pi
der Fiihrer von L|K 9.

Der Fiihrer der Erweiterung L, ,|K ist also das Ideal f = p%.. Fiir die unver-
zweigten Erweiterungen L|K haben wir den

(7.21) Satz. Eine abelsche Erweiterung L|K ist genau dann unverzweigt,
wenn der Fiihrer f =1 ist.

Der Beweis folgt unmittelbar aus (4.9). Danach ist L|K genau dann unver-
zweigt, wenn die Normengruppe Ny xL* die Gestalt UY% x (nf) hat, also
genau dann, wenn § = p%, = 1 ist.

Der Begriff des Fiihrers steht im engen Zusammenhang mit der Diskriminante
und spielt auch in der globalen Klassenkérpertheorie eine Rolle!?).

16) Wir setzen dabei UY =Uk.
17 Vgl. [3], [20].
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Wir wollen uns zum Schluss dieses Paragraphen noch kurz dem universel-
len Normrestsymbol ( , K) zuwenden. Dieses wird durch den folgenden Satz
charakterisiert.

(7.22) Satz. Sei 7 ein Primelement von K, f € &, Ay = U, Afn, Lr =
Uzozl Lﬂ-m = K(/lf) UHd G.,r = GLW|K-
Der Kérper T-L, ist (unabhéngig von ) der maximal abelsche Korper
iiber K. Es ist also b
GK = GT|K X Gﬂ-.
Ista=wu-7m € K*, u € Uk, so ist das Normrestsymbol (a, K) bestimmt

durch 1
(a, K)l7 =¢™, (a, K)A=(u"")s(N) fiir X € Ay.

Beweis. Jeder abelsche Korper L|K hat nach (6.4) als Normengruppe eine
Obergruppe einer Gruppe Uy x (7f) und ist daher nach (7.19) Unterkérper
eines Korpers K'-L; ,, K’ C T, also Unterkorper von T-L,. Also ist T-L, der
maximale abelsche Oberkérper von K.

Wegen G322 = Grix % G ist das Normrestsymbol (a, K') durch die Glei-

chungen 1 -
(a, K)|r =¢™, (a, K)A= (u"")s(\) fir A € Ay
bestimmt, die nach (4.10) und (7.15) gelten.
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§ 1. Zahlentheoretische Vorbereitungen

Wir setzen die grundlegenden Begriffe und Sétze der algebraischen Zahlen-
theorie als bekannt voraus und verweisen dazu auf die einschligigen Lehrbii-
cher wie etwa [6], [21], [30]. In diesem Paragraphen wollen wir jedoch die fiir
uns wesentlichen Tatsachen in einer kurzen Ubersicht zusammenstellen.

Ist K ein endlicher algebraischer Zahlkorper, so verstehen wir unter den Prim-
stellen p von K die Klassen dquivalenter Bewertungen von K und unterschei-
den zwischen den endlichen und den unendlichen Primstellen p. Die endlichen
Primstellen p gehoren zu den nicht-archimedischen Bewertungen von K und
entsprechen umkehrbar eindeutig den Primidealen des Korpers K, fiir die wir
die gleiche Bezeichnung p verwenden. Bei den unendlichen Primstellen haben
wir wieder zu unterscheiden zwischen den reellen und den komplexen unend-
lichen Primstellen. Die reellen Primstellen entsprechen umkehrbar eindeutig
den verschiedenen Einbettungen von K in den Korper IR der reellen Zah-
len, wiahrend die komplexen Primstellen eineindeutig den Paaren konjugiert-
komplexer Einbettungen von K in den Kérper C der komplexen Zahlen zu-
geordnet sind, wobei zu beachten ist, dass zwei konjugierte Einbettungen von
K in C die gleiche Bewertung von K liefern. Wir schreiben p 4 co bzw. p | oo,
wenn p endlich bzw. unendlich ist.

Ist p eine endliche Primstelle, so bedeutet v, die zu p gehdrige auf den klein-
sten Wert 1 normierte Exponentialbewertung von K. Eine weitere Bewer-
tungsnormierung erhalten wir, wenn wir jeder Primstelle p ihren p-Betrag | |,
zuordnen. Dies geschieht in der folgenden Weise:

1) Ist p endlich und p die unter p liegende rationale Primzahl, so sei fiir
a€K,a#0,|al, = Np)~»@ = p=/rv»(@) Dabei bedeutet N(p) die
Absolutnorm des Ideals p, also die Anzahl p/» der im Restklassenkorper
von p gelegenen Elemente; f, ist der Trégheitsgrad, d.h. der Grad des
Restklassenkorpers von p iiber seinem Primkérper (vgl. II, §3, S.87).

2) Ist p reell-unendlich und ¢ die zu p gehorige Einbettung von K in den
Korper IR der reellen Zahlen, so bedeutet |a|, = |wal, a € K.

3) Ist p komplex-unendlich und ¢ eine der beiden zu p gehorigen konjugierten
Einbettungen von K in den Korper C der komplexen Zahlen, so sei |a|, =
lal?, a € K.

Haben wir die (multiplikativen) Bewertungen des Korpers K in dieser Weise
normiert, so ist |a|, =1 (a (# 0) € K) fiir fast alle Primstellen p, und es gilt
die fundamentale Geschlossenheitsrelation

H|a|p:1 fiir ac KXV,
P

D Vgl. [21], 1T, §20, S.314. K* bedeutet wie immer die multiplikative Gruppe des
Korpers K.
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Ist S eine endliche Menge von Primstellen des Kérpers K, die alle unendlichen
Primstellen von K enthélt, so bezeichnet

K% ={a€ K* |vy(a) =0 (dh. |a|, = 1) fiir allep ¢ S}

die Gruppe der S-Einheiten von K. Ist speziell S = S, die Menge aller
unendlichen Primstellen von K, so ist K> die gewShnliche Einheitengruppe
des Korpers K. Es gilt der verallgemeinerte Dirichletsche

(1.1) Einheitensatz?. Die Gruppe K* ist endlich erzeugt, und ihr Rang ist
gleich |S| — 1, wobei |S| die Anzahl der in S gelegenen Primstellen bedeutet.

Mit Jx bezeichnen wir die Gruppe der Ideale von K und mit Hx C Jg die
Gruppe der Hauptideale. Die Faktorgruppe Jx /Hk heift die Idealklassen-
gruppe von K. Es gilt der

(1.2) Satz®. Die Idealklassengruppe Jy/Hp ist endlich; ihre Ordnung h
heifst die Klassenzahl des Korpers K.

Zu jeder Primstelle p von K betrachten wir die Komplettierung K, von K
durch die zu p gehorige Bewertung. Ist p endlich, so ist K, ein p-adischer
Zahlkorper. Genau dann ist p reell- bzw. komplex-unendlich, wenn K, = R
bzw. K, = C. Wir setzen

U — Einheitengruppe des Kérpers K, wenn p endlich ist,
F K., wenn p unendlich ist.

Die Einfiihrung der Einheitengruppe U, auch fiir die unendlichen Primstel-
len ist deswegen niitzlich, da wir spater nicht immer zwischen endlichen und
unendlichen Primstellen zu unterscheiden brauchen.

Ist L|K eine endliche Erweiterung des Zahlkorpers K, so werden die Prim-
stellen des Oberkorpers L mit 8 bezeichnet. Ist P eine iiber der Primstelle
p von K liegende Primstelle von L, so schreiben wir kurz 9 | p. In diesem
Fall enthélt die Komplettierung Ly von L durch ‘B den Korper K, da die
Einschrankung der zu B gehorigen Bewertung von L auf K die zu p gehorige
Bewertung des Korpers K liefert.

2 Vegl. [21], 11, §28, S. 528.
¥ Vgl. [21], IT1. §29, S. 542.
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g
Ly Wir haben diese Situation in dem nebenste-
henden Diagramm veranschaulicht. Der Uber-
/ | gang von der ,globalen Erweiterung L|K zu

L Ky den ,lokalen“ Erweiterungen Lg|K, an den

einzelnen Primstellen ist das den gesamten

/ Aufbau der Klassenkorpertheorie kennzeich-
K nende Prinzip.

Ist p ein Primideal von K und p = - - -2}3’6/ die Primidealzerlegung von p
im Oberkérper L, so ist p = B¢, wenn p bzw. B das Primideal des Kérpers
K, bzw. des Oberkorpers Ly bedeutet. Dariiber hinaus hat B iiber p den
gleichen Grad wie 8 iiber p. Durchlduft 8 alle iiber p liegenden Primstellen
von L, so erhalten wir die fundamentale Gleichung der Zahlentheorie

> Ly : Ky = [L: K].
Blp

Sei L|K eine normale endliche Kérpererweiterung mit der Galoisgruppe G =
Gr k- Ist 0 € G, so ist mit P | p auch 0P | p, wobei oF die zu P hinsichtlich
o konjugierte Primstelle von L ist.

L Loy Komplettieren wir L einmal hinsichtlich 3,

I ~ N e - zum anderen hinsichtlich o3, so ist der
P Koérper K, sowohl in Ly als auch in Ly

‘ / enthalten, da p sowohl unter B als auch
K unter o*P liegt. Zwischen Ly und Ly be-

steht ein kanonischer K,-Isomorphismus

Ly = Loy,
den wir wieder mit o bezeichnen wollen. Ist ndmlich o« € Ls, also o =
PB-lim o; mit einer Folge o; € L, so konvergiert die Folge oca; € L in Ly

hinsichtlich ¢*B, und wir erhalten den kanonischen Isomorphismus durch die
Zuordnung

o ="P-limo; € Ly — oo = P-limooy; € Losp.

Dabei wird der Kérper K, ersichtlich elementweise in sich iiberfiihrt. Ist spe-
ziell B = o*B, so erhalten wir einen K,-Automorphismus
Ly —= Ly

von Lg, also ein Element der Galoisgruppe Gk, von Ly |K,. Dieser Au-
tomorphismus ist einfach die stetige Fortsetzung des Automorphismus o von
L auf die Komplettierung Lq. Beachten wir, dass genau dann 9 = o*P ist,
wenn o ein Element der Zerlegungsgruppe Gop € G von P iiber K ist, so ist
jedem o € Gy ein Element aus Gp, |k, zugeordnet. Umgekehrt liefert jeder
Automorphismus von Gr, |k, durch seine Einschrinkung auf den Korper L
einen Automorphismus aus Giyp. Durch diese Zuordnung erhalten wir einen
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kanonischen Isomorphismus zwischen der Galoisgruppe Gp, |k, der lokalen
Erweiterung Lygy| K, und der Zerlegungsgruppe G, so dass wir G Ly K, und
Gy identifizieren konnen, G|k, also als Untergruppe von G auffassen kon-
nen: Gr,x, = Gy C G. Diese Identifizierung denken wir uns im folgenden
stets vollzogen.

Die Theorie der Kummerschen Korper. Die folgenden Betrachtungen
werden wir an spéaterer Stelle auf die algebraischen Zahlkérper anwenden. Sie
gelten jedoch fiir beliebige Kérper und sollen in voller Allgemeinheit entwickelt
werden.

Sei K ein Korper, der die n-ten Einheitswurzeln enthélt, dessen Charak-
teristik aber n nicht teilt. Unter einem allgemeinen Kummerschen Koérper
iiber K verstehen wir einen (endlichen oder unendlichen) galoisschen Oberkor-
per L von K, dessen Galoisgruppe G’z abelsch und vom Exponenten n ist,
also die Eigenschaft hat, dass ¢ =1 fiir alle 0 € G| ist. Es ist unmittelbar
klar, dass das Kompositum zweier Kummerscher Kérper L1 und Ly iber K
wieder ein Kummerscher Korper ist. Die Vereinigung N aller abelschen Er-
weiterungen von K mit einer Galoisgruppe vom Exponenten n ist daher der
grofite Kummersche Korper iiber K. Der folgende Satz zeigt nun, dass man
den Aufbau der Kummerschen Korper iiber K schon in der multiplikativen
Gruppe K* des Grundkorpers K ablesen kann.

(1.3) Satz. Es besteht ein inklusionstreuer Isomorphismus zwischen dem Ver-
band der Kummerschen Korper L iiber K und dem Verband der (K*)™ um-
fassenden Untergruppen A von K*; und zwar ist dem Kummerschen Korper
L die Gruppe A = (L*)"NK* D (K*)" zugeordnet, wihrend umgekehrt der
Gruppe A, (K*)" C A C K*, der Kérper L = K(/A) entspricht:

L— A= (L*)"NKX*,
Ar—)L:K({l/Z).

Die Faktorgruppe A/(K*)" ist isomorph zur Charaktergruppe x(Gp k) der
Galoisgruppe Gk -

Beweis. Sei L ein Kummerscher Korper iiber K und G' = G|k seine Galois-
gruppe. G ist vom Exponenten n und operiert in trivialer Weise auf der in K
gelegenen Gruppe ., der n-ten Einheitswurzeln, so dass die Charaktergruppe
x(G) = Hom(G, pu,,) = HY(G, p,,) ist. Ordnen wir jedem z € L* seine n-te
Potenz 2™ € (L*)™ zu, so haben wir die Sequenz

n

1— pp — L — (L) —1

und erhalten hieraus die exakte Kohomologiesequenz
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L= K% 5 (L)) = (L))" N KX S HYG, pn) — HY(G, L) =19,
die den Isomorphismus
(L) N E*)/(KX)" = HY(G, pn) = x(G)

liefert. Dabei geht, wie man sofort nachpriift, die Klasse a- (K*)™ € ((L*)™N
K*)/(K*)™ in den Charakter x, € H (G, u,) mit x,(c) = o(/a)/ /a iiber.

Fassen wir insbesondere den grofsten Kummerschen Kérper N iiber K mit
der Galoisgruppe G = Gn|g ins Auge, so ist (N*)" N K* = (K*)", da im
Falle (K*)™ C (N*)" N K* noch ein Element a € K* existierte, dessen n-te
Wurzel /a nicht in N* l4ge, also iiber N einen noch grofieren Kummerschen
Korper iiber K erzeugen wiirde. Wir haben infolgedessen die Isomorphie

KX J(KX)" = HY(G, pn) = X(G).

Nach dem Dualitédtssatz von Pontrjagin besteht zwischen dem Verband der
abgeschlossenen Untergruppen von GG und dem Verband der Untergruppen
von x(G) ein inklusionsumkehrender Verbandsisomorphismus. Mit der galois-
schen Theorie und auf Grund von x(G) = K*/(K*)", erhalten wir daher
einen inklusionserhaltenden Isomorphismus zwischen dem Verband der Kum-
merschen Korper und dem Verband der (K*)™ umfassenden Untergruppen
von K*. Ist der Korper L der Gruppe A in diesem Sinne zugeordnet, so ist

1. A= (L*)" N K*. Denn fiir a € K* ist nach den obigen Uberlegungen
a €A xa(0) = 1(xa € X(Gnik)) fiir alle 0 € G|, & o({a) = J/a
fir alle 0 € Gy, & Ya € L ac (LX)

2. Andererseits ist L = K(¥/A). Fiiro € G = G|k ist ndmlich 0 € G| <
Xo(0) =1firallea € A< o({/a) = Yafiralleae A @J|K(W) =

IdK(W) <0 € GN\K( VA

§ 2. Idele und Idelklassen

Anstelle der Ideale eines Korpers werden wir im folgenden die zuerst von
C. CHEVALLEY eingefiihrten Idele betrachten®. Der Begriff des Idels ist ei-
ne leichte Abwandlung des Idealbegriffs, oder besser gesagt des Divisorbe-
griffs. Seine Bedeutung liegt im wesentlichen darin, dass er in vorziiglicher
Weise den Ubergang von der globalen zur lokalen Zahlentheorie erméglicht,
also das geeignete Mittel zur Anwendung des Lokal-Global-Prinzips darstellt,

Y HY(G,L*) = 1 nach dem Hilbert-Noetherschen Satz (vgl. II, (2.2)). Man kann
die Exaktheit dieser Sequenz natiirlich auch direkt und ohne Erwéhnung der Ko-
homologie beweisen, ist also bei dieser Herleitung der Theorie der Kummerschen
Korper keineswegs auf den kohomologischen Kalkiil angewiesen.

% Die Idele wurden zunichst als ideale Elemente bezeichnet. Sie wurden mit id.
el. abgekiirzt, und durch Zusammenziehung entstand der Name Idel (frz. idéle).
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jener Methode, Sétze und Definitionen der Klassenkorpertheorie im Grofien
aus der Klassenkorpertheorie im Kleinen zu gewinnen. Der Aufbau der glo-
balen Theorie auf der Grundlage dieses Idelbegriffs und mit Hilfe des ko-
homologischen Kalkiils ist von besonderer Durchsichtigkeit und hat zu einer
Fiille weitreichender Resultate und Untersuchungen gefiihrt. Die bei der klas-
sischen idealtheoretischen Behandlung der Klassenkérpertheorie notwendigen
analytischen Methoden, also die Heranziehung der Dirichlet-Reihen und ihrer
Verallgemeinerungen sind dabei verschwunden®).

Sei K ein algebraischer Zahlkorper. Ein Idel a von K ist eine Familie a = (a,)
von Zahlen a, € K,°, wobei p alle Primstellen von K durchlduft, aber a, eine
Einheit in K, fiir fast alle Primstellen p ist. Wir erhalten diese Idele auch
durch die folgende

(2.1) Definition. Sei S eine endliche Menge von Primstellen des Kérpers K.

Die Gruppe
Ig =] & < [[0s € T] K5
pes pgS P
heifst Gruppe der S-Idele von K. Die Vereinigung

IK:UII%QHK,ny
s P

wobei S alle endlichen Mengen von Primstellen von K durchlduft, heift Idel-
gruppe von K.

Ist a = (ay) € I, ap, € K, so heifen die Zahlen a, die lokalen Kom-
ponenten des Idels a. a, € Kﬁ wird eine wesentliche Komponente von a
genannt, wenn a, keine Einheit ist.

Ein Idel hat also héchstens endlich viele wesentliche Komponenten. Die S-
Idele sind gerade diejenigen Idele, die hochstens an den Primstellen aus der
Menge S wesentliche Komponenten besitzen.

Der Grund, dass man bei den Idelen an fast allen Primstellen Einheiten als
sunwesentliche Komponenten zulésst, liegt darin, dass sich unter diesen Um-
stdnden die multiplikative Gruppe K * des Korpers K in kanonischer Weise
in die Idelgruppe I, von K einbetten ldsst:

Ist 2 € K*, so sei (z) € Ix dasjenige Idel, dessen sdmtliche Komponenten
(), = ¢ € K, sind. Dabei beachte man, dass z fiir fast alle Primstellen
p eine Einheit in K, ist. Wir denken uns K* in dieser Weise stets in Ix

%) Gleichwohl stellen diese Methoden auch heute noch ein wesentliches Seitenstiick
zu den hier niedergelegten Ausfithrungen dar und haben ihre Bedeutung keines-
wegs verloren.
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eingebettet, fassen also K* als Untergruppe von [x auf. Die Idele aus K*
heiflen Hauptidele von K.

Ist S eine endliche Menge von Primstellen des Korpers K, so bezeichnen wir
mit

K =K*NIg C Iz
die Gruppe der S-Hauptidele. Die Elemente aus K werden auch S-Einheiten
von K genannt, da sie Einheiten fiir jede Primstelle p ¢ .S sind (vgl. §1, S. 126).
Ist speziell S = S, die Menge aller unendlichen Primstellen von K, so ist K>
die gewohnliche Einheitengruppe des Koérpers K.

(2.2) Definition. Die Faktorgruppe
Cx =1Ix/K*
heifst die Idelklassengruppe des Korpers K.

Die Gruppe Ck steht fiir die zu entwickelnde Klassenkorpertheorie im Vor-
dergrund des Interesses. Die Beziehung zwischen den Idelen und den Idealen
eines Korpers K geht aus dem folgenden Satz hervor.

(2.3) Satz. Sei S die Menge aller unendlichen Primstellen des Kérpers K,
1 ]S(‘” die Gruppe der Idele, die an allen endlichen Primstellen Einheiten als
Komponenten haben. Dann ist in kanonischer Weise

I /T3 = Je, I/ 1o KX = Jx /Hy |

wobei Ji bzw. Hy die Gruppe der Ideale bzw. der Hauptideale bedeutet.

Beweis. Ist p eine endliche Primstelle von K, so sei v, die auf den kleinsten
Wert 1 normierte Bewertung von K. Ist a € I ein Idel von K, so ist a, € U,
also vpa, = 0 fiir fast alle endlichen Primstellen. Durch die Zuordnung

ar— H pede
ptoo
wobei p alle endlichen Primstellen von K durchlduft, erhalten wir einen kano-
nischen Homomorphismus von Ix auf Jg. Dabei wird a genau dann auf das
Einsideal abgebildet, wenn vpa, = 0, d.h. a, € U, fir alle p { co ist, wenn also
a € Ip= I%= ist also der Kern dieses Homomorphismus.
Andererseits haben wir den Homomorphismus

ar— H pUrtr . Hy
pfoo
von I auf Ji /Hp, und a liegt genau dann in dessen Kern, wenn proo pUrde €
Hy, d.h. proo pr = (x) = proo p¥* mit x € K*, also genau dann, wenn
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vpay = vp, vy(ap-z!) = 0 fiir alle p  co. Dies ist wiederum genau dann der
Fall, wenn a-z~' € I3, also a € 215, d.h. wenn a € [5-K .

Die Gruppe I/ IIS(oo ist nichts anderes als die wohlbekannte Divisorengruppe
von K. Man iiberlegt sich leicht, dass die S-Idele beim Ubergang zu den Idea-
len gerade in diejenigen Ideale iibergehen, die sich nur aus den in .S gelegenen
Primidealen zusammensetzen.

Die Idelklassengruppe Cx = I /K* ist im Gegensatz zur Idealklassengruppe
Ji /Hk nicht endlich. Die Endlichkeit der Idealklassenzahl spiegelt sich jedoch
in der fiir das weitere sehr wichtigen Tatsache, dass man alle Idelklassen aus
Cx schon durch S-Idele a € I reprisentieren kann mit einer festen endlichen
Primstellenmenge S. Dies ist die Aussage des folgenden Satzes.

(2.4) Satz. Es ist
Ix =I3-K*, also Cg = I2-K* /K>

wenn S eine hinreichend grofse endliche Menge von Primstellen ist.

Beweis. Die Idealklassengruppe Jx /Hg ist endlich (vgl. (1.2)). Wir kénnen
daher endlich viele Ideale 2, ...,2, auswahlen, die die Klassen aus Jx/Hk
reprasentieren. Die Ideale 2q,... 2, setzen sich wiederum aus nur endlich
vielen Primidealen pq, ..., ps zusammen. Ist nun S irgendeine endliche Menge
von Primstellen, die die Primstellen py,...,ps und alle unendlichen Stellen
von K umfasst, so ist in der Tat

Ig =I5 - K*.
Um dies einzusehen, beachten wir die Isomorphie /I3 = Jx (vgl. (2.3)).
Ist a € Ik, so liegt das zugehorige Ideal A = proo pUr % in einer Klasse 2A; -
Hy,dh. A =2, (z), wobei (z) € Hx das durch z € K* gegebene Hauptideal
bedeutet. Das Idel @’ = a-:y’l wird durch den Homomorphismus I — Jx auf
das Ideal ' = proo pr% = A; abgebildet. Da die Primidealkomponenten
von ; in der Menge S liegen, ist jedenfalls vpa, = 0, d.h. aj, € U, fiir alle
péS;alsoista =a-z7 '€l aely K*.

Wir wollen nun untersuchen, welche Situation entsteht, wenn wir von einem
Koérper K zu einem Oberkorper L iibergehen.
Sei L|K eine endliche Erweiterung algebraischer Zahlkirper. Ist p eine Prim-

stelle von K, 3 eine dariiberliegende Primstelle von L, so schreiben wir kurz
B | p. Die Idelgruppe Ik von K wird in der folgenden Weise in die Idelgruppe
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I, von L eingebettet: Ordnen wir einem Idel a € I das Idel a’ € I, mit den
Komponenten , .
ap =ap € Ky C Ly fir Plp
zu, so erhalten wir einen injektiven Homomorphismus
IK — IL .

Durch diesen Homomorphismus denken wir uns I stets in I eingebettet,
fassen also I als Untergruppe von Ij, auf. Danach gehort ein Idel a € I,
genau dann der Gruppe Ix an, wenn seine Komponenten ayp in K, liegen
(B | p), und wenn dariiberhinaus zwei tiber ein und derselben Primstelle p von
K liegende Primstellen P8 und P’ die gleichen Komponenten ayp = agp € K,
haben.

Ist L|K normal und G = Gk die Galoisgruppe von L|K, so wird Iz, in
der folgenden kanonischen Weise zu einem G-Modul: Ein Element ¢ € G
definiert einen kanonischen Isomorphismus von L, -1y auf Lgs, der ebenfalls
mit o bezeichnet werden moge (vgl. §1, S.127). Einem Idel a € I}, mit den
Komponenten agp € L% werde das Idel oa € I}, mit den Komponenten

((Ta)gp = 00,-153 € Lsp
zugeordnet. Man beachte dabei, dass a,-1p € L,-1q die o~ 1B-Komponente
von a ist, die durch ¢ in Ly abgebildet wird. Beriicksichtigt man, dass die
B-Komponente (oa)p von ca genau dann wesentlich ist, wenn die oI
Komponente a,-1q von a wesentlich ist, so erkennt man sofort, dass die
Zuordnung a — oa beim Ubergang zu den Idealen die gewdhnliche Konju-
giertenbildung in der Idealgruppe Jr induziert.

(2.5) Satz. Ist L|K normal und G = Gk die Galoisgruppe von L|K, so ist
der Fixmodul If =1Ikg.

Beweis. Die Inklusion Ix C If ist trivial. Ist ndmlich o € G, so ist der
Isomorphismus L,-1g — Les ein K-Isomorphismus (B | p), und wenn a € I
als Idel von I, aufgefasst wird, so haben wir (ca)p = oca,-1p = cap = agp €
K,,dh ca=a.

Sei umgekehrt a € Iy, und oa = a fiir alle ¢ € G. Dann ist (ca)p =
oa,-1p = agp fiir alle Primstellen B von L. Die Zerlegungsgruppe Gsg von
P iiber K konnen wir nach §1, S.128 auch als Galoisgruppe der Erweite-
rung Ly |K, auffassen. Fiir jedes 0 € Gy haben wir o7 = B, und aus
ap = 0G,-1p = oayp erhalten wir ap € K, (B | p). Ist o beliebig aus G,
so ist danach (oa)p = ap = oa,-1p = a,-1p € Kp, d.h. zwei iiber ein und
derselben Primstelle p von K liegende Primstellen 93 und o~ haben gleiche
Komponenten ap = a,-13 € Kp, so dass a € Ix.
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Es ist bekannt, dass ein Ideal eines Kérpers K in einem Oberkérper L sehr
wohl ein Hauptideal werden kann, ohne es im Grundkérper K zu sein. Der
folgende Satz zeigt ein demgegeniiber ganz anderes Verhalten der Idele.

(2.6) Satz. Ist L|K eine beliebige endliche Erweiterung, so ist
L*NIx=K*.

Ist also a € Ik ein Idel von K, das im Oberkérper L ein Hauptidel wird, d.h.
a € L*, soist a schon in K ein Hauptidel.

Beweis. Die Inklusion K* C L* N I ist trivial. ~

Sei L ein L umfassender endlicher Normaloberkorper von K, G = G Pk die
Galoisgruppe von L|K. I und I, sind Untergruppen von I;. Ista € L*NIk,
so ist nach (2.5) a € IEG7 dh. oa = a fiir alle 0 € G. Wegen a € L* ist

daher sogar a € (L*)¢ = K*. Also haben wir L* N Ix = K*, woraus sich
L*NIx CL*NIx =K ergibt.

Der Satz (2.6) erlaubt es, die Idelklassengruppe Ck eines Korpers K in die
Idelklassengruppe C, eines endlichen Oberkorpers L einzubetten. Dies ge-
schieht durch den kanonischen Homomorphismus

L:CK—>CLmitL(u-KX):a-LX (CIGIKQIL).
¢ ist ein injektiver Homomorphismus. Wird néamlich die Klasse a - K* € Cgk
auf die Einsklasse L* € C, abgebildet, ist also a- L* = L*, a € L*, so ist
nach (2.6) a € L* NIxg = K*, dh. a- K* = K* ist die Einsklasse von Ck.
Im folgenden denken wir uns C'k in dieser kanonischen Weise in C}, einge-
bettet, fassen also Cx als Untergruppe von Cp, auf. Ein Element a- L* € Cp,
(a € Ir) liegt danach genau dann in Ck, wenn es in der Klasse a - L™ einen
Reprisentanten o’ aus Ix (C I) gibt, so dass a- L* =a’ - L™ ist.

(2.7) Satz. Ist L|K normal und G = Gk die Galoisgruppe von L|K, so ist
in kanonischer Weise Cf, ein G-Modul, und

CY = Ck.

Beweis. Ist a-L* € Cp (a € Ip), so wird o(a-L*) = oa-L* gesetzt. Diese
Definition ist offenbar unabhéngig von der Auswahl des Représentanten a €
I, und Cp, wird zu einem G-Modul.
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Die Gleichheit C¢ = Ci ergibt sich unmittelbar aus der zur G-Modul-
sequenz 1 — L* — Iy — C — 1 gehorenden exakten Kohomologiesequenz
(vgl. 1, (3.4))

1— (LY — 1Y — ¢ — HY(G,LY),
wenn man bedenkt, dass (L*)% = KX, I¥ = I;x und H'(G,L*) = 1 ist.

Wir wollen die wichtigsten bisher eingefiithrten Begriffe und Tatsachen in einer
Ubersicht zusammenstellen.

Ist K ein algebraischer Zahlkorper, so ist

17 =Tlpes Ky x [1,gs Up  die Gruppe der S-Idele von K
(S endliche Menge von Primstellen von K),

Ik =Ug Iy die Idelgruppe von K,

K* Clg die Gruppe der Hauptidele,

Cx =1Ix/K* die Idelklassengruppe von K,

Ig =17 KX~ flir eine geniigend grofe endliche Menge S

von Primstellen.
Ist L|K eine endliche Erweiterung algebraischer Zahlkorper, so hat man

Ix C Iy, Einbettung der Idelgruppe,
K> CL* Einbettung der Gruppe der Hauptidele,
Ck CCp Einbettung der Idelklassengruppe.

Ist L|K normal und G = G'1|x die Galoisgruppe von L|K, so sind L*, I, und
Cr, G-Moduln, und es ist

=K%, IS=1Ix, 0FY=0Cx.

§ 3. Kohomologie der Idelgruppe

Sei L|K eine endliche normale Erweiterung mit der Galoisgruppe G' = G|k
Zum G-Modul I, betrachten wir die Kohomologiegruppen H%(G, I},). Diese
Kohomologiegruppen lassen den besonderen Vorteil des Idelbegriffs erkennen,
nédmlich insofern, als sie sich gewissermafen total ,lokalisieren” lassen, d.h. sie
konnen zerlegt werden in ein direktes Produkt von Kohomologiegruppen iiber
den lokalen Kérpern K. Diesen natiirlichen Lokalisierungsprozess genauer
darzulegen, ist das Ziel des vorliegenden Paragraphen.
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Sei S eine endliche Menge von Primstellen des Grundkérpers K und S die
endliche Menge der iiber den Primstellen aus S liegenden Primstellen des
Oberkérpers L. Der Einfachheit halber bezeichnen wir die Gruppe der S-
Idele I7 von L auch mit I¥ und sprechen von den S-Idelen des Korpers L.
Diese Verabredung soll auch fiir die weiteren Paragraphen giiltig sein. Wir
haben dann
=11 25> T ve=T111Z% x T11]Us-
Blpes Blpgs peS Plp PES Blp

Die hierin auftretenden Produkte I} = [l Ly und Ul = [Ty Up fassen
wir als Untergruppen von [ f auf, indem wir uns die Elemente aus [ E bzw. aus
Uz als diejenigen Idele denken, die an allen nicht {iber p gelegenen Stellen von
L die Komponente 1 haben bzw. die im Falle UE dariiber hinaus an den iiber
p liegenden Primstellen von L nur Einheiten als Komponenten haben. Da die
Automorphismen o € G die Primstellen B iiber p nur permutieren, sind die
Gruppen IE und U}j ihrerseits G-Moduln. Wir haben also f in ein direktes
Produkt von G-Moduln zerlegt:

p=1]1 < [[v:.

pes pgs
Uber die G-Moduln IE und U’L3 haben wir den

(8.1) Satz. Ist P eine iiber p liegende Primstelle von L, so ist
HY(G, 1) = H (G, LE);
dabei bedeutet Gy die Zerlegungsgruppe von ‘B iiber K, gleichzeitig aufgefasst

als Galoisgruppe von Ly|K,. Ist p eine endliche in L unverzweigte Primstelle,

so ist
HY(G, UE) =1

fiir alle q.

Zusatz. Der obige Isomorphismus wird durch

HYG,1}) = HY(Goy, I}) > HY(Gy, L)

geliefert, wobei der Homomorphismus & durch die kanonische Projektion

IE BN L% induziert wird, die jedem Idel aus IE seine P3-Komponente zu-
ordnet.

Beweis. Durchlduft ¢ € G ein Reprisentantensystem fiir die Nebenscharen
aus G/Gy — wir schreiben dafiir kurz o € G/Gsyp —, so durchléuft o die
verschiedenen iiber p liegenden Primstellen von L. Es ist daher

=11 £ip= [] oLy wmd U} = [] Uosp= [] oUs.
0c€G /Gy 0c€G /Gy G’GG/G{B O'EG/Ggp
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Dies zeigt, dass I} und U} G/Gyp-induzierte G-Moduln sind. Wenden wir
das Lemma von Shapiro I, (4.19) an, so erhalten wir

HYG,I}) = H Gy, Ly) und HY(G,U}) = HY(Gy, Uyp).

Nach diesem Lemma setzt sich der Isomorphismus H?(G, I}) — H?(Gys, Ly)
gerade aus den im Zusatz beschriebenen Homomorphismen Res und 7 zusam-
men. Ist p in L unverzweigt, so ist die Erweiterung Ley|K, unverzweigt, und
aus der lokalen Klassenkorpertheorie (vgl. 11, (4.3)) erhalten wir das Resultat
HY(G, U}j) = Hq(Gsn, Uqg) =1.

Mit dem Satz (3.1) lassen sich die Kohomologiegruppen der Idelgruppen 17
und I7, auf Grund der Produktzerlegung 17 = [Tpes IF x [pes U? in die

G-Moduln I} und U} miihelos berechnen. Nach I, (3.8) ist némlich

HYG, I}) = [[ HU(G, I}) x [[ HY(G,U}).
peS pgS

Enthélt nun die endliche Menge S alle in L verzweigten (endlichen) Prim-
stellen von K, so ist nach (3.1) HY(G,I}) = H9(Gsp, Lyy) einerseits (P eine
ausgewihlte Primstelle iiber p) und H4(G,U}) =1 fiir jedes p ¢ S anderer-
seits. Wir haben damit

HY(G,I7) = [] H(Gy, Ly),

pes

wobei P eine ausgewéhlte Primstelle iiber p bedeutet.

Wegen I, = |Jg I5 erhalten wir weiter

H(G,I1) = lim HY(G, I7) = lim [ #9Gy. L) = HY Gy, L) 7,
S S pes p

wenn S alle endlichen, die verzweigten Stellen enthaltenden Mengen von Prim-

stellen von K durchliuft®). Insgesamt haben wir damit den folgenden Satz

bewiesen:

™) Mit dem Zeichen @ ist die direkte Summe gemeint, d.h. die (hier multiplikati-
ve) Gruppe der Familien (...,cp,...), bei denen nur endlich viele von 1 verschie-
dene Komponenten ¢, auftreten. Dagegen bedeutet || das direkte Produkt,
d.h. die Gruppe aller Familien (...,cy,...).

Will man die etwas uniibersichtliche Bildung des direkten Limes vermeiden,
so kann man den Isomorphismus H(G,Ir) = P, H?(Gyp,Ly) auch direkt
beweisen, indem man ein Element aus HY(G,Ip) fiir geeignetes S als Ele-
ment von H%(G,I7) auffasst und so vermoge des Isomorphismus HY(G, I2) =
HpES H(Gy, qu3) in die Gruppe HpES H(Gy, L;) abbildet, die als Untergruppe
von @p H(Gsp, L,é) verstanden werden kann. Dass es sich bei dieser Zuordnung
um einen Isomorphismus handelt, ist mit Leichtigkeit nachzupriifen.
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(3.2) Satz. Sei S eine endliche alle in L verzweigten Stellen umfassende Menge
von Primstellen von K. Dann ist

H(G.If) = [[H"Gp. L),
peS

HYG,I) = @PH Gy, L) 7
p

Dabei bedeutet *J3 irgendeine ausgewédhlte Primstelle iiber p.

Aus der Herleitung dieser Isomorphismen und aus dem Zusatz zu (3.1) erhal-
ten wir dartiber hinaus automatisch den

Zusatz. Der Isomorphismus H(G,11) = @, H(Gy, Ly;) wird durch die
Projektionen HY(G,I1,) — H9(Gsp, qug) geliefert, die sich aus den folgenden
Homomorphismen zusammensetzen:

HY(G, 1) =% HY(Goy, Ip) — HY(Gy, L) |
wobei 7 durch die kanonische Projektion I, — L% induziert wird, die jedem
Idel a seine -Komponente ayp zuordnet.

Durch diese Projektionen ordnen wir jedem Element ¢ € H?(G,Iy) seine
p-Komponenten ¢, € H? (Gm,Lng) zu (P ist wie immer eine fest gewihlte
Primstelle tiber p). Die Elemente ¢ sind nach dem Satz eindeutig durch ihre
lokalen Komponenten c, bestimmt, von denen wegen der direkten Summe
@ fast alle gleich 1 sind. Fiir positive Dimensionen ¢ lasst sich die Zuordnung
¢ — ¢p in der folgenden einfachen Weise beschreiben. Ist ¢ € HY(G,I1,) eine
Kohomologieklasse, so nechme man aus ¢ einen Kozykel a(oy,...,04) heraus.
Dies ist eine Funktion mit Argumenten aus G und Werten in der Idelgruppe
Ir,. Man schrénke diese Funktion auf die Gruppe Gy als Argumentbereich ein,
nehme die ‘P-Komponente ap(o1,...,04) des Idels a(o1,...,04) und erhélt
einen Kozykel mit Argumenten aus Gy und Werten in L%. Geht man zu den
Kohomologieklassen {iber, so erhilt man ein Element ¢, € H(Gwy, Ly ), die
p-Komponente von c.

Der folgende Satz zeigt, wie sich der Ubergang zu den lokalen Komponenten
bei Anderung der auftretenden Korper verhélt.
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(8.3) Satz. Sind N O L O K normale Erweiterungen und bedeuten R’ | B | p
Primstellen von N bzw. L bzw. K, so ist

(Infyc)p = Infn,, (cp), ce H(Gpk,IL), ¢ > 1,
(Respc)p = Respy, (cp), ce HY(Gnk,In),
(Korgc)p =D g, Kork, (cq), ce HY(GyL,IN).

Bei den letzten beiden Formeln geniigt es, nur die Normalitidt von N|K vor-
auszusetzen.

Bei der dritten Formel ist zu beachten: Fiir jedes 3 | p wihlen wir eine iiber
B gelegene Primstelle 9B’ von N aus, so dass die Elemente Korg, (cy) in zu-
néchst verschiedenen Kohomologiegruppen H?(G Ny/| KF,N%,) liegen. Diese
kénnen wir jedoch miteinander identifizieren, indem wir namlich zwei iiber
p gelegene Primstellen von N durch einen Automorphismus o € Gy |k in-

g

einander iiberfithren und durch den Isomorphismus Ny, — N

“pr ZU einer
kanonischen Isomorphie Hq(GNm,|Kp,Nq§,) = Hq(GNUcpIIKwNany) kommen
(vgl. auch (3.1)). Die Korg, (cy) lassen sich danach fiir jedes B | p als Ele-
mente der Gruppe HY(G Nyl KF,N%,) mit fest gewédhltem P’ | p auffassen,

und in dieser Gruppe wird die Summe gebildet.

Der Beweis des Satzes (3.3) beruht auf einer allgemeinen, rein kohomologi-
schen Vertauschbarkeitseigenschaft der Abbildungen Inf, Res und Kor mit der
(hier beim Ubergang zu den lokalen Komponenten auftretenden) Restriktions-
abbildung. Diese Kommutativitét ldsst sich im Falle Inf und Res fiir ¢ > 1, im
Falle Kor fiir ¢ = —1,0 unmittelbar einsehen, wenn man verfolgt, wie sich die
Kozykeln explizit unter den betreffenden Homomorphismen verhalten, und
ergibt sich fiir beliebige Dimensionen ¢ durch Dimensionsverschiebung. Die
Einzelheiten seien dem Leser iiberlassen.

Mit dem Satz (3.2) haben wir eine vollstindige ,Lokalisierung” der Koho-
mologie der Idelgruppen erreicht, d.h. wir kénnen von Betrachtungen iiber
die Gruppen HY(G,I}) zuriickgehen auf Betrachtungen iiber die in der lo-
kalen Klassenkorpertheorie im Vordergrund stehenden Kohomologiegruppen
Hq(Gq;;’LqX}). Dieses Prinzip werden wir im weiteren hiufig anwenden. Der
Satz (3.2) ist nota bene kein tiefer liegendes zahlentheoretisches Resultat. Ab-
gesehen von rein kohomologischen Sétzen haben wir an zahlentheoretischen
Tatsachen nur die Endlichkeit der Anzahl in einer Erweiterung L| K verzweig-
ten Stellen und die triviale Kohomologie der Einheitengruppe Ugp in einer un-
verzweigten lokalen Erweiterung Leqz|K, verwandt. Immerhin bildet der Satz
(3.2) die Grundlage fiir den ideltheoretischen Aufbau der globalen Klassen-
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korpertheorie. Fiir die Dimension ¢ = 0 erhalten wir aus ihm ein Korollar, das
wir im folgenden als Normensatz fiir Idele zitieren werden:

(3.4) Korollar. Ein Idel a € Ik ist genau dann Norm eines Idels b aus I,
wenn jede Komponente a, € K,° Norm eines Elementes by € Ly, (B |p) ist.

Wir sagen auch kurz, ein Idel a € Ix ist Norm, wenn es iiberall lokal
Norm ist.

Beweis. Es ist H(G,I1) = IY/NgI;, = Ix/Ngl; und HO(qu,L%) =
K /Na,, L%. Mit dem Satz (3.2) haben wir also I /NgI & @p K /Na,, L(}
Ist a € Ik, so wird der 0-Kohomologieklasse a- NoI;, = @ durch diesen Isomor-
phismus ihre Komponenten @, zugeordnet, die sich nach dem Zusatz zu (3.2)
zu ay = ap - Ngy, L% berechnen. Nun ist wegen der Isomorphie @ = 1 genau
dann, wenn a, = 1 ist, d.h. a € Ngl; genau dann, wenn jede Komponente
ap € NG‘n L%

Der Normensatz fiir Idele ist ein Analogon zum ,Hasseschen Normensatz®, der
besagt, dass im Falle einer zyklischen Erweiterung L|K ein Element z € K*
genau dann Norm eines Elementes y € L* ist, wenn dies iiberall lokal, d.h.
fir jede Erweiterung Ly|K, der Fall ist (vgl. §4, (4.8)). Im Gegensatz zum
Normensatz fiir Idele ist der Hassesche Normensatz ein dufierst tief liegendes
zahlentheoretisches Resultat, das, wie wir sehen werden, bisher nur auf Umwe-
gen gewonnen werden kann. Das Korollar (3.4) besagt nur, dass ein Element
x € K*, als Hauptidel aufgefasst, Norm eines Idels b von L ist, lasst aber die
Frage offen, ob dieses Idel auch als Hauptidel y € L* gewéhlt werden kann.

(3.5) Korollar. HY(G,I;) = H*(G,I1) = 1.

Dies ist nach (3.2) klar, da H'(Gsyp, Lyy) = H*(Gsp, L) = 1 fiir alle 9 ist
(vel. 11, (2.2) und II, (5.8)).

Das Resultat H'! (Gr ik, 1r) = 1 zeigt, dass die Erweiterungen L|K im Hinblick
auf die Idelgruppen I, als Moduln eine Korperformation im Sinne von II, §1,
bilden. Wir kénnen uns daher die Kohomologiegruppen H?(G L)k, 1r) in der

Gruppe
H*(Gox,1o) =\ JH* Gk, 1) ©
L

9 Hier bedeutet {2 den Kérper aller algebraischen Zahlen; H?(G 2|k, 1) wird jedoch
nur als Bezeichnung fiir die rechts stehende Vereinigung benutzt. Fasst man I
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vereinigt denken, indem wir die (wegen H' (G|, 11) = 1 injektive) Inflation
als Inklusion deuten. Dieser Auffassung wollen wir uns fiir alle weiteren Be-
trachtungen anschlieften. Sind N O L O K zwei normale Erweiterungen von
K, so ist danach

H*(Gpix. 1) € H*(Gn k. In) C H* Gk I0).

Wir haben in der lokalen Klassenkorpertheorie gesehen, dass die Brauersche
Gruppe Br(K) = U, H*(Gp k. L*) eines p-adischen Zahlkérpers K schon
die Vereinigung der Kohomologiegruppen H?(Gpx,L*) der unverzweigten
Erweiterungen L|K ist. Fiir diese ergab sich das Reziprozititsgesetz in relativ
einfacher Weise. Eine &hnliche Rolle wie die unverzweigten Erweiterungen
in der lokalen Theorie spielen im globalen Fall die zyklischen Kreiskorper-
erweiterungen, d.h. zyklische Erweiterungen, die enthalten sind in einem
Korper, der durch Adjunktion von Einheitswurzeln entsteht. Wir beweisen
daher schon an dieser Stelle den

(3.6) Satz. Fiir jeden endlichen algebraischen Zahlkérper K gilt

Br(K)= |J H*(Gpik,L*) und H*(Gox,10)= |J H*Gri,Ip),
L|K zykl. L|K zykl.

wobei L|K nur alle zyklischen Kreiskérpererweiterungen durchlauft.
Zum Beweis benétigen wir das folgende

(3.7) Lemma. Ist K ein endlicher algebraischer Zahlkorper, S eine endliche
Primstellenmenge von K und m eine natiirliche Zahl, so gibt es stets einen
zyklischen Kreiskérper L|K, derart dass

o m | [Ly: K, fiir alle endlichen p € S,
o [Ly: Ky) =2  fiir alle reell-unendlichen p € S.

Beweis. Es geniigt, das Lemma fiir den Fall K = Q zu beweisen, aus dem
sich der allgemeine Fall durch Kompositumsbildung ergibt: Ist ndmlich N|Q
ein total imaginérer zyklischer Kreiskorper derart, dass fiir jede Primzahl p,
iiber der in K eine Stelle aus S liegt, der Grad [Ny : Q,] durch m - [K : Q]
teilbar ist, so leistet L = K - N das Verlangte.

Sei [™ eine Primzahlpotenz und ( eine primitive ["-te Einheitswurzel. Ist
I # 2, so ist die Erweiterung Q(¢)|Q zyklisch vom Grade ("' - (I — 1), und
wir bezeichnen den zyklischen Teilkdrper vom Grade ["~! mit L(I").

als Vereinigung aller I, auf, oder genauer I, = h_H)l I, soist I ein G o x-Modul,
und man kann H*(Gg|k, Ie) in direkter Weise auch fiir den Fall der unendlichen
Galoisgruppe G gk definieren (vgl. [41]).

(©Alexander Schmidt: www.mathi.uni-heidelberg.de/~schmidt/Neukirch/



Elektronische Ausgabe. Frei fiir den privaten Gebrauch.

142 Teil ITI. Globale Klassenkorpertheorie

Ist I = 2, so ist die Galoisgruppe von Q(¢)|Q direktes Produkt einer zykli-
schen Gruppe der Ordnung 2 und einer zyklischen Gruppe der Ordnung 27~ 2.
In diesem Fall betrachten wir den Korper L(2") = Q(£) mit £ = ¢ — (1. Die
Automorphismen von Q(¢) sind durch o, : ( — (¥, v ungerade, definiert, und
es ist 0, (€) = (¥ — (7. Wegen (2" = —1ist 0, (¢) = o_,ypon-1(£), und da
entweder v oder —v +2""1 = 1 mod (4) ist, werden die Automorphismen von
L(2™) = Q(&) von solchen o, mit ¥ = 1 mod (4) induziert. Eine elementare
Rechnung zeigt nun, dass sich die Galoisgruppe von L(2")|Q damit als zyk-
lisch von der Ordnung 2"~2 erweist. Uberdies ist L(I™) fiir grokes n wegen
o_1& = —¢£ total imaginér.

Ist p eine Primzahl, so wird der lokale Grad [L(I")sq : Q,] mit wachsendem n
eine beliebig hohe I-Potenz, da jedenfalls [Q,(C) : Q,] beliebig grok wird und
[Q,(¢) : L(I")p] <1 —1bzw. <2 im Falle [ = 2 ist.
Ist nun m = {7* - - - I%=, so leistet ersichtlich der Korper

L=L) - L(I7) - L(2")
das Verlangte, wenn die n;, t geniigend grof gewéhlt werden. Fiir die endlich
vielen Primzahlen p € S sind dann némlich die lokalen Grade [Lgs : Q,] durch
jede Potenz [*, also durch m teilbar; L ist wegen des Faktors L(2) total
imaginér und iiber @ zyklisch, da die L(I") tiber Q zyklisch von teilerfremdem
Grad sind.

Beweis zu (3.6). Wir filhren den Beweis nur fiir den Fall der Gruppe
H 2(Gm i, 1a), da sich der Fall Br(K) wortlich genauso ergibt, wenn man
nur die Idelgruppen Iy jeweils durch die multiplikativen Gruppen L* der
auftretenden Korper L ersetzt.

Sei also ¢ € H2(GQ|K,IQ)7 etwa ¢ € HQ(GMK,IL/), sei m die Ordnung
von ¢ und S die (endliche) Menge der Primstellen p von K, fiir die die lokalen
Komponenten ¢, von ¢ von 1 verschieden sind. Aufgrund des obigen Lemmas
finden wir einen zyklischen Kreiskérper L|K mit m | [Lyg : K] fiir die endli-
chen p € S und [Ly : K| = 2 fiir die reell-unendlichen p € S. Bilden wir das
Kompositum N = L' - L, so ist

H*(Gpx, 1) uwnd H*(Gpx.In) € H*(Gyjr, In),

und wir werden zeigen, dass ¢ in der Gruppe H? (Grik,1r) liegt. Wegen der
Exaktheit der Sequenz

1 — H*(Gpik, 1) — H*(Gnik, In) Beer, H*(Gnir, In)

geniigt es zu zeigen, dass Respc = 1 ist. Mit der lokalen Klassenkorpertheo-
rie und mit (3.2) und (3.3) haben wir aber Respc = 1 <= (Respc)p =

Respycp = 1 fiir alle Primstellen B von L <= invy,, |1, (Respycp) =
(L : Ky - invi, k, ¢ = VN, K, CLL%K.DJ = 0 fiir alle Primstellen p von
K<~ c,[JL‘B:K”] =1 fir alle p € S.
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Das letztere aber trifft wegen ¢ = 1 und m | [Lsp : K}] fiir die endlichen
und [Ly @ K] = 2 fiir die reell-unendlichen p € S zu.

§ 4. Kohomologie der Idelklassengruppe

Die Rolle, die in der lokalen Theorie die multiplikative Gruppe eines Korpers
spielt, wird in der globalen Klassenkorpertheorie von der Idelklassengruppe
eingenommen. Unsere Uberlegungen laufen also darauf hinaus zu zeigen, dass
zwischen der Faktorkommutatorgruppe der Galoisgruppe G = G| einer nor-
malen Erweiterung L| K endlicher algebraischer Zahlkorper und der Normrest-
gruppe Ck /NgCy, ein kanonischer Reziprozititsisomorphismus besteht, mit
anderen Worten, dass die endlichen normalen Erweiterungen L|K eines al-
gebraischen Zahlkdrpers K im Hinblick auf die Idelklassengruppen C}, eine
Klassenformation im Sinne von II, §1 bilden. Insbesondere werden wir daher
zu beweisen haben, dass H*(G,Cr) = 1 und H?(G, Cp) zyklisch von der Ord-
nung [L : K] ist. Dies ergibt sich aus der sogenannten ersten und der zweiten
fundamentalen Ungleichung, die wir im folgenden in Angriff nehmen wollen.
Diese Ungleichungen lagen in idealtheoretischer Fassung schon den von TAKA-
GI bewiesenen Hauptsétzen der Klassenkorpertheorie zugrunde (vgl. [17], Teil
I), ihre Beweise bedurften jedoch eines erheblich groferen Aufwandes, wobei
der Beweis der zweiten dieser Ungleichungen weitgehend durch die Heranzie-
hung der Dirichlet-Reihen, also durch analytische Methoden bestimmt war,
die sich durch die Einfithrung der Idele eriibrigen.

Fir das folgende fassen wir eine feste normale Erweiterung L|K mit einer
zyklischen Galoisgruppe G' = Gk von Primzahlordnung p ins Auge. Unter
der ersten fundamentalen Ungleichung versteht man die Relation

(CK : Nch) > p.

Sie ergibt sich unmittelbar aus dem folgenden

(4.1) Satz. Die Idelklassengruppe Cy, ist ein Herbrandmodul mit dem Her-
brandquotienten
CHGC)l

h(Cp) = ——"~—% =
(=T e =7
Hieraus erhalten wir als
(4.2) Korollar.
|H°(G,C1)| = (Ck : NaC1) = |H*(G,C)| = p- [H(G,CL)| > p.

10 Uber den Herbrandquotienten siche I, §6.
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Bemerkung. Der Satz (4.1) wiirde unmittelbar |H?(G,CL)| = p nach sich
ziehen, also die Tatsache, dass H?(G, Cp) zyklisch ist von der Ordnung [L : K],
wenn wir wiissten, dass H!(G,Cp) = 1 ist. Dies zu zeigen ist jedoch alles an-
dere als einfach, im Gegensatz zum Fall, dass anstelle von C}, die Idelgruppe
I, (vgl. (3.5)) oder die multiplikative Gruppe L* tritt (Hilbert-Noetherscher
Satz). Erst aus der im néichsten Abschnitt zu beweisenden zweiten fundamen-
talen Ungleichung (Cx : NoCp) = |[H(G,CL)| < p wird sich H(G,Cp) =1
ergeben. Man kann sich leicht iiberlegen, dass H'(G,Cr) = 1 wegen der Iso-
morphie H*(G,CL) 2 H~1(G,C}) gleichbedeutend ist mit dem im vorigen
Paragraphen erwidhnten Hasseschen Normensatz (vgl. (4.8)). Ein direkter Be-
weis des Hasseschen Normensatzes wire also sehr wiinschenswert, liegt zur
Zeit jedoch nicht vor.

Beweis zu Satz (4.1). Sei S eine endliche Menge von Primstellen von K mit
den Eigenschaften

1. S enthélt alle unendlichen und alle in L verzweigten Primstellen,
2. Iy, =17-L%,
3. I =I3-K*.
Eine solche Menge S existiert nach (2.4) sicher. Wir haben dann
Cp=1I;-L*/L* =TI} /L%,
wobei L¥ = L* N If die Gruppe der S-Einheiten, d.h. die Gruppe aller der-
jenigen Elemente aus L* ist, welche Einheiten sind fiir alle nicht iiber den
Primstellen aus S liegenden Primstellen P von L (vgl. §2, S.131 und §1,
S.126). Nach I, (6.4) erhalten wir
h(Cp) = h(If) - (L)Y,
in dem Sinne, dass, wenn zwei dieser Herbrandquotienten definiert sind, auch
der dritte definiert ist und die Gleichheit gilt.

Danach zerfillt der Beweis in zwei Teile, in die Berechnung von h(I7) und
von h(L%).

Die Berechnung von h(I7) ist wegen des Satzes (3.2) eine rein lokale An-
gelegenheit. Sei

n die Anzahl der Stellen in .S,
N die Anzahl der Stellen von L, die iiber S liegen, und
ny die Anzahl der Stellen aus S, die in L unzerlegt sind.

Beachten wir, dass wegen des Primzahlgrades eine Stelle von K, die nicht
unzerlegt ist, total, d.h. in genau p Primstellen von L zerféllt, so sehen wir,
dass N =n1+p-(n—mnq).

Um den Quotienten h(I7) = |H°(G,I7)|/|H'(G,I)| zu berechnen, haben
wir die Ordnungen |H%(G,I7)| und |H*(G,I7)| zu bestimmen. Nach Satz
(3.2) ist HY(G,I?) = [lyes HY(Gops L)
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Fiir ¢ = 1 ergibt dies H(G,I?) = 1 wegen Hl(qu,L%) = 1. We-
gen HO(G,I7) =[], H°(Gyp, Ly) haben wir nur noch die Ordnungen der
H° (G, L%) anzugeben, die sich aus der lokalen Klassenkdrpertheorie erge-
ben. Danach ist nidmlich H?(Ggy, Ly) = Gy (vel. 11, (5.9)), so dass

1, wenn die unter 8 liegende Primstelle p zerféllt
HO(Goy, L) = {  (wegen Gy = 1),
p, wenn p nicht zerféllt (wegen Gy = G).

Also ergibt sich unmittelbar [H°(G, I7)| = p™, und mit HY(G,I7) = 1 ist
h(I7) =p™.

Zur Berechnung von h(L°) verwenden wir den Satz I, (6.10) iiber den Her-
brandquotienten. Die Gruppe L® = L* N1 f der S-Einheiten von L ist nach
(1.1) endlich erzeugt vom Range N — 1. Die Fixgruppe (L%)¢ = K% = K* N
L% ist die Gruppe der S-Einheiten von K. Sie ist nach (1.1) endlich erzeugt
vom Range n — 1. Der Satz I, (6.10) liefert

h(L5) = pPn=D=N+1)/(p=1) _ pym—1,

Da die beiden Herbrandquotienten h(I7) und h(L®) definiert sind, ist auch
h(CL) definiert, und es gilt h(Cr) = h(I7) - h(L%)~! = p.

Aus dem Satz (4.1) erhalten wir das folgende

(4.3) Korollar. Ist L| K eine zyklische Erweiterung von Primzahlpotenzgrad,
so besitzt K unendlich viele in L unzerlegte Primstellen.

Beweis. Sei zunéchst der Grad [L : K| = p eine Primzahl. Wir nehmen
an, die Menge i der in L unzerlegten Primstellen von K ist endlich. Wir
zeigen, dass unter dieser Voraussetzung Cx = NgCp, (G = GL‘K) ist, was im
Widerspruch zur ersten fundamentalen Ungleichung (4.2) steht. Sei @ € Ck
und a € Ik ein reprasentierendes Idel von @ mit den lokalen Komponenten
ap € K. Die Gruppe der p-ten Potenzen (K,)? ist nach II, (3.6) hinsichtlich
der Bewertungstopologie offen in K. Fiir jedes p € &l ist also a,-(K)? eine
offene Umgebung des Elementes a,, und da der Korper K dicht in seiner
Komplettierung K, liegt, konnen wir ein z, € K* finden, welches in diese
Umgebung hineinfillt: z, € a,-(K,*)?. Nach dem Approximationssatz der
Bewertungstheorie gibt es weiter ein € K, das x;, hinsichtlich der Primstelle
p beliebig genau approximiert, und zwar fiir alle p € 4. Insbesondere kénnen
wir es einrichten, dass mit z, auch = € a,-(K, )P, d.h. ay-2~! € (K, )P fiir
alle p € 4l ist. Wir behaupten nun, dass das Idel a’ = a-z~! Norm eines Idels
b aus Iy, ist. Nach (3.4) ist dies genau dann der Fall, wenn jede Komponente
a, € K,° Norm eines Elementes by € Lyy (P | p) ist. Fiir p € U ist dies
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richtig, weil [Ly : Ky] = p und a, = ap-z~' € (K;)P ist, und fir p & 4
trivialerweise, da p wegen des Primzahlgrades total zerféllt, also Ly = K,
ist. In der Tat ist also @’ = a-x~! = Ngb, b € I, woraus sicha = a- K* =
o - K* = Ngb-K* = Ng(b-L*) und somit Cx = NgCp, ergibt.

Sei nun L|K zyklisch vom Grade p”. Wir nehmen an, fast alle Primstellen
von K zerfallen in L. Dies bedeutet, dass die Zerlegungskdrper Zy fast aller
Primstellen 3 von L echte Oberkérper von K sind, also jeweils einen Korper
Ly zwischen K und L vom Grade p umfassen. Es gibt in der zyklischen Er-
weiterung L|K aber nur einen Kérper Ly vom Grade p, der somit in fast allen
Zerlegungskorpern Zy liegt. Dies aber hat zur Folge, dass fast alle Primstellen
p von K im zyklischen Korper Ly des Grades p zerfallen, was im Widerspruch
zum obigen Teil des Beweises steht.

Wir wollen nun daran gehen, die zweite fundamentale Ungleichung
(Ck : NgCpr) < p im Falle einer primzyklischen Erweiterung L|K zu be-
weisen, setzen aber dazu voraus, dass der Korper K die p-ten Einheitswurzeln
enthélt. L ist dann ein Kummerscher Kérper: L = K(¢/zo), zo € K*. Wir
schicken das folgende Lemma voraus:

(4.4) Lemma. Ist N = K(¥/z), x € K*, irgendein Kummerscher Korper
tiber K und p eine nicht iiber der Primzahl p gelegene endliche Primstelle von
K, so ist p unverzweigt in N genau dann, wenn x € U, - (K,*)P, und p zerféllt
vollstindig in N genau dann, wenn x € (K, )P.

Beweis. Sei 9 eine iiber p gelegene Primstelle von IN. Dann ist Nyp =
Ky(Yz). Istx =u-y?, u e Uy, y € K, soist Ny = K,(¢/x) = Kp(Y/u). Ist
die Gleichung X? —u = 0 iiber dem Restklassenkorper von K, irreduzibel, so
ist sie es auch iiber K, und Ng|K, ist eine unverzweigte Erweiterung vom
Grade p. Ist aber X? —u = 0 iiber dem Restklassenkdrper von K, reduzibel,
so zerféllt sie dort in p verschiedene Linearfaktoren, da die Primzahl p von der
Restkorpercharakteristik verschieden ist, und nach dem Henselschen Lemma
zerfallt XP —u = 0 auch iiber K, in Linearfaktoren, so dass Ny = K|, ist. In
beiden Fallen ist Ny|K, unverzweigt, d.h. p ist unverzweigt in N.

Ist umgekehrt p unverzweigt in N, so ist Ny = K,(¢/x) unverzweigt iiber
Ky, und wir haben ¢/z =u- 7%, wobei u € Uy und 7 € K, ein Primelement
(vom kleinsten Wert 1) ist. Daraus ergibt sich z = u? - 7%P, also u? € Uy,
ThP e (K )P, d.h. x € Uy - (K))P.

Die Primstelle p zerféllt in N genau dann, wenn Ny = K, ({/z) = K, wenn
also x € (K, )P ist.
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(4.5) Satz. Ist L|K eine zyklische Erweiterung vom Primzahlgrade p, und
enthélt der Kérper K die p-ten Einheitswurzeln, so ist

|H°(G,CL)| = (Ck : NoCy) < p.

Die Schwierigkeit, die man beim Beweis des Satzes zu iiberwinden hat, liegt
darin, dass man keinen unmittelbaren Zugang zur Normengruppe NgCp, hat,
d.h. man kann von vornherein nicht entscheiden, welche Idelklassen aus Cg
durch ein Normidel repréasentiert werden, also in NgCp liegen, ganz im Ge-
gensatz zur Idelgruppe, wo nach dem Normensatz fiir Idele ein a € I genau
dann ein Normelement ist, wenn es iiberall lokal Norm ist (vgl. (3.4)). Wir
helfen uns iiber diese Schwierigkeit hinweg, indem wir anstelle von NgC/, ei-
ne ,handliche“ Gruppe F' C Ck betrachten, die wir einerseits so konstruieren,
dass ihre Elemente durch Normidele reprisentiert werden, so dass F C NgClp,
und die andererseits so einfach gebaut ist, dass ihr Index (Ck : F) tatsiichlich
zu p berechnet werden kann. Daraus erhalten wir dann

(CK . N(;OL) S (CK F) =DP.

Sei L = K(g/xg), xo € K*. Sei S eine endliche Menge von Primstellen von
K mit den Eigenschaften

1. S enthélt alle tiber p liegenden und alle unendlichen Primstellen von K,
2. I =13 - K%,
3. w9 € K° =13 NK* (dh. xq ist S-Einheit).

Die Bedingung 2. kann nach (2.4) erfiillt werden und 3., weil z¢ fiir fast alle
Primstellen eine Einheit ist.

Neben S wéhlen wir weitere m Primstellen qq, ..., g, € S, die in L vollsténdig
zerfallen und {iber die wir nach Anzahl und Art spéter noch verfiigen wollen.
Wir setzen S* = S U {q1,...,qm}. Um nun die Gruppe F zu konstruieren,
haben wir eine Idelgruppe F' C I anzugeben, deren Elemente die Idelklassen
von F repriisentieren sollen. Sie muss aus lauter Normidelen bestehen, damit
F C NgCp, ist, sie muss groR genug sein, um einen endlichen Index (Ck : F)
zu gewéahrleisten, und sie muss einfach genug sein, um eine Berechnung dieses
Indexes zu ermoglichen. Diese Eigenschaften hat die Idelgruppe

F=]Ja;)r xﬁK; < [[uve ™.
i=1

pes pgs*

) Zur Betrachtung gerade dieser Idelgruppe fithren die folgenden Uberlegungen:
Geht man einmal heuristisch von dem noch nicht bewiesenen Reziprozitétsgesetz
aus, so erkennt man, dass der Kummersche Korper T = K( YKS ) die mit den
Idelen £ = [, (K, )" x [],45 Up gebildete Idelklassengruppe E=E K*/K*
als Normengruppe besitzt (vgl. (7.7)). Durch Einfiigung weiterer Faktoren K,
also durch geeignete Wahl von Primstellen q;, versucht man die Gruppe E zu
einer Gruppe F so zu vergrofern, dass F' die Normengruppe des in 7' enthaltenen
Korpers L = K(&/xo) C T wird.
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Um einzusehen, dass F' C Ngly, ist, hat man sich nach dem Normensatz fiir
Idele (3.4) nur davon zu iiberzeugen, dass die Komponenten a, eines jeden
Idels a € F' Normelemente der Erweiterungen Ly|K, (B | p) sind.

Fiir p € S ist dies richtig, weil a, € (K, )P C Np, |k, Ly (gleichgiiltig
ob [Ly : Ky] = p oder = 1), fiir p = q; trivialerweise, weil q; total zerfillt,
so dass Ly = K, und fiir p € S* deswegen, weil nach 3. o € U, und also
nach dem Lemma (4.4) jedes p ¢ S* unverzweigt in L = K ({/zq) ist, so dass
ap € Up € Npy |k, Ly nach IT, (4.4).

Setzen wir nun F' = F-K* /K>, so ist ' C NgCp, da jede Idelklasse @ durch

ein Normidel a € F' repréasentiert wird. Um den Index (Ck : F') zu berechnen,
nehmen wir die folgende Aufspaltung vor

(Ck :F)=(I7 -K*/K* : F-K*|K*) = (I3 -K* : F-K*) =
(IZ :F)/(IF nK*): (FNK*)) 2.

Danach zerfillt die Berechnung von (Ck : F') in zwei Teile, in die Berechnung
von (I : F), die rein lokaler Natur ist, und die Berechnung von (IF NK*):
(F'N K*)), hinter der die globalen Uberlegungen stehen.

L Esist (I : F) = [[,es(Kp : (K;)P), denn die Abbildung
Iy — [ B/ (K7 mit ar— []ap- (K7)P
pes pes
ist wegen S C S* trivialerweise surjektiv, und im Kern liegen genau diejenigen

Idele a € 1%, fiir die a, € (K,°)? fiir p € S ist; dies sind aber gerade die Idele
aus F'. Aus der lokalen Theorie erhalten wir

(K (KOP) =p° - [ply" (vel 1L, (3.7)),

so dass (I3 : F) = p** . [pes p|, !, wobei n die Anzahl der in S gelegenen
Primstellen bedeutet. Da die Stellen p € S nicht iiber der Primzahl p liegen,
ist [pl, = 1 fiir p ¢ S, und mit der Geschlossenheitsrelation ist [[,.q |plp =

[1, Iply = 1, mithin (I : F) = p*".
IT. Durch elementare Umformungen erhalten wir
(I NK*): (FNKX))= (K% : (FNK*))
= (K5 (K5 )P)/(FNEKX) : (K5)P).
K% ist die Gruppe der S*-Einheiten. Sie ist nach (1.1) endlich erzeugt vom
Range n 4+ m — 1 (n + m ist die Anzahl der Primstellen in S*). K" enthiilt

dariiber hinaus die p-ten Einheitswurzeln, und es ergibt sich miihelos: (K T
(55" ) = .

12) Die letzte dieser Gleichungen beruht auf einer allgemeinen elementaren grup-
pentheoretischen Tatsache: Sind B C A, C' Untergruppen irgendeiner abelschen
Gruppe, so hat der kanonische surjektive Homomorphismus A/B — A-C/B-C
den Kern ANB-C/B>2ANC/BNC.
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Zusammengenommen haben wir also
(Ck : NaCr) < (Cg : F) =p" ™™ - (FNEK*): (K)P),

und die zweite fundamentale Ungleichung ist bewiesen, wenn wir die in L
zerfallenden Primstellen q1, ..., q,, so wiahlen kénnen, dass m =n — 1 und

KX F =K% (T1E)? x T K3 % T1 Up) =

pes i=1 pegS*
=K*NnN(EIPNNOKSN N U=
peS i=1 pegS*
=K*n N (K)PN N Uy = (K)7;
pes pgsS*

oder mit Hilfe des Lemmas (4.4) anders ausgedriickt:

Hilfssatz. Es gibt n — 1 Primstellen q1,...,q,-1 € S von K, die in L voll-
standig zerfallen, und die der folgenden Bedingung geniigen:

Ist N = K(¥/x) ein Kummerscher Kérper iiber K, in dem alle p € S voll-
stdndig zerfallen und alle p # qq, ..., q,—1 unverzweigt sind, so ist notwendig
N=K(¥z)=K.

In der Tat folgt aus diesem Hilfssatz sofort die Gleichheit

KX (J(EPN () Up = (K.
peS pgS*
Die Inklusion D ist trivial. Sei x € K* N mpes(KpX N mpng* Up und N =
K(¢/x). Nach (4.4) zerfillt jedes p € S in N, da z € (K, )P ist. Fiir p ¢ S*
ist € Uy C Uy - (K,)P, so dass nach (4.4) jedes p ¢ S* in L unverzweigt ist.
Der Hilfssatz liefert daher N = K(¢/x) = K, so dass z € (K*)P, und wegen
x € U, fiir p ¢ S* liegt « in (KX)PNKY = (K9)P.

Der Hilfssatz stellt mit seiner Aussage iiber die Primzerlegung in Kummer-
schen Korpern den eigentlich globalen Teil des Beweises der zweiten funda-
mentalen Ungleichung dar. Um ihn zu beweisen, betrachten wir den Korper T,
den wir durch Adjunktion der p-ten Wurzeln aus allen Elementen der Gruppe
K*® erhalten: T = K (¥ K?5). Nach (1.3) ist
X(Gryr) & K5 (KX)P/(K7)P = K5 /(K%)P.

Da K* endlich erzeugt vom Range n—1 = |S|—1ist (vgl. (1.1)) und die p-ten
Einheitswurzeln enthélt, so ist K% 2 (¢) x Z x --- x Z, also K°/(K%)P =
(O)XZ/pZ x -+ x Z]/pZ (¢ primitive p-te Einheitswurzel). Die Galoisgruppe

Gr i ist daher das direkte Produkt zyklischer Gruppen 3; der Ordnung p,
Grix = 31 X -+ X 3y, und der Korpergrad [T': K] = (K* : (K%)P) = p".
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Der Kérper L = K(¢/Z¢) liegt wegen zop € K° in T, und eine leichte Uberle-
gung zeigt, dass wir G|, = 31 X --+ X 3,1 annehmen konnen. Sei T; C T
der zur Gruppe 3; € Gr|x gehdrende Fixkorper, also Gr|r, = 3:.
Wegen 3; C GT|L ist L C T; fur ¢ =
1,...,n — 1, und die betrachteten K&rper

T
/ \\ bauen sich nach dem nebenstehenden Sche-
T

T, T, ma auf. Wir wdhlen nun fir jedes ¢ =

! n- 1,...,n eine Primstelle ; des Korpers T;
\ / aus, derart dass £; in T unzerlegt ist, und
L dass die unter den 9; liegenden Primstellen

| q1,---,q, paarweise verschieden sind und

K nicht in S liegen. Dies ist nach (4.3) moglich.

Wir behaupten, dass die q1,...,qn-1 & S
die Bedingungen des Hilfssatzes erfiillen.

Zum Beweis, dass q1,...,q,—1 in L total zerfallen, iiberlegen wir uns, dass
T; der Zerlegungskorper der einzigen Fortsetzung Q) von Q; auf T tiber K
ist, ¢ = 1,...,n. Einerseits ist dieser Zerlegungskorper Z; in T; enthalten, da
Q; in T unzerlegt ist. Andererseits ist q; nach (4.4) in jedem Kérper K (¥/7),
r € K° und damit in T unverzweigt, so dass die Galoisgruppe G|z, von
T|Z; isomorph zu der Gruppe der Restkorpererweiterung von T'|Z;, also zy-
klisch ist. Ein erzeugendes Element von G|z, hat aber als Element von Gp|x
die Ordnung p, so dass [T : Z;] = p und Z; = T; sein muss. Da L in den
Zerlegungskorpern T; fiir ¢ = 1,...,n — 1 enthalten ist, ergibt sich, dass die
Primstellen qq,...,q,—1 in L total zerfallen.

Als nichstes setzen wir zur Abkiirzung U; = Ug,, ¢ = 1,...,n, und zeigen,
dass der Homomorphismus

K5 /(K9P — [[ Ui/ (i)
i=1

mit - (K9P — [[I_, 2 - (U;)?, € K%, bijektiv ist. Die Injektivitiit er-
kennen wir sofort, denn aus z € (U;)? C (Kg;)P folgt mit (4.4), dass die
Primstellen qq,...,q, im Korper K(¥/z) total zerfallen, so dass K (/) in
den Zerlegungskorpern T, i = 1,...,n, liegt, was K(¢/z) C N, Ti = K,
also x € (K*)P N K = (K*)P nach sich zieht.

Die Surjektivitét ergibt sich danach durch einen Vergleich der Ordnungen.
Einerseits ist (K : (K)P) = p"; andererseits ist nach II, (3.8) (U; : (U;)?P) =
p-lplgt = p, d.h. T[;_, Ui/ (U;)P hat die gleiche Ordnung p™.

Sei nun N = K(¥/z), x € K* ein Kummerscher Korper, in dem alle p € S
total zerfallen und alle p # qq, ..., q,—1 unverzweigt sind. Zum Nachweis von
N = K geniigt es nach (4.2) Cx = NyxCn zu zeigen. Dazu sei a € Cx =
Ix/K* =I2-K*/K*,und a € I3 ein Reprisentant der Klasse @. Setzen wir
4 = aq, - (U;)? (aq, € U;), 1 = 1,...,n, so gibt es wegen der Surjektivitit
von K°/(KS)P — [, U;/(U;)? ein y € K mit y - (U;)P = @;, so dass
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aq, = y-ul,u; € U; fiiri = 1,...,nist. Das Idel a’ = a-y ! gehort der gleichen
Idelklasse an wie a und liegt dariiber hinaus in Ny g Iy, was sich aus dem
Normensatz fiir Idele miihelos ergibt: Fiir p € S ist a; ein Normelement, da p
in N zerlegt, also Nyp = K, (B | p) ist. Fiir die Primstellen q;, i = 1,...,n—1,
ist aih_ = u? als p-te Potenz ein Normelement, und fiir p € S, p # q1,...,qpn_1,
folgt die Normeigenschaft von aj nach II, (4.4) aus der Tatsache, dass a;, € U,
eine Einheit und nach Voraussetzung p in N, d.h. Ng|K, (B | p) unverzweigt
ist. Wir erhalten also @ = a’ - K* € Ny|xCn, dh. N = K. Damit ist der
Hilfssatz und infolgedessen der Satz (4.5) vollstédndig bewiesen.

Die Sétze (4.1) und (4.5) ergeben zusammengenommen das

(4.6) Korollar. Ist L|K eine zyklische Erweiterung von Primzahlgrad p mit
der Galoisgruppe G = G|k, und enthélt K die p-ten Einheitswurzeln, so ist

HY(G,Cp) = H*(G,CL) =G, HY(G,CL)=1.

Wir wollen uns nun, und dies bedeutet nach dem Vorangegangenen keinerlei
Schwierigkeit, von dem speziellen Fall der Kummerschen Koérpererweiterungen
16sen und beweisen den folgenden

(4.7) Satz. Fiir jede normale Erweiterung L|K mit der Galoisgruppe G =
GL|K ist Hl(G, CL) =1.

Den Beweis fiihren wir mit vollstdndiger Induktion nach der Gruppenord-
nung n von G. Der Fall n = 1 ist trivial. Nehmen wir an, es ist H1(G,CL) =1
fir jede Erweiterung L|K vom Grade < n. Ist dann die Ordnung von G
gleich n, aber n keine p-Potenz, so ist die Ordnung einer jeden p-Sylowgruppe
G, von G kleiner als n, so dass nach Voraussetzung H'(G,, Cy) = 1, und dies
hat nach I, (4.17) H(G,CL) = 1 zur Folge.

Wir kénnen uns also darauf beschriinken, dass G eine p-Gruppe ist. Wir
wahlen dann eine invariante Untergruppe g C G vom Index p. g¢ ist die
Galoisgruppe eines Zwischenkorpers M, K € M C L, g = Gpp- Ist nun
p < n, so ist nach Voraussetzung H'(G/g,Cpr) = H'(g,C) = 1, und aus der
exakten Sequenz

1— HY(G/g,Crn) 25 HY(G, CL) 2 HY(9,C1)

(vgl. I, (4.6)) folgt HY(G,CL) = 1.
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I Ist aber p = n, so gehen wir, um das Korollar (4.6)

/ anwenden zu kénnen, von K zu einem Oberkorper

‘ K’ iiber, indem wir an K eine primitive p-te Ein-

) heitswurzel adjungieren, und setzen L' = L - K'.

K Offenbar ist [K' : K] < p—1 < p = n und

/ [L' : K'] = p. Wegen [K' : K] < n bzw. (4.6)
K ist Hl(GKrlK,OK/):Hl(GL/|K17CL/):1, und

aus der exakten Sequenz
Inf Res
1 — H' (Gg/x,Cr') — H (Gp i, Crr) = HY (G, Crr)
erhalten wir Hl(GL/|K, Cp+) = 1. Andererseits ist auch die Sequenz

1— HYG,C) 2 HY(G Lk, Cr) =1

exakt, was H'(G,Cr) = 1 bedeutet.

Fiir zyklische Erweiterungen ist der Satz (4.7) nur eine andere Form des schon
an fritherer Stelle erwéhnten Hasseschen Normensatzes:

(4.8) Korollar. Ist die Erweiterung L|K zyklisch, so ist ein Element v € K*
genau dann ein Normelement, wenn es tiberall lokal ein Normelement ist.

Beweis. Die G-Modulsequenz 1 — L* — I, — Cp — 1 liefert die exakte
Kohomologiesequenz

H™N(G,CL) — H(G,L*) — H%(G, 1) = @ H* (G, L)
P

Da G zyklisch ist, ist H~1(G,CL) =2 HY(G,CL) = 1 und es ergibt sich, dass
der kanonische Homomorphismus

K*/NpjgL* — @K; INLy 1k, L
p

injektiv ist. Dies aber ist offenbar gerade die Aussage des Hasseschen Nor-
mensatzes.

(4.9) Satz. Ist L|K eine normale Erweiterung und G = Gp i die Galois-
gruppe von L|K, so ist die Ordnung von H?(G,Cpr) ein Teiler des Grades
[L: K].

Den Beweis fiihren wir am besten wieder mit vollstdndiger Induktion nach
der Gruppenordnung n von G. Fiir n = 1 ist der Satz trivial, und wir nehmen
seine Richtigkeit fiir jede normale Erweiterung vom Grade < n an. Ist dann
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die Ordnung |G| = n keine Primzahlpotenz, so hat jede p-Sylowgruppe G,
von G eine kleinere Ordnung als n, und nach Voraussetzung teilt die Ordnung
|H?(G,p,Cp)| die Ordnung n, von G, d.h. die maximale in n aufgehende p-
Potenz. Bedeutet Hg(G, Cp) die p-Sylowgruppe von H?(G,Cr) '), so ist die
Restriktionsabbildung
Hz(Gv CL) &) H2(Gp7 CL)

nach I, (4.16) injektiv. Die Ordnung |H2(G, CL)| teilt also die maximale in n
aufgehende p-Potenz n,, und da H*(G,CL) das direkte Produkt ihrer p-
Sylowgruppen ist, ist |[H?(G,Cr)| ein Teiler von n.

Wir kénnen uns also wieder darauf beschréanken, dass G eine p-Gruppe ist.
In diesem Fall wihlen wir eine invariante Untergruppe g C G vom Index p.
Wegen |g| = n/p < n ist die Ordnung von H?(g,Cp) ein Teiler von n/p,
und wenn wir beriicksichtigen, dass H'(g,C) = 1 ist, so ist nach I, (4.7) die

equenz
S qd Inf Res

11— HQ(G/gaCE,) — H2(G7CL) — H2<gacL)
exakt. G/g ist aber die Galoisgruppe einer primzyklischen Erweiterung L'|K,
KCL' CLdhG/g=Gpk,C] =Cp,undnach (4.6) ist |[H?*(G/g,C])| =
p. Aus der obigen Sequenz ergibt sich nun, dass n/p durch p~!|H?(G, CyL)|,
also n durch |H?(G, Cp)| teilbar ist.

Mit dem Satz (4.9) haben wir unser zu Anfang dieses Paragraphen erklar-
te Ziel noch nicht ganz erreicht, dass ndmlich H?(G,Cpr) sogar zyklisch von
der gleichen Ordnung wie [L : K] ist. Dies wird sich jedoch aus den weiteren
Betrachtungen ergeben, wenn wir, wie es das Axiom II iiber Klassenforma-
tionen erfordert, der Gruppe H?(G,Cr) einen Invariantenhomomorphismus
zuordnen.

§ 5. Idelinvarianten

Unser Ziel ist, wie schon erwihnt, der Nachweis, dass die Erweiterungen L|K
im Hinblick auf die Idelklassengruppe Cf, als Modul eine Klassenformation im
Sinne von II, §1 bilden. Mit dem Satz (4.7) haben wir gezeigt, dass das Axiom I
erfiillt ist. Es wird also darauf ankommen, jeder normalen Erweiterung L|K
einen Invariantenisomorphismus

H*(Gpk,CL) — ﬁl/l

zuzuweisen, der die im Axiom II geforderten Vertriglichkeitseigenschaften
beim Ubergang zu Ober- und Unterkérpern besitzt. Dabei ist natiirlich we-
sentlich, dass wir den Invariantenisomorphismus in kanonischer Weise gewin-

13) H2(G,CL) besteht gerade aus denjenigen Elementen von H*(G,Cr), die eine p-
Potenzordnung besitzen. HE (G, Cr) wird vielfach auch als p-primére Komponente
von H?(G,CL) bezeichnet.
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nen, um zu einem kanonischen Reziprozitdtsgesetz, dem Artinschen Rezi-
prozititsgesetz zu kommen. Wir werden diese Invariantenabbildung — und
damit das Reziprozitdtsgesetz — gewissermafien aus dem Lokalen holen, indem
wir von der Gruppe H?(G 1|k, Cr) zuriickgehen auf die mit der Idelgruppe /1,
als Modul gebildete Kohomologiegruppe H?(G Lk, I1). Fiir sie erhalten wir
durch die Zerlegung H*(Gp k. I1) = D, H*(Gryk, L) sofort eine Invari-
antenabbildung, die sich aus den durch die lokale Klassenkorpertheorie kano-
nisch gegebenen Invariantenisomorphismen der lokalen Erweiterungen Lo|K,
zusammensetzt. Die Invarianten der Elemente aus H?(G |k 1) liefern dann,
wie wir zeigen werden, Invarianten fiir die Elemente aus H*(Gpx, CL).

Sei L|K eine normale Erweiterung endlicher algebraischer Zahlkoérper mit der
Galoisgruppe G|k Nach (3.2) haben wir

H* Gk, L) = @ H*(Gry ik, L)
P

wobei @ wieder die direkte Summe bedeutet. Fiir jede Primstelle p von K
liefert die lokale Klassenkorpertheorie den Isomorphismus

inVL‘MKp :H2(GLm|Kp’L5<3) — [L%I;Kp]z/z c [L;IK] Z/Z (‘B | P) 14)

(vgl. 11, (5.5)). Es ist zunéchst nicht nétig, den lokalen Invariantenisomorphis-
mus invy .|k, , der sich aus drei Homomorphismen zusammensetzt, explizit zu
kennen. Fiir uns ist im Augenblick lediglich wichtig, dass er beim Ubergang zu
Ober- und Unterkdrpern das im Axiom II fiir Klassenformationen verlangte
Verhalten aufweist (vgl. II, (5.6)).

(5.1) Definition. Ist ¢ € H*(Gpk, ) mit den lokalen Komponenten c, €
H*(GLy\k, L) (B eine ausgewihlte Primstelle iiber p), so setzen wir

. . 1
vy ge= vaLlepCP € WZ/Z'
p

Bei dieser Definition beachte man, dass fast alle ¢, = 1 sind, so dass in der
Summe nur endlich viele von 0 verschiedene Summanden stehen. Wir erhalten
auf diese Weise einen Invariantenhomomorphismus

iHVL‘K : H2(GL|K,IL) — ﬁZ/Z

14) Dieser Invariantenisomorphismus ist in dem folgenden Sinne unabhéingig von der
Wahl von 8 | p: Ist B’ | p eine weitere Primstelle von L, so liefert der kanoni-
sche Kp-Isomorphismus Lgz — Lg einen kanonischen Isomorphismus zwischen
H2(GL9[3|Kp s Lgy) und H? (GLm/uq, , L%,), der die Invariantenabbildung trivialer-
weise erhélt.
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(5.2) Satz. Sind N D L DO K normale Erweiterungen des Korpers K, so gilt
vy e = vy g, ce H¥ Gk, Ir) € H*(Gnk, In),
invy(Respe) = [L: K] -invy ge, ¢€ H*(Gyk,In),

inv g (Korge) = invyze, ce HQ(GN|L,IN).

Die letzten beiden Formeln erfordern lediglich die Normalitit von N|K.

Dabei haben wir uns an die im Anschluss an (3.5) gemachte Verabredung
gehalten, die Inflationsabbildung
H*(Grx. 1) — H*(Gnix. In) (N2 L2K)

als Inklusion zu deuten, so dass also H*(G |k, 1) € H*(G |k, In).

Beweis. Der Satz ist eine unmittelbare Folge des Verhaltens der lokalen In-
varianten unter den Abbildungen Inkl, Res und Kor. Ist ¢ € H?(G Lk, 1IL), 80
ist mit (3.3)

invyge= Zinva,mpcp = ZinvLm\Kp Cp = invp e
p P
Dabei ist P’ eine ausgewihlte Primstelle von N iiber p und P die unter P’
liegende Primstelle von L.
Fiir ¢ € H*(G |k, In) erhalten wir, wenn B die Primstellen von L durch-
lauft,

invy(Respe) = %inVNm/lL‘p (Resrc)p = %inVng/le (Reszq cp)
= > [Ly : K] -inva,‘Kpcp => > [Ly: K] 'inVNqB,|KpCp-
B PoBlp
Dabei bedeutet 3’ eine ausgewihlte Primstelle von N iiber R und p die unter
P liegende Primstelle von K. Beachten wir, dass die Invarianten inv Naw/ [ K Cp
unabhéngig von der Auswahl der iiber p liegenden Primstelle 3’ von N sind
(vgl. die Fuknote ' auf S.154), und dass nach der fundamentalen Gleichung

der Zahlentheorie
Z[L‘B tKp] =[L: K]
Blp
ist (vgl. §1, S.127), so wird (' feste Primstelle von N iiber p):

invy L (Resc) = Z (Z[L‘B : KPD VN, K, Cp
P Py

=I[L:K]- Zinva,‘Kpcp
p

= [L : K] . iIlVN|KC.
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Fiir ¢ € H*(Gn|r,In) ergibt sich schlieRlich mit (3.3)

inv | g (Korgce) = Z vy, i, (Korge)p

p
= Z Z vy, 1k, (Kork, op)
PoBlp

= Zp:%l:pinv]vm,wmcm

= iIlVN|L(C).

Bedenkt man, dass H'(G Lk, Ir) = 1 ist, so erfiillen die Erweiterungen L|K
im Hinblick auf die Idelgruppe I; und dem Idelinvariantenhomomorphismus
invy g alle Bedingungen einer Klassenformation, mit Ausnahme der einen:
der Homomorphismus invy,x : HZ(GL|K,IL) — ﬁZ/Z ist kein Isomor-
phismus. Zu einem Isomorphismus kommt man erst, wenn man von der Idel-
gruppe I zur Idelklassengruppe C, iibergeht. Bevor wir diesen Ubergang
vollziehen, fithren wir neben der Abbildung invyx fiir abelsche Erweiterun-
gen noch das folgende Symbol ein.

(5.3) Definition. Ist L|K abelsch und a € Ix mit den Komponenten a, €
K\, so setzen wir

(a, LK) = H(ap»LMKp) € Grk -
p

Bei dieser Definition sind die folgenden Umsténde zu beachten: Fiir jede
Primstelle p ist (ap, Ly |K}) ein Element der lokalen, abelschen Galoisgruppe
GrLy K, Letztere wird aber stets als Untergruppe von Gp x aufgefasst, so
dass
(ap,ng|Kp) € GLm\Ky - GL|K~

Da a, eine Einheit fiir fast alle Primstellen p und da weiter Ly| K, ebenfalls
tir fast alle p unverzweigt ist, wird (ay,, Ly|K,) = 1 fiir fast alle p nach II,
(4.4). Daher ist das Produkt [[, (ap, Lys|Kp) € G x wohldefiniert und wegen
der Kommutativitét von G| unabhéingig von der Reihenfolge der Faktoren.
Zwischen dem Symbol ( , L|K') und der Invariantenabbildung invp, 5 besteht
die folgende Beziehung.
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(5.4) Lemma'®. Sei L|K eine abelsche Erweiterung, a € I und (a) =
a- Nyl € H(Gpk,IL). Dann gilt fiir jeden Charakter x € x(Gpix) =
HY Gk, Q/Z)

x(a, LK) = invy g ((a) Udx) € [inlK]Z/Z.

Dies ist eine einfache Folgerung aus der analogen Formel zwischen dem lokalen
Normrestsymbol (, Les|K}) und der lokalen Invariantenabbildung invp, x,
(vel. 11, (5.11)). Bezeichnen wir mit y, die Einschrénkung von x auf Gk, ,

und mit (ap) = ap - Ny |k, L%, so wird

x(a, LK) = ZXP(%’L‘B‘KP) = ZinVL\p\K,, ((ap) U dxp).
p p
Die Bemerkungen zu (3.2) zeigen, dass die Klassen

((ap) Ubxp) € H*(GLy ik, Ly)

die lokalen Komponenten von (a) U dx € H*(Gpk, 1) sind, wobei nur zu
beachten ist, dass a, - dxp(0,7) bzw. a - 6x(o,7) ein 2-Kozykel der Klasse
((ap) Udxp) bzw. ((a) Udx) ist (vgl. II, (5.11)). Daher ergibt sich in der Tat
X(Cl7 L|K) = inVL|K((Cl) U (SX)

Fiir den Ubergang von den Idelinvarianten zu Idelklasseninvarianten ist nun
der folgende Satz von zentraler Bedeutung. Aus der zu der Sequenz

1 —L* —I;, —C, —1
gehorigen exakten Kohomologiesequenz entnimmt man aufgrund von
Hl(GL‘K, Cp) =1 die Injektivitdt des Homomorphismus
H*(Grix,L™) — H* Gk, I1).

Durch diese Injektion denken wir uns H?(Gpx,L*) in H*(Gp k. 1) einge-
bettet, indem wir die Elemente aus H?(G LK, L*) als diejenigen Idelkohomo-
logieklassen auffassen, die durch Kozykeln mit Werten in der Hauptidelgruppe
L* reprasentiert werden.

(5.5) Satz. Ist c € H*(Gp i, L*), so ist invp ke = 0.

Wir werden sehen, dass sich dieser Satz, wenn wir im Beweis von den rein
technischen Uberlegungen absehen, im wesentlichen auf zwei Tatsachen stiitzt,
namlich auf die explizite Darstellung des lokalen Normrestsymbols und auf die
Geschlossenheitsrelation fiir algebraische Zahlen.

15) Vgl. hierzu II, (1.10).
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Beweis. Wir iiberlegen uns zunichst sehr einfach, dass wir uns auf den Fall
beschrénken kénnen, dass K = Q und L eine zyklische Kreiskorpererweiterung
von Q ist. In der Tat, ist ¢ € HQ(GL‘K,LX), und ist NV ein L umfassender,
iber @ normaler Korper, so ist

c€ H*(Gpik,L*) C H*(Gnx, N*) C H* (G|, In),
Korgc € H*(Gy|q, N*), und nach (5.2) inv ¢ = invy k¢ = invy g (Korge).

Zum Beweis von invpgc = 0 geniigt es hiernach nur den Fall K = Q
zu betrachten, und da es nach (3.6) einen zyklischen Kreiskorper Lg|Q mit
c € Hz(GLO|Q,Lg) gibt, konnen wir sogar annehmen, dass L|Q selbst eine
zyklische Kreiskorpererweiterung ist.

Sei x ein erzeugendes Element der zyklischen Charaktergruppe x(Griq) =
H'(GLq.Q/Z). Dann ist dy ein erzeugendes Element von H?(Gpq, Z), und
dem Satz von Tate I, (7.3) entnimmt man die Bijektivitdt des Homomorphis-
mus

6xU : H'(Gpq, L) — H*(Gpiq,L*) 9.
Jedes Element ¢ € H?(Gpq, L*) hat also die Gestalt ¢ = (a) U dx mit (a) =
a-NpL* € HO(GL|Q,LX), a € Q. Mit (5.4) erhalten wir

invygc = invyg((a) Udx) = x(a, L|Q).

Wir haben also zu zeigen, dass (a,L|Q) = [[ (a,Ly|Q,) = 1. Nun ist L
ein Kreiskorper, d.h. L C Q(¢) mit einer Einheitswurzel ¢. Der Automor-
phismus (a, L|Q) ist gerade die Einschrinkung von (a,Q(¢)|Q) auf L, was
einfach aus dem Verhalten des lokalen Normrestsymbols (a, Q,(¢)|Q,,) beim
Ubergang zu der Erweiterung Lyp|Q, folgt (vgl. II, (5.10a)). Es geniigt da-
her (a,Q(¢)|Q) =1 fiir a € Q™ zu zeigen. Da Q(¢) von Einheitswurzeln mit
Primzahlpotenzordnung erzeugt wird und die Identitdt von (a, Q(¢)|Q) nur
auf diesen Erzeugenden nachgepriift zu werden braucht, kénnen wir anneh-
men, dass ¢ eine primitive {"-te Einheitswurzel ist (I Primzahl). Hiermit ist
der Beweis des Satzes auf den eigentlichen Kern zuriickgefiihrt.

Sei also ¢ eine primitive {"-te Einheitswurzel (I Primzahl); wir nehmen n > 2
an, wenn [ = 2. Durchlduft p die Primzahlen und die unendliche Primstelle
P = Poo von Q, so sind Q,(¢)|Q, die lokalen Erweiterungen zu Q(¢)|Q-
Q,(¢)|1Q, ist unverzweigt fiir p # [ und rein verzweigt fiir p = [ (vgl. et-
wa [21], §5, 3.); fiir p = ps bedeutet Q,(¢)|Q, die Erweiterung C|IR. Zu
zeigen ist:

Fiir jedes a € Q™ ist (a,Q(¢)|Q) = H(%Q;;(C)‘Qp) =1
P

Um dies zu beweisen — es geniigt offenbar, a ganzzahlig anzunehmen —, ge-
ben wir die Wirkung des lokalen Normrestsymbols (a, Q,(¢)|Q,) auf die I"-te
Einheitswurzel ¢ an.

16) Dies lift sich auch elementar unschwer erkennen.
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1. Fiir p # I, p # peo, ist nach 11, (4.8)
(@, Q,(O)IQ,)¢ = (¢,

wobei v, die Bewertung von Q, und ¢ der Frobeniusautomorphismus von
Q,(¢)|Q, ist. Da der Restklassenkérper von Q,, aus p Elementen besteht, ist
offenbar ¢¢ = (P, so dass

Up (a)

(a,Q,()]Q,)¢ =¢" .
2. Fiir p = [ erhalten wir auf Grund von II, (7.16) nach der Zerlegung a =
w-p™ =u-p’» (@ y Einheit:
(@, Q,(9)|Q,)¢ = ¢,

wobei r eine mod p™ durch die Kongruenz r = u~
bestimmte natiirliche Zahl ist.

1 = a*l .p'up(a) mod pn

3. Fiir p = peo ist der Automorphismus (a, C|IR) die Identitét, oder er bewirkt
den Ubergang zum konjugiert Komplexen, je nachdem a > 0 oder a < 0 ist
(vgl. 11, §5, S. 105). Daher wird

(G/, Qp(<)|Qp)C = ngna.

Fiigen wir alles zusammen, so erhalten wir

(CL, Q(C)'Q)C = H(a, QP(CNQ]))C _ ngn aTl, p'”;n(a),,,‘.
P

Mit der Geschlossenheitsrelation ist aber
sgna - Hpvp(a) -r=sgna-: Hpvp(a)lvf(a)a71 —
pF#l p#l P |alp

also (a, Q(¢)|Q)¢ = ¢, d.h. in der Tat (a,Q(¢)|Q) = 1.

1

=1mod [",

Der Satz (5.5) zeigt, dass die Gruppe H?(Gpx,L*) im Kern des Homo-
morphismus invyx : HQ(GL‘K,IL) — ﬁZ/Z liegt. Wir haben weiter zu
fragen, ob sie genau den Kern darstellt, und ob dariiber hinaus invy g ein
surjektiver Homomorphismus ist. Im zyklischen Fall ist beides zu bejahen:

(5.6) Satz. Ist L|K eine zyklische Erweiterung, so ist die Sequenz

invy|x 1

11— H2(GL‘K7L><) — H2(GL|K,IL) _— [LK]Z/Z — 0

exakt.

Beweis. a) Um die Surjektivitdt von invy x zu zeigen, wollen wir zunéchst

annehmen, dass [L : K] eine Primzahlpotenz p” ist. Da TIK] + Z die Gruppe
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_1
[L:K)
ﬁ + Z anzugeben. Dieses Element werden wir auf Grund der Zerlegung

H*(Gpk, 1) = @Hz(GLMKF,aL&g)
P

Z/Z erzeugt, geniigt es ein Element ¢ € HQ(GL‘K,IL) mit invy e =

durch seine lokalen Komponenten ¢, € Hz(GLm‘ KP,L%) bestimmen. Da
L|K zyklisch von Primzahlpotenzgrad ist, besitzt K nach (4.3) eine in L
unzerlegte Primstelle po. Die Unzerlegtheit bedeutet, dass [Lg, : Kp,] =
[L : K] ist (Po|po), und die lokale Klassenkorpertheorie liefert ein Element
Cpo (S H2(GL‘130|KP07L5<30) mit invL‘l‘olKPono = m +Z = ﬁ +7Z. Ist
nun ¢ das durch die lokalen Komponenten

111 epy, 11,1,

bestimmte Element aus H? (GL|K, I1,), so wird

inVL‘KC = ZinVLqﬂKpCP = invL‘I‘o|KponU = [LlK] +Z.
P
Die Surjektivitdt im allgemeinen Fall [L : K] = n = p]*---pls lisst sich
hiernach sehr leicht schliefen. Zu jedem i = 1,...,s gibt es offenbar einen
zyklischen Zwischenkérper L; vom Grade [L; : K] = p;*. Ist

1 ni Ng

die Partialbruchzerlegung von 1/n, so gibt es nach dem Vorangegangenen ein
c; € H2(GL¢|K7ILZ') mit
iz

T
i

inVLi\Kci = iIlVL|KCZ‘ =
Setzen wir also 9
c=c1-cs€H (GL\KajL)y

so wird s s

. . n; 1
invy ge= Zlnvchi = Z p?l'i +Z=—-—+2Z,

n
i=1 =1 "7

und dies bedeutet, dass invy x surjektiv ist.

b) Nach (5.5) ist H*(G |k, L*) im Kern von invy x enthalten. Der Beweis,
dass H?(G |k, L™) den ganzen Kern von invyx ausmacht, ergibt sich aus ei-
ner einfachen Ordnungsbetrachtung. Da inv |k surjektiv ist, hat man nédmlich
nur zu zeigen, dass die Ordnung der Faktorgruppe

H*(Gpix, IL)/H*(Gpix, L™)

die Ordnung von ﬁz /Z, also den Grad [L : K] nicht iibersteigt. Aus der

Sequenz
1—L* —1I; —C;, —1

ergibt sich aber unter Beachtung von H* (G x,CL) = 1 die exakte Kohomo-
logiesequenz

(©Alexander Schmidt: www.mathi.uni-heidelberg.de/~schmidt/Neukirch/



Elektronische Ausgabe. Frei fiir den privaten Gebrauch.

§5. Idelinvarianten 161

11— H2(GL|KaLX) — HQ(GL\KJL) — H2(GL|Ka Cr).
Also ist die Ordnung von H?*(Gp k., 1)/ H?(Gpk, L™) ein Teiler der Ordnung
von H?(Gpk,CL), die nach (4.9) ihrerseits den Korpergrad [L : K] teilt.
Damit ist alles bewiesen.

Es wiire fiir das weitere sehr bequem, wenn wir zeigen kénnten, dass invy g in
jedem Fall ein surjektiver Homomorphismus ist. Dies ist leider i.a. falsch. Um
jedes Element von ﬁl /Z als Bild der Invariantenabbildung zu erhalten, ist
es vielmehr notwendig, den Kérper L durch Kompositumsbildung mit einer
zyklischen Erweiterung zu vergrofern. Aus technischen Griinden geht man
bei dieser Surjektivitdtsfrage am besten so vor, dass man L alle normalen
Erweiterungen von K durchlaufen ldsst und die Vereinigung

H*(Gox,1o) = UHQ(GL\KJL)
L

betrachtet (vgl. die Verabredung im Anschluss an (3.5)). Sind N D L O K
zwei normale Erweiterungen von K, so ist

HQ(GL|K7IL) - HQ(GN|KaIN)7
und da sich nach (5.2) die Invariantenabbildung von H*(Gp,k, I) auf
H*(G Nk, In) fortsetzt, erhalten wir einen Homomorphismus

invg : H*(Gok, o) — Q/Z,

dessen Einschriankung auf H2(GL|K, Iy) € H? (Goik,1e) wieder die ur-
spriingliche Invariantenabbildung invy, g liefert. Bedenken wir, dass es zu je-
der natiirlichen Zahl m (etwa nach (3.7)) eine zyklische Erweiterung L| K mit
m | [L : K] gibt, so sehen wir, dass Q/Z schon durch die Gruppen ﬁz /Z
mit zyklischer Erweiterung L|K ausgeschopft wird; und da die Abbildung
invy |k im zyklischen Fall surjektiv ist, ergibt sich fiir invg der

(5.7) Satz. Der Homomorphismus
invg : HQ(G_(“K, I_Q) — Q/Z

ist surjektiv.

Die bisher erhaltenen Ergebnisse lassen sich in einem Satz zusammenfassen,
der die Brauersche Gruppe eines algebraischen Zahlkorpers K und die seiner
Komplettierungen K, betrifft. Die Brauersche Gruppe Br(K) eines Korpers
K haben wir in II, §2 als die Vereinigung (genauer den direkten Limes)

Br(K) =|JH*(Grix, L)

definiert, wobei L alle endlichen galoisschen Erweiterungen von K durchlauft.
Ist K ein algebraischer Zahlkorper, so wihlen wir iiber jeder Primstelle p von
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K eine feste Bewertung der algebraisch abgeschlossenen Hiille (2, die ihrerseits
in jeder endlichen Erweiterung L|K eine Primstelle 3 iiber p auszeichnet. Es

ist dann
Br(Ky) = UHZ(GL\MKF,L%) .
L

Aus den Homomorphismen

) invp| g

H*(Gpk, L) — H*(Gpk, 1) = @HQ(GLMKWL% — z/Z
p

LK]

erhalten wir nun durch Ubergang zum direkten Limes (d.h. in diesem Fall
durch Vereinigungsbildung) die kanonischen Homomorphismen

Br(K) — H*(Ggx.Io) @Br K,) 25 /Z

wobei sich invg als Summe aus den lokalen Invariantenabbildungen invg,
Br(K,) — Q/Z (vgl. 11, §1, S. 74 und II, (5.4)) zusammensetzt.

Es ergibt sich jetzt der Hassesche Hauptsatz der Algebrentheorie:

(5.8) Satz. Fiir jeden endlichen algebraischen Zahlkérper K hat man die
kanonische exakte Sequenz

1 — Br(K) — @ Br(K,) ™ Q/Z — 0.
P

Beweis. Wir erhalten die Gruppen Br(K), €, Br(K;) (2H*(Gok,10)),
bzw. Q/Z nach (3.6) und nach der zu (5.7) gemachten Bemerkung schon
als Vereinigung der Gruppen H*(Gpk, L*) bzw. D, 2(GL<MK",LQX3) (=
H?*(Gp k. 1)) bzw. B K Z/Z, wenn L|K nur alle zyklischen Erweiterungen
durchlduft. Fiir diese aber haben wir nach (5.6) die exakte Sequenz

invL‘K

1— Hg(GL‘K,LX) I H2(GL\K71L) —

aus der sich der Satz unmittelbar ergibt.

TmZ/Z — 0,

§ 6. Das Reziprozitatsgesetz

Nachdem wir im vorigen Paragraphen die Idelinvarianten studiert haben, wol-
len wir nun daran gehen, Invarianten fiir die Elemente aus den Gruppen
H*(G k> Cr) herzuleiten. Wir gehen dabei von der folgenden Uberlegung
aus:

Ist L|K normal, so liefert die Sequenz

1—L* —1I; —C; —1
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unter Beachtung von Hl(GL‘K,C’L) =1 und HS(GL‘K,IL) = 1 die exakte
Kohomologiesequenz

1 — H*(Gpk, L*) — H*(Gpk, 1) EE H*(Gpk,CL)
i) H3(GL|K,LX) — 1.
Istce HQ(GL‘K, Cr)und c € HZ(GL‘K, I1,), welches durch j auf ¢ abgebildet
wird, ¢ = jc, so werden wir
iIlVL|KE = iIlVL|KC S ﬁZ/Z

setzen. Diese Definition ist unabhingig von der Wahl des Urbildes ¢ €
H*(G L1 1), denn zwei solche Urbilder unterscheiden sich nur um ein Ele-
ment aus H?(Gp x,L*), welches nach (5.5) die Invariante 0 besitzt. Ein
solches Vorgehen ist natiirlich nur dann moglich, wenn das Element ¢ €
o2 (Gr)k,Cr) im Bild des Homomorphismus j liegt. Dieser ist aber im all-
gemeinen nicht surjektiv. Die Surjektivitdt wire namlich gleichbedeutend mit
der Trivialitiit der Gruppe H3(G L1k, L), und diese ist i.a. von 1 verschieden

(vgl. [2], Ch. 7, Th. 12). Immerhin ist die Surjektivitit von j im zyklischen
Fall gewéahrleistet.

(6.1) Satz. Ist L|K eine zyklische Erweiterung, so ist der Homomorphismus

H*(Grix, 1) AN H?*(Grix.CL)

surjektiv.

Beweis. Im zyklischen Fall haben wir H3(GL‘K7LX) = Hl(GL|K,LX) =1
(vel. 11, (2.2)).

Um auch fiir den Fall beliebiger normaler Erweiterungen L|K zu einer In-
variantendefinition zu kommen, gehen wir &hnlich vor wie am Schluss des
vorigen Paragraphen bei den Gruppen H?(G LKk, 1) im Zusammenhang mit
der Invariantenabbildung fiir Idele. Zunichst bemerken wir, dass der Homo-
morphismus )
H*(Grix, 1) = H*(Gpk,CL)

mit den Abbildungen Inf und Res vertauschbar ist. D.h. sind N D L O K
zwei normale Erweiterungen von K, so haben wir

jolnfy =Infyoj und joResp =Respoj,

wobei bei der letzten Formel nur die Normalitdt von N|K vorausgesetzt zu
werden braucht. Zur Abkiirzung setzen wir

(6.2) Definition. H(L|K)= HY(Gpk,CL).
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Wegen H'(L|K) =1 (vgl. (4.7)) bilden die Erweiterungen L|K im Hinblick
auf die Idelklassengruppen Cp, als Modul eine Kérperformation im Sinne von
IT, §1. Aus Griinden der formalen Vereinfachung wollen wir daher, wie bei den
Idelkohomologiegruppen in §5, und wie iiberhaupt in jeder Koérperformation,
die injektive Inflation

H*(L|K) 2% HX(N|K) (N2 L2K)

als Inklusion deuten. Genauer geschieht dies dadurch, dass wir den direkten
Limes
H*(Q|K) = lim H*(L|K) 7
L

bilden, wobei L alle endlichen normalen Erweiterungen von K durchlauft. In
diese Gruppe H?(2|K) konnen wir durch die Inflation simtliche Gruppen
H?(L|K) einbetten. Denken wir uns diese Einbettung vollzogen, so sind die
H?(L|K) Untergruppen von H?(£2|K), und wir haben

H*(Q|K) = JH*(L|K).
L
Sind N O L O K zwei normale Erweiterungen, so ist hiernach
H*(L|K) C H*(N|K) C H*(R|K),

wobei wir stets bedenken wollen, dass nach dieser Auffassung ein Element
¢ € H?(N|K) genau dann als Element von H?(L|K) anzusehen ist, wenn es
die Inflation eines Elementes von H?(L|K) ist.

Entscheidend ist nun der folgende Satz, der hier eine ganz &dhnliche Rolle
spielt, wie der Satz (II, 5.2) in der lokalen Theorie.

(6.3) Satz. Ist L|K eine normale Erweiterung und L'|K eine zyklische Er-
weiterung gleichen Grades [L’ : K] = [L : K], so ist

H*(L'|K) = H*(L|K) C H*(|K).

Da es zu jeder natiirlichen Zahl m (etwa nach (3.7)) eine zyklische Erweiterung
L|K vom Grade m gibt, gewinnen wir hieraus das

(6.4) Korollar. H*(2|K)= | H*(L|K).
L|K zykl.

1 (2 bedeutet wieder den Kérper aller algebraischen Zahlen, und fiir die Gruppe
H?(02|K) gilt das gleiche wie das in der Fufinote * iiber die Gruppe H*(G ok, 1)
Gesagte.
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Beweis zu (6.3). Wir zeigen zuniichst, dass H?(L'|K) C H?*(L|K) ist. Ist
N = L-L' das Kompositum von L und L/, so zeigt eine einfache gruppentheo-
retische Uberlegung, dass mit L'|K auch die Erweiterung N|L zyklisch ist.
Sei nun ¢ € H?(L'|K) C H?(N|K). Da die Sequenz

1 — HX(L|K) — H2(N|K) 225 H2(N|L)

exakt ist, ist ¢ € H2(N|K) genau dann ein Element von H?(L|K), wenn
Respc = 1 ist. Um dies zu zeigen, ziehen wir die Idelinvarianten heran. Nach
(6.1) ist der Homomorphismus

HX (G, 1) -1 H(LU'|K)

surjektiv, so dass ¢ = je, ¢ € HQ(GL/‘K,IU) - HQ(GN‘K,IN). Da j nach der
oben gemachten Bemerkung mit der hier als Inklusion gedeuteten Inflation
und der Restriktion vertauschbar ist, haben wir

Resy¢ = Resy (jc) = jRespec.

Daher ist Respc = 1 genau dann, wenn Respc im Kern von j, also in
H?*(G 1, N*) liegt. Da N|L zyklisch ist, ist dies nach (5.6) genau dann der
Fall, wenn invy|z(Respc) = 0, was wegen

invy|r(Respe) = [L: K] -invyge=[L' : K] -invyge=0
in der Tat zutrifft. Es gilt also H?(L'|K) C H?*(L|K).
Die Gleichheit ergibt sich hiernach aus einer Ordnungsbetrachtung. Wegen

HY(L'|K) = 1 und H*(Gp/ g, L'*) = HY (G i, L’*) = 1 erhalten wir die
exakte Kohomologiesequenz

1 — H*(Gp i, L") — H*(Gpx, 1) — H*(LU'|K) — 1

und schliefen mit (5.6), dass |H?(L'|K)| = [L’ : K] = [L : K]. Da andererseits
die Ordnung von H?(L|K) nach (4.9) den Grad [L : K] teilt, ergibt sich in
der Tat H2(L'|K) = H(L|K).

Sind N O L O K zwei normale Erweiterungen, so pflanzt sich die Abbildung
H? (G, 1) = H*(L|K)

wegen ihrer Vertauschbarkeit mit der Inflation zu dem kanonischen Homo-
morphismus

H (G, In) = H*(N|K)
fort. Wir erhalten daher einen Homomorphismus
H Gy, Io) = H*(2|K),

dessen Einschrinkung auf die Gruppen H?(G Lk, 1) die Ausgangshomomor-
phismen H?(Gpx,11) — H?(L|K) zuriickliefern. Sind diese auch nicht sur-
jektiv, so haben wir doch den
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(6.5) Satz. Der Homomorphismus
H? Gy I) = H*(2]K)

ist surjektiv.

Beweis. Ist ¢ € H?(2|K), so ist € nach (6.4) € H?(L|K) fiir eine geeignete
zyklische Erweiterung L|K. Der Homomorphismus

H*(Gr, 1) - H*(L|K)

ist nach (6.1) im zyklischen Fall surjektiv, also ist ¢ = jc, ¢ € HZ(GL|K, 1) C
H*(Ggk,1a).

Nach diesem Satz ist es leicht, aus der Invariantenabbildung der Idelkoho-
mologieklassen Invarianten fiir die Elemente aus H?*(2|K) = |J; H*(L|K)
herzuleiten. Von dem nach (5.7) surjektiven Homomorphismus

ian : HQ(GQ“(,IQ) — Q/Z

kommen wir ndmlich zu der folgenden

(6.6) Definition. Ist ¢ € H*(2|K) und ¢ = jc, c € H*(G gk, Io), so setzen

wir . .
invge =invgc € Q/Z.

Wir haben uns natiirlich davon zu iiberzeugen, dass diese Definition unabhén-
gig von der Auswahl des Urbildes ¢ € H?(G 2|k 1) von € ist. Ist aber ¢ ein
weiteres Element aus H?(G gk, Io) mit ¢ = jc/, soist ¢, € H*(Gpk,IL) C
H*(G 0|k, 1) fiir eine geniigend grofie normale Erweiterung L|K, die wir da-
riiber hinaus so grof annehmen diirfen, dass ¢ € H*(L|K). Wegen ¢ = jc = jc/
unterscheiden sich ¢ und ¢’ nur um ein Element aus dem Kern der Abbildung
HQ(GL‘K7 1) SN H?(L|K), also um ein Element aus HQ(GL|K, L*), welches
nach (5.5) die Invariante 0 besitzt.

Bei der obigen Definition geht also entscheidend der Satz (5.5) ein, in welchem
man eine wesentliche Station auf dem Weg zum Reziprozititsgesetz zu sehen
hat. Mit (6.6) erhalten wir einen Homomorphismus

invg : H*(Q|K) — Q/Z.

Die Einschréankung von inv g auf die zu einer endlichen normalen Erweiterung
L|K gebildeten Gruppe H?(L|K) liefert einen Homomorphismus

vy x : H (LK) — migZ/Z,
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denn die Elemente aus H?(L|K) haben eine im Kérpergrad [L : K] aufgehende
Ordnung (vgl. I, (3.16)) und werden infolgedessen in die einzige Untergruppe

ﬁZ/Z von Q/Z der Ordnung [L : K] abgebildet.

Wir wollen einmal kurz den Weg zuriick verfolgen, der zu der Abbildung
invp g : H*(L|K) — [L:—lK]Z/Z fiihrt. Ist ¢ € H?(L|K), so erhalten wir
die Invariante invy g€, indem wir eine zyklische Erweiterung L'| K gleichen
Grades [L' : K] = [L : K| wiihlen, fiir die dann H*(L'|K) = H?*(L|K) gilt
((6.3)), so dass ¢ € H?(L'|K). In diesem zyklischen Fall finden wir aber auf
Grund von (6.1) eine Idelkohomologieklasse ¢ € H?*(Gp/ k, /) mit € = jc
und erhalten invy g€ = invy/ g€ = invy gc= Zp invL;ﬁ‘Kp cp € ﬁZ/Z.
Der Umweg iiber die zyklischen Erweiterungen, den wir aus Griinden
formaler Einfachheit durch die Einfiihrung der Gruppen H?(G 0|k, o) und
H?(2|K) und durch die Deutung der Inflation als Inklusion beschrieben ha-

ben, war deswegen unvermeidlich, weil die Abbildung
HQ(GL\Ka Ir) N H*(L|K)

im allgemeinen nicht surjektiv ist. Fiir die Elemente aus dem Bild von 5 haben
wir jedoch den einfachen sich unmittelbar aus der Definition (6.6) ergebenden

(6.7) Satz. Ist ¢ = jc, ¢ € H*(L|K), c € H*(Gpk,IL), so ist

Invy ¢ =invy gc.

(6.8) Satz. Die Abbildungen
invg : HX(2|K) — Q/Z

und
invy g H*(L|IK) — ﬁZ/Z

sind Isomorphismen.

Beweis. Es geniigt, die Bijektivitat von invy g nachzuweisen. Dazu bestim-
men wir eine zyklische Erweiterung L'|K vom Grade [L’ : K] = [L : K],
so dass H*(L'|K) = H*(L|K). Ist « € pig7Z/Z, so gibt es nach (5.6) ein
c € HQ(GL/‘K,IL/) mit invy/gc = a, und wenn wir ¢ = jc € H?(I'|K) =
H?(L|K) setzen, so wird invy| g€ = invy g€ = invp gc = a. Also ist invy g
surjektiv.

Die Bijektivitét folgt nun einfach aus der Tatsache, dass die Ordnung von
H?(L|K) ein Teiler des Grades [L : K] (vgl. (4.9)), also ein Teiler der Ordnung

von [L:—IK]Z/Z ist.
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Wir kommen nun zum Hauptsatz der Klassenkorpertheorie. Sei K ein fest

zugrunde gelegter Zahlkorper, {2 der Korper aller algebraischen Zahlen und

G = Ggk, die Galoisgruppe von 2|Ky. Wir bilden die Vereinigung Cy, =

Uxk Ck, wobei K alle endlichen Oberkérper von Ky durchlauft®. ¢, ist in

kanonischer Weise ein G-Modul. Ist ndmlich ¢ € Cp, etwa ¢ € Cp, fiir eine

passende normale endliche Erweiterung L|Kj, so setzen wir fiir o € G
O'EZO'|L5€ Cp, CCgp.

Das Paar (G, Cyp,) bildet offensichtlich eine Formation im Sinne von II, §1, und
das entscheidende Resultat aller unserer Ausfithrungen ist der

(6.9) Satz. Die Formation (G, Cy,) ist im Hinblick auf die in (6.6) eingefiihrte
Invariantenabbildung eine Klassenformation.

Zum Beweis haben wir die Axiome in II, §1, (1.3) zu verifizieren.

Aziom I: H*(L|K) = 1 fiir jede normale Erweiterung L|K endlicher Oberkor-
per von Ky (vgl. (4.7)).

Aziom II: Fiir jede normale Erweiterung L|K endlicher Oberkérper von Ky
haben wir nach (6.8) den Isomorphismus

invy g« H*(LIK) — ﬁZ/Z.

a) Sind N D L D K zwei normale Erweiterungen, und ist ¢ € H?(L|K), so ist
¢ € H?(N|K), und wir haben
iIlVN|KE = inVL|KE,
da invy|g bzw. invp g als Einschrinkung von invg auf H?(N|K) bzw.
H?(L|K) C H*(N|K) definiert ist (vgl. S.166).
b) Seien N O L O K zwei Erweiterungen von K, von denen N|K normal ist.
Ist ¢ € H2(N|K), so ist Res;¢ € H?(N|L). Zum Beweis der Formel
invy|r(Resc) = [L: K] -invy xc
verwenden wir die analoge Formel fiir die Idelinvarianten (vgl. (5.2)). Nach
(6.5) gibt es ein ¢ € H? (Go|k 1) mit jc = ¢, und wir kénnen annehmen, dass
ce H*(G M|, Iar) ist, wobei M|K eine N umfassende normale Erweiterung
von K ist: M O N D L D K. Unter Beachtung der Formeln in (5.2) und der
Verabredung, dass wir die Inflation als Inklusion auffassen, erhalten wir mit
(6.7)
inv | (Resp¢) = invyy (Respjc) = invyyp(jRespc) =
invarz(Respe) = [L: K -invy e = [L: K] -invygjc = [L 2 K] - invy| k€.
8) Genauer miissten wir Cp = lim Ck schreiben. Wir denken uns jedoch die Ck in

diesen direkten Limes eingebettet und kénnen danach Cy, als Vereinigung der Cx
auffassen.
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Nach diesem Satz kénnen wir nun die gesamte abstrakte Theorie der Klassen-
formationen auf den Fall der algebraischen Zahlkérper anwenden. Bezeichnen

wir wieder mit 9
urx € H*(L|K)

die eindeutig durch invy gur x = ﬁ + Z bestimmte Fundamentalklasse
der normalen Erweiterung L|K, so haben wir zunéchst den allgemeinen

(6.10) Satz. Der durch das Cupprodukt gelieferte Homomorphismus
up g U: H(Gp g, Z) — HP?(LIK)
ist bijektiv.

Wir erhalten hieraus nach II, (1.8) sofort das
(6.11) Korollar. H*(L|K) =1 und H*(L|K) = x(Gp k) (kanonisch).

Fiir den Fall ¢ = —2 liefert der Satz (6.10) das Artinsche Reziprozitéts-
gesetz:

(6.12) Satz. Die Abbildung
u U
Gt = H(Grk, Z) —“= H(L|K) = C /N jxCL
liefert einen kanonischen Isomorphismus
€L|K : Gil‘)K — CK/NL|KCL

zwischen der Faktorkommutatorgruppe G?\)K der Galoisgruppe Gr|x und der

Normrestgruppe Cx /N x Cr der Idelklassengruppe C, den Reziprozitéts-
isomorphismus.

Durch Umkehrung des Reziprozitéitsisomorphismus 0% erhalten wir den
durch das Normrestsymbol ( , L|K) bezeichneten Homomorphismus von
Ck auf GaLl"K mit dem Kern Ny xCp.

(6.13) Satz. Die Sequenz

(LK)

1 — N xCp, — Ck G — 1

ist exakt.
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Aus der Vertréglichkeit der Invariantenabbildung mit der Inflation (Inklusion)
und der Restriktion ergibt sich das Verhalten des Normrestsymbols bei An-
derung der betrachteten Korpererweiterung in der folgenden einfachen Weise
(vel. 11, (1.11)):

Sind N D L D K zwei Erweiterungen, von denen N|K normal ist, so sind die
folgenden Diagramme kommutativ:

a)
N|K
Idl lﬂ'
LK o

also (a, L|K) = n(a, N|K) € Gitl)K, fir @ € Ck, wenn neben N|K auch L|K

normal ist. Dabei bedeutet 7 die kanonische Projektion von G?\})I i auf G?I’K.

b)

,N|K
Inli' l\fer
( ,NIL

CL ) i G?\HL

also (@, N|L) = Ver(a, N|K) € Giy, fiir @ € C. Hier sei daran erinnert, dass
der Verlagerungshomomorphismus Ver durch die Restriktion induziert wird:

G = H (G i, Z) == H (G, Z) = G-

C)
NID) | a

NLKJ Js

N|K o

also (Np k@, N|K) = s(a,N|L) € G?\})lK fir @ € Cp. & ist der kanonische
Homomorphismus von G}“\‘;‘ ; in G}“\‘;‘ K
d)

( NIK)

Ck G?\]ﬂ K

( ,oN|oK) b
~ TP
Cor GO’NlO’K

also (0@, 0N|oK) = o(a, N|K)o~! fiir a € Cf. Hier ist fiir 0 € G, Cx > Cyx

die durch @ — oa und G2 = %5 G=b

N|K oN|oK die durch 7 — o70~! induzierte
Abbildung.
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Die Bedeutung der in diesen Diagrammen auftretenden Homomorphismen
zwischen den Galoisgruppen ist mit Ausnahme der Verlagerung unmittelbar
klar, wenn N|K abelsch ist, wenn also die Galoisgruppen mit ihren Faktorkom-
mutatorgruppen tibereinstimmen. In a) tritt dann die Faktorgruppenbildung
auf, in ¢) die Inklusion und in d) der durch Konjugiertenbildung entstehende
Isomorphismus.

Eine Untergruppe I der Idelklassengruppe C'k eines Zahlkoérpers K heifst Nor-
mengruppe, wenn es eine normale Erweiterung L|K gibt mit I = Ny xCr.
Nach II, (1.14) gilt der

(6.14) Satz. Die Zuordnung
L+—1I,=NpgCL CCk

liefert einen inklusionsumkehrenden Isomorphismus zwischen dem Verband
der abelschen Erweiterungen L|K und dem Verband der Normengruppen I,
aus C'i. Es ist also

IL1~L2:[L1QIL2 und IL1QL2:IL1'IL2-

Jede Obergruppe einer Normengruppe ist wieder eine Normengruppe. Sind L
und I einander zugeordnet, so heikt L der Klassenkérper zu I.

Dieser Satz besagt, dass sich der Aufbau der abelschen Korper iiber K schon in
der Idelklassengruppe des Grundkérpers K ablesen ldsst. Man muss natiirlich
fragen, ob sich die Normengruppen unabhéngig von den Kd&rpererweiterun-
gen allein durch innere Bestimmungsstiicke der Gruppe Cx charakterisieren
lassen, dhnlich wie die Normengruppen in der lokalen Klassenkorpertheorie
als abgeschlossene Untergruppen von endlichem Index in der multiplikativen
Gruppe des Grundkorpers bestimmt sind. Eine solche Charakterisierung wird
im néchsten Paragraphen behandelt.

Der in (6.12) angegebene Reziprozititsisomorphismus 07k und mit ihm der
durch das Normrestsymbol ( , L|K) definierte Homomorphismus sind zwar
in kanonischer Weise bestimmt, doch ist ihre explizite Beschreibung noch zu
kompliziert und zu abstrakt. Es wird uns also daran gelegen sein, eine Moglich-
keit zur expliziten Berechnung des Normrestsymbols zur Verfligung zu haben.
Diese Moglichkeit wird durch den folgenden schonen, im wesentlichen auf
H. HaSSE zuriickgehenden Satz geliefert, der in einfacher Weise den Zusam-
menhang zwischen der globalen und der lokalen Klassenkorpertheorie her-
stellt.
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(6.15) Satz. Sei L|K eine abelsche Erweiterung und a € Ck, a = a- K*,
a € Ix. Dann gilt

(@, LK) = H(amL‘MKp) € G-
P

Man beachte hierbei, dass (a,, L |K,) € Gryk, € Grx und dass die Kom-
ponenten a, des reprisentierenden Idels a fiir fast alle p Einheiten sind, so
dass die lokalen Normrestsymbole fast alle gleich 1 sind, da die Erweiterun-
gen Lyz| K, fast alle unverzweigt sind.

Da ( ,L|K) das Normrestsymbol einer Klassenformation ist, kénnen wir
zum Beweis des Satzes das Lemma II, (1.10) anwenden: Bezeichnen wir mit
(@) = a- NpgCr € H°(L|K), so ist fiir jeden Charakter x € x(Gp k) =

HY(GLik,Q/Z) X(@, LI K) = invy g ((@) Udx).

Auf der anderen Seite haben wir fiir das Produkt [ [, (ay, Ly | Ky) schon in (5.3)
die Bezeichnung (a, L|K) =[], (ap, Lyp|K}) eingefiihrt und in (5.4) bewiesen,
dass

x(a, LIK) = invy, x ((a) U dX)
ist, wobei (a) = a- Ny gL € HO(GL‘KJL) ist. Bei dem Ubergang

HYG Kk, 1L) SR HYGpk,CL)
geht (a) € H°Gpk,IL) in (@) € H°(Gpk,Cr), und also (a) U dx €
H*(Gp k. 1) in (@) Udx € H*(Gpk,CL) = H*(L|K) iiber, so dass
J((a) U dx) = (@) Udx .
Mit (6.7) erhalten wir
x(@, LK) = invy, k(@) U dx) = invy g ((a) Udx) = x(a, LK),
und da dies fiir alle Charaktere x € x(G k) gilt, ergibt sich

(@ LK) = (a, LIK) = [ [ (ap, L | Ky).
p

Aus der Kenntnis der lokalen Normrestsymbole (, Ly| K, ) kénnen wir nach
diesem Satz auf das globale Normrestsymbol ( , L|K) schlieffen. Von dieser
Moglichkeit werden wir spéter noch Gebrauch machen, wenn wir das Rezipro-
zitdtsgesetz fiir die Primidealzerlegung in abelschen Erweiterungen auswerten.

Wir beschliefen diesen Paragraphen mit einer Bemerkung iiber das univer-
selle Normrestsymbol ( , K) (vgl. hierzu II, §1, S. 83). Fiir jede abelsche
Erweiterung haben wir den Homomorphismus
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LK
Cre M0 6 e

Der projektive Limes

Gab _ @1 GL\K

der Galoisgruppen G, aller (endlichen) abelschen Erweiterungen L von K
ist die Galoisgruppe des maximal abelschen Kérpers Ax von K. Fiir jedes
a € Ck erhalten wir das Element

(@ K) = lim(@, L|K) € G

als das vertrdgliche System, das die Elemente (a, L|K) € GaLtl’K bilden. Wir
kommen so zu einem Homomorphismus

CK ( xK) G%}J,
dessen Kern nach II, (1.15) der Durchschnitt
Dk = ﬂ NpiCr
L

aller Normengruppen, und dessen Bild eine dichte Untergruppe von G2 ist.
Ohne dass wir ndher darauf eingehen wollen, bemerken wir, dass die Produkt-
formel (6.15) eine analoge Produktformel

(aa K) = H(a)ﬂv KP)
p
fir das universelle Normrestsymbol liefert, wobei ( ,K,) das universelle

Normrestsymbol der lokalen Klassenkorpertheorie bedeutet, das in die Gruppe
G2 eingebettet werden kann (vgl. [2], Ch. 7, Cor. 2).

§ 7. Der Existenzsatz

Nach dem Satz (6.14) entsprechen die abelschen Erweiterungen eines Zahl-
koérpers K umkehrbar eindeutig den Normengruppen von Ck. In diesem Pa-
ragraphen sollen die Normengruppen — dhnlich wie in der lokalen Klassen-
korpertheorie — als die in einer kanonisch gegebenen Topologie von Ck abge-
schlossenen Untergruppen von endlichem Index charakterisiert werden.

Die Idelgruppe Ik eines algebraischen Zahlkorpers K ist die Vereinigung der
Gruppen I3 = HpES K, % Hpgs U,, wenn S alle endlichen Primstellenmen-

gen von K durchlduft. Die Faktoren K, und U, sind mit der jeweiligen Be-
wertungstopologie ausgestattet. Auf dem direkten Produkt

=115 <[]0

peS pES
wird damit die Tychonofftopologie induziert, und es wird IS( zu einer topolo-
gischen Gruppe!?. Fiir S C S ist [ s CI IS</, und die Tychonofftopologie von

19) Zur Theorie der topologischen Gruppen verweisen wir auf [9], Ch. IIL.
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1 IS{, induziert diejenige von I%-. Wir erhalten daher in kanonischer Weise eine
Topologie der Idelgruppe I'x = (Jg I f’(, die als Ideltopologie bezeichnet wird.
Will man die Ideltopologie in direkter Weise definieren, so hat man nur eine
Umgebungsbasis des Einselementes von Ix anzugeben, und es ist unmittelbar
klar, dass man eine solche Umgebungsbasis durch die Untermengen

IIwe x []Us €Ik

pes pES

erhélt, wenn die W, C K, eine Umgebungsbasis des Einselementes von K
und S alle endlichen Mengen von Primstellen von K durchlauft.

Wir denken uns im folgenden Ix stets mit dieser kanonischen Topologie aus-
gestattet. Grob gesagt sind danach zwei Idele benachbart, wenn sie an vielen
Primstellen komponentenweise benachbart sind. Die Ideltopologie ist haus-
dorffsch, da die Bewertungstopologien der K, und damit die Tychonofftopo-
logie von I IS( hausdorffsch sind.

(7.1) Satz. Die Idelgruppe I ist lokal kompakt.

Beweis. Ist W, eine kompakte Umgebung des Einselementes von K, fiir die
endlichen Primstellen p etwa W, = U,, so ist das direkte Tychonoffprodukt
Hp W, eine kompakte Umgebung des Einselementes von I . Dies zeigt die
lokale Kompaktheit von Ix.

(7.2) Satz. K* ist eine diskrete, und damit abgeschlossene Untergruppe
von Ik.

Beweis. Es geniigt offenbar zu zeigen, dass das Einselement 1 € I eine offene
Umgebung besitzt, die aufler 1 kein weiteres Hauptidel enthélt. Eine solche
Umgebung stellt die Menge

U={aclk|lap— 1, <1fiirpe S |ayl, =1fiirp &S}

dar, wobei S eine alle unendlichen Primstellen umfassende endliche Primstel-
lenmenge bedeutet. Gébe es ein Hauptidel x € U, x # 1, so wére

H|$—1\p:H\$—1|p'H|x—1|p< H|$—1\p§ Hmax{|a:|p,1}:17

p pes pgs pgs pgs
was im Widerspruch zur Geschlossenheitsrelation steht.
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Da K* abgeschlossen in I ist, wird die Faktorgruppe Cx = Ix/K* zu
einer hausdorffschen topologischen Gruppe. Natiirlich ist mit Ix auch Cg
lokal kompakt. Der kanonische Homomorphismus I — Cj ist stetig und
iiberfiihrt eine offene Menge stets in eine offene Menge.

Zu jeder Primstelle p betrachten wir den Homomorphismus
ny: K';( — Ix,

der jedem x € K, das Idel ny(x) € I zuordnet, das an der Stelle p die Kom-
ponente x € K, an allen anderen Stellen aber 1 als Komponente besitzt.
Ordnen wir weiter dem Element x € K, die durch n,(x) représentierte Idel-

klasse 1, (z) = np(x) - K* € Ck zu, so erhalten wir einen Homomorphismus
ny: KI;< — Ck

iiber den der folgende Satz gilt.

(7.3) Satz. Der Homomorphismus
ﬁp : K;< — CK

ist eine topologische Einbettung von K in Ck.

Aus ny(x) = 1, d.h. aus ny(z) € K* folgt némlich sofort x = 1, so dass wir
es mit einer Injektion zu tun haben, die trivialerweise topologisch ist.

Wir ordnen jedem Idel a € Ix den Absolutbetrag
|a] = H laplp € RY
P

zu und erhalten dadurch einen (offenbar stetigen) Homomorphismus von Ix
auf die Gruppe IR} der positiven reellen Zahlen. Natiirlich ist dieser Homo-
morphismus surjektiv, wird doch die Gruppe ]Ri schon durch die Absolut-
betrége der Idele der Form ny(a,) = (...,1,1,1,a,,1,1,1,...), a, € K5, p
unendliche Primstelle, ausgeschopft.

Mit I9- bezeichnen wir den (abgeschlossenen) Kern dieses Homomorphismus,
also die Gruppe der Idele vom Absolutbetrag 1. Sie enthélt auf Grund der
Geschlossenheitsrelation (vgl. §1, S.125) die Hauptidelgruppe K*. Der Ab-
solutbetrag liefert daher einen (stetigen) Homomorphismus der Idelklassen-
gruppe Ck auf IR mit dem (abgeschlossenen) Kern C) = I /K*. Die
Gruppe CY spielt in Ck eine ganz dhnliche Rolle wie die Einheitengruppe
Uy = {z € K| |z|, =1} in der multiplikativen Gruppe eines lokalen Kor-
pers K,. Der Zerlegung K, = U, x Z entspricht der folgende
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(7.4) Satz. Cx = O?{ X ' mit I'i & ]Rj_

Beweis. Wir haben fiir die Gruppenerweiterung

1—>C%—>CK|—|>]RJXF—>1
eine Injektion IR} — Cx anzugeben, aus der durch Nachschaltung der Abso-
lutbetragsabbildung Cg 1IN IR’ die Identitét von IR entsteht. Dazu wéhlen
wir eine unendliche Primstelle p und betrachten die Einbettung
- pr — Ok.

K, enthilt als Untergruppe die Gruppe IR} Ist p reell, so ist n, : RY — Cx
eine Injektion der gewiinschten Art, da |n,(z)| = |z|, = 2 € R} ist, und fiir
komplexes p hat man wegen |n,(z)| = |z|, = 2* die Abbildung x — 7, (¥/x)
zu wahlen.

Es sei erwéhnt, dass wir unter den Représentantengruppen fiir die Faktor-
gruppe Ck /CY. = IR’ keine ausgezeichnete haben.

Wir werden nun zeigen, dass die Gruppe CY% — analog wie im lokalen Fall
die Einheitengruppe — kompakt ist. Dazu schicken wir das folgende Lemma
voraus.

(7.5) Lemma. Zu jeder Primstelle p des Korpers K sei ein oy € |K, |,
(Wertegruppe von | |,) vorgegeben, derart dass

1) ap =1 fiir fast alle p,
2) [I, & = +/|Al, wobei A die Diskriminante von K ist.

Dann gibt es ein x € K* mit |z|, < «, fiir alle p.

Beweis. Wir setzen ay, = |m,” |, fiir p { co, wobei 7, € K, ein Primelement
fir p ist. Wegen 1) ist e, = 0 fiir fast alle p, und wir konnen das Ideal
A = []00 P betrachten, welches wegen o, = N(pe»)~! die Absolutnorm

NER) = ([ )™
ptoo
besitzt. Sei ay,...,a, eine Ganzheitsbasis fiir 2, v1,...,7, die Einbettungen
von K in den Korper C der komplexen Zahlen und p; die zu +; gehorige
unendliche Primstelle von K. Wir betrachten dann die Linearformen

Li(er, ) =S - vilag), i=1,...,n.
k=1
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Ist ~; reell, so setzen wir L, = L;, 8; = ay,; im anderen Fall, wenn ~; und
v, & < j, komplex konjugiert sind, setzen wir L; = L; ++/—1- L}, also
Lj=L;=L,—+- L% und B; = B; = a’” . Bedeutet r die Anzahl der

komplexen Prlmstellen, so ergibt sich

o, _ 1
Tﬁ) det(Ly,...,Ly)| = yfn(m) V4]
:%(Hap |A|—2r Hap—Hﬁz

ptoo ploo

| det(Ly, ..., Ly)| = |(

Der bekannte Minkowskische Linearformensatz (vgl. etwa [22], §17) liefert nun
einen ganzzahligen Vektor 3 = (mq,...,m,) € Z", derart dass |L}(3)| < B,
i=1,...,n,und daher |L;(3)| < ap, bzw. < /@, je nachdem ob p; reell oder
komplex ist. Setzen wir x = myas + - - - + mpa, € A, so ist |z|, < «, fir die
endlichen Primstellen wegen der Konstruktion von 2l und fiir die unendlichen
Primstellen wegen |v;(z)| = |L:(3)|.

(7.6) Satz. Die Gruppe CY. ist kompakt.

Beweis. Der Einfachheit halber setzen wir I = Ix, I° = I?(, C = Ckg,
CY = CY%. Wir betrachten die Menge

K= ] Ky, mit Ky :={a e K} |1/y/]A] < |al, < VAJ},
alle p

die als direktes Tychonoffprodukt kompakter Rdume selbst kompakt ist. Es
gilt IC, = U, fiir alle nicht-archimedischen p mit N (p) > \/m ,und da dies alle
bis auf endlich viele sind, ist & eine Teilmenge von I. Da I in I abgeschlossen
ist, ist somit K% := K N I° eine kompakte Teilmenge von I°. Zum Beweis der
Kompaktheit von C° geniigt es nun zu zeigen, dass K° bei dem (stetigen)
Ubergang I° — C° auf die ganze Gruppe C° = I°/K* abgebildet wird, mit
anderen Worten, dass zu jedem Idel a € I° ein x € KX mit za=! € K°
existiert. Dazu wéhlen wir eine feste unendliche Primstelle q und setzen

=VI|A|-|aglq und ap = |ap|, fiir alle p # q.
Wegen a € IO ist [], ap = /[A[, und nach (7.5) gibt es ein € K> mit
|2y < ap, sodass |z-a; |y, <1(< V/[A]), p # g, bzw. [2-a; g < /JA]. Mit
der Geschlossenheitsrelation erhalten wir weiter

1—H\x a, o =lz-agtfq- H|95 a, o,
P74
also |a:1 agtle = (Hwéq |z aytp)"t > 1 > 1/\/]A]; fiir p # q ergibt sich
|z ag [y = Tlpsq 2 - 0y |p/—1/|x-aq_1|q21/«/|A|.

Insgesamt haben wir also
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1/4/1Al < |z - ap*l|p < +/|A|  fir alle p,

d.h. z-a! € K%, Damit ist alles bewiesen. *)

Ist S eine endliche Menge von Primstellen von K, so sei U IS< die Idelgruppe
Ug ={a€ Igla, = 1fiirp € S;a, € U, fiirp ¢ S} C I
und _
Uy =Ug - K*/K* C Ck.
In jeder Umgebung des Einselementes von Cx gibt es eine Gruppe U f( 20),
Dies erhellt sich einfach durch die Uberlegung, dass die Gruppen

IIwe x [[Us €1k

peS pgsS
eine Umgebungsbasis des Einselementes von Ix bilden, wenn W), eine Umge-
bungsbasis des Einselementes von K, und S alle endlichen Primstellenmengen
durchlduft (vgl. S.174), dass sie stets eine der Gruppen Uj enthalten, und
dass beim Ubergang von I zu Ck eine Umgebungsbasis in eine Umgebungs-
basis und Uy in Uy iibergeht.

Den wesentlichen Kern zum Beweis des angekiindigten Existenzsatzes stellt
der folgende Satz iiber die Kummerschen Koérper dar.

(7.7) Satz. Der Korper K enthalte die n-ten Einheitswurzeln. Ist S eine
endliche Menge von Primstellen von K mit den Eigenschaften

1) S enthélt alle unendlichen und alle tiber den Primzahlen liegenden Prim-
stellen, die in n aufgehen,

9) I = IS KX,
so ist C%-U?%, die Normengruppe des Kummerschen Korpers T = K(V K5)|K.

Zusatz. Auch wenn K die n-ten Einheitswurzeln nicht enthiilt, ist C% - U%-
eine Normengruppe.

Beweis. Nach (1.4) ist x(Grx) = K%-(K*)"/(K*)" = K%/(K®)". Da
K* endlich erzeugt vom Range N — 1 = |S| — 1 ist (vgl. (1.1)) und die

*) Anmerkung des Herausgebers: Im Beweis wurde kein Gebrauch von der Endlich-
keit der Idealklassengruppe gemacht. Diese kann man aber nun aus (7.6) folgern:
die Komposition der Homomorphismen C})( — Ckg — Jx/Hgk ist surjektiv und
stetig beziiglich der diskreten Topologie auf Jx /Hg. Folglich ist Jx /Hgk sowohl
diskret als auch kompakt, und somit endlich.

20) Man beachte, dass die U% nicht selbst offen sind. Wegen der Abgeschlossenheit
von Uy in K sind sie allerdings abgeschlossen.

(©Alexander Schmidt: www.mathi.uni-heidelberg.de/~schmidt/Neukirch/



Elektronische Ausgabe. Frei fiir den privaten Gebrauch.

§7. Der Existenzsatz 179

n-ten Einheitswurzeln enthilt, ist K°/(K®°)" das direkte Produkt von N
zyklischen Gruppen der Ordnung n. Daher ist auch Gk direktes Produkt
von N zyklischen Gruppen der Ordnung n.

Fiir jedes @™ € C}% ergibt sich aus diesem Grund (a",T|K) = (a,T|K)" =1,
d.h. @" € NpgCr, so dass C € Ny gCr. Weiter ist jedes Idel a € U}?
ein Normidel der Erweiterung 7T'|K. Um dies einzusehen, haben wir uns nach
(3.4) davon zu iiberzeugen, dass a, Normelement der lokalen Erweiterung
K, (VK?)|K, fir jedes p ist. Fiir p € S ist dies wegen a, = 1 trivial. Ist
p &S, so0ist a, € Up, und a, ist nach II, (4.4) ein Normelement, wenn die
Erweiterung K, (VK¥)|K, unverzweigt ist. Dies ist aber sofort klar, denn
jedes a € K?® ist eine Einheit fiir p ¢S, und da n wegen p ¢ S teilerfremd
zur Restkorpercharakteristik char K ist, ist die Gleichung X" —a = 0 im
Restkérper K, separabel, so dass K, ({/a)|K) unverzweigt ist. Es ergibt sich
U% € NpjxCr und also
Cp - U% € NpxCr.
Aus dieser Inklusion erhalten wir die Gleichheit durch eine Indexbetrachtung.
Nach dem Reziprozitatsgesetz ist
(Cx : NpixCr) = |G| = (K® : (K%)") =n", N =|S].
Andererseits ist
(#) (Cx : CR-UR) = (IR KX« (Ig)"Ug-K*)
= (I« IR)™UR)/((IF N KX) : (IR)™UR N K>)) 2V,
Hierin ist der Index im Zé&hler
(I = (I)Ug) = [T (9™,
pes
denn die Abbildung I3 — [es Ko /(K™ mit a = [ cgap (K" ist
trivialerweise surjektiv, und im Kern liegen diejenigen Idele a € T f}, flir die

ap € (K;)" fiir p € S ist; dies sind aber gerade die Idele aus (I3)"-UZ.

Mit II, (3.7) erhalten wir unter Beachtung von |n|, =1 fir p ¢ S

(U vy = TT&y - 9™ = [ n*Inly = 2] Inly = n2.
pes peSs p

Fiir den im Nenner stehenden Index der Gleichung () haben wir I3 N K> =
K® und (IZ)"Uy N K* = (K°)". Ersteres ist klar. Fiir das zweite gilt
jedenfalls die Inklusion (K9)" C (I)" - Ug N K*.

Sei umgekehrt 2 € (I3)"-Ux N K*, also x = a" - u, a € Iy, u € Up. Wir
bilden den Kérper K ({/z) und zeigen K({/x) = K. Ist b € I3, so ist b
stets ein Normidel von K ({/z)|K. Fiir jedes p € S ist némlich b, € K ein

21) Vgl. hierzu die Fuknote '?) auf S. 148.
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Normelement wegen K, ({/z) = Ky(y/a}) = K. Fiir p ¢ S gilt das gleiche,
da by, € Uy und K, ({/z) = Ky( ¢/up)| K, wegen p { n unverzweigt ist (vgl. II,
(4.4)). Beriicksichtigen wir I = I3-K*, so ist damit gezeigt, dass
Ni(ya)xCr(vm) = Ok,
und dies bedeutet nach dem Reziprozitéitsgesetz K = K({/z). Also ist /z =
ye KX, z=y" € (K*)"NKS = (K%)".
Aus der Gleichung (x) erhalten wir nun
(Ck : Cp - U%) =n®N /(K% - (K%)") = n*N /0N = nN = (Ck : Ny Cr),
also Ny Cr = Cp - U%.

Lassen wir die Einheitswurzelvoraussetzung fallen, so erweist sich C%-U%,
wie es der Zusatz behauptet, dennoch als Normengruppe. Enthéilt ndmlich
der Kérper K die n-ten Einheitswurzeln nicht, so adjungieren wir diese und
kommen zu einem Oberkorper K'|K. Ist S’ eine endliche Menge von Prim-
stellen von K’, die alle iber den Primstellen aus S liegenden Stellen enthélt
und dariiber hinaus so grof ist, dass I =1 IS(/, - K'* so ist nach dem soeben
Bewiesenen C%,-U f(/, die Normengruppe einer normalen Erweiterung L'|K’.
Ist L der kleinste L’ umfassende Normaloberkorper von K, so wird

NL‘KOL - NK’lK(NL'lK'(NL‘L'CL)) g NK’lK(NL"K’CL/) =
Nicii (Cr-U%)) = (N O ) Nigr i U5 © C- U5

Daher ist C’}‘('ﬁf{ als Obergruppe der Normengruppe Ny xCp, selbst eine
Normengruppe (vgl. (6.14)).

(7.8) Existenzsatz. Die Normengruppen von Ck sind gerade die abgeschlos-
senen Untergruppen von endlichem Index.

Beweis. Sei N = NpjxCr € Ck die Normengruppe einer normalen Erwei-
terung L|K. Nach dem Reziprozitéitsgesetz ist der Index (Ck : Np) = |Gi‘I’K\
endlich. Die Normabbildung Ny, i : C, — Cf ist offensichtlich stetig. Wir ha-
ben CK = C%XFK, CL = C%XFL, mit FK, FL = IR_T_ Die im Beweis zu (74)
vorgenommene Injektion IR_T_ — C liefert ersichtlich auch eine Reprasentan-
tengruppe von Cr,/C?; wir kénnen also annehmen, dass 'y = I, C Cf. Es
ergibt sich
NL|KCL = NL\KC(i X NLIKFK = NL|KOE X F}} = NLIKCE/ X FK

Das Bild der kompakten Gruppe C? in Ck ist kompakt, also abgeschlossen,
und da auch I'x € Ck abgeschlossen ist, ist in der Tat Ny, C1, abgeschlossen.

Sei umgekehrt N C Ck eine abgeschlossene Untergruppe von endlichem Index
(Ck : N) = n. Dann ist jedenfalls C7- C N.
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Ferner ist A/ (als Komplement ihrer endlich vielen abgeschlossenen Neben-
scharen) auch offen und enthélt daher eine der Gruppen U3 (vgl. die Be-
merkung auf S. 178). C%-U?%. ist aber nach dem Zusatz zu (7.7) fiir geniigend
grofes S eine Normengruppe, und nach (6.14) gilt das gleiche fiir die Ober-
gruppe N.

Wir halten fest, dass die unter Heranziehung von (7.7) zuletzt bewiesene Tat-
sache, dass némlich zu jeder abgeschlossenen Untergruppe N/ C Cx von endli-
chem Index ein Normaloberkorper L| K mit der Normengruppe N LxkCrL = N
existiert, die entscheidende Existenzaussage bedeutet.

Aus der im Existenzsatz ausgesprochenen Kennzeichnung der Normengruppen
erhalten wir ohne Schwierigkeit eine weitere Charakterisierung von vorwiegend
arithmetischer Natur. Sie ist die ideltheoretische Fassung des klassischen, al-
lein auf dem Idealbegriff beruhenden Existenzsatzes?2).

Unter einem Modul m verstehen wir ein formales Produkt
m= H pe
p

von Primstellenpotenzen, derart dass n, > 0 und n, = 0 fiir fast alle Prim-
stellen p ist; fiir die unendlichen Primstellen p lassen wir nur die Exponenten
np =0 und 1 zu.

Fiir eine Primstelle p von K sei

die ny-te Einseinheitengruppe von K, U, v

p = Up, wenn p { oo,

U;Ip _ IRi c KPX, wenn p reell und ny, = 1,
R* = pr, wenn p reell und n, =0,

C* = K,', wenn p komplex ist.

Ist a, € K, so sei
ap = 1 mod p"™* < a, € U," .

Fiir eine endliche Primstelle p und n, > 1 bzw. n, = 0 bedeutet dies die
gewohnliche Kongruenz bzw. a, € Uy, fiir eine reelle Primstelle p mit dem
Exponenten n, = 1 die Positivitdt a, > 0, aber fiir die verbleibenden Fille,
dass p reell und ny = 0 oder p komplex ist, keinerlei Einschrénkung.

Ist m = Hp p"™* ein Modul, so setzen wir fiir ein Idel a € I
a=1modm <= a, =1 mod p"* fiir alle p

und betrachten die Gruppen

22) Vgl. [17], Teil I, §4, Satz 1.
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I}‘(‘:{aEIK|azlmodm}:HU,?‘° C Ik.
p
Ist speziell m = 1, so ist offenbar

I =13= = T &7 < [ Uss
ploo pfoo
wobei S, die Menge der unendlichen Primstellen von K ist.

Die Idelklassengruppe
CR=IR-K*/K* CCk

nennen wir die Kongruenzuntergruppe mod m von Ck. Die Faktorgruppe
Ck /C® wird auch als Strahlklassengruppe mod m bezeichnet. Ist speziell
m =1, so ist

Cie/Ch = I/ K [Tk - K* /K" & Iie /TS K™

Nach (2.3) ist also die Strahlklassengruppe mod 1 isomorph zur Idealklassen-
gruppe Ji /Hg, und ihre Ordnung ist gleich der Idealklassenzahl h von K.

(7.9) Satz. Die Normengruppen von Ck sind gerade die Obergruppen der
Kongruenzuntergruppen C%.

Beweis. Der Index (Ck : C%) = (Ck : Cx) - (Ck : CR) = h- (C} : CB)
=h-(I} - K*:I2 K*)<h-(I):I®) = h-11,(Up - U,”) ist endlich.
Da I = I, U,” offen in Iy ist, ist auch das Bild C¥ offen und damit
abgeschlossen in Ck. Die Kongruenzuntergruppen sind also nach (7.8) mit
ihren sdmtlichen Obergruppen Normengruppen.

Sei andererseits N eine Normengruppe von Cf, also nach (7.8) eine abge-
schlossene Untergruppe von endlichem Index. Dann ist N auch offen und hat
ein offenes Urbild Z in Ix. 7 enthélt eine offene Untermenge W vom Typ

W =[] Ws x [] U
pes pgs

mit einer endlichen Primstellenmenge S, wobei W, eine jeweils offene Um-
gebung des Einselementes von K]f ist; diese Gruppen bilden namlich eine
Umgebungsbasis des Einselementes von I (vgl. S. 174). Ist p endlich, so kon-
nen wir W, = U':L ? annehmen, denn die Einseinheitengruppen U;L " C K
bilden eine Umgebungsbasis. Ist p unendlich, so erzeugt die offene Menge W,
die ganze Gruppe K, oder die Gruppe IR} im reellen Fall. Die durch W er-
zeugte Gruppe ist daher eine Gruppe Iz C 7 mit passendem Modul m. In der
Tat ist also N/ Obergruppe der Kongruenzgruppe C% = IR-K*/K*.
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Der zur Normengruppe CJ gehorige (abelsche) Klassenkorper L|K heifit
Strahlklassenkérper mod m. Seine Galoisgruppe G i ist nach dem Re-
ziprozititsgesetz isomorph zur Strahlklassengruppe Cx /CH. Legen wir fiir K
speziell den Korper @ der rationalen Zahlen zugrunde, so ergibt sich:

(7.10) Satz. Sei m eine natiirliche Zahl, p, die unendliche Primstelle von Q,
und m der Modul m = m - py. Der Strahlklassenkérper mod m ist gerade der
Kérper Q(¢,) der m-ten Einheitswurzeln.

Stellen wir den Beweis fiir den Augenblick zuriick, so erkennen wir, dass der
Existenzsatz auf Grund dieses Resultats fiir den Koérper @ nichts anderes
bedeutet, als den beriihmten KRONECKERSchen

(7.11) Satz. Jeder iiber dem Kérper Q der rationalen Zahlen abelsche Kérper
ist ein Kreiskérper, d.h. ein Unterkérper eines Einheitswurzelkorpers Q(Q).

Beweis zu (7.10). Sei ¢ eine primitive m-te Einheitswurzel und m =[], p"».
Dann ist 1§y = [],,,_ Up” x IRY. Die Gruppe U,” C Q, besteht aus lau-
ter Normelementen der Erweiterung Q,(¢)|Q,,. Der Korper Q,(¢) setzt sich
nimlich zusammen aus dem Kérper der p"s-ten Einheitswurzeln Q,(¢ym»)
und dem iiber Q, unverzweigten Korper der m;—ten Einheitswurzeln Qp(Cm;)
(mf, = m/p"). Der erste Korper besitzt die Elemente aus U,” als Normele-
mente wegen II, (7.15), der zweite wegen I, (4.4).

Da die Normengruppe des Kompositums Q,(¢) = Q,((pre)Q,(Cmy ) der
Durchschnitt der beiden zu Q,,(¢,m») und Qp(Cm;) ) gehorenden Normengrup-
pen ist, liegt U,” in der Tat in der Normengruppe von Q,(0)Q,. Aus (3.4)
ergibt sich, dass I} aus lauter Normidelen der Erweiterung Q(¢)|Q besteht,
dh. €§ € NoeCe©-

Andererseits ist
(Cq:CF)=(Cq:Cq) - (Cy:CH) = (g Q* : IF - Q)
= (1§ : I3/ (I N Q™) - (IH N QX)).

Es ist Iy = [, Up x R* und I =[], Up” x RY, also I N Q* =
{1,=1} und I N Q> = {1}. Wir erhalten daher
1 n
(Co:0g) =5 [ W Up)- RS RY)
PFPoo
=Wy up) = [T - (0= 1) = ).
plm plm
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Dies ist aber der Korpergrad ¢(m) = [Q(() : Q], und es ergibt sich (Cq : Cg)
= (Cq : Ng()|oCq(¢)), d-h. die Kongruenzuntergruppe Cg ist in der Tat die
Normengruppe des Kreiskorpers Q(¢).

Auf Grund von (7.10) konnen wir die Strahlklassenkérper tiber einem Zahl-
korper K als die den Einheitswurzelkérpern im Fall K = @Q entsprechenden
Korper ansehen. Dem Kroneckerschen Satz (7.11) entspricht dabei die tiefgrei-
fende Verallgemeinerung, dass jeder abelsche Oberkorper von K Unterkorper
eines Strahlklassenkorpers ist. In diesem Licht besehen erscheint die Klassen-
korpertheorie als eine Verallgemeinerung der Theorie der Kreiskorper. In der
Tat hat sich die historische Entwicklung auch weitgehend am Beispiel der
Kreiskorper orientiert.

Durch die Einfithrung der Strahlklassenkérper erhalten wir einen guten Uber-
blick iiber den Verband aller abelschen Oberkorper eines Grundkorpers K.
Die Strahlklassenkorper selbst entsprechen den verschiedenen Moduln m von
K, und zwar gehort zum groferen Modul die kleinere Kongruenzgruppe, also
der grofere Strahlklassenkorper. Genauer gesagt, sind m und m’ zwei Moduln
von K, so folgt aus m | m’, dass der Strahlklassenkérper mod m im Strahl-
klassenkorper mod m’ enthalten ist. Unter allen Strahlklassenkorpern iiber
K haben wir einen, der eine Sonderstellung einnimmt, der aber erst in Er-
scheinung tritt, wenn wir uns vom Grundkoérper K = Q 16sen. Es ist dies der
Strahlklassenkdrper mod 1, also der zur Kongruenzgruppe Ck mit dem Mo-
dul m = 1 gehorige Klassenkérper L|K. Er heifst der Hilbertsche oder auch
absolute Klassenkdrper iiber K. Seine Galoisgruppe ist zu Cx /C}., also
nach unserer Uberlegung auf S. 182 zur Idealklassengruppe Jx /Hy kanonisch
isomorph. Der Korpergrad [L : K] ist gleich der Idealklassenzahl h von K.
Uber den Hilbertschen Klassenkérper werden wir im niichsten Paragraphen
einiges zu sagen haben.

Wir wollen nicht versdumen, aus der Kompaktheit der Gruppe CY% und aus
der Tatsache, dass die Gruppen C% - U3 Normengruppen sind (vgl. (7.7)
und Zusatz), eine interessante Folgerung tiber das universelle Normrestsymbol
( ,K) zu ziehen.

(7.12) Satz. Der durch das universelle Normrestsymbol ( ,K) gegebene
Homomorphismus (LK)
Cx —=5 Gab

von C in die topologische Galoisgruppe G der maximal abelschen Erwei-
terung A |K ist stetig, surjektiv, und der Kern

Dk = m NpiCr
L
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ist die Gruppe aller unendlich dividierbaren Elemente von Cy 23), d.h.

Dk = () Ck.

n=1

Beweis. Wir iiberzeugen uns zunéchst von der Richtigkeit der letzten Aus-
sage. Ist @ € ﬂzo:l Cp, und N, = Nk C1, irgendeine Normengruppe, so
ist, wenn der Index (Cx : Nz) = nist, @ = b € Np. Also ist (72, Op- C
Di = nLNL\KCL'

Andererseits sind die Gruppen C}- - U3, fiir geniigend grokes S Normen-
gruppen, d.h. Dxg C C% - U%. Fiir die Inklusion Dy C Mo, C7 geniigt es
daher zu zeigen, dass (g Cp - Uy = O3 ist. Sei @ € (g C - U%; dann ha-
ben wir fiir jedes S die Darstellung a = EZ -lg, bg € Ck, g € (7}9(. Wegen
NsUg = 1ist auch Mg U% = 1, und dies bedeutet, dass die Folge g fiir
wachsendes S gegen 1 konvergiert, d.h. die Folge a - a;l € C} konvergiert
gegen a: a=limga- ﬂgl.

Bedenken wir nun, dass Cy = C% x I' (I'x & IRJXF), und dass die Abbildung

Cx C? stetig ist, so sehen wir, dass wegen der Kompaktheit von C% und
der Abgeschlossenheit von I'x die Gruppe

Ck = (Cx)" x I'g = (CR)" x I'
abgeschlossen ist, so dass a = limga - a;l € Ck. In der Tat ist also Di C
Ng O - Up- = O fiir jedes n, und damit Dg = (72, C.
Insbesondere ist bei der Zerlegung Cx = C% x 'k die Gruppe ' = R}
als Divisionsgruppe im Kern Dy von ( , K) enthalten, so dass

(CK,K) = (09(7K) QGE;?

K .
Haben wir bewiesen, dass der Homomorphismus Cg M G%’ stetig

ist, so folgt aus der Kompaktheit von C9- die Abgeschlossenheit des Bildes
(C%, K) = (Ck,K) in G2, und wegen der Dichtigkeit wird (Cx, K) = G322,
was die Surjektivitéit beweist.

Die Stetigkeit aber ist fast trivial. Ist ndmlich H eine offene Untergruppe
von G%’, also eine abgeschlossene Untergruppe von endlichem Index und L
der Fixkorper von H, so ist die Normengruppe N = Ny xCr C Ck offen
und wird wegen (N, L|K) = (N, K) - H = 1 durch das universelle Norm-
restsymbol in H abgebildet.

23) Ein Element a € Ck ist unendlich dividierbar, wenn es zu jeder natiirlichen Zahl
neinbeCx mita="6" gibt.

(©Alexander Schmidt: www.mathi.uni-heidelberg.de/~schmidt/Neukirch/



Elektronische Ausgabe. Frei fiir den privaten Gebrauch.

186 Teil ITI. Globale Klassenkorpertheorie

Fiir die Gruppe Dy hat man neben der hier gefundenen noch eine andere
rein topologische Charakterisierung. Es zeigt sich némlich, dass D gerade
die Zusammenhangskomponente des Einselementes von Ck ist. Zum Beweis
dieser nicht eben an der Oberfliche liegenden Tatsache verweisen wir den
interessierten Leser auf [2], Ch. 9.

§ 8. Das Zerlegungsgesetz

In dem Artinschen Reziprozititsgesetz finden viele der tiefstliegenden Gesetz-
méfigkeiten der Zahlentheorie ihren gemeinsamen Ausdruck. So kann man
zum Beispiel, was wir hier nicht ausfiihren wollen, das Gaufssche Reziprozi-
titsgesetz der quadratischen Reste als einen Spezialfall desselben ansehen?®),
und es hat sich gezeigt, dass iiberhaupt die Theorie der hoheren Potenzreste
vom Artinschen Reziprozititsgesetz beherrscht wird. Eine andere tiefgreifende
Anwendung betrifft die Frage, welche Ideale eines Grundkérpers K in einem
Oberkorper L Hauptideale werden. Hierauf werden wir noch zuriickkommen.
Als wichtigste Konsequenz ist jedoch die Beantwortung der Frage anzusehen,
wie sich die Primideale p eines Grundkorpers K in einem abelschen Oberkor-
per L zerlegen. Zu diesem Zweck betrachten wir anstelle des Primideals p von
K ein zugehoriges ,Primidel”, indem wir in K, ein Primelement 7 € K, aus-
wahlen und das Idel ny(7) = (...,1,1,7,1,1,...) bilden. Sehen wir zunéchst
von den endlich vielen verzweigten Primstellen ab, so lédsst sich das Zerlegungs-
verhalten des Primideals p in der abelschen Erweiterung L|K unmittelbar aus
einer Beziehung des Primidels n,(7) zur — den Kérper L bestimmenden — Nor-
mengruppe Nz = Np|xCr C Ck ablesen, nidmlich einfach aus der Ordnung
der Idelklasse 1, (7) modulo Np,. Dies ist der Inhalt des folgenden Satzes:

(8.1) Satz. Sei L|K eine abelsche Erweiterung vom Grade n und p ein un-
verzweigtes Primideal von K.

Ist dann m € K, ein Primelement und n,(7) € Cg die durch das Idel
ny(m) =(...,1,1,1,7,1,1,1,...) représentierte Idelklasse, und ist f die klein-
ste Zahl, derart dass _
(7)) € Ny Cr,
so zerfallt das Primideal p im Oberkérper L in r = n/f verschiedene Prim-
ideale By, ..., B, vom Grade f.

24) Von diesem Gesetz riihrt auch die Bezeichnung ,Reziprozitatsgesetz®, die auf den
ersten Blick etwas seltsam erscheinen muss, da das Artinsche Reziprozitéitsgesetz
in seiner dufleren Form mit dem Gauflschen kaum mehr etwas zu tun zu haben
scheint.
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Kennt man also die Normengruppe Np|xCp, so kann man das Zerlegungs-
verhalten von p in L in einfacher Weise in der Idelklassengruppe Ck des
Grundkorpers K ablesen.

Beweis. Da p unverzweigt ist, zerfillt es in L in verschiedene Primidea-
le von gleichem Grade: p = B;---P,. Nach dem Reziprozititsgesetz ist
Cx/NpkCr = Gprx, und das Element u,(7) mod NpxCr hat in
Ck /N kCL die gleiche Ordnung f wie das Element (vgl. (6.15))
(Mp(m), LIK) = (m, Lp| Kp) € Gy, € Grix (B 1)

Nach II, (4.8) ist aber (m, Lyy|K},) = ¢, der Frobeniusautomorphismus der
unverzweigten Erweiterung Le|K,. Dieser erzeugt die Gruppe G Ly|K,> und
daher stimmt seine Ordnung f mit dem Grad [Leg : K], also mit dem Grad
von ‘B iiber p liberein. Die Anzahl r der verschiedenen Primideale B, ..., B,
iiber p berechnet sich hiernach aus der fundamentalen Gleichung der Zahlen-
theorie: n =1r- f.

Wir werden dem Satz (8.1) spéter in einer anderen rein idealtheoretischen Fas-
sung noch einmal begegnen, wenn wir namlich aus unseren ideltheoretischen
Sétzen die klassischen rein idealtheoretisch formulierten Sétze der Klassen-
korpertheorie herleiten.

In (8.1) war nur von den unverzweigten Primidealen die Rede. Zur Entschei-
dung, wann ein Primideal p unverzweigt ist, verhelfen uns die folgenden Uber-
legungen.

Ist L| K eine abelsche Erweiterung algebraischer Zahlkorper, und sind Ly | K,
die zugehodrigen lokalen Erweiterungen, so ist L durch die Normengruppe
NpkCr € Ck und Ly durch die Normengruppe Nk, L% C K, ein-
deutig bestimmt. Zwischen diesen beiden Normengruppen besteht eine sehr
einfache Beziehung. Wir denken uns dazu die Gruppe K, nach (7.3) durch
den Homomorphismus _
ny: K;( — Ck

in Ck eingebettet, indem wir z, € K,° mit der durch das Idel n,(z,) =
(...,1,1,1,zp,1,1,1,...) représentierten Idelklasse identifizieren. Wir erhal-
ten dann mit den Abkiirzungen N = Np gk und Ny = Ny, |k, den

(8.2) Satz. Ist L|K eine abelsche Erweiterung, so ist
NCp N Kg = Nq}L%é
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Beweis. Ist 7, € NypLg, so hat das Idel ny(2p) = (..., 1,1,1,2p,1,1,1,...)
lauter Normenkomponenten, ist also nach (3.4) Normidel von L. Daher ist
ngL% C NCp, ﬂKI;(

Sei umgekehrt @ € NCp N K. Dann wird @ einerseits durch ein Norm-

idel @ = Nb, b € I, reprisentiert, andererseits durch ein Idel ny(z,) =
(...,1,1,1,xp,1,1,1,...), zy € K5, so dass

ny(zp) -a=Nb mit a € K*.
Gehen wir zu den Komponenten iiber, so sehen wir, dass a fiir jedes q # p

ein Normelement ist. Mit der Produktformel (6.15) ergibt sich hieraus die
Normeigenschaft von a auch an der Stelle p, so dass z, € NchqX}, und dies

zeigt die Inklusion NCr, N K> C Nng.

Der folgende Satz zeigt nun, wie sich die Verzweigtheit oder Unverzweigtheit
einer Primstelle p von K in einem abelschen Korper L|K in der Normengruppe
NCp C Ck widerspiegelt. Eine unendliche Primstelle p nennen wir dabei
unverzweigt, wenn sie total zerféllt, d.h. wenn Ly = K.

(8.3) Satz. Sei L|K eine abelsche Erweiterung, N' = NCp C Ck ihre Nor-
mengruppe und p eine Primstelle von K. Dann gilt:

p ist unverzweigt in L <= U, C N,
p zerfillt total in L — K, CN.

Beweis. p ist unverzweigt < Leq|K, ist unverzweigt (d.h. Ly = K, fiir
ploo) < (nach II, (4.9) und (8.2)) U, C ngL% =NNK;S U, CN.
p zerfillt total & Ly = Ky, < K = NpLg = NN K < K CN.

Ganz dhnlich wie im lokalen Fall fithren wir auch in der globalen Klassenkor-
pertheorie den Begriff des Fiihrers ein. Fiir eine lokale abelsche Erweiterung
Ly | K, war der Fiihrer §, als die kleinste p-Potenz p™ definiert, derart dass
Uy C NquXy Im globalen Fall haben wir die p-Potenzen p™ durch die Mo-
duln m (vgl. §7, S.181) und die Gruppen Uy’ = {z, € K | , = 1 mod p"}
durch die Kongruenzuntergruppen Cg = {a € Cx | a = 1 mod m} zu erset-
zen.

Bedenken wir, dass jede Normengruppe A' C Ck nach (7.9) eine Kongruenz-

untergruppe C enthélt, und dass aus m | m’ die Inklusion CI“}/ C Cg folgt
(nicht umgekehrt!), so werden wir zu der folgenden Definition gefiihrt.
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(8.4) Definition. Sei L|K eine abelsche Erweiterung mit der Normengruppe
N =NCy.

Unter dem Fiihrer § von N, oder auch von L|K , verstehen wir den g.g.T.
aller Moduln m, derart dass C} C N.

C;( ist also die grofte in A enthaltene Kongruenzuntergruppe, und es ist
C® C N genau dann, wenn f | m. Ist N = C, ist also A/ die Normengrup-
pe des Strahlklassenkdrpers mod m, so bedeutet dies i.a. nicht, dass m der
Fiithrer von N ist (nach (7.10) ist z.B. Cg = Cg™).

Fir den Fiihrer § einer abelschen Erweiterung L|K gilt ein ganz analoger
Lokalisierungssatz wie fiir die Diskriminante. Definieren wir fiir eine unendli-
che Primstelle den Fiihrer f, durch p oder 1, je nachdem ob Ly # K, oder
Ly = Ky, so erhalten wir den

(8.5) Satz. Ist f der Fiihrer der abelschen Erweiterung L|K und f, der Fiihrer
der lokalen Erweiterung Lo|K,, so ist

f=T1]f-
p

Beweis. Wir haben offenbar die folgende Aquivalenz zu zeigen: Ist N' = NC,
und m =[], p™ ein Modul von K, so ist

CRCN = pr |m <= f, | p" fiir alle p.
p
Dies aber ergibt sich mit den Bezeichnur}gen von §7, S. 181 und unter Beriick-
sichtigung von (8.2) aus den folgenden Aquivalenzen:
CRCN<= (a=1lmodm=aeN) firac g

<= (a, = 1 mod p™ = My(ay) € NN K = NypLy)

> (ay € Up," = ay € NypLyy)

> Uy" C NpLy

= fp|p"r.

Nennen wir eine unendliche Primstelle p von K in L verzweigt, wenn Ly # K|,
ist, so ergibt sich mit II, (7.21) der

(8.6) Satz. Eine Primstelle p von K ist genau dann in L verzweigt, wenn sie
im Fiihrer f von L|K aufgeht.

(©Alexander Schmidt: www.mathi.uni-heidelberg.de/~schmidt/Neukirch/



Elektronische Ausgabe. Frei fiir den privaten Gebrauch.

190 Teil ITI. Globale Klassenkorpertheorie

Nennen wir weiter L|K unverzweigt, wenn alle, die endlichen sowie die un-
endlichen Primstellen unverzweigt sind, so erhalten wir insbesondere das

(8.7) Korollar. Eine abelsche Erweiterung L|K ist genau dann unverzweigt,
wenn der Fiihrer § =1 ist.

Den Strahlklassenkdrper mod 1, d.h. den zur Normengruppe C} gehorenden
Klassenkorper haben wir in §7, S. 184 als den Hilbertschen Klassenkdrper
bezeichnet. Fiir ihn ergibt sich daher die folgende Charakterisierung:

(8.8) Satz. Der Hilbertsche Klassenkorper iiber K ist die maximal unver-
zweigte abelsche Erweiterung von K.

Wegen der Isomorphie Cx/ C}( &~ Ji/Hg hat der Hilbertsche Klassenkorper
iiber K als Grad die Idealklassenzahl h = (Jx : Hi) von K (vgl. §7, S.184).
Ist also h = 1 — was z.B. flir den Grundkérper K = @ zutrifft — so ist jede
abelsche Erweiterung von K verzweigt, und der Hilbertsche Klassenkorper
fallt mit K zusammen.

Ein von Hilbert vermuteter, aber lange Zeit unbewiesener Satz ist der be-
rithmte

(8.9) Hauptidealsatz. Im Hilbertschen Klassenkérper von K wird jedes
Ideal a von K ein Hauptideal.

Auf Grund des Reziprozitéitsgesetzes gelang es E. ARTIN, den Beweis dieses
Satzes auf ein rein gruppentheoretisches Problem zuriickzufiihren, dessen Lo-
sung bald darauf von PH. FURTWANGLER angegeben wurde. Wir wollen im
folgenden erldutern, wie sich die Artinsche Reduktion vollzieht.

Bilden wir zum Koérper K den Hilbertschen Klassenkorper K7 und dariiber
den Hilbertschen Klassenkoérper Ky von K7, und schreiten wir so fort, so
erhalten wir eine Kette von Klassenkorpern

K=KyCK CKyC...,

den sogenannten KlassenkSrperturm. Wir haben zunéchst den

(8.10) Satz. Der i-te Klassenkérper K; ist normal tiber K. K, ist der gréfite
abelsche Unterkorper von Ko; mit anderen Worten:
Die Galoisgruppe G, |, ist die Kommutatorgruppe von G|k -
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Beweis. Wir nehmen die Normalitit von K;, ¢ > 1, als Induktionsvorausset-
zung an. Sei o ein Isomorphismus von K;yi|K. Dann ist 0 K; = K;, und da
mit K;41|K; auch die Erweiterung o K;11|0K;, d.h. 0K;;1|K; abelsch und
unverzweigt ist, haben wir nach (8.8) ¢ K;; C K;;1. Daher ist K;;1|K nor-
mal.

Ist K’ die maximale in K5 enthaltene abelsche Erweiterung von K, so ist
einerseits Ky C K', andererseits K’ C K3, da K'|K unverzweigt ist, d.h. K’
fallt in der Tat mit K; zusammen.

Zum Beweis des Hauptidealsatzes haben wir nun die Aussage, dass jedes Ideal
von K im Klassenkorper K; ein Hauptideal wird, in die Sprache der Idele
zu lbersetzen. Sie ist offenbar zunéichst dquivalent mit der Trivialitat der
kanonischen Abbildung

JK/HK — JKl/HKl,

die dadurch entsteht, dass man jedem Ideal a € Jx das durch a im Kor-
per K; erzeugte Ideal zuordnet. Andererseits haben wir nach §7, S.182 die
kanonischen Isomorphismen

CK/CII( = JK/HK und CKI/C}(l = JKl/HK17

also das kommutative Diagramm

CK/C}( —_—> JK/HK

i |
CKI/C}(I JK1/HK17
wobei der Homomorphismus ¢ durch die kanonische Einbettung C'x — Ck,

entsteht. Der Hauptidealsatz bedeutet daher nichts anderes als die Trivialitét
der Abbildung i, oder — gleichbedeutend damit — die Inklusion Cx C C’}<1.

Da C}(l die Normengruppe der Erweiterung Ks|K; ist, so haben wir, wenn
wir das Normrestsymbol heranziehen, einfach zu zeigen, dass

1= (CK,K2|K1) = Ver(CK,K2|K).
Bedenken wir nun, dass
(Ck, Kol K) = G5 = Gy i/ Gralic, = Gy

und G, |k, die Kommutatorgruppe von G, | ist, so sehen wir, dass wir den
Hauptidealsatz auf den folgenden Satz zuriickgefiihrt haben:
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(8.11) Satz. Ist G eine metabelsche endliche Gruppe, also eine endliche Grup-
pe mit abelscher Kommutatorgruppe G’, so ist die Verlagerung von G nach

el 25)
Ver: G — ¢ = ¢

die triviale Abbildung.

Dieser Satz ist von rein gruppentheoretischer, allerdings keineswegs einfacher
Natur. Er wurde zuerst von PH. FURTWANGLER bewiesen (1930). Einen ein-
facheren Beweis gab S. IYANAGA an (1934). Es wiirde den Rahmen unserer
Ausfithrungen iiberschreiten, wollten wir auf diesen Beweis eingehen. Wir ver-
weisen daher auf [23].

FEin mit dem Hauptidealsatz eng zusammenhéngendes, von FURTWANGLER
aufgeworfenes Problem ist das beriithmte Klassenk6rperturmproblem. Es
handelt sich um die Frage, ob der Klassenkorperturm

K=KyCK CKyC...

(K41 Hilbertscher Klassenkorper von K;) nach endlich vielen Schritten ab-
bricht. Eine positive Antwort auf diese Frage hétte den folgenden interessan-
ten Aspekt: Das Abbrechen wiirde bedeuten, dass K;11 = K; fiir geniigend
grofses 7 ist, dass also K; die Klassenzahl 1 hat. Man wiirde also zu jedem al-
gebraischen Zahlkorper K einen kanonisch gegebenen auflésbaren Oberkdrper
erhalten, in dem nicht nur die Ideale von K, sondern iiberhaupt alle Ideale zu
Hauptidealen werden. Dieses Problem hat lange einer Losung geharrt, bis es
im Jahre 1964 von E.S. GoLoD und I.R. SAFAREVIC negativ entschieden wur-
de, also in dem Sinne, dass es in der Tat unendliche Klassenkorpertiirme gibt.
Es ist bemerkenswert, dass sich die Losung des Klassenkorperturmproblems
in ganz dhnlicher Weise vollzog, wie der Beweis des Hauptidealsatzes. Auch
dieses Problem wurde zunéchst auf eine rein gruppentheoretische Vermutung
zuriickgefiihrt, die bald darauf bestétigt werden konnte. Wir verweisen den
interessierten Leser auf [11], IX, und [14].

25) Wir erinnern daran, dass wir die Verlagerung einer Gruppe G nach einer Unter-
gruppe g durch die Restriktion
Res

G = H*(G,Z) = H *(9,Z) = g™
definiert haben.
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§ 9. Die idealtheoretische Formulierung der
Klassenkorpertheorie

Die bisher erhaltenen Ergebnisse der globalen Klassenkorpertheorie sind in ih-
rer Formulierung fast ausschlieflich vom Idelbegriff bestimmt. Wir haben ge-
sehen, dass die ideltheoretische Sprechweise aufserordentliche technische Vor-
zlige besitzt und insofern vollig zu Recht im Vordergrund unserer Erdrterun-
gen gestanden hat. Es obliegt uns jedoch jetzt, nachdem wir einen gewissen
Abschluss erreicht haben, aus den vorhandenen Resultaten die klassischen,
rein idealtheoretischen Sétze der Klassenkorpertheorie, wie man sie etwa im
Hasseschen Zahlbericht [17] findet, herzuleiten.

Beim ideltheoretisch formulierten Reziprozitidtsgesetz sind die abelschen Er-
weiterungen L|K in eineindeutiger Weise den Normengruppen Ny, xCr C Ck
zugeordnet. Bei der idealtheoretischen Fassung liegen die Dinge dhnlich, wenn
auch der duferen Form nach nicht ganz so einfach. Auch hier werden den abel-

schen Erweiterungen gewisse Normengruppen in der Idealgruppe Jx von K
LIK
zugeordnet. Das Normrestsymbol Cg % Gk ist dementsprechend

zu ersetzen durch ein Symbol, das den Idealen a € Jg Elemente der Ga-
loisgruppe G'r | zuordnet. Es ist nun bezeichnend, dass ein solches Symbol
nicht fiir alle Ideale definiert werden kann, im Gegensatz zum Normrestsym-
bol, das uneingeschréankt fiir alle Idele definiert ist. Vielmehr miissen diejeni-
gen Ideale, in deren Primzerlegung Verzweigungsstellen vorkommen, von der
Betrachtung ausgeschlossen werden. Dies geschieht durch die Auswahl eines
(geniigend groflen) sogenannten ,Erklarungsmoduls m*, in dem alle verzweig-
ten Primideale aufgehen, und zu dem die betrachteten Ideale teilerfremd sein
sollen. Korpertheoretisch entspricht dieser Auswahl die Einbettung der abel-
schen Erweiterung L|K in den Strahlklassenkérper mod m, in dem nach §8
nur Primteiler von m verzweigt sind. Dieser Prozess, ndmlich die Auswahl
eines geniigend grofien Erkldrungsmoduls m fiir jede vorgelegte abelsche Er-
weiterung L|K, der Ubergang zu den zu m teilerfremden Idealen und die
Einbettung von L|K in den Strahlklassenkorper mod m ist das Merkmal der
idealtheoretischen Formulierung des Reziprozititsgesetzes. Wir wollen uns im
folgenden der genaueren Beschreibung dieses Sachverhalts zuwenden.

Wir legen einen festen algebraischen Zahlkérper K zugrunde. Mit Jg bzw.
Hy bezeichnen wir wieder die Ideal- bzw. die Hauptidealgruppe von K, jedoch
lassen wir, da der Grundkérper K ein fiir allemal festliegt, den Index K in
Zukunft fort; ebenso wie bei der Idelgruppe Ix und der Idelklassengruppe
Ck, schreiben also J, H, I, C' usw.
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Ist m =], p"» ein Modul von K, so sei

J™ die Gruppe aller zu m teilerfremden Ideale,
H{ die Gruppe aller Hauptideale (a) € H mit a = 1 mod m 26).

H{ heiflt der Strahl mod m, und jede Gruppe zwischen H§' und J™ wird in
der klassischen Terminologie als mod m erklérte Idealgruppe bezeichnet.
Fiir die mod m erklédrten Idealgruppen verwenden wir die Bezeichnung H™.

Die Faktorgruppe J™/H{" heifit die Strahlklassengruppe mod m. Fiir
den Modul m = 1 ist offenbar J™ = J und H§' = H, d.h. wir erhalten die
volle Idealklassengruppe J/H als Strahlklassengruppe mod 1.

Anstelle der Idelklassengruppe C' tritt nun die ganze Familie der Strahlklas-
sengruppen J™/H{'. War die Idelklassengruppe C die Bezugsgruppe fiir alle
abelschen Erweiterungen des Grundkorpers K, so sind die Strahlklassengrup-
pen J™/H{ jeweils nur fiir die im Strahlklassenkorper mod m gelegenen Er-
weiterungen zustindig.

Ist L|K irgendeine abelsche Erweiterung, so nennen wir einen Modul m einen
Erklidrungsmodul fiir L |K, wenn L im Strahlklassenkorper mod m liegt
(d.h. C™ C NpgCr). Ist m | m’, so ist mit m auch m’ ein Erklarungsmodul
fir L|K, und es war die Definition des Fiihrers von L|K, der g.g.T. aller
Erklarungsmoduln zu sein (vgl. (8.4)).

Jeder abelschen Erweiterung L|K ordnen wir jetzt nach Auswahl eines Erkla-
rungsmoduls m die folgende mod m erklarte Idealgruppe zu:

(9.1) Definition. Ist L|K eine abelsche Erweiterung und m ein Erkliarungs-
modul fiir L| K, so heifse

H™ = Ny gJT - Hy'

die zu L| K geho6rige mod m erklirte Idealgruppe. Dabei bedeutet J}J!
die Gruppe aller zu m teilerfremden Ideale von L.

Die Bildung der Normengruppe H™/H{" in der Strahlklassengruppe J™/H§'
ist gerade das idealtheoretische Analogon zur Bildung der Normengruppe
Nk Cr in der Idelklassengruppe Ck .

Anstelle des Normrestsymbols definieren wir nun einen Homomorphismus

()

M GL|K;

26) Diese Kongruenz sei wieder im Sinne von §7, S. 181 verstanden.
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indem wir zu jedem zu m teilerfremden Ideal a von K einen als Artinsymbol
bezeichneten Automorphismus (L‘TK) aus G|k zuordnen. Wegen der Multi-
plikativitdt kdnnen wir uns dabei auf die nicht in m aufgehenden Primideale

p von K beschrianken. Fiir diese setzen wir

LIK
<L> = ¢p € Gk,

wobei ¢, den zu p gehoérigen Frobeniusautomorphismus von L|K bedeu-
tet. Seine Definition sei noch einmal kurz erwéhnt. Sei P ein {iber p ge-
legenes Primideal von L. ¢, ist dann ein Element der Zerlegungsgruppe
Gy = Gry ik, € Grjx von P liber K und ist als solches (wegen der Unver-
zweigtheit) eindeutig durch die Kongruenz

ppa = a? mod*P fiir alle ganzen Zahlen a € L,

festgelegt. Dabei ist g die Anzahl der im Restklassenkorper von p gelegenen
Elemente. ¢, héngt nicht von der Auswahl des Primideals 8 sondern nur
von p ab, da Gk abelsch ist und ein zu P konjugiertes Ideal einen zu ¢,
konjugierten Frobeniusautomorphismus liefert.

Das Artinsche Reziprozititsgesetz in seiner klassischen idealtheoretischen
Fassung lautet jetzt folgendermafsen:

(9.2) Satz. Ist L|K eine abelsche Erweiterung und m ein Erkldrungsmodul
fiir L|K, so liefert das Artinsymbol die exakte Sequenz

()

1 — H"/Hy' — J"/Hy' —— Gpjgx — 1,

wobei J™ die Gruppe aller zu m teilerfremden Ideale von K und H™ die zu
L gehorige mod m erkldrte Idealgruppe ist (vgl. (9.1)).

Bemerkung. Hiermit ist gleichzeitig ausgesagt, dass das Artinsymbol nicht
von den Idealen selbst, sondern nur von den Idealklassen mod H{' abhéngt
und daher einen Homomorphismus der Klassengruppe J™/H§* — Gp g in-
duziert.

Wir werden die Exaktheit der Sequenz

()

1 —)Hm/HSn — Jm/H(t)n _— GL|K — 1

natiirlich durch einen Vergleich mit der schon als exakt erkannten ideltheore-
tischen Sequenz

1 — NpxCp — O V25 G e 51,
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oder genauer noch mit der exakten Sequenz

( LLIK
e

1 — NpjxCp/C™ — C/C™ LG — 1

filhren. Der Ubergang von den Idelen zu den Idealen wird nach (2.3) durch
den Homomorphismus

k:I—J mit k(a)= H p“"(“‘“)
ptoo
hergestellt. Es gilt nun dariiber der

(9.3) Satz. Der Homomorphismus k induziert einen kanonischen Isomorphis-
mus der Strahlklassengruppen

Rm:C/C™ — J“/H,
dessen Einschrankung auf Np|xCp/C™ einen Isomorphismus
Rm : NL|KCL/Cm — Hm/Hg)n

liefert.

Beweis. Den Isomorphismus %y, erhalten wir folgendermafen. Zunéchst ist
c/Cme/I™ K>,

Es kommt also darauf an, in jeder Idelklasse a - I™-K* ein représentierendes
Idel a auszusuchen, das durch k in die Gruppe J™ der zu m teilerfremden
Ideale abgebildet wird. Diese Reprisentanten finden wir in der Gruppe

It ={ael|a,=1firallep|m}.

Ist ndmlich a € I, so gibt es nach dem Approximationssatz ein Element a €
K>, derart dass a, - a = 1 mod p™ fiir alle p | m = Hp p"r. Wir kénnen
hiernach schreiben a-a = a’ - b, wobei a’ bzw. b durch die Komponenten

a, = 1fiirp | m, aj, = a, - a fiir pf m bzw.

by =ap-a=1modp™ firp|m, by=1firptm
definiert ist. Wegen a’ € I™ und b € I™ ist in der Tat a € I{™.T™. K>, Der
Isomorphismus %y, ergibt sich nun aufgrund von

C/C™ 22 [ ¢ 2 1) o pim)
durch den Homomorphismus

™ — J™/H® mit a— k(a)- H

Dieser ist surjektiv und hat den Kern I™- K *NI(™) | was sich sofort verifizieren
lasst.
Wir haben weiter zu zeigen, dass

Fm(NpxCr/C™) = Nk J - Hy' /Hy'
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(m

Setzen wir I} ) = {a €Iy | ayp =1 fir P | m} C I, so ist nach der obigen
Uberlegung I}, = I£m> -I7 - L*, und daher

NpgCp/C™ = NI -K* JI™ K* = Ny I™ - I K% /T K.
Nach Definition von &, ergibt sich hiermit
R (Np e Cp /C™) = k(Np e I )-HE JHE = Ny (o(1]™)- HE  HE

und wegen /{(I}Jm) = J* erhalten wir das gewiinschte Resultat.

Der Isomorphismus %, : C/C™ — J™/H{ liefert gleichzeitig einen surjekti-
ven Homomorphismus

km : C — J"/HY'
mit dem Kern C™. Dieser kann, da J™ durch die Primideale p { m erzeugt
wird, auch folgendermafsen beschrieben werden.

Sei p t m ein Primideal von K, 7 € K, ein Primelement in K, und n,(7) =
(...,1,1,7,1,1,...) das zu p gehdrige ,Primidel“ mit der Idelklasse 0, (7) =
n,(m) - K* € C. Wegen k(n, (7)) = p wird dann die Idelklasse i, (7) durch fn
gerade auf die Klasse p - H}' abgebildet.

Der Satz (9.2) ist nun eine unmittelbare Folge des folgenden Satzes, der die
Beziehung zwischen dem ideltheoretischen und dem idealtheoretischen Rezi-
prozitdtsgesetz herstellt.

(9.4) Satz. Ist L|K eine abelsche Erweiterung und m ein Erkldrungsmodul

fiir L|K, so ist das Diagramm
( LIK)

] —— NL\KOL Cxk

Kml Kml J(Id
LK

(=)

| ——— H"/H} ——— J"/H} —— G — 1

GL‘K _— 1

kommutativ. Dabei haben die surjektiven Homomorphismen k. beide den
Kern C}.

Zusatz: Ist p t m ein Primideal von K, m € K, ein Primelement und ny,(7) =
(...,1,1,m,1,1,...) das zu p gehérige Primidel mit der Idelklasse n,(m) € C,
s0 besteht zwischen dem Artinsymbol und dem Normrestsymbol die Gleichheit

(555) = Gt i),

Beweis. Die Gleichheit ergibt sich mit der Produktformel fiir das Normrest-
symbol (6.15) und mit II, (4.8) miihelos:
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<L1|0K) = ¢p = (m, Ly| K;) = (Wp(7), L|K).

Hierauf aber griindet sich wegen kn (1, (7)) = p die Kommutativitét des Dia-
gramms.

Wir haben uns in diesem Paragraphen bei allen Uberlegungen auf die unver-
zweigten Primideale beschrinkt, indem wir die verzweigten stets durch die
Wahl eines Erklarungsmoduls m — also durch die Einbettung des betreffenden
Korpers in einen geeigneten Strahlklassenkorper — gleichsam von der Betrach-
tung ausgeschlossen haben. Diese Beschrinkung ist leicht als zwangslaufig ein-
zusehen. Das Artinsymbol (LlTK), das fiir die unverzweigten Primideale p nach
dem obigen Zusatz durch das Normrestsymbol (n,(7),L|K) = (7, Lyp|K,)
definiert ist, ldsst eine solche Definition im verzweigten Fall allein deshalb
nicht zu, weil das letztere durchaus noch von der Wahl des Primelementes
7w abhéngt. Die Einbeziehung der verzweigten Primstellen in die klassenkdor-
pertheoretischen Uberlegungen konnte erst erfolgen, nachdem man sich vom
Idealbegriff 16ste und zu den Idelen iiberging. Hierdurch wurde die Zuriick-
fiihrung der globalen Theorie auf die lokale ermdoglicht, in der vor allem durch
den kohomologischen Kalkiil auch die verzweigten Erweiterungen klassenkor-
pertheoretisch behandelt werden konnten.

Wir wollen zum Abschluss noch einmal das Zerlegungsgesetz der in einer abel-
schen Erweiterung L|K unverzweigten Primideale formulieren, und zwar im
Gegensatz zu (8.1) unter alleiniger Heranziehung der zugehdrigen mod m er-
klarten Idealgruppe H™, die den Korper L als Klassenkorper festlegt.

(9.5) Satz. Sei L|K eine abelsche Erweiterung und p ein unverzweigtes Prim-
ideal von K. Sei weiter m ein nicht durch p teilbarer Erklarungsmodul fiir L| K
(etwa der Fiihrer) und H™ die zugehdrige Idealgruppe. Ist dann f die Ord-
nung von p mod H™ in der Klassengruppe J™/H™, also die kleinste Zahl,
derart dass f m

pl e HY,
so zerféllt p im Oberkorper L in genau r = [L : K|/ f verschiedene Primideale
B, ..., P, vom gleichen Grade f iiber p.

Beweis. Istp =B; --- B, die Primzerlegung von p in L, so sind die Py, ..., P,
wegen der Unverzweigtheit verschieden und haben den gleichen Grad f iiber p.
Dieser Grad stimmt mit der Ordnung der Zerlegungsgruppe von ‘B; iiber K
tiberein, also mit der Ordnung des Frobeniusautomorphismus ¢, € Gk, der
die Zerlegungsgruppe erzeugt. Bei dem durch das Artinsymbol induzierten
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Isomorphismus

JU/H™ GL|K
entspricht das Element ¢, = (LITK) schlielich der Klasse p- H™ € J™/H™,

die daher die Ordnung f besitzt, w.z.b.w.
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